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TABLA  BREVE  DE INTEGRALES* * 
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*Nota:  Se  debe  anadir  una  constante  arbitraria  a  cada  formula. 


TAB  LA  BREVE  DE  INTEGRALES*  (continuacion) 
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ALGUNAS  EXPANSIONES  DE  SERIES  DE  POTENCIA 
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*Nota:  Se  debe  anadir  una  constante  arbitraria  a  cada  formula. 
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NUESTRO  OBJETIVO 

Ecuaciones  diferenciales  y  problemas  con  valores  en  la  frontera  esta  disenado  para  cubrir 
las  necesidades  de  un  curso  de  uno  o  dos  semestres  de  teorfa  basica,  asf  como  de  aplicacio- 
nes  de  las  ecuaciones  diferenciales.  Con  este  fin,  aumentamos  nuestro  breve  texto  anterior, 
incluyendo  capftulos  relativos  a  problemas  de  valores  propios  y  ecuaciones  de  Sturm-Liou- 
ville.  Hemos  tratado  de  crear  un  texto  flexible  que  proporcione  al  instructor  un  amplio  pano¬ 
rama  para  disenar  un  temario  del  curso  (en  este  prefacio  damos  ejemplos  de  tales  temarios), 
para  el  enfasis  del  curso  (teorfa,  metodologfa,  aplicaciones  y  metodos  numericos)  y  para  usar 
el  software  comercial. 

INNOVACIONES  PARA  ESTA  EDICION 

En  respuesta  a  las  solicitudes  de  usuarios  y  revisores,  y  en  reconocimiento  de  los  recientes 
desarrollos  en  ensenanza  y  aprendizaje,  ofrecemos  lo  siguiente: 

El  capftulo  4,  Ecuaciones  lineales  de  segundo  orden,  se  centra  ahora  en  las  ecuaciones  con 
coeficientes  constantes.  Esta  situacion  predomina  en  las  aplicaciones.  Al  restringir  la  prime- 
ra  exposicion  al  lector  a  una  situacion  en  que  las  soluciones  se  pueden  construir  facilmente, 
podemos  exhibit  de  manera  explfcita  casi  todos  los  aspectos  de  la  teorfa  lineal.  La  vision  ge¬ 
neral  de  esta  teorfa,  que  aparece  en  el  capftulo  6  para  quienes  quieran  aprenderla,  es  mucho 
mas  facil  de  comprender  cuando  el  lector  ha  logrado  dominar  los  calculos  concretos  en  el  ca- 
so  de  coeficientes  constantes.  En  el  capftulo  4  hemos  mantenido  una  seccion  cualitativa,  la 
cual  gufa  al  lector  para  especular  de  manera  inteligente  sobre  el  comportamiento  aproxima- 
do  de  tipos  mas  generales  de  ecuaciones  (con  coeficientes  variables  y  no  lineales). 
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Ahora  se  introduce  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  en  la  seccion  4.4  para  no-ho- 
mogeneidades  con  un  solo  termino,  lo  cual  motiva  mejor  el  metodo  y  simplifica  el  procedi- 
miento.  Los  coeficientes  indeterminados  se  revisan  en  la  seccion  4.5,  donde  se  ampllan  a  la 
suma  de  terminos  no  homogeneos  por  medio  del  principio  de  superposicion.  En  la  guarda 
posterior  de  este  texto  se  reproduce  un  bosquejo  simplificado  del  procedimiento. 

Las  ecuaciones  diferenciales  que  describen  a  circuitos  RL  y  RC  sencillos  son  de  primer  or- 
den,  de  modo  que  esta  aplicacion  se  introduce  ahora  en  el  capitulo  3.  El  analisis  de  circuitos 
RLC  mas  complejos  permanece  en  el  capitulo  5.  Un  nuevo  proyecto  al  final  del  capitulo  3 
describe  el  amplificador  operacional  ideal  y  muestra  como  un  pequeno  razonamiento  flsico 
permite  a  los  ingenieros  tratar  un  comportamiento  no  lineal  sin  dolor. 

Al  final  de  los  capltulos  adecuados  aparecen  nuevos  proyectos  que  modelan  la  oferta  y  la  de- 
manda,  el  crecimiento  de  tumores  y  los  amplificadores  operacionales  (ya  mencionados). 

Este  capitulo  ha  sido  reorganizado  para  dotar  rapidamente  al  lector  de  la  capacidad  para  re¬ 
solver  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  mediante  el  metodo  de  eliminacion.  Los  meto- 
dos  numericos  se  introducen  antes  de  las  descripciones  del  piano  fase  y  los  sistemas 
dinamicos,  lo  que  facilita  la  comprension  y  anima  a  realizar  experimentos  computacionales 
relativos  a  estos  temas. 

Para  conveniencia  de  los  profesores,  algunos  de  los  ejercicios  basicos  para  “construir  habili- 
dades”  han  sido  modificados  (para  cambiar  las  respuestas  anteriores  obsoletas)  y  se  ha  agre- 
gado  una  selection  de  ejercicios  con  un  grado  mayor  de  desaflo. 

PRERREQUISITOS 

Aunque  en  algunas  universidades  el  curso  de  algebra  lineal  es  un  prerrequisito  para  el  curso 
de  ecuaciones  diferenciales,  muchas  escuelas  (en  especial  las  de  Ingenierla)  solo  usan  el 
calculo.  Con  esto  en  mente,  hemos  disenado  el  texto  de  modo  que  solo  el  capitulo  6  (Teorla 
de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  orden  superior)  y  el  capitulo  9  (Metodos  matriciales 
para  sistemas  lineales)  requieran  algo  mas  que  el  algebra  lineal  de  bachillerato.  Ademas,  el 
capitulo  9  contiene  secciones  de  repaso  sobre  matrices  y  vectores,  as!  como  referencias  espe- 
clficas  para  los  resultados  mas  profundos  de  la  teorla  del  algebra  lineal  que  se  utilizan  en 
esta  obra.  Tambien  escribimos  el  capitulo  5  para  dar  una  introduccion  a  los  sistemas  de  ecua¬ 
ciones  diferenciales,  incluyendo  los  metodos  de  solution.  analisis  de  piano  fase,  aplicaciones, 
procedimientos  numericos  y  transformaciones  de  Poincare,  que  no  requieren  fundamentos  de 
algebra  lineal. 

EJEMPLOS  DE  TEMARIOS 

Como  una  gula  “en  bruto”  para  el  diseno  de  un  curso  en  dos  semestres  que  esta  relacionado 
con  este  texto,  damos  dos  ejemplos  que  pueden  servir  para  una  serie  de  dos  cursos  de  15  se- 
manas  cada  uno,  con  tres  horas  de  clase  por  semana:  el  primero  enfatiza  las  aplicaciones  y 
los  calculos  junto  con  el  analisis  del  piano  fase;  el  segundo  esta  disenado  para  cursos  que  en- 
fatizan  la  teorla.  Como  en  el  texto  mas  breve,  los  capltulos  1 ,  2  y  4  son  el  nucleo  del  curso 
del  primer  semestre.  El  resto  de  los  capltulos  es,  en  su  mayor  parte,  independiente  de  lo  de- 
mas.  Para  los  estudiantes  que  tienen  conocimientos  de  algebra  lineal,  el  instructor  podrla 
reemplazar  el  capitulo  7  (Transformadas  de  Laplace)  o  el  capitulo  8  (Soluciones  de  ecuacio¬ 
nes  diferenciales  mediante  series)  por  secciones  del  capitulo  9  (Metodos  matriciales  para  sis¬ 
temas  lineales). 
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CARACTERISTICAS  UNICAS  DE  ESTA  OBRA 

La  mayor  parte  del  material  tiene  una  naturaleza  modular  que  permite  diversas  configuracio- 
nes  y  enfasis  en  el  curso  (teorfa,  aplicaciones,  tecnicas  o  conceptos). 

La  disponibilidad  de  paquetes  de  computo  como  MATHCAD®,  MATHEMATICA®,  MAT- 
LAB®  y  MAPLE®  proporciona  una  oportunidad  para  que  el  estudiante  realice  experimentos 
numericos  y  enfrente  aplicaciones  realistas  que  proporcionen  una  mejor  idea  de  la  materia.  En 
consecuencia,  hemos  insertado  varios  ejercicios  y  proyectos  en  todo  el  texto,  disenados  para 
que  el  estudiante  utilice  el  software  disponible  en  el  analisis  del  piano  fase,  el  calculo  de  valo- 
res  propios  y  las  soluciones  numericas  de  varias  ecuaciones. 

Debido  a  las  restricciones  de  tiempo,  es  posible  que  en  ciertos  cursos  no  se  aborden  las  sec- 
ciones  que  tratan  casi  exclusivamente  de  aplicaciones  (como  las  de  los  capftulos  3  y  5).  Por 
tanto,  hemos  logrado  que  las  secciones  de  estos  capftulos  sean  casi  completamente  indepen- 
dientes  entre  sf.  Para  que  el  profesor  tenga  mas  flexibilidad,  hemos  incorporado  varias  aplicacio¬ 
nes  en  los  ejercicios  de  las  secciones  teoricas.  Ademas,  hemos  incluido  muchos  proyectos 
que  trabajan  con  tales  aplicaciones. 

A1  final  de  cada  capftulo  aparecen  los  proyectos  de  grupo  que  estan  relacionados  con  el  ma¬ 
terial  del  capftulo.  Un  proyecto  puede  implicar  una  aplicacion  mas  desafiante,  profundizar  en 
la  teorfa,  o  presentar  temas  mas  avanzados  de  ecuaciones  diferenciales.  Aunque  estos  pro¬ 
yectos  pueden  ser  enfrentados  por  los  estudiantes  en  forma  individual,  su  utilizacion  en  el  sa¬ 
lon  de  clase  ha  mostrado  que  el  trabajo  en  grupo  le  otorga  una  mayor  dimension  a  la 
experiencia  de  aprendizaje.  De  hecho,  Simula  la  interaction  que  tendra  lugar  en  el  terreno 
profesional. 
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La  habilidad  de  comunicacion  es,  por  supuesto,  un  aspecto  esencial  de  las  actividades  profe- 
sionales.  Aun  asf,  pocos  textos  proporcionan  la  oportunidad  para  que  el  lector  desarrolle  tal 
habilidad.  Es  por  ello  que  hemos  agregado  al  final  de  la  mayor  parte  de  los  capftulos  un  con- 
junto  de  ejercicios  de  escritura  tecnica,  claramente  identificados,  que  invitan  al  estudiante  a 
crear  respuestas  documentadas  a  preguntas  que  estan  relacionadas  con  los  conceptos  del  ca- 
pftulo.  Al  hacer  esto,  se  pide  a  los  estudiantes  que  comparen  varios  metodos  y  presenten  ejem- 
plos  que  apoyen  su  analisis. 

En  todo  el  texto  aparecen  notas  historicas  que  se  identifican  con  dagas  (f).  Estas  notas  al  pie 
proporcionan  por  lo  general  el  nombre  de  la  persona  que  desarrollo  la  tecnica,  la  fecha  y  el  con- 
texto  de  la  investigacion  original. 

La  mayor  parte  de  los  capftulos  inicia  con  el  analisis  de  un  problema  de  la  ffsica  o  la  ingenie- 
rfa  que  motiva  al  tema  que  se  presenta,  se  incluye  ademas  la  metodologfa. 

Todos  los  capftulos  principales  contienen  un  conjunto  de  problemas  de  repaso,  junto  con  un 
resumen  de  los  principales  conceptos  que  se  presentan. 


La  mayor  parte  de  las  figuras  del  texto  fueron  generadas  mediante  una  computadora.  Los 
graficos  por  computadora  no  solo  garantizan  una  mayor  precision  en  las  ilustraciones,  sino 
que  demuestran  el  uso  de  la  experimentacion  numerica  en  el  estudio  del  comportamiento  de 
las  soluciones. 

Aunque  los  estudiantes  mas  pragmaticos  podrfan  eludir  las  demostraciones,  la  mayorfa  de  los 
profesores  consideran  a  estas  justificaciones  como  un  ingrediente  esencial  en  un  libro  de  texto 
de  ecuaciones  diferenciales.  Como  en  cualquier  otro  texto  de  este  nivel,  hay  que  omitir  algu- 
nos  detalles  de  las  demostraciones.  Cuando  esto  ocurre,  senalamos  el  hecho  y  hacemos  referen¬ 
da  a  un  problema  en  los  ejercicios  o  a  otro  texto.  Por  conveniencia,  el  final  de  una  demostracion 
se  senala  mediante  el  sfmbolo  ■ . 

Hemos  desarrollado  la  teoria  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  en  forma  gradual.  En  el  ca- 
pftulo  4  (Ecuaciones  lineales  de  segundo  orden)  presentamos  la  teoria  basica  para  las  ecuacio¬ 
nes  lineales  de  segundo  orden  y  analizamos  varias  tecnicas  para  resolver  tales  ecuaciones.  Las 
ecuaciones  de  orden  superior  se  mencionan  brevemente  en  este  capftulo.  En  el  capftulo  6 
(Teoria  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  orden  superior)  se  da  un  analisis  mas  detallado 
de  las  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  orden  superior.  Para  un  primer  curso  que  enfatice 
los  metodos  de  solucion,  basta  la  presentacion  del  capftulo  4  y  se  puede  omitir  el  capftulo  6. 

Se  presentan  varios  metodos  numericos  para  aproximar  las  soluciones  de  ecuaciones  dife¬ 
renciales,  junto  con  bosquejos  de  programas  que  se  pueden  ejecutar  con  facilidad  en  una 
computadora.  Estos  metodos  se  presentan  de  manera  temprana  en  el  texto,  de  modo  que  los 
maestros  y  los  estudiantes  puedan  usarlos  para  la  experimentacion  numerica  y  para  enfrentar 
aplicaciones  complejas.  La  mayor  parte  de  los  algoritmos  analizados  se  implantan  en  el  sitio 
en  Internet  para  este  texto. 

Los  ejercicios  son  abundantes,  con  diferentes  grados  de  dificultad,  desde  los  problemas  ruti- 
narios  mas  directos,  hasta  los  mas  desafiantes.  Algunas  preguntas  teoricas  mas  profundas, 
junto  con  aplicaciones  aparecen  por  lo  general  en  la  parte  final  de  los  conjuntos  de  ejercicios. 
En  todo  el  texto  hemos  incluido  problemas  y  proyectos  que  requieren  una  calculadora  o  una 
computadora.  Estos  ejercicios  se  indican  mediante  el  sfmbolo  Q.  El  software  del  sitio  en 
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Internet  especialmente  disenado  para  su  uso  con  este  texto  facilita  la  solucion  de  estos  pro- 
blemas  numericos. 

Estas  secciones  se  pueden  omitir  sin  afectar  el  desarrollo  logico  del  material.  Estan  senala- 
das  con  un  asterisco  en  la  tabla  de  contenido.  Como  hemos  dicho,  las  secciones  de  los  capl- 
tulos  3  y  5  son  completamente  independientes  entre  si. 

Proporcionamos  un  capltulo  detallado  sobre  transformadas  de  Laplace  (capltulo  7),  pues  es¬ 
te  es  un  tema  recurrente  para  los  ingenieros.  Nuestro  tratamiento  enfatiza  los  terminos  de  for- 
zamiento  discontinue  e  incluye  una  seccion  sobre  la  funcion  delta  de  Dirac. 

Las  soluciones  en  serie  de  potencias  son  un  tema  que  en  ciertas  ocasiones  causa  ansiedad  a 
los  estudiantes.  Es  probable  que  esto  se  deba  a  una  preparation  inadecuada  en  el  calculo, 
donde  el  sutil  tema  de  las  series  convergentes  se  estudia  (con  frecuencia)  rapidamente.  Nues- 
tra  solucion  consiste  en  proporcionar  una  introduccion  suave  y  atractiva  a  la  teorla  de  solu¬ 
ciones  en  serie  de  potencias,  con  una  exposicion  de  las  aproximaciones  a  las  soluciones 
mediante  polinomios  de  Taylor,  posponiendo  los  aspectos  sofisticados  de  la  convergencia  pa¬ 
ra  secciones  posteriores.  A  diferencia  de  muchos  textos,  el  nuestro  proporciona  una  amplia 
seccion  sobre  el  metodo  de  Frobenius  (Seccion  8.6),  as!  como  una  seccion  sobre  la  determi¬ 
nation  de  una  solucion  linealmente  independiente. 

Aunque  hemos  dedicado  un  espacio  considerable  a  las  soluciones  mediante  series  de 
potencias,  tambien  hemos  tenido  cuidado  en  adecuarnos  al  profesor  que  solo  desea  dar  una 
introduccion  basica  del  tema.  Puede  lograrse  una  introduccion  al  tema  de  solucion  de  ecua¬ 
ciones  diferenciales  mediante  series  de  potencias  y  el  metodo  de  Frobenius  abarcado  los  ma- 
teriales  de  las  secciones  8.1,  8.2,  8.3  y  8.6. 

Se  proporciona  una  introduccion  a  este  tema  en  el  capltulo  10,  abarcando  el  metodo  de  sepa¬ 
ration  de  variables,  series  de  Fourier,  la  ecuacion  del  calor,  la  ecuacion  de  onda  y  la  ecuacion 
de  Laplace.  Se  incluyen  ejemplos  en  dos  y  tres  dimensiones. 

El  capltulo  5  describe  la  forma  en  que  puede  obtenerse  information  cualitativa  para  las  solu¬ 
ciones  a  sistemas  de  dos  dimensiones  con  ecuaciones  autonomas  intratables,  observando  sus 
campos  de  direcciones  y  los  puntos  crlticos  en  el  piano  fase.  Con  la  ayuda  del  software  ade- 
cuado,  este  punto  de  vista  proporciona  una  alternativa  refrescante,  casi  recreativa,  a  la  meto- 
dologla  tradicional  analltica  al  analizar  las  aplicaciones  a  la  mecanica  no  lineal,  las 
ecuaciones  no  lineales  y  la  epidemiologla. 

Se  proporciona  una  motivation  para  el  capltulo  4,  sobre  ecuaciones  diferenciales  lineales, 
mediante  una  seccion  introductoria  que  describe  el  oscilador  masa-resorte.  Aprovechamos  la 
familiaridad  del  lector  con  los  movimientos  vibratorios  comunes  para  anticipar  la  exposicion 
de  los  aspectos  teoricos  y  anallticos  de  las  ecuaciones  lineales.  Este  modelo  no  solo  propor¬ 
ciona  una  base  para  el  discurso  sobre  las  ecuaciones  con  coeficientes  constantes,  sino  que 
tambien  una  interpretation  libre  de  sus  caracterlsticas  nos  permite  predecir  el  comporta- 
miento  cualitativo  de  las  ecuaciones  con  coeficientes  variables  o  no  lineales. 

El  capltulo  sobre  metodos  matriciales  para  los  sistemas  lineales  (capltulo  9)  comienza  con 
dos  secciones  introductorias  (opcionales)  que  repasan  la  teorla  de  los  sistemas  algebraicos  li¬ 
neales  y  el  algebra  matricial. 
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Introduccion 


1.1  FUNDAMENTOS 

En  las  ciencias  y  la  ingenieria  se  desarrollan  modelos  matematicos  para  comprender  mejor 
los  fenomenos  ffsicos.  Con  frecuencia,  estos  modelos  producen  una  ecuacion  que  contiene 
algunas  derivadas  de  una  funcion  incognita.  Esta  ecuacion  es  una  ecuacion  diferencial.  Dos 
ejemplos  de  modelos  que  se  desarrollan  en  calculo  son  la  cafda  libre  de  un  cuerpo  y  el  de- 
caimiento  de  una  sustancia  radiactiva. 

En  el  caso  de  la  cafda  libre,  un  objeto  se  libera  desde  una  altura  determinada  (por  en- 
cima  del  nivel  del  suelo)  y  cae  bajo  la  fuerza  de  la  gravedad. '  Podemos  aplicar  al  objeto  que 
cae  la  segunda  ley  de  Newton,  la  cual  establece  que  la  masa  de  un  objeto  por  su  aceleracion 
es  igual  a  la  fuerza  total  que  actua  sobre  el.  Esto  lleva  a  la  ecuacion  (vease  la  figura  1.1) 

d2h 

dt 2  b 

donde  m  es  la  masa  del  objeto,  h  es  la  altura  sobre  el  suelo,  d2h/dr  es  su  aceleracion,  g  es  la 
aceleracion  gravitacional  (constante)  y  —mg  es  la  fuerza  debida  a  la  gravedad.  Esta  es  una 
ecuacion  diferencial  que  contiene  la  segunda  derivada  de  la  altura  desconocida  h  como  fun¬ 
cion  del  tiempo. 


Figura  1.1  Manzana  en  cafda  libre 


^En  este  caso  suponemos  que  la  gravedad  es  la  unica  fuerza  que  actua  sobre  el  objeto,  y  que  esta  fuerza  es  cons¬ 
tante.  Otros  modelos  mas  generales  consideraran  otras  fuerzas,  como  la  resistencia  del  aire. 
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Por  fortuna,  es  facil  resolver  la  ecuacion  anterior  en  terminos  de  h.  Basta  dividir  entre  m 
e  integrar  dos  veces  con  respecto  de  t.  Es  decir, 

d7h 


de  modo  que 


dh 

dt 


-gt  +  c, 


y 

-fd2 

h  =  hit)  =  — —  +  qf  4-  c2  . 

Veremos  que  las  constantes  de  integracion  r,  y  c2  quedan  determinadas  si  conocemos  la  altu- 
ra  initial  y  la  velocidad  initial  del  objeto.  Asf,  tenemos  una  formula  para  la  altura  del  objeto 
en  el  instante  t. 

En  el  caso  del  decaimiento  radiactivo  (figura  1.2),  partimos  de  la  siguiente  premisa:  la 
razon  de  decaimiento  es  proporcional  a  la  cantidad  de  sustancia  radiactiva  presente.  Esto  con¬ 
duce  a  la  ecuacion 


dA 

dt 


=  —k.A  , 


k  >  0  , 


donde  A  (>0)  es  la  cantidad  desconocida  de  sustancia  radiactiva  que  esta  presente  en  el 
instante  t  y  k  es  la  constante  de  proporcionalidad.  Para  resolver  esta  ecuacion  diferencial,  la 
escribimos  en  la  forma 

\dA  =  -k  dt 
A 


e  integramos  para  obtener 

|  —  J  —  k  dt 

In  A  +  C7|  =  — kt  "I-  (?2  • 


A1  despejar  A  ob tenemos 

A  =  .4(0  -  eh,A  =  V';  C|  =  Ce~kt  , 


Figura  1.2  Decaimiento  radiactivo 
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donde  C  es  la  combinacion  de  constantes  de  integracion  e-C].  El  valor  de  C,  como  vere- 
mos  mas  adelante,  queda  determinado  si  se  tiene  la  cantidad  initial  de  sustancia  radiactiva. 
Entonces  tenemos  una  formula  para  la  cantidad  de  sustancia  radiactiva  en  cualquier  instante 
futuro  t. 

Aunque  los  ejemplos  anteriores  se  resolvieron  facilmente  mediante  metodos  del  calcu- 
lo,  nos  dan  poca  idea  del  estudio  de  las  ecuaciones  diferenciales  en  general.  En  primer  lugar, 
observese  que  la  solucion  de  una  ecuacion  diferencial  es  una  funcion,  como  hit)  o  A(t).  no 
solo  un  numero.  En  segundo  lugar,  la  integracion  es  una  herramienta  importante  para  resol¬ 
ver  ecuaciones  diferenciales  ( ; lo  cual  no  es  sorprendente!).  En  tercer  lugar,  no  podemos 
esperar  obtener  una  unica  solucion  a  una  ecuacion  diferencial  pues  hay  unas  “constantes  de 
integracion’’  arbitrarias.  La  segunda  derivada  d2h/dt 2  en  la  ecuacion  de  cafda  libre  da  lugar 
a  dos  constantes,  cq  y  Ci  y  la  primera  derivada  en  la  ecuacion  de  decaimiento  da  lugar,  en  ul¬ 
tima  instancia,  a  una  constante  C. 

Siempre  que  un  modelo  matematico  implique  la  razon  de  cambio  de  una  variable  con 
respecto  de  otra,  es  probable  que  aparezca  una  ecuacion  diferencial.  Por  desgracia,  en  contraste 
con  los  ejemplos  de  la  cafda  libre  y  el  decaimiento  radiactivo,  la  ecuacion  diferencial  puede  ser 
muy  compleja  y  diffcil  de  analizar. 

Las  ecuaciones  diferenciales  surgen  en  una  amplia  gama  de  areas,  no  solo  en  las  ciencias 
ffsicas,  sino  tambien  en  campos  tan  diversos  como  la  economfa,  la  medicina,  la  psicologfa  y 
la  investigation  de  operaciones.  Ahora  enumeraremos  unos  cuantos  ejemplos  especfficos. 


1.  Una  aplicacion  clasica  de  las  ecuaciones  diferenciales  aparece  en  el  estudio  de  un 
circuito  electrico  formado  por  un  resistor,  un  inductor  y  un  capacitor  que  son  exci- 
tados  por  una  fuerza  electromotriz  (vease  la  figura  1.3).  En  este  caso,  al  aplicar  las 
leyes  de  Kirchhoff '  obtenemos  la  ecuacion 


(1) 


+  R 


dq 

dt 


1 

+  —  q  = 
C 


E{t)  , 


donde  L  es  la  inductancia,  R  es  la  resistencia,  C  es  la  capacitancia,  E(t)  es  la  fuerza 
electromotriz,  q(t )  es  la  carga  en  el  capacitor  y  t  es  el  tiempo. 


R  L 


Figura  1.3  Diagrama  de  un  circuito  RLC  en  serie 


2.  En  el  estudio  del  equilibrio  gravitacional  de  una  estrella,  una  aplicacion  de  la  ley 
de  gravitation  de  Newton  y  la  ley  de  Stefan-Boltzmann  para  los  gases  conduce  a  la 
ecuacion  de  equilibrio 


(2) 


\__d_  (j±dP\ 
r 2  dr  \p  dr J 


=  —4-irpG  , 


donde  P  es  la  suma  de  la  presion  cinetica  del  gas  y  la  presion  por  radiacion,  r  es  la 


* Analizaremos  las  leyes  de  Kirchhoff  en  la  seccion  3.5. 
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distancia  desde  el  centra  de  la  estrella,  p  es  la  densidad  de  la  materia  y  G  es  la  cons- 
tante  de  gravitation. 

3.  En  psicologfa,  un  modelo  del  aprendizaje  de  una  tarea  implica  la  ecuacion 
dy/dt  _  2 p 
,,3/2(i  -  yf/2  ~  ' 


En  este  caso,  la  variable  y  representa  el  nivel  de  habilidad  del  estudiante  como  fun- 
cion  del  tiempo  t.  Las  constantes  p  y  n  dependen  del  individuo  y  la  naturaleza  de  la 
tarea. 


4.  En  el  estudio  de  las  cuerdas  vibrantes  y  la  propagation  de  ondas,  encontramos  la 
ecuacion  diferencial  parcial 

a2„ 


(4) 


dt 2 


-  c2^  =  0 
dx1 


t 


donde  t  representa  el  tiempo,  x  la  posicion  a  lo  largo  de  la  cuerda,  c  la  rapidez  de 
la  onda  y  u  el  desplazamiento  de  la  cuerda,  que  es  unafuncion  del  tiempo  y  la 
posicion. 

Para  comenzar  nuestro  estudio  de  las  ecuaciones  diferenciales  necesitamos  cierta  termi- 
nologfa  comun.  Si  una  ecuacion  implica  la  derivada  de  una  variable  con  respecto  de  otra, 
entonces  la  primera  se  llama  una  variable  dependiente  y  la  segunda  una  variable  indepen- 
diente.  Asf,  en  la  ecuacion 

(5)  +  a—  +  kx  =  0  , 

dr  dt 


t  es  la  variable  independiente  y  x  es  la  variable  dependiente.  Nos  referimos  a  a  y  k  como  coe- 
ficientes  en  la  ecuacion  (5).  En  la  ecuacion 


(6) 


(ili 

dx 


du 

3y 


=  x  -  2y  , 


xy  y  son  variables  independientes  y  u  es  una  variable  dependiente. 

Una  ecuacion  diferencial  que  solo  implica  derivadas  ordinarias  con  respecto  de  una  sola 
variable  independiente  es  una  ecuacion  diferencial  ordinaria.  Una  ecuacion  diferencial  que 
implica  derivadas  parciales  con  respecto  de  mas  de  una  variable  independiente  es  una  ecua¬ 
cion  diferencial  parcial.  La  ecuacion  (5)  es  una  ecuacion  diferencial  ordinaria  y  la  ecuacion 
(6)  es  una  ecuacion  diferencial  parcial. 

El  orden  de  una  ecuacion  diferencial  es  el  orden  de  las  derivadas  de  orden  maximo  que 
aparecen  en  la  ecuacion.  La  ecuacion  (5)  es  una  ecuacion  de  segundo  orden,  pues  cFx/dt 1  es 
la  derivada  de  maximo  orden  que  aparece  en  la  ecuacion.  La  ecuacion  (6)  es  una  ecuacion  de 
primer  orden,  pues  solo  contiene  derivadas  parciales  de  primer  orden. 

Sera  util  clasificar  las  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  como  lineales  y  no  lineales. 
Recuerde  que  las  rectas  (en  dos  dimensiones)  y  los  pianos  (en  tres  dimensiones)  son  parti- 
cularmente  faciles  de  visualizar,  en  comparacion  con  objetos  no  lineales  como  las  curvas 
cubicas  o  las  superficies  cuadricas.  Por  ejemplo,  podemos  determinar  todos  los  puntos  de 
una  recta  si  solo  conocemos  dos  de  ellos.  En  correspondence,  las  ecuaciones  diferenciales  li- 


:\/>ta  historica:  Jean  le  Rond  d’Alembert  (1717-1783)  descubrio  por  primera  vez  esta  ecuacion  diferencial  parcial 
en  1747. 


Seccion  1.1  Fundamentos 


5 


males  son  mas  susceptibles  de  resolverse  que  las  no  lineales.  Las  ecuaciones  para  las  rectas 
ax  +  by  =  c  y  los  pianos  ax  +  by  +  cz  =  d  tienen  la  caracterfstica  de  que  las  variables  apa- 
recen  solo  en  combinaciones  aditivas  de  sus  primeras  potencias.  Por  analogfa,  una  ecuacion 
diferencial  lineal  es  aquella  en  que  la  variable  dependiente  y  y  sus  derivadas  solo  aparecen 
en  combinaciones  aditivas  de  sus  primeras  potencias. 

Una  ecuacion  diferencial  es  lineal  si  tiene  el  siguiente  formato 


(7) 


l  \d"y  ± 


-tW 


jn~l„ 


dx 


n  —  1 


+  a1(x)j-  +  a0(x)y  =  F{x) 
dx 


donde  an(x),  an  |(.r), . . . ,  a(l(x)  y  F(x)  dependen  solo  de  la  variable  independiente  x.  Las  com¬ 
binaciones  aditivas  pueden  tener  multiplic adores  (coeficientes)  que  dependen  de  x,  sin  que 
haya  restricciones  sobre  la  naturaleza  de  esta  dependencia  de  x.  Si  una  ecuacion  diferencial 
ordinaria  no  es  lineal,  entonces  se  conoce  con  el  nombre  de  no  lineal.  Por  ejemplo, 


es  una  ecuacion  diferencial  ordinaria  de  segundo  orden  no  lineal,  debido  a  la  presencia  del 
termino  y3,  mientras  que 


es  lineal  (a  pesar  del  termino  x3).  La  ecuacion 


d2y  dy 
dx 2  ,y dx 


—  COS  X 


es  no  lineal  debido  al  termino  y  dy/dx. 

Aunque  la  mayor  parte  de  las  ecuaciones  que  probablemente  aparezcan  en  la  practica 
estan  en  la  categorfa  no  lineal ,  un  primer  paso  importante  consiste  en  trabajar  con  las  ecua¬ 
ciones  lineales,  mas  sencillas  (asf  como  las  rectas  tangentes  ayudan  en  la  comprension  de 
curvas  complicadas  al  proporcionar  aproximaciones  locales). 


EJ  ERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  12,  damos  una  ecuacion  diferencial 
junto  con  el  campo  o  area  donde  surge.  Clasifi'quelas 
como  una  ecuacion  diferencial  ordinaria  (EDO)  o  una 
ecuacion  diferencial  parcial  ( EDP ),  proporcione  el  or¬ 
den  e  indique  las  variables  independientes  y  dependien- 
tes.  Si  la  ecuacion  es  una  ecuacion  diferencial  ordinaria, 
indique  si  la  ecuacion  es  lineal  o  no  lineal. 

1.  3^-f  +  4—  +  9x  =  2  cos  3/ 
dr  dt 

(vibraciones  mecanicas,  circuitos  electricos,  sismolo- 
gia). 


d2y  dy 

-4  -  2x—  +  2y  =  0 

dx2dx 


(ecuacion  de  Hermite,  mecanica  cuantica,  oscilador 
armonico). 


dy  y(2  ~  3x) 
dx  jc(1  —  3y) 


4. 


(competencia  entre  dos  especies,  ecologfa). 
d2u  d2u  _  n 

to2  iiy2  ~ 


(ecuacion  de  Laplace,  teorfa  de  potencial,  electrici- 
dad,  calor,  aerodinamica). 
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5. 


dp 

dt 


kp(P  —  p) ,  donde  k  y  P  son  constantes 


d2y  dy 

12.  —4  -  0.1(1  -y-)-r+  9y  =  0 

ax  ax 


(curva  logfstica,  epidemiologia,  economia). 

6-f =(4“*)(1“x) 

(velocidad  de  reaccion  qui'mica). 

*V1  r 

_  L  ■  donde  C  es  una  constante 


7.  >' 


+  Kdx) 


(problema  de  la  braquistocrona,7  calculo  de  variaciones). 


d1  v 


dy 


8.  Vl  -  y — +  2x—  =  0 
dx *  dx 


(ecuacion  de  Kidder,  flujo  de  un  gas  a  traves  de  un  me¬ 
dio  poroso). 
d7V  dv 

9.  X~TT  +  ~  +  xy  =  0 
dx  dx 


(aerodinamica,  analisis  de  tension  mecanica). 
dAv  ,  , 

10.  8-t  =  4*  “4 

dx 

(deflexion  de  vigas). 

5N  b2N  1  dN  t  J  J  , 

11.  —  —  — T  H - r  fc/v ,  donde  k  es  una  constante 

dt  dr1  r  dr 

(fision  nuclear). 


(ecuacion  de  van  der  Pol,  valvula  triodo). 


En  Jos  problemas  13  a  16,  escriba  una  ecuacion  diferen- 

cial  que  se  ajuste  a  la  descripcion  fisica. 

13.  La  razon  de  cambio  de  la  poblacion  p  de  bacterias  en 
el  instante  t  es  proporcional  a  la  poblacion  en  el  ins- 
tante  t. 

14.  La  velocidad  en  el  instante  t  de  una  partfcula  que  se 
mueve  a  lo  largo  de  una  li'nea  recta  es  proporcional  a 
la  cuarta  potencia  de  su  posicion  x. 

15.  La  razon  de  cambio  en  la  temperatura  T  del  cafe  en 
el  instante  t  es  proporcional  a  la  diferencia  entre  la 
temperatura  M  del  aire  en  el  instante  t  y  la  tempera¬ 
tura  del  cafe  en  el  instante  t. 

16.  La  razon  de  cambio  de  la  masa  A  de  sal  en  el  instante 
t  es  proporcional  al  cuadrado  de  la  masa  de  sal  pre¬ 
sente  en  el  instante  t. 

17.  Carrera  de  autos.  Dos  pilotos,  Alison  y  Kevin, 
participan  en  una  carrera  de  “arrancones”.  Parten 
desde  el  reposo  y  luego  aceleran  a  una  razon  cons¬ 
tante.  Kevin  cubre  la  ultima  cuarta  parte  de  la  dis- 
tancia  en  3  segundos,  mientras  que  Alison  cubre  la 
ultima  tercera  parte  de  la  distancia  en  4  segundos. 
^Quien  gana  y  por  cuanto  tiernpo? 


1.2  SOLUCIONES  Y  PROBLEMAS  CON  VALORES  INICIALES 


Una  ecuacion  diferencial  ordinaria  de  orden  n  es  una  igualdad  que  relaciona  la  variable  inde- 
pendiente  con  la  n-esima  derivada  de  la  variable  dependiente  (y  usualmente  tambien  derivadas 
de  orden  menor).  Algunos  ejemplos  son 


+  x 


dy 

dx 


+  y 


(segundo  orden,  x  independiente,  y  dependiente) 


f 


-  y  =  0 


(segundo  orden,  t  independiente,  y  dependiente) 


dt* 


M 


(cuarto  orden,  t  independiente,  x  dependiente). 


iXota  historica:  En  1630,  Galileo  formulo  el  problema  de  la  braquistocrona  ( [Ipd/ioTOC  =  mas  corto,  )qx>voc  =  tiem- 
po),  es  decir,  determinar  una  trayectoria  hacia  abajo,  por  la  cual  debe  caer  una  partfcula  desde  un  punto  dado  hasta  otro  en 
el  menor  tiernpo  posible.  Fue  propuesto  de  nuevo  por  John  Bernoulli  en  1696  y  resuelto  por  este  al  ano  siguiente. 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Asi,  una  forma  general  para  una  ecuacion  de  orden  n  con  x  independiente,  y  dependiente,  se 
puede  expresar  como 


(1) 


F\x.y, 


dy 

dx ’ 


d^y 

1  dxn 


=  0 


donde  F  es  una  funcion  que  depende  de  x,  y,  y  de  las  derivadas  de  y  hasta  de  orden  n;  es  de¬ 
ck,  depende  d e  x,  y,  ,  d"y/dx".  Suponemos  que  la  ecuacion  es  valida  para  toda  x  en  un 
intervalo  abierto  I  (a  <  x  <  b,  donde  a  o  b  pueden  ser  infinitos).  En  muchos  casos,  podemos 
despejar  el  termino  de  orden  maximo  dny/dxn  y  escribir  la  ecuacion  (1)  como 


(2) 


ry 

dx’' 


=  f  [x,y. 


dy 

dx 


1, 


dx' 


./!—  I 


que  con  frecuencia  se  prefiere  sobre  (1)  por  razones  teoricas  y  de  calculo. 


SOLUCION  EXPLICITA 


Definicion  1.  Una  funcion  <b(x)  tal  que  al  sustituirla  en  vez  de  y  en  la  ecuacion  (1) 
[o  (2)]  satisface  la  ecuacion  para  toda  x  en  el  intervalo  I  es  una  solucion  explicita 
de  la  ecuacion  en  I. 


Mostrar  que  <b(x)  =  x2  —  x  1  es  una  solucion  explicita  de  la  ecuacion  lineal 


(3) 


Las  funciones  <p(x )  =  x2  —  x  <p'(x )  =  2x  +  x  2  y  4>'\x)  =  2  —  2x  2  estan  definidas  para 

toda  x  =#  0.  Al  sustituir  <lAx)  en  vez  de  y  en  la  ecuacion  (3)  se  tiene 


(2  -  2r-?)  -  —X2  ~  Jt  j)  =  (2  -  2T3)  -  {2  -  2jr“3)  =  0  . 

Como  esto  es  valido  para  cualquier  x  =#  0,  la  funcion  (b(x)  =  x2  —  x  1  es  una  solucion  expli¬ 
cita  de  (3)  en  (— oo,  0)  y  tambien  en  (0,  oo).  ■ 


Mostrar  que  para  cualquier  eleccion  de  las  constantes  Cj  y  C2,  la  funcion 
<fi(x)  —  cte~A  +  c2e2j: 

es  una  solucion  explicita  de  la  ecuacion  lineal 
(4)  f  -  /  -  2y  =  0  . 

Calculamos  <p'(x)  =  ~C\e  *  +  2c2^x  y  <j>"(x)  =  C\e  x  +  4c2e2x.  Al  sustituir  cf>,  4>'  y  4>"  en 
vez  de  y,  y'  y  y"  en  la  ecuacion  (4)  se  tiene 

(c{e~x  +  4  c2eZx)  —  (—eye*1  +  2  c2elx)  —  2(c,1e_r  +  c2e2x) 

—  (cj  +  c,  —  2 Ci)e~x  +  (4c2  —  2c2  —  2c2)e'h:  =  0  . 

Como  la  igualdad  es  valida  para  toda  x  en  (—00,  00),  entonces  <f>(x )  =  C\e~x  +  c2elx  es  una 
solucion  explicita  de  (4)  en  el  intervalo  (—00,  00)  para  cualquier  eleccion  de  las  constantes 
ci  y  c2.  ■ 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


EJEMPLO  4 


SOLUCION 


Como  veremos  en  el  capitulo  2,  los  metodos  para  resolver  las  ecuaciones  diferenciales 
no  siempre  proporcionan  una  solucion  expllcita  de  la  ecuacion.  A  veces  tendremos  que  plan- 
tear  una  solucion  definida  en  forma  impllcita.  Consideremos  el  siguiente  ejemplo. 

Mostrar  que  la  relacion 

(5)  7  -  a3  +  8  =  0 

define  de  manera  impllcita  una  solucion  de  la  ecuacion  no  lineal 
dy  _  3x2 

(6)  dx  ~  "27 

en  el  intervalo  (2, 00). 

A1  despejar  y  en  (5),  obtenemos  y  =  ±Va3  —  8.  Veamos  si  4>(x)  =  Va3  —  8  es  una  solucion 
expllcita.  Como  dif>/d: c  =  3a2/(2Va3  — 8  ),  tanto  cf>  como  d(f>/dx  estan  definidas  en  (2,  00). 
A1  sustituirlas  en  (6)  se  tiene 

3a2  _  3a2 

2V13  -  8  2(Vr3  -  8) 

que  es  valida  para  toda  x  en  (2,  00).  [Usted  puede  verificar  que  i[>(x)  =  —  Va3  — 8  tambien 
es  una  solucion  expllcita  de  (6)].  ■ 


SOLUCION  IMPLICITA 


Definicion  2.  Se  dice  que  una  relacion  G(x,  y)  =  0  es  una  solucion  impllcita  de  la 
ecuacion  (1)  en  el  intervalo  I  si  define  una  o  mas  soluciones  expllcitas  en  /. 


Mostrar  que 

(7)  x  +  y  +  exy  =  0 

es  una  solucion  impllcita  de  la  ecuacion  no  lineal 

(8)  (l  +  ■«-"*')  +  1  +  yexy  =  0  . 

Primero  observamos  que  no  podemos  despejar  a  v  en  (7)  en  terminos  de  a.  Sin  embargo, 
para  que  se  cumpla  (7),  observamos  que  cualquier  cambio  en  a  requiere  un  cambio  en  y,  de 
modo  que  esperamos  que  la  relacion  defina  de  manera  impllcita  al  menos  una  funcion  v(a). 
Esto  es  diflcil  de  mostrar  directamente,  pero  puede  verificarse  con  rigor  mediante  el  teore- 
ma  de  la  funcion  impllcita'  del  calculo  avanzado,  el  cual  garantiza  la  existencia  de  tal  fun¬ 
cion  v(a)  y  que  ademas  es  diferenciable  (vease  el  problema  30). 


Vcasc  Vector  calculus ,  J.  E.  Marsden  y  A.  J.  Tromba,  quinta  edicion  (San  Francisco:  Freeman,  2004). 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


Una  vez  que  sabemos  que  y  es  una  funcion  diferenciable  de  x,  podemos  usar  la  tecnica 
de  derivacion  implfcita.  De  hecho,  si  en  (7)  derivamos  con  respecto  de  x  y  aplicamos  las 
reglas  del  producto  y  de  la  cadena, 


d  ,  ,  dy 

—  x  +  y  +  exy)  -  1  I  ,  -  e  y 
dx  dx 


y  +  x 


dy 

dx 


=  0 


o 


[\  +  xe*y)-y-  +  1  +  yex 
dx 


=  0  , 


que  es  identica  a  la  ecuacion  diferencial  (8).  Asf,  la  relacion  (7)  es  una  solucion  implfcita  en 
algun  intervalo  garantizado  por  el  teorema  de  la  funcion  implfcita.  ■ 

Veriticar  que  para  cada  constante  C  la  relacion  4x2  —  y2  =  C  es  una  solucion  implfcita  de 
dy 

(9)  yyr.  ~  4x  =  o  . 


Graficar  las  curvas  solucion  para  C  =  0,  ±1,  ±4.  (Llamamos  a  la  coleccion  de  tales  solucio¬ 
nes  una  familia  a  un  parametro  de  soluciones). 

A1  derivar  de  manera  implfcita  la  ecuacion  4 x2  —  y1  =  C  con  respecto  de  x,  tenemos 
dy 

8x  -2)^  =  0, 

que  es  equivalente  a  (9).  En  la  figura  1.4  bosquejamos  las  soluciones  implfcitas  para  C  =  0, 
±1,  ±4.  Las  curvas  son  hiperbolas  con  asfntotas  comunes  y  =  ±2x.  Observe  que  las  curvas 
solucion  implfcitas  (con  C  arbitrario)  cubren  todo  el  piano  y  no  se  cortan  para  C  A  0.  Para 
C  =  0,  la  solucion  implfcita  produce  las  dos  soluciones  explfcitas  y  =  2x  y  y  =  —2x,  ambas 
pasan  por  el  origen.  ■ 


y 


Figura  1.4  Soluciones  implfcitas  de  4x2  —  y2  =  C 
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Para  abreviar,  a  partir  de  este  momento  usaremos  el  termino  solution  para  indicar  una 
solucion  explfcita  o  implfcita. 

A1  inicio  de  la  section  1.1  vimos  que  la  solucion  de  la  ecuacion  de  cafda  libre  de  se- 
gundo  orden  implicaba  dos  constantes  arbitrarias  de  integration  c1;  c2: 

—gl2 

h(l)  =  +  cd  +  c2  . 

mientras  que  la  solucion  de  la  ecuacion  de  decaimiento  radiactivo  At  primer  orden  contenfa 
una  sola  constante  C : 

A(r)  =  Ce~kt  . 

Es  claro  que  al  integrar  la  sencilla  ecuacion  de  cuarto  orden 


se  producen  cuatro  constantes  indeterminadas: 
v(.t)  =  +  c2x2  +  c2x  +  . 

Mas  adelante  mostraremos  que,  en  general,  los  metodos  para  resolver  ecuaciones  diferencia- 
les  de  orden  n  necesitan  n  constantes  arbitrarias.  En  la  mayor  parte  de  los  casos,  podremos 
evaluar  estas  constantes  si  conocemos  n  valores  iniciales  y(xo)>  y' (■%)>  •  •  • ,  y(n  ^(xq). 


PROBLEMAS  CON  VALORES  INICIALES 


Definicion  3.  Por  un  problema  con  valores  iniciales  para  una  ecuacion  differen¬ 
cial  de  orden  n 


F  l 


dy 

dx' 


=  0  , 


se  debe  entender:  Hallar  una  solucion  de  la  ecuacion  differencial  en  un  intervalo  I 
que  satisfaga  en  jc0  las  n  condiciones  iniciales 


y(x»)  =  v0 1 


dy 

dx 


(x»)  =  V| 


d"~'y(  , 


donde  Xq  e  Iy  y0,  y1; . . . ,  yB_j  son  constantes  dadas. 


En  el  caso  de  una  ecuacion  de  primer  orden,  las  condiciones  iniciales  se  reducen  a  un  unico 
requisite 


.yC%)  =  Jo  , 


Seccion  1.2  Soluciones  y  problemas  con  valores  iniciales 
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EJEMPLO  6 


SOLUCION 


EJEMPLO  7 


SOLUCION 


y  en  el  caso  de  una  ecuacion  de  segundo  orden,  las  condiciones  iniciales  tienen  la  forma 

v(-*0)=yo>  ^Uo)  =  >'i- 


La  terminologfa  condiciones  iniciales  proviene  de  la  mecanica,  donde  la  variable  inde- 
pendiente  x  representa  el  tiempo  y  se  indica  como  t.  Si  t()  es  el  instante  inicial,  y(t0)  =  y0  re- 
presenta  la  posicion  inicial  de  un  objeto  y  y'(t0)/dt  proporciona  su  velocidad  inicial. 


Mostrar  que  <j>(x)  =  sen  x  —  cos  x  es  una  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

d2v  .  ,  dy ,  .. 

(10)  , §  '  y  -  0  :  ,v(0) - 1  ,  -f(0)=l. 

dx~  ax 

Observe  que  <f>(x)  =  sen  x  —  cos  x,  dtp/dx  =  cos  x  +  sen  x,  y  d2<p/dx2  =  —sen  x  +  cos  x  es- 
tan  definidas  en  (—00,  oo).  A1  sustituir  esto  en  la  ecuacion  diferencial  tenemos 

(— senjr  +  cosx)  +  (senx  -  cosx)  =  0  . 

que  es  valida  para  toda  x  €E  (— oo,  oo).  Por  tanto,  <b(x)  es  una  solucion  de  la  ecuacion  diferen¬ 
cial  (10)  en  (— oo,  oo).  A1  verificar  las  condiciones  iniciales,  tenemos 

<£(0)  =  sen  0  —  cos  0  =  —  1  , 
d<f> ,  . 

(0)  =  cos  0  +  sen  0  =  1  , 

lo  que  cumple  los  requisites  de  (10).  Por  tanto,  <p(x)  es  una  solucion  del  problema  con  valo¬ 
res  iniciales  dado.  ■ 


Como  se  mostro  en  el  ejemplo  2,  la  funcion  <b(x)  =  c ,  e  v  +  c2e2x  es  una  solucion  de 


d2y 

dx1 


dy 

dx 


2y  —  0 


para  cualquier  eleccion  de  las  constantes  C!  y  c2.  Determinar  cq  y  c2  de  modo  que  se  cumplan 
las  condiciones  iniciales 

.v(°)  =  2  y  ^(0)  =  -3 


para  satisfacer. 

Para  determinar  las  constantes  cq  y  c2,  calculamos  primero  d<f>/dx  para  obtener  dcf>/dx  = 
—Cie  x  +  2 c2elx.  A1  sustituir  en  nuestras  condiciones  iniciales,  obtenemos  el  siguiente  sis- 
tema  de  ecuaciones: 


</»! 0)  =  fi*?0  -I-  c2e°  =  2  , 

^(0)  =  — cqe°  +  2 c2e°  -  -3  , 


|  cl  +  c2  —  2  , 

— Cj  +  2c2  —  —  3  . 


A1  sumar  las  dos  ultimas  ecuaciones  tenemos  que  3c2  =  —  1,  de  modo  que  c2  =  —1/3. 
Como  cq  +  c2  =  2,  tenemos  que  cq  =7/3.  Por  lo  tanto,  la  solucion  del  problema  con  valores 
iniciales  es  <p(x )  =  (7 / 3)e— v  —  (l/3)e2;c.  ■ 
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Ahora  enunciaremos  un  teorema  de  existencia  y  unicidad  para  problemas  de  primer  or- 
den  con  valores  iniciales.  Suponemos  que  la  ecuacion  diferencial  tiene  ya  el  formato 


dy 

dx 


~f{x,y)  . 


Por  supuesto,  el  lado  derecho  fix,  y)  debe  estar  bien  definido  en  el  punto  inicial  x0  con  res- 
pecto  de  x  y  en  el  valor  inicial  dado  y0  =  y(x0)  con  respecto  de  y.  Ademas,  las  hipotesis  del 
teorema  piden  la  continuidad  de/y  df/dy  para  x  en  cierto  intervalo  a  <  x  <  b  que  contenga 
a  x0,  y  para  y  en  cierto  intervalo  c  <  y  <  d  que  contenga  a  y0.  Observe  que  el  conjunto  de 
puntos  en  el  piano  xy  que  satisfacen  a<x<byc<y<d  forman  un  rectangulo.  La  figura 
1 .5  muestre  este  “rectangulo  de  continuidad”  con  el  punto  inicial  (,t0,  y0)  en  su  interior  y  un 
bosquejo  de  la  parte  de  la  curva  solucion  contenida  en  el. 


EXISTENCIA  Y  UNICIDAD  DE  LA  SOLUCION 


Teorema  1.  Dado  el  problema  con  valor  inicial 

^  =/(*«; y) » 

supongase  que/y  df/dy  son  funciones  continuas  en  un  rectangulo 

R  =  {U, y):  a  <  x  <  b,c  <  y  <  d} 

que  contiene  al  punto  (x0,  y0).  Entonces  el  problema  con  valor  inicial  tiene  una 
unica  solucion  fix)  en  algun  intervalo  x0  —  S  <  x  <  x0  +  S,  donde  S  es  un  nu- 
mero  positivo. 


y 


Figura  1.5  Diagrama  para  el  teorema  de  existencia  y  unicidad 
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EJEMPLO  8 


SOLUCION 


EJEMPLO  9 


El  teorema  anterior  nos  dice  dos  cosas.  La  primera  es  que  cuando  una  ecuacion  satisface 
las  hipotesis  del  teorema  1,  tenemos  la  seguridad  de  que  existe  una  solucion  al  problema  con 
valor  inicial.  Naturalmente,  es  bueno  saber  si  la  ecuacion  que  tratamos  de  resolver  realmente 
tiene  una  solucion,  antes  de  perder  mucho  tiempo  tratando  de  resolverla.  La  segunda  es  que, 
cuando  se  satisfacen  las  hipotesis,  existe  una  unica  solucion  del  problema  con  valor  inicial. 
Esta  unicidad  nos  dice  que  si  podemos  determinar  una  solucion,  entonces  esta  es  la  unica 
solucion  para  el  problema  con  valor  inicial.  Graficamente,  el  teorema  dice  que  solo  hay  una 
curva  solucion  que  pasa  por  el  punto  (x0,  v0).  En  otras  palabras,  para  esta  ecuacion  de  primer 
orden,  no  puede  ocurrir  que  se  crucen  dos  soluciones  en  algun  punto  del  rectangulo.  Observe 
que  la  existencia  y  unicidad  de  la  solucion  solo  es  valida  en  alguna  vecindad  (x0  —  <5,  x(t  +  8). 
Por  desgracia,  el  teorema  no  nos  indica  el  tango  (28)  de  esta  vecindad  (solo  que  es  distinto 
de  cero).  El  problema  18  abunda  sobre  este  aspecto. 

El  problema  19  proporciona  un  ejemplo  de  una  ecuacion  sin  solucion.  El  problema  29 
exhibe  un  problema  con  valores  iniciales  para  el  que  la  solucion  no  es  unica.  Por  supuesto,  en 
estos  casos  no  se  satisfacen  las  hipotesis  del  teorema  1. 

Al  utilizar  problemas  con  valores  iniciales  para  modelar  fenomenos  frsicos,  muchas  per¬ 
sonas  presuponen  que  las  conclusiones  del  teorema  1  son  validas.  De  hecho,  para  que  el  pro¬ 
blema  con  valores  iniciales  sea  un  modelo  razonable,  ciertamente  esperamos  que  tenga  una 
solucion,  pues  desde  el  punto  de  vista  frsico  “algo  ocurre  realmente’’.  Ademas,  la  solucion 
debe  ser  unica  en  aquellos  casos  en  que  la  repeticion  del  experimento  bajo  condiciones  iden- 
ticas  proporciona  los  mismos  resultados.' 

La  demostracion  del  teorema  1  implica  la  conversion  del  problema  con  valores  iniciales 
en  una  ecuacion  integral  y  el  uso  del  metodo  de  Picard  para  generar  una  sucesion  de  aproxi- 
maciones  sucesivas  que  convergen  a  la  solucion.  La  conversion  a  una  ecuacion  integral  y  el 
metodo  de  Picard  se  analizan  en  el  proyecto  B  al  final  de  este  caprtulo. ' ' 

Para  el  problema  con  valor  inicial 

(11)  ^=x2-xv3,  y(l)  =  6, 

^implica  el  teorema  1  la  existencia  de  una  solucion  unica? 

En  este  caso,/(x,  y)  =  x2  —  xy3  y  df/dy  =  —  3xy2.  Ambas  funciones  son  continuas  en  cual- 
quier  rectangulo  que  contenga  al  punto  (1,  6),  de  modo  que  se  cumplen  las  hipotesis  del 
teorema  1.  Como  consecuencia  de  este  teorema,  el  problema  con  valor  inicial  (11)  tiene  una 
unica  solucion  en  un  intervalo  con  centro  en  x  =  1  de  la  forma  (1  —  8,  1  +  <5),  donde  8  es  un 
numero  positivo.  ■ 

Para  el  problema  con  valor  inicial 

(12)  %  =  3r/3  -  .v(2)  =  o  , 

^implica  el  teorema  1  la  existencia  de  una  solucion  unica? 


*  Al  menos  esto  sucede  cuando  consideramos  un  modelo  determinista,  en  contraste  con  un  modelo  probabilfstico. 
:tTodas  las  referencias  al  capftulo  1 1  corresponden  al  texto  Fundamentals  of  Differential  Equations  and  Boundary  Value 
Problems ,  cuarta  edition. 
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SOLUCION  En  este  cast),  fix,  y)  =  3v2,/'?  y  df/dy  =  2y  l/3.  Por  desgracia,  df/dy  no  es  continua,  ni  si- 
quiera  esta  cuando  v  =  0.  En  consecuencia,  no  hay  un  rectangulo  que  contenga  a  (2,  0) 
donde/y  df/dy  sean  continuas.  Como  no  se  cumplen  las  hipotesis  del  teorema  1,  no  pode- 
mos  usarlo  para  determinar  si  el  problema  con  valor  inicial  tiene  o  no  una  solucion  unica. 
Se  puede  ver  que  este  problema  con  valor  inicial  no  tiene  una  solucion  unica.  Los  detalles 
aparecen  en  el  problema  29.  ■ 

En  el  ejemplo  9,  suponga  que  la  condicion  inicial  se  cambia  por  y(2)  =  1.  Entonces,  co- 
mo/y  df/dy  son  continuas  en  cualquier  rectangulo  que  contiene  al  punto  (2,  1)  pero  no  corta 
el  eje  x,  digamos  R  =  {(x,  y):  0  <  x  <  10,  0  <  y  <  5},  el  teorema  1  implica  que  este  nuevo 
problema  con  valor  inicial  tiene  una  unica  solucion  en  algun  intervalo  en  torno  de  x  =  2. 


1.  (a)  Muestre  que  <p(x) 
cita  de 


dv 

=  3y 


2x3  es  una  solucion  explf- 


7.  y  =  clr  -  3e~*  , 

8.  y  =  3  sen  2*  +  e~ 


d2y 
dx 2 
y"  + 


=  0  . 


4y  =  5e~x  . 


en  el  intervalo  (—  oo,  oo). 

(b)  Muestre  que  fix)  =  ex  —  x  es  una  solucion  expli- 
cita  de 

-^  +  y2  =  e2x  +  (l  —  2x)ex  +  x2  —  1 
en  el  intervalo  (— oo,  oo). 

(c)  Muestre  que  f>(x)  =  x2  —  x  1  es  una  solucion 
explfcita  de  x2d2y/dx 2  =  2y  en  el  intervalo 
(0,  oo). 

2.  (a)  Muestre  que  y2  +  y  —  3  =  0  es  una  solucion 
implfcita  de  dy/dx  =  —  l/(2y)  en  el  intervalo 
(-oo,  3). 

(b)  Muestre  que  xy3  —  xy3  sen  x  =  1  es  una  solucion 
implfcita  de 

dy  (,v  cos  x  +  sen  x  —  1  )y 
dx  3(jc  —  x  sen.*) 

en  el  intervalo  (0,  tt/2). 

En  Jos  problemas  3  a  8,  determine  si  la  funcion  dada  es 
una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial  correspondiente. 


3.  y  =  sen  .*  +  .i2  , 

4.  x  =  3  cos  t  —  5  sen  t , 

5.  x  =  cos  2 1  , 

6.  6  =  2e3‘  -  e2!  , 


d2v  , 

+  V  =  V2  +  2  . 
dx 1  ' 

x"  +  j  =  0  . 


dx  .  _ 

,  +  tx  =  sen  2 1  . 
dt 


d20 
dt 2 


#9—  +  3(9  =  — 2e2i 
dt 


En  los  problemas  9  a  13,  determine  si  la  relacion  dada 
es  una  solucion  implfcita  de  la  ecuacion  diferencial  co¬ 
rrespondiente.  Suponga  que  la  relacion  realmente  define 
a  y  de  manera  implfcita  como  funcion  de  x,  y  utilice  la 
derivacion  implfcita. 


9.  .r2  +  y2  =  6  , 

10. 1'  -  In  y  =  x1  +  1  , 


11. 


v  =  .r  —  1 


12. 

13. 


x2  —  sen(.r  +  y)  =  1  , 
sen  y  +  xy  —  x3  =  2  , 


dy  x 

dx  y  ' 

dy  2xy 
dx  y  -  1 

dy  _  e~xv  -  y 

dx  e  +  x 

=  2x  sec(x  +  y)  -  1 


6xy'  +  (y')2seny  -  2(y')2 
3a:2  -  v 


14.  Muestre  que  f>(x)  =  Cj  sen  x  +  c2  cos  x  es  una  so¬ 
lucion  de  d2y/dx 2  +  y  =  0  para  cualquier  eleccion 
de  las  constantes  y  c2.  Asf,  Cj  sen  x  +  c2  cos  x 
es  una  familia  a  dos  parametros  de  soluciones  de  la 
ecuacion  diferencial. 

15.  Muestre  que  fix)  =  C.e3x  +  1  es  una  solucion  de 
dy/dx  —  3 y  =  —3  para  cualquier  eleccion  de  la  cons- 
tante  C.  Asf,  Ce3x  +  1  es  una  familia  a  un  parametro 
de  soluciones  de  la  ecuacion  diferencial.  Grafique 


Seccion  1.2  Soluciones  y  problemas  con  valores  iniciales 
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varias  de  las  curvas  solucion  usando  los  mismos  ejes 
de  coordenadas. 

16.  Verifique  que  x 2  +  cy2  =  1,  donde  c  es  una  constante 
arbitraria  distinta  de  cero,  es  una  familia  a  un  para- 
metro  de  soluciones  implfcitas  de 


22.  Verifique  que  la  funcion  4>(x)  =  cqe'  +  c2e  2v  es  una 
solucion  de 


d2y  dy 
dx 1  dx 


2y  =  0 


dy  xy 

dx  x1  —  1 

y  grafique  varias  de  las  curvas  solucion  usando  los 
mismos  ejes  de  coordenadas. 

17.  Verifique  que  <p(x)  =  2/(1  —  cex),  donde  c  es  una 
constante  arbitraria,  es  una  familia  a  un  parametro 
de  soluciones  de 

dy  =  y(y  -  2) 

dx  2 


Grafique  las  curvas  solucion  correspondientes  a  c  = 
0,  ±1,  ±2  usando  los  mismos  ejes  de  coordenadas. 

18.  Si  c  >  0  entonces  demuestre  que  la  funcion  <p(x)  = 
(c2  —  x2yl  es  una  solucion  del  problema  con  valor 
inicial  dy/dx  =  2 xy2,  y(0)  =  1/c2  en  el  intervalo 
—c<x<c.  Observe  que  esta  solucion  no  es  acotada 
conforme  x  tiende  a  ±c.  Asf,  la  solucion  existe  en  el 
intervalo  (—8,  8)  con  8  =  c,  pero  no  para  una  8  ma¬ 
yor.  Esto  ilustra  el  hecho  de  que  en  el  teorema  1,  el 
intervalo  de  existencia  puede  ser  demasiado  pequeno 
(si  c  es  pequeno)  o  bastante  grande  (si  c  es  grande). 
Observe  ademas  que  la  propia  ecuacion  dy/dx  = 
2xy2  o  su  valor  inicial  no  nos  dan  indicios  de  que  la 
solucion  “explota”  en  x  =  ±c. 

19.  Muestre  que  la  ecuacion  (dy/ dx)2  +  y2  +  3  =  0  no 
tiene  solucion  (con  valores  reales). 


20.  Determine  los  valores  de  m  para  los  que  la  funcion 
4>(x)  =  emx  es  una  solucion  de  la  ecuacion  dada. 


(a) 


(b) 


d2y 

dy 

+  6  - 

r  5y  = 

dx2 

dx 

d2y 

d2v 

dy 

+  3^7 

^  2— 

dx2 

dx 2 

dx 

21.  Determine  los  valores  de  m  para  los  que  la  funcion 
4>(x)  =  xM  es  una  solucion  de  la  ecuacion  dada. 

,d2v  dy 

(a)  3x~— ^  +  ll.r—  -  3y  =  0  . 
dx  dx 


-dry  dy 

(b)  x~-p>~  x~r  ~  5y  =  0 

dx “  dx 


para  cualquier  eleccion  de  las  constantes  cq  y  c2.  De¬ 
termine  c{  y  c2  de  rnodo  que  se  satisfagan  las  siguien- 
tes  condiciones  iniciales. 

(a)  ,v(0)  =  2  ,  y(0)  =  1  . 

(b)  y ( 1 )  =  1  ,  v'  ( 1 )  =  0  . 

En  los  problemas  23  a  28,  determine  si  el  teorema  1  im- 
plica  que  el  problema  con  valor  inicial  dado  tiene  una 
solucion  iinica. 

v(0)  =  6  . 
y(ir)  =  5  . 
x(2)  =  —  IT  . 

y(2)  =  i  ■ 
y(i)  =  o  ■ 

x(tt)  -  0  . 

29.  (a)  Para  el  problema  con  valor  inicial  (12)  del  ejern- 

plo  9,  muestre  que  <p/x)  =  0  y  4>2(x)  =  (x  ~  2)3 
son  soluciones.  Por  lo  tanto,  el  problema  con  va¬ 
lor  inicial  no  tiene  una  solucion  iinica. 

(b)  Para  el  problema  con  valor  inicial  y'  =  3y2^3, 
y(0)  =  10-7,  ^existe  una  iinica  solucion  en  una 
vecindad  de  x  =  0? 

30.  Teorema  de  la  funcion  implicita.  Sea  G(x,  y)  una 
funcion  con  primeras  derivadas  parciales  continuas 
en  el  rectdngulo  R  =  {(x,  y):  a  <  x  <  b,  c  <  y  <  d} 
que  contiene  al  punto  ( x0 ,  y0).  Si  G(x0,  y0)  —  0  y  la 
derivada  parcial  Gy(x0,  y0)  #  0,  entonces  existe  una 
funcion  diferenciable  y  =  <f>(x),  definida  en  cierto  inter¬ 
valo  l  =  (xq  —  8,  Xq  +  8)  que  satisface  G(x,  fix))  =  0 
para  toda  x  G  I. 

El  teorema  de  la  funcion  implicita  proporciona 
condiciones  bajo  las  cuales  la  relacion  G(x,  y)  =  0 
define  a  y  como  funcion  de  x  de  manera  implicita. 
Use  el  teorema  de  la  funcion  implicita  para  mostrar 
que  la  relacion  x  +  y  +  exy  =  0,  que  se  presenta  en  el 


23. £  =  *’-v>, 

dx 

dy 

24.  ~  dy  -  scn'0  , 
dB 

dx  ,  . 

25.  -^  +  41=0, 


<1y  ,3/ - r 

26-  fx  =  “  V-v  "  1  ’ 


dy 

27.  yjx  - x  - 

dx 

—  +  cos  x  —  sen  / 
dt 


16 


Capitulo  1  Introduccion 


ejemplo  4,  define  de  manera  implfcita  a  y  como  fun- 
cion  de  x  cerca  del  punto  (0,  —  1). 

31.  Considere  la  ecuacion  del  ejemplo  5, 

(13)  4  —  4,  =  0. 

ax 

(a)  (dm plica  el  teorema  1  la  existencia  de  una  solu- 
cion  unica  a  (13)  que  satisfaga  y(x0)  =  0? 


(b)  Muestre  que  cuando  x0  +  0,  la  ecuacion  (13)  no 
podria  tener  una  solucion  en  una  vecindad  de 
x  =  x0  que  satisfaga  y(x0)  =  0. 

(c)  Muestre  que  hay  dos  soluciones  distintas  de  (13) 
que  satisfacen  y(0)  =  0  (vease  la  figura  1.4  de  la 
pagina  9). 


1.3  CAMPOS  DE  DIRECCIONES 


Es  claro  que  el  teorema  de  existencia  y  unicidad  que  se  analizo  en  la  seccion  1 .2  tiene  gran  va¬ 
lor,  pero  se  queda  corto  al  no  decirnos  algo  acerca  de  la  naturaleza  de  la  solucion  de  una  ecua¬ 
cion  diferencial.  Por  razones  practicas,  necesitamos  saber  el  valor  de  la  solucion  en  un  cierto 
punto,  o  los  intervalos  donde  la  solucion  sea  creciente,  o  los  puntos  donde  la  solucion  alcanza 
un  valor  maximo.  Ciertamente,  contar  con  una  representation  explfcita  (una  formula)  para  la 
solucion  serfa  de  gran  ayuda  para  responder  a  estas  preguntas.  Sin  embargo,  para  muchas  de 
las  ecuaciones  diferenciales  que  probablemente  hallara  el  lector  en  aplicaciones  “del  mundo 
real”,  sera  imposible  hallar  tal  formula.  Ademas,  aunque  tuviesemos  la  suerte  de  obtener  una 
solucion  implfcita,  serfa  diffcil  usar  esta  relation  para  determinar  una  forma  explfcita.  Asf,  de- 
bemos  basarnos  en  otros  metodos  para  analizar  o  aproximar  la  solucion. 

Una  tecnica  util  para  visualizar  (graficar)  las  soluciones  de  una  ecuacion  diferencial  de 
primer  orden  consiste  en  bosquejar  el  campo  de  direcciones  de  la  ecuacion.  Para  describir 
este  metodo,  necesitamos  una  observation  general:  una  ecuacion  de  primer  orden 


dy 

dx 


=  /M 


especifica  una  pendiente  en  cada  punto  del  piano  xy  donde /esta  definida.  En  otras  palabras, 
proporciona  la  direction  que  debe  tener  una  solucion  de  la  ecuacion  en  cada  punto.  Conside- 
remos,  por  ejemplo,  la  ecuacion 


(1) 


dy 

dx 


=  .r2 


-  y  ■ 


La  grafica  de  la  solucion  de  (1)  que  pasa  por  el  punto  (—2,  1)  debe  tener  pendiente  (— 2)2 
—  1  =  3  en  ese  punto,  y  una  solucion  que  pase  por  (—1,  1)  debe  tener  pendiente  cero  en  ese  punto. 

Un  bosquejo  con  pequenos  segmentos  de  recta  trazados  en  diversos  puntos  del  piano  xy 
para  mostrar  la  pendiente  de  la  curva  solucion  en  el  punto  correspondiente  es  un  campo  de 
direcciones  de  la  ecuacion  diferencial.  Como  el  campo  de  direcciones  indica  el  “flujo  de 
las  soluciones”,  facilita  el  trazo  de  cualquier  solucion  particular  (como  la  solucion  de  un 
problema  con  valor  initial).  En  la  figura  1.6(a)  bosquejamos  el  campo  de  direcciones  de  la 
ecuacion  (1)  y  en  la  figura  1.6(b)  trazamos  varias  curvas  solucion  con  lfneas  grises. 

En  la  figura  1.7  aparecen  otros  patrones  interesantes  de  campos  de  direcciones.  En  la 
figura  1.7(a)  esta  el  patron  de  la  ecuacion  de  decaimiento  radiactivo  dy/dx  =  —2 y  (recuerde 
que  en  la  seccion  1.1  analizamos  esta  ecuacion  bajo  la  forma  dA/dt  =  —kA).  Los  patrones 
del  flujo  muestran  que  todas  las  soluciones  tienden  en  forma  asintotica  al  semieje  positivo 
de  las  x  conforme  x  crece.  En  otras  palabras,  cualquier  material  que  decaiga  de  acuerdo  con 
esta  ley  se  reduce  a  practicamente  nada.  Esto  es  consistente  con  la  formula  solucion  que  se 
dedujo  con  anterioridad, 

A  =  Ce~k!  ,o  y  =  Ce~7x  . 


Seccion  1.3  Campos  de  direcciones 
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Figura  1.6  (a)  Campo  de  direcciones  de  dy/dx  =  x2  —  y  ib)  Soluciones  de  dy/dx  =  x2  —  y 
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dx  * 


Figura  1.7  (a)  Campo  de  direcciones  de  dy/dx  =  —2y  (b)  Campo  de  direcciones  de  dy/dx  =  —y/x 


Del  campo  de  direcciones  de  la  figura  1.7(b)  podemos  anticipar  que  todas  las  soluciones 
de  dy/dx  =  —y/x  tambien  tienden  al  eje  x  cuando  x  tiende  a  infinito  (mas  o  menos  infinito,  de 
hecho).  Pero  es  mas  interesante  la  observacion  de  que  ninguna  solution  puede  cruzar  el  eje 
y\  |  y(x)  |  “explota”  cuando  x  tiende  a  cero  por  cualquier  direccion.  Excepcion:  al  analizar 
mas  de  cerca,  parece  que  la  funcion  y(x)  =  0  podria  pasar  por  su  barrera.  De  hecho,  en  el  pro- 
blema  19  le  pedimos  al  lector  que  muestre  que  las  soluciones  de  esta  ecuacion  diferencial 
estan  dadas  por  y  =  C/x,  con  C  una  constante  arbitraria.  Asi,  divergen  en  x  =  0,  a  menos  que 
C  =  0. 
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Interpretemos  el  teorema  de  existencia  y  unicidad  de  la  section  1 .2  para  estos  campos 
de  direcciones.  Para  la  figura  1.7(a),  donde  dy/dx  =  f{x,  y)  =  — 2y,  elegimos  un  punto  de 
partida  x0  y  un  valor  initial  y(x())  =  y0,  como  en  la  figura  1.8(a).  Como  el  lado  derecho 
fix,  y)  =  —2 y  es  continuamente  derivable  para  toda  x  y  y,  podemos  encerrar  cualquier  punto 
initial  (x0,  y0)  en  un  “rectangulo  de  continuidad”.  Concluimos  que  la  ecuacion  tiene  una 
unica  curva  solution  que  pasa  por  (x(h  y0),  como  se  muestra  en  la  figura. 

Para  la  ecuacion 


dy 

fix 


=/M  = 


y 

x 


el  lado  derecho /(x,  y)  =  —y/x  no  cumple  las  condiciones  de  continuidad  cuando  x  =  0  (es 
decir,  para  los  puntos  del  eje  y).  Sin  embargo,  para  cualquier  punto  de  partida  x0  distinto  de 
cero  y  cualquier  valor  initial  y(x0)  =  y0,  podemos  encerrar  a  (x0,  y0)  en  un  rectangulo  de  con¬ 
tinuidad  que  excluya  al  eje  y,  como  en  la  figura  1.8(b).  Asf,  podemos  garantizar  que  una 
unica  curva  solution  pasa  por  tal  punto. 

El  campo  de  direcciones  para  la  ecuacion 


dy 

dx 


-  3y2/? 


es  intrigante,  pues  el  ejemplo  9  de  la  section  1.2  mostro  que  no  se  cumplen  las  hipotesis 
del  teorema  1  en  cualquier  rectangulo  que  contenga  al  punto  inicial  x0  =  2 ,  y0  =  0.  De  he- 
cho,  el  problema  29  de  esa  section  demostro  que  se  viola  la  unicidad,  exhibiendo  dos  solu- 
ciones,  y(x)  =  0  y  y(x)  =  (x  —  2)3,  que  pasan  por  (2,  0).  La  figura  1.9(a)  muestra  este  campo 
de  direcciones,  y  la  figura  1 .9(b)  demuestra  la  forma  en  que  ambas  curvas  solution  pueden 
“negociar”  con  exito  este  patron  de  flujo. 
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Figura  1.8  (a)  Una  solucion  para  dy/dx  =  —2 y  (b)  Una  solucion  para  dy/dx  =  —y/x 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


y 


y 


Es  claro  que  un  bosquejo  del  campo  de  direcciones  de  una  ecuacion  diferencial  de 
primer  orden  puede  ser  util  para  visualizar  las  soluciones.  Sin  embargo,  este  bosquejo  no 
basta  para  trazar,  sin  ambigiiedad,  la  curva  solucion  que  pasa  por  un  punto  inicial  dado 
(xq,  y0).  Por  ejemplo,  si  tratamos  de  trazar  una  de  las  curvas  solucion  de  la  figura  1.6(b) 
de  la  pagina  17,  podrfamos  “resbalar”  hacia  una  curva  adyacente.  Para  las  situaciones  sin 
unicidad,  como  en  la  figura  1.9(b),  al  negociar  el  flujo  a  lo  largo  de  la  curva  y  =  (x  —  2)3  y 
llegar  al  punto  de  inflexion,  uno  no  puede  decidir  si  dar  la  vuelta  o  (literalmente)  salirse 
por  la  tangente  (y  =  0). 


La  ecuacion  logfstica  para  la  poblacion  p  (en  miles)  de  cierta  especie  en  el  instante  t  esta 
dada  por 

(2)  ^  =  p( 2  -  p)  , 

(Por  supuesto,  p  es  no  negativa.  La  interpretacion  de  los  terminos  en  la  ecuacion  logfstica  se 
analiza  en  la  seccion  3.2).  Del  campo  de  direcciones  bosquejado  en  la  figura  1.10  de  la  pa¬ 
gina  20,  responder  lo  siguiente. 

(a)  Si  la  poblacion  inicial  es  3000  (es  decir,  p( 0)  =  3),  <:t|ue  se  puede  decir  acerca  de 
la  poblacion  lfmite  lfm ,_>+oop(0? 

(b)  £ Puede  una  poblacion  de  1000  declinar  hasta  500? 

(c)  ^ Puede  una  poblacion  de  1000  crecer  hasta  3000? 

(a)  El  campo  de  direcciones  indica  que  todas  las  curvas  solucion  [distintas  de  p(t )  =  0] 
tendera  a  la  recta  horizontal  p  =  2  cuando  t  — >  +  oo;  es  decir,  esta  recta  es  una  asfn- 
tota  para  todas  las  soluciones  positivas.  Asf,  lfm,^+0Op(f)  =  2. 
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Capitulo  1 


Introduction 


p  (en  miles) 


3o 


2n 


In 


/  /  / 

/  /  / 

/  /  / 


/  /  /  / 

/  /  /  / 


\\\\\\\\\\\\ 


•  -  -  •  -  ►  f 
3  4 


Figura  1.10  Campo  de  direcciones  para  la  ecuacion  logistica 


(b)  El  campo  de  direcciones  muestra  ademas  que  las  poblaciones  mayores  de  2000 
decreceran  poco  a  poco,  mientras  que  aquellas  menores  de  2000  aumentaran.  En 
particular,  una  poblacion  de  1000  nunca  puede  disminuir  hasta  500. 

(c)  Como  se  menciono  en  la  parte  (b),  una  poblacion  de  1000  aumentara  con  el 
tiempo.  Pero  el  campo  de  direcciones  indica  que  nunca  puede  llegar  a  2000  o  a 
algun  valor  mayor;  es  decir,  la  curva  solucion  nunca  puede  cruzar  la  recta  p  =  2. 

De  hecho,  la  funcion  constante  p(t)  =  2es  una  solucion  de  la  ecuacion  (2),  y  la 
parte  de  unicidad  del  teorema  1,  pagina  12,  prohibe  las  intersecciones  entre  las 
curvas  solucion.  ■ 

Observe  que  el  campo  de  direcciones  en  la  figura  1.10  tiene  la  agradable  caracterfstica 
de  que  las  pendientes  no  dependen  de  t\  es  decir,  el  patron  de  pendientes  es  el  mismo  a  lo 
largo  de  cada  recta  vertical.  Lo  mismo  es  cierto  para  las  figuras  1.8(a)  y  1.9.  Esta  es  la  propie- 
dad  fundamental  de  las  llamadas  ecuaciones  autonomas  y'  =  f(y ),  donde  el  lado  derecho  es 
una  funcion  solo  de  la  variable  dependiente.  En  el  Proyecto  D  analizaremos  estas  ecuaciones 
con  mayor  detalle. 

El  bosquejo  a  mano  del  campo  de  direcciones  para  una  ecuacion  diferencial  es  con  frecuen- 
cia  una  tarea  tediosa.  Por  fortuna,  se  dispone  de  varios  programas  para  esta  tarea.  Sin  embargo, 
si  tal  bosquejo  es  necesario,  el  metodo  de  isoclinas  puede  ser  util  para  reducir  el  trabajo. 

El  metodo  de  isoclinas 

Una  isoclina  para  la  ecuacion  diferencial 

/  =/M 

es  un  conjunto  de  puntos  en  el  piano  xy  donde  todas  las  soluciones  tienen  la  misma  pendiente 
dy/dx]  asf,  es  una  curva  de  nivel  de  la  funcion /(x,  y).  Por  ejemplo,  si 

(3)  /  =  f{x,y)  =  x  +  y  , 

las  isoclinas  son  simplemente  las  curvas  (lrneas  rectas)  i  +  y  =  coy  =  —  x  +  c.  En  este 
caso,  c  es  una  constante  arbitraria.  Pero  c  se  puede  interpretar  como  el  valor  numerico  de  la 
pendiente  dy/ dx  de  cada  curva  solucion  al  cruzar  la  isoclina.  (Observe  que  c  no  es  la  pen¬ 
diente  de  la  propia  isoclina;  esta  pendiente  es,  claramente,  —1).  La  figura  1.11(a)  muestra  las 
isoclinas  de  la  ecuacion  (3). 
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Para  implantar  el  metodo  de  isoclinas  y  bosquejar  los  campos  de  direcciones,  trazamos 
pequenos  segmentos  con  pendiente  c  a  lo  largo  de  la  isoclina/Cr,  y)  =  c  para  unos  cuantos 
valores  de  c.  Si  borramos  las  curvas  isoclinas  subyacentes,  los  segmentos  constituyen  una 
parte  del  campo  de  direcciones  para  la  ecuacion  diferencial.  La  figura  1.11(b)  muestra  este 
proceso  para  las  isoclinas  de  la  figura  1.11(a),  y  la  figura  1.11(c)  despliega  algunas  curvas 
solucion. 

Observation.  Las  propias  isoclinas  no  siempre  son  lfneas  rectas.  Para  la  ecuacion  (1)  al 
principio  de  esta  seccion  (pagina  16),  son  parabolas  x2  —  y  =  c.  Cuando  las  curvas  isoclinas 
son  complejas,  este  metodo  no  es  practico. 
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Capitulo  1  Introduction 


1.  El  campo  de  direcciones  de  dy/dx  =  Ax/y  aparece 

en  la  figura  1.12. 

(a)  Verifique  las  lmeas  rectas  y  =  ±2x  son  curvas 
solucion,  siempre  que  x  t-  0. 

(b)  Bosqueje  la  curva  solucion  con  condicion  inicial 
y(0)  =  2. 

(c)  Bosqueje  la  curva  solucion  con  condicion  inicial 
y(2)  =  1. 

(d)  <,Que  puede  decir  acerca  del  comportamiento  de 
las  soluciones  anteriores  cuando  x  — >  +oo?  {Y 
cuando  x  — >  — oo? 


Figura  1.12  Campo  de  direcciones  de  dy/dx  =  Ax/y 


2.  El  campo  de  direcciones  de  dy/dx  =  2. x  +  y  aparece 
en  la  figura  1.13. 

(a)  Bosqueje  la  curva  solucion  que  pasa  por  (0,  —2). 
A  partir  de  este  bosquejo,  escriba  la  ecuacion 
para  la  solucion. 

(b)  Bosqueje  la  curva  solucion  que  pasa  por  (— 1, 

3). 

(c)  r,Que  puede  decir  acerca  de  la  solucion  en  la  parte 
(b)  cuando  x  — >  +oo?  cuando  x  — >  —  oo? 

3.  Un  modelo  para  la  velocidad  v  en  el  instante  t  de 
cierto  objeto  que  cae  bajo  la  influencia  de  la  grave- 


Figura  1.13  Campo  de  direcciones  de  dy/dx  =  2x  +  y 


dad  en  un  medio  viscoso  esta  dado  por  la  ecuacion 

dv  =  v 

dt  8 

A  partir  del  campo  de  direcciones  de  la  figura  1.14, 
bosqueje  las  soluciones  con  las  condiciones  iniciales 
v(0)  =  5,  8  y  15.  ^Por  que  el  valor  v  =  8  se  conoce 
como  la  “velocidad  terminal”? 


\\\\\\\\\\ 

\\\\\\\\\\ 


/'  /  / 


z'////////// 


-/■ - 7* - 7* - 7*- 


-7*=— 


1 

////////// 

////////// 


Figura  1.14  Campo  de  direcciones  de 


dv 

dt 


=  1 


v 

8 
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4.  Si  la  fuerza  viscosa  del  problema  3  no  es  lineal,  un 
posible  modelo  seria  dado  mediante  la  ecuacion  di¬ 
fferencial 

dv  _  v3 

dt  ~  8  ' 


(b)  Si  la  poblacion  inicial  es  3000  [es  decir,  p( 0)  = 
3],  ^que  puede  decir  acerca  de  la  poblacion  lf- 
rnite  lim,^+O0p(/)? 

(c)  Si  p( 0)  =  1.5,  ^cual  es  el  valor  de  lfmM+0Op(r)? 

(d)  Si  p( 0)  =  0.5,  ^cual  es  el  valor  de  lfnv^oopjf)? 

(e)  Puede  una  poblacion  de  900  crecer  hasta  1100? 


5. 


6. 


7. 


Trace  de  nuevo  el  carnpo  de  direcciones  de  la  figura 
1.14  para  incorporar  esta  dependencia  con  respecto 
de  v3.  Bosqueje  las  soluciones  con  condiciones  ini- 
ciales  u(0)  =  0,  1,  2,  3.  ^Cual  es  la  velocidad  termi¬ 
nal  en  este  caso? 

La  ecuacion  logfstica  para  la  poblacion  de  cierta  es- 
pecie  (en  miles)  esta  dada  por 


dp 

dt 


=  3p-  Ip1 


(a)  Bosqueje  el  carnpo  de  direcciones  usando  un  pa- 
quete  de  computo  o  el  metodo  de  isoclinas. 

(b)  Si  la  poblacion  inicial  es  2000  [es  decir,  p{ 0)  = 
2],  ^que  puede  decir  acerca  de  la  poblacion  lf- 
rnite  lfm ,^+OQp(t)l 

(c)  Si  p( 0)  =  0.5,  ^cual  es  el  valor  de  lfm t^+00p{t)l 

(d)  ^Podria  una  poblacion  de  3000  disminuir  hasta 


8.  El  movimiento  de  un  conjunto  de  partfculas  que  se 
rnueve  a  lo  largo  del  eje  x  esta  determinado  por  la 
ecuacion  diferencial 

dx  i  3 

—  =  t-  x, 
dt 

donde  x(t)  denota  la  posicion  de  la  partfcula  en  el  ins- 
tante  t. 

(a)  Si  una  partfcula  reside  eni  =  1  cuando  t  =  2, 
^cual  es  su  velocidad  en  ese  instante? 

(b)  Muestre  que  la  aceleracion  de  una  partfcula  esta 
dada  por 

=  3 r  -  3tV  +  3.v5  . 

dt* 

(c)  Si  una  partfcula  esta  en  x  =  2  cuando  t  =  2.5, 
^puede  llegar  a  la  posicion  x  =  1  en  algun  ins¬ 
tante  posterior? 

[Sugerencia:  t3  —  x3  =  (f  —  x)(t2  +  xt  +  x2)J. 


500? 

Considere  la  ecuacion  diferencial 

dy  -r 

dx 

(a)  Una  curva  solucion  pasa  por  el  punto  (1,  tt/2). 
^Cual  es  su  pendiente  en  ese  punto? 

(b)  Justifique  que  cada  curva  solucion  es  creciente 
para  x  >  1 . 

(c)  Muestre  que  la  segunda  derivada  de  cada  solu¬ 
cion  satisface 

d2y  1 

— X  —  1  +  x  cos  v  -I —  sen  2v 
dx1  2 

(d)  Una  curva  solucion  pasa  por  (0,  0).  Demuestre 
que  la  curva  tiene  un  mfnimo  relativo  en  (0,  0). 

Considere  la  ecuacion  diferencial 

=  P(P  ~  0(2  -  P ) 

para  la  poblacion  p  (en  miles)  de  cierta  especie  en  el 
instante  t. 

(a)  Bosqueje  el  carnpo  de  direcciones  usando  un  pa- 
quete  de  computo  o  el  metodo  de  isoclinas. 


9.  Sea  <p(x)  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 


(a)  Muestre  que  4>"(x)  =  1  4>'{x)  =  1  —  x  +  cf)(x). 

(b)  Justifique  que  la  grafica  de  (b  es  decreciente  para 
x  cercano  a  cero  y  que  cuando  x  crece  desde 
cero,  4>(x)  decrece  hasta  que  cruza  la  recta  y  =  x, 
donde  su  derivada  es  cero. 

(c)  Sea  x*  la  abscisa  del  punto  donde  la  curva  solu¬ 
cion  y  =  4>(x)  cruza  la  recta  y  =  x.  Considere  el 
signo  de  <£"(x*)  y  justifique  que  </>  tiene  un  mf¬ 
nimo  relativo  en  x*. 

(d)  ^.Que  puede  decir  acerca  de  la  grafica  de  v  = 
4>{x)  parax  >  x*? 

(e)  Verifique  que  y  =  x  —  1  es  una  solucion  de  dy/dx  = 
x  —  y  y  explique  por  que  la  grafica  de  </>(x)  siern- 
pre  esta  por  arriba  de  la  recta  y  =  x  —  1 . 

(f)  Bosqueje  el  carnpo  de  direcciones  para  dy/dx 
=  x  —  y  usando  el  metodo  de  isoclinas  o  un  pa- 
quete  de  computo. 

(g)  Bosqueje  la  solucion  y  =  <p(x)  usando  el  carnpo 
de  direcciones  de  la  parte  (f). 

|QjlO.  Use  un  paquete  de  computo  para  bosquejar  el  carnpo 

de  direcciones  de  las  siguientes  ecuaciones  diferen- 

ciales.  Bosqueje  algunas  de  las  curvas  solucion. 
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(a)  dy/dx  =  sen*  . 

(b)  dy/dx  =  sen  y  . 

(c)  dy/dx  =  sen  x  sen  y  . 

(d)  dy/dx  =  x2  +  2 y2 . 

(e)  dy/dx  =  x~  —  2y2  . 


En  los  problemas  11  a  16,  trace  las  isoclinas  con  sus  mar- 
cadores  de  direccion  y  bosqueje  varias  curvas  solucion, 
incluyendo  la  curva  que  satisface  las  condiciones  inicia- 


les  dadas. 

11.  dy/dx  =  2x  , 

y(0)  =  - 1 

12.  dy/dx  =  y  , 

y(0)  =  1  . 

13.  dy/dx  =  ~x/y  , 

y(0)  =  4  . 

14.  dy/dx  =  x/y  , 

y(0)  =  - 1 

15.  dy/dx  =  2x2  —  y  , 

O 

II 

o 

16.  dy/dx  =  x  +  2 y  , 

y(0)  =  1  . 

17.  A  partir  de  un  bosquejo  del  campo  de  direcciones, 
^que  se  puede  decir  acerca  del  comportamiento  cuando 
x  — >  +oo  de  una  solucion  a  lo  siguiente? 


18.  A  partir  de  un  bosquejo  del  campo  de  direcciones, 
^que  se  puede  decir  acerca  del  comportamiento  cuando 
x  — >  +oo  de  una  solucion  a  lo  siguiente? 
dy 


19.  Escriba  la  ecuacion  diferencial  dy/dx  =  —y/x  en  la 
forma 


-dy  =  —dx  , 
y  '  x 


e  integre  arnbos  lados  para  obtener  la  solucion  y  = 
C/x  para  una  constante  arbitraria  C. 


1.4  EL  METODO  DE  APROXIMACION  DE  EULER 

El  rnetodo  de  Euler  (o  rnetodo  de  la  recta  tangente)  es  un  procedimiento  que  permite  construir 
aproximaciones  a  las  soluciones  de  un  problema  con  valor  inicial,  para  una  ecuacion  diferen¬ 
cial  ordinaria  de  printer  orden 

(1)  y'  =f{x,y)  ,  y(*o)  =  .vo- 

Se  podrfa  describir  corno  una  implantation  “mecanica”  o  “computarizada”  del  procedimiento 
informal  para  bosquejar  a  rnano  la  curva  solucion  a  partir  de  una  irnagen  del  campo  de  direc¬ 
ciones.  Como  tal,  permanece  sujeto  al  error  cuando  se  pasa  una  curva  solucion  a  otra.  Sin 
embargo,  bajo  condiciones  bastante  generales,  las  iteraciones  del  procedimiento  convergen  a 
soluciones  reales. 

El  rnetodo  se  ilustra  en  la  figura  1.15  de  la  pagina  25.  Partiendo  del  punto  inicial  (x0,  y0), 
seguintos  la  lrnea  recta  con  pendiente /(x0,  yo),  la  recta  tangente,  por  una  cierta  distancia  hasta 
el  punto  (X|,  _yx).  Luego  cambiamos  la  pendiente  por  el  valor /(xj,  yO  y  seguintos  esta  recta 
hasta  (x2,  y /)■  De  esta  forma,  construimos  aproximaciones  poligonales  (lrneas  quebradas)  de  la 
solucion.  Al  tomar  espacios  cada  vez  menores  entre  los  puntos  (con  lo  cual  utilizamos  mas 
puntos),  es  de  esperar  que  lleguemos  a  la  solucion  real. 

Para  ser  mas  precisos,  supongamos  que  el  problema  con  valor  inicial  (1)  tiene  una  unica 
solucion  cf>(x)  en  cierto  intervalo  con  centra  en  x0.  Sea  h  un  numero  positivo  fijo  (llamado  el 
tamano  del  paso)  y  considerando  los  puntos  equidistantes1 

~  x$  +  nh  ,  n  =  0,  1,  2, ...  . 

La  constraccion  de  los  valores  yn  que  aproximan  los  valores  de  la  solucion  (l>(xn)  precede  de  la 
manera  siguiente.  En  el  punto  (x0,  y0),  la  pendiente  de  la  solucion  de  (1)  esta  dada  por  dy/dx  = 
f(x0,  y0).  Por  lo  tanto,  la  recta  tangente  a  la  curva  solucion  en  el  punto  inicial  (x0,  y0)  es 

y  =  yo  +  (x  -  xalfUu,  yn)  ■ 


+E1  sfmbolo  :  =  significa  “se  define  como”. 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


y 


Figura  1.15  Aproximacion  mediante  poligonales  dada  por  el  metodo  de  Euler 


Usamos  esta  recta  tangente  para  aproximar  4>(x)  y  vemos  que  para  el  punto  X\  =  x0  4-  h 
4>(xl)  “  .Vi  —  >’o  +  hf{x o,  y0)  ■ 


Ahora  partimos  del  punto  (x\,  v  | )  para  construir  la  recta  con  pendiente  dada  por  el  campo  de  di- 
recciones  en  el  punto  (x\,  y \ ) ;  es  decir,  con  pendiente  igual  a  f(x\,  V| ).  Si  seguimos  esta  recta' 
[a  saber,  y  =  yx  +  (x  —  X\)f(x\,  yi)]  al  pasar  de  xl  a  X2  =  X\  +  h,  obtenemos  la  aproximacion 

~  .Vi  :=  >’i  +  hf{x i,  >>,)  . 

Al  repetir  el  proceso  (como  se  ilustra  en  la  figura  1.15),  obtenemos 

4>{x a)  ,y3  :=  +  hf[x2,  y2)  , 

4>(x 4)  «  J4  V’3)  ,  etc. 

Este  sencillo  procedimiento  es  el  metodo  de  Euler  y  se  puede  resumir  mediante  la  formula 
recursiva 

(2)  xn  +  l=x„+h% 

(3)  y„  +  i  =  yn  +  hf[x„.yH)  ,  n  =  0, 1, 2,.. .  . 

Utilice  el  metodo  de  Euler  con  tamano  del  paso  h  =  0.1  para  aproximar  la  solucion  del  pro- 
blema  con  valor  inicial 

(4)  y'=xVy,  yfl)  =  4 

en  los  puntosx  =  1.1,  1.2,  1.3,  1.4  y  1.5. 

En  este  caso,  x0  =  1 ,  _y0  =  4,  h  =  0.1  y  f(x,  y )  =  xVy  .  Asf,  la  formula  recursiva  (3)  para  yn  es 
>VI+I  =  yn  +  hf{xn>yn)  =  y„  4-  (0.l)^Vy„  . 


'Como  yi  es  una  aproximacion  de  no  se  puede  garantizar  que  esta  recta  sea  tangente  a  la  curva  solucion 

y  =  <Hx)- 
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A1  sustituir  n  =  0,  obte nemos 

.t,  =  x0  +  0.L  =  1  +  0.1  =  1.1  , 

v,  =  v0  +  (0.l)*0Vyo  =  4  +  (0,l)(l)V4  =  4.2  . 

A1  hacer  n  =  1  se  tiene 


*2  =  xi  +  0.1  =  1.1  +  0.1  -  1.2  , 

_y2  =  yi  +  (O.l)jtj  V"v7  =  4.2  +  (0.1)(1.1)VA2  =  4.42543  . 

Si  continuamos  de  esta  forma,  obtenemos  los  resultados  de  la  tabla  1.1.  Como  comparacion, 
hemos  incluido  el  valor  exacto  (hasta  cinco  cifras  decimales)  de  la  solucion  <j>(x)  =  (x2  + 
7)2/ 16  de  (4),  la  que  puede  obtenerse  mediante  separacion  de  variables  (vease  la  section  2.2). 
Como  era  de  esperar,  la  aproximacion  se  deteriora  cuando  x  se  aleja  de  1 .  ■ 


n 

xn 

Metodo  de 

Euler 

Valor  exacto 

0 

1 

4 

4 

1 

1.1 

4.2 

4.21276 

2 

1.2 

4.42543 

4.45210 

3 

1.3 

4.67787 

4.71976 

4 

1.4 

4.95904 

5.01760 

5 

1.5 

5.27081 

5.34766 

Dado  el  problema  con  valor  inicial  (1)  y  un  punto  especifico  x,  /  como  utilizar  el  metodo 
de  Euler  para  aproximar  <f>(x)l  Partiendo  de  x(l.  podemos  dar  un  paso  gigante  que  llegue  hasta 
x,  o  podemos  considerar  varios  pasos  pequenos  para  llegar  hasta  el.  Si  quisieramos  dar  N 
pasos,  entonces  hacemos  h  =  (x  —  Xq)/N,  de  modo  que  el  tamano  del  paso  h  y  el  numero  de 
pasos  N  estan  relacionados  de  una  manera  especffica.  Por  ejemplo,  si  x(l  =  1.5  y  queremos 
aproximar  <j>(2)  usando  10  pasos,  entonces  h  =  (2  —  1 .5)/ 10  =  0.05.  Es  de  esperar  que  mien- 
tras  mas  pasos  consideremos,  mejor  sera  la  aproximacion.  (Pero  recuerde  que  mas  pasos 
significan  mas  calculos  y  con  ello  un  mayor  error  por  redondeo). 

EJEMPLO  2  Utilice  el  metodo  de  Euler  para  aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

(5)  /  =  y  ,  }'(0)  =  1 

en  x  =  1,  considerando  1,  2, 4,  8  y  16  pasos. 

Observacion.  Note  que  la  solucion  de  (5)  es  simplemente  <f>(x)  =  ex,  de  modo  que  el  me¬ 
todo  de  Euler  generara  aproximaciones  algebraicas  del  numero  trascendente  e  =  2.71 828 .... 
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SOLUCION 


En  este  caso ,f(x,  y)  =  y,  Xq  =  0  y  y0  =  1.  La  formula  recursiva  del  metodo  de  Euler  es 
y'n  +  l  =  Vn  +  hy„  =  {  1  +  h)y„  . 

Para  obtener  aproximaciones  en  x  =  1  con  N  pasos,  consideramos  el  tamano  del  paso  h  = 
1  /TV.  Para  N  =  1,  tenemos 

■Ml)  “>'1  -  (1  +  1)(1)  -  2  ■ 

ParaiV  =  2,  <f>(x 2)  =  (f)(1)  ~y2-  En  este  caso,  obtenemos 

>’i  =  (1  +  0.5)(1)  =  1.5  , 

0(1)*=^  =  (1  +  0.5)(1.5)  =  2.25  . 

ParaTf  =  4,  <p(x 4)  =  <f>(  1)  =  v4,  donde 

yi  =  (1  +  0.25){l )  =  1.25  , 
y2  =  (1  +  0.25){1.25)  =  1.5625  , 
v3  =  (l  +  0.25){l,5625)  =  1.95313  , 

Ml)  “  v4  =  (l  +  0.25)(  1.953 13)  =  2.44141  . 

(En  los  calculos  anteriores  redondeamos  a  cinco  cifras  decimales).  De  manera  analoga,  al 
considerar  N  =  8  y  16  obtenemos  estimaciones  cada  vez  mejores  de  0(1).  Estas  aproxima¬ 
ciones  aparecen  en  la  tabla  1.2.  Como  comparacion,  la  figura  1.16  de  la  pagina  28  muestra 
las  aproximaciones  poligonales  de  ex  usando  el  metodo  de  Euler  con  /;  =  1/4  (N  =  4)  y 
h  =  1/8  (TV  =  8).  Observe  que  el  menor  tamano  del  paso  proporciona  la  mejor  aproxima¬ 
cion.  ■ 


r 

N 

h 

Aproximacion 
de  0(1)  =  e 

1 

1.0 

2.0 

2 

0.5 

2.25 

4 

0.25 

2.44141 

8 

0.125 

2.56578 

16 

0.0625 

2.63793 

^Que  tan  bueno  (o  malo)  es  el  metodo  de  Euler?  Al  juzgar  un  esquema  numerico,  debe- 
mos  partir  de  dos  preguntas  fundamentales.  ^Converge  tal  metodo?  Y,  en  tal  caso,  /,cu;il  es 
la  razon  de  convergencia?  Estos  importantes  aspectos  se  analizan  en  la  seccion  3.6,  donde 
se  presentan  algunas  mejoras  al  metodo  de  Euler  (veanse  tambien  los  problemas  12  y  13). 
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y 


Figura  1.16  Aproximaciones  de  ex  usando  el  metodo  de  Euler  con  h  =  1/4  y  I  /8 


EJERCICIOS 


En  muchos  de  los  problemcis  siguientes  sera  util  una  cal- 
culadora  o  computadora.  Tambien  sera  conveniente  que 
el  lector  escriba  un  programa  para  resolver  problemas 
con  valores  iniciales  mediante  el  metodo  de  Euler.  (Re- 
cuerde  que  todos  los  calculos  trigonometricos  se  hacen 
en  radianes). 

En  los  problemas  1  a  4,  utilice  el  metodo  de  Euler  para 
aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 
dado,  en  los  puntos  x  =  0.1,  0.2,  0.3,  0.4  y  0.5  usando  un 
tamano  del  paso  0.1  (h  =  0.1). 

1.  dy/dx  =  x/y  ,  y(0)  =  —  1  . 

2.  dy/dx  =  ~x/y  ,  y(0)  =  4  . 

3.  dy/dx  =  y(2  —  y) ,  y( 0)  =  3  . 

4.  dy/dx  =  x  +  y  ,  y(0)  =  1  . 

5.  Utilice  el  metodo  de  Euler  con  tamano  del  paso  h  = 
0.2  para  aproximar  la  solucion  del  problema  con  va¬ 
lor  inicial 

/  =  x^2  +  -v)  ’  >0)  =  1 

en  los  puntos  x  =  1.2,  1.4,  1.6  y  1.8. 


6.  Utilice  el  metodo  de  Euler  con  tamano  del  paso  h  = 
0. 1  para  aproximar  la  solucion  del  problema  con  va¬ 
lor  inicial 

y'  —  x  —  y2 ,  y(l)  =  0 
en  los  puntos  x  =  1.1,  1.2,  1.3,  1.4  y  1.5. 

7.  Utilice  el  metodo  de  Euler  para  aproximar  la  solu¬ 
cion  del  problema  con  valor  inicial 

dx 

—  =  1  +  /sen(rx)  ,  x(0)  =  0 

en  t  =  1,  usando  1,  2,  4  y  8  pasos. 

8.  Utilice  el  metodo  de  Euler  para  aproximar  la  solu¬ 
cion  del  problema  con  valor  inicial 

y'  =  1  — seny ,  y(0)  =  0 

en  x  =  77,  usando  1,  2,  4  y  8  pasos. 

9.  Utilice  el  metodo  de  Euler  con  h  =0.1  para  aproxi¬ 
mar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

>"'  =  A  ya  .  y(i)  =  -i 

X  X 

en  el  intervalo  1  <  x  <  2.  Compare  estas  aproxima¬ 
ciones  con  la  solucion  real  y  =  —  1/x  (jverifique!) 
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graficando  la  aproximacion  poligonal  y  la  solucion 
real  en  el  misrno  sistema  de  coordenadas. 

10.  Utilice  el  metodo  de  Euler  con  h  =0.1  para  aproxi- 
mar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

/  =  j:  -  y  ,  y(0)  =  0 

en  el  intervalo  0  <  x  1.  Compare  estas  aproxima- 
ciones  con  la  solucion  real  y  =  e~x  +  x  —  1  (jveri- 
fique!)  graficando  la  aproximacion  poligonal  y  la  so¬ 
lucion  real  en  el  misrno  sistema  de  coordenadas. 

11.  Utilice  el  metodo  de  Euler  con  20  pasos  para  aproxi- 
mar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

^  =  1  +  x2  ,  jc(0)  =  0 

at 

en  t  =  1 .  Compare  la  aproximacion  con  la  solucion 
real  x  =  tan  t  (jverifique!)  evaluada  en  t  =  1. 

12.  En  el  ejemplo  2  se  aproxima  el  numero  trascendente 
e  usando  el  metodo  de  Euler  para  resolver  el  pro¬ 
blema  con  valor  inicial 

/  =  y  ,  y(0)  =  1  . 

Muestre  que  la  aproximacion  de  Euler  yn  obtenemos 
mediante  el  tarnano  del  paso  1/n  esta  dada  por  la  for¬ 
mula 

v,.(l+i)",  n  —  1.2 . 

Recuerde  de  sus  cursos  de  calculo  que 

11m  (l  +  -1  =  <?  , 
y  nj 

por  lo  que  el  metodo  de  Euler  converge  (teorica- 
rnente)  al  valor  correcto. 

13.  Demuestre  que  la  “razon  de  convergencia”  del  me¬ 
todo  de  Euler  en  el  problema  12  es  comparable  con 
1/n,  mostrando  que 

„  e  ~  y«  e 

, ,  =  -  • 

n  — >no  \jn  2 

[, Sugerencia :  Use  la  regia  de  l'Hopital  y  el  desarrollo 
de  Maclaurin  para  ln(l  +  t)\. 

14.  Use  el  metodo  de  Euler  con  h  =  0.5,  0.1,  0.05  y  0.01 
para  aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor 
inicial 


en  el  intervalo  0  <  x  <  2.  (La  explicacion  del  erra- 
tico  resultado  aparece  en  el  problema  18  de  los  ejerci- 
cios  1.2). 

Intercambio  de  calor.  En  esencia,  hay  dos  meca- 
nismos  mediante  los  que  un  cuerpo  fisico  intercam- 
bia  calor  con  su  ambiente.  La  transferencici  de  calor 
por  contacto  a  traves  de  la  superficie  del  cuerpo  es 
controlada  por  la  diferencia  entre  las  temperaturas 
del  cuerpo  y  del  ambiente;  esto  se  conoce  como  la 
ley  de  enfriamiento  de  Newton.  Sin  embargo,  la  trans- 
ferencia  de  ccdor  tambien  se  debe  a  la  radiacion 
termica,  que  de  acuerdo  con  la  ley  de  radiacion 
de  Stefan  es  controlada  por  la  diferencia  entre  las 
cuartas  potencias  de  estas  temperaturas.  En  la  ma¬ 
yor  parte  de  los  casos,  uno  de  estos  moclos  domina 
al  otro.  Los  problemas  15  y  16  invitan  al  lector  a  si- 
mular  cada  modo  de  manera  numerica  para  un  con- 
junto  dado  de  condiciones  iniciales. 

15.  Ley  de  enfriamiento  de  Newton.  La  ley  de  enfria¬ 
miento  de  Newton  establece  que  la  razon  de  cambio 
en  la  temperatura  T(t)  de  un  cuerpo  es  proporcional  a 
la  diferencia  entre  la  temperatura  del  medio  M(t)  y  la 
temperatura  del  cuerpo.  Es  decir, 

^  =  K[M{t)  ~  T{t)]  , 

donde  K  es  una  constante.  Sea  K  =  1  (minutos)-1  y 
consideremos  constante  a  la  temperatura  del  medio, 
M(t)  =  70°F.  Si  el  cuerpo  tiene  una  temperatura  ini¬ 
cial  de  100°F,  utilice  el  metodo  de  Euler  con  h  =  0.1 
para  aproximar  la  temperatura  del  cuerpo  despues 
de 

(a)  1  rninuto. 

(b)  2  minutos. 

16.  Ley  de  radiacion  de  Stefan.  La  ley  de  radiacion 
de  Stefan  establece  que  la  razon  de  cambio  en  la  tem¬ 
peratura  de  un  cuerpo  a  T(t)  grados  en  un  medio  a 
M(t)  grados  es  proporcional  a  M4  —  TA\  es  decir, 

f-  =  K{M(lf  -  7 in4)  , 


donde  K  es  una  constante.  Sea  K  =  (40)  4  y  supon- 
gamos  que  la  temperatura  del  medio  es  constante, 
M(t)  =  70°F.  Si  T(0)  =  100°F,  utilice  el  metodo  de 
Euler  con  h  =0.1  para  aproximar  77 1 )  y  7/2). 


/  =  2V 


y(0)  =  1 
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Resumen  del  capitulo 

En  este  capitulo  presentamos  cierta  terminologla  basica  de  las  ecuaciones  diferenciales.  El 
orden  de  una  ecuacion  diferencial  es  el  maximo  orden  de  derivation  presente  en  ella.  El  te- 
ma  de  este  texto  son  las  ecuaciones  diferenciales  ordinarias.  que  implican  derivadas  con 
respecto  de  una  sola  variable  independiente.  Tales  ecuaciones  se  clasifican  como  lineales  o 
no  lineales. 

Una  solucion  expllcita  de  una  ecuacion  diferencial  es  una  funcion  de  la  variable  indepen¬ 
diente  que  satisface  la  ecuacion  en  algun  intervalo.  Una  solucion  implicita  es  una  relation  entre 
las  variables  dependiente  e  independiente  que  define  de  manera  implicita  una  funcion  que  es  una 
solucion  expllcita.  Por  lo  general,  una  ecuacion  diferencial  tiene  una  infinidad  de  soluciones.  En 
contraste,  existen  teoremas  que  nos  garantizan  la  existencia  de  una  solucion  tinica  para  ciertos 
problemas  con  valores  iniciales  en  donde  uno  debe  hallar  una  solucion  de  la  ecuacion  diferen¬ 
cial  que  ademas  satisfaga  ciertas  condiciones  iniciales  dadas.  Para  una  ecuacion  de  orden  n, 
estas  condiciones  se  refieren  a  los  valores  de  la  solucion  y  de  sus  primeras  n  —  1  derivadas  en 
algun  punto. 

Aunque  uno  no  pueda  determinar  soluciones  expllcitas  de  una  ecuacion  diferencial,  se 
pueden  usar  varias  tecnicas  como  ayuda  para  analizar  las  soluciones.  Uno  de  estos  metodos 
para  ecuaciones  de  primer  orden  ve  a  la  ecuacion  diferencial  dy/dx  =  fix,  y )  como  algo  que 
especifica  direcciones  (pendientes)  en  los  puntos  del  piano.  El  conglomerado  de  tales  pen- 
dientes  es  el  campo  de  direcciones  para  la  ecuacion.  El  hecho  de  conocer  el  “flujo  de  solu¬ 
ciones”  es  util  para  bosquejar  la  solucion  de  un  problema  con  valor  inicial.  Ademas,  al  llevar 
a  cabo  este  metodo  en  forma  algebraica  obtenemos  aproximaciones  numericas  de  la  solucion 
deseada.  Este  proceso  numerico  se  llama  metodo  de  Euler. 


EJERCICIOS  DE  ESCRITURA  TECNICA 


1.  Elija  cuatro  carnpos  (por  ejemplo,  astronomra,  geologla,  biologla  y  economla)  y  para  cada 
campo  analice  una  situation  donde  se  apliquen  ecuaciones  diferenciales  para  resolver  un 
problema.  Elija  ejemplos  diferentes  a  los  de  la  section  1.1. 

2.  Compare  las  distintas  clases  de  soluciones  que  se  analizaron  en  este  capitulo  (expllcitas, 
impllcitas,  graficas  y  numericas).  ^Cuales  son  las  ventajas  y  las  desventajas  de  cada  uno? 


Proyectos  de  grupo  para  el  capftulo  1 


31 


Proyectos  de  grupo  para  el  capitulo  1 

A.  Metodo  de  series  de  Taylor 

H  El  metodo  de  Euler  se  basa  en  que  la  recta  tangente  proporciona  una  buena  aproximacion  local 
de  la  funcion.  i  Pe  ro  por  que  restringirnos  a  aproximaciones  lineales  cuando  disponemos  de 
aproximaciones  mediante  polinomios  de  orden  superior?  Por  ejemplo,  podemos  usar  el  polino- 
mio  de  Taylor  de  grado  n  en  torno  de  x  =  x0,  definido  por 

Pn{x)  '■=  .vUo)  +  /Uo)U  “  *o)  +  -  x0)2  +  •  ■  ■  +  y  ~  x0)"  . 


Este  polinomio  es  la  «-esima  suma  parcial  de  la  representation  en  serie  de  Taylor 


2 


*=0 


ywUo) 

k\ 


{x  -  x0f 


Para  determinar  la  serie  de  Taylor  de  la  solution  0(x)  del  problema  con  valor  inicial 
dy/dx  =  f{x ,  y)  ,  >’{x0)  =  .Vo  • 

solo  necesitamos  determinar  los  valores  de  la  derivada  de  0  (suponiendo  que  existen)  en  x0;  es 
decir,  0(xo),  4>'(x0), ....  La  condition  inicial  proporciona  el  primer  valor  0(xo)  =  y0.  Usarnos 
la  ecuacion  y'  =  fix,  y)  para  hallar  4>'(x 0)  =  f(x0 ,  y0 ).  Para  determinar  4>"(x0)  derivamos  la  ecua- 
cion  y'  =  fix,  y)  de  rnanera  implfcita  con  respecto  de  x  para  obtener 

/F  =  Of  +  f[_  dy  =  + 

^  dx  dy  dx  dx  dy 


con  lo  que  podemos  calcular  <p"(x0). 

(a)  Calcule  los  polinomios  de  Taylor  de  grado  4  para  las  soluciones  de  los  problemas  con 
valores  iniciales  dados.  Use  estos  polinomios  de  Taylor  para  aproximar  la  solution  en 
x  =  1. 

(i)  %.  =  ^  ~  3y  ;  =  1  ■  (ii)  %  =  -  y)  ;  y(0)  =  4  . 

(b)  Compare  el  uso  del  metodo  de  Euler  con  el  de  las  series  de  Taylor  para  aproximar  la 
solution  fix)  del  problema  con  valor  inicial 

dy  ,  . 

-f — I-  y  =  cosx  +  senx  ,  v(  0 1  =  1  . 

(Lx 

Para  esto,  complete  la  tabla  1.3  de  la  pagina  32.  De  las  aproximaciones  para  0(1)  y 
0(3)  redondeando  a  milesimos.  Verifique  que  0(x)  =  sen  x  +  e~x  y  use  esta  formula 
y  una  calculadora  o  tablas  para  determinar  los  valores  exactos  de  0(x)  redondeados 
a  milesimos.  Por  ultimo,  decida  cual  de  los  primeros  cuatro  metodos  de  la  tabla  1.3 
proporcionara  la  rnejor  aproximacion  de  0(10)  y  justifique  su  eleccion.  (Recuerde 
que  los  calculos  de  las  funciones  trigonometricas  deben  hacerse  en  el  rnodo  de  ra- 
dianes). 
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(c)  Calcule  el  polinomio  de  Taylor  de  grado  6  para  la  solucion  de  la  ecuacion 
d2y 

~TT  =  -*y 

dx~ 

con  las  condiciones  iniciales  y(0)  =  1,  y'(0)  =  0.  ^Ve  la  forma  en  que  el  metodo  de 
series  de  Taylor  utilizara  cada  una  de  las  n  condiciones  iniciales  mencionadas  en  la 
definicion  3  de  la  seccion  1.2  para  una  ecuacion  diferencial  general  de  orden  nl 


TABLA  1.3 


Aproximacion  Aproximacion 

Metodo  de  <p(l)  de  cf>( 3) 

Metodo  de  Euler  usando  pasos  de  tamano  0.1 

Metodo  de  Euler  usando  pasos  de  tamano  0.01 

Polinomio  de  Taylor  de  grado  2 

Polinomio  de  Taylor  de  grado  5 

Valor  exacto  de  <b(x)  redondeado  a  milesimos 


B.  Metodo  de  Picard 

El  problema  con  valor  inicial 

(1)  y'(.r)  =/(.v,y)  ,  ?(j:o)=.Vo 

se  puede  escribir  como  una  ecuacion  integral,  si  se  integran  ambos  lados  de  (1)  con  respecto 
de  x,  desde  x  =  x0  hasta  x  =  X\. 

(2)  |  y'{x)dx  =  y(x,)  -  y(x0)  =  j  f(x,  y(x))dx  . 

A1  sustituir  v(a'0)  =  yo  y  despejar  yU, )  tenemos 

(3)  y(x\)  =  y0  +  j  /(A-,yW)rfJf  . 

Si  usamos  t  en  vez  de  x  como  la  variable  de  integracion,  podemos  hacer  que  x  =  x{  sea  el  limite 
superior  de  integracion.  La  ecuacion  (3)  se  convierte  en 


Podemos  usar  la  ecuacion  (4)  para  generar  aproximaciones  sucesivas  de  una  solucion  de 
(1).  Si  la  funcion  cf> 0(x)  es  una  estimacion  o  aproximacion  inicial  de  una  solucion  de  (1),  enton- 
ces  una  nueva  funcion  aproximacion  esta  dada  por 

^iW:=yo  +  |  f{h<bn{t))di  , 
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donde  hemos  reemplazado  y(t)  por  la  aproximacion  </>0(f)  en  el  argumento  de/  De  manera  simi¬ 
lar,  podemos  usar  <pi(x)  para  generar  una  nueva  aproximacion  4> 2W,  y  asf  sucesivamente.  En 
general,  obtenemos  la  (n  +  l)-esima  aproximacion  a  partir  de  la  relacion 

(5)  tf>„+iW:=.Vn  +  j  f(t,4>a{t))dt  . 

Este  procedimiento  se  conoce  corno  el  metodo  de  Picard. '  Con  ciertas  hipotesis  para/y  / 0(x), 
se  sabe  que  la  sucesion  {< p„(x )}  converge  a  una  solucion  de  (1).' ' 

Si  no  tenemos  mas  information  acerca  de  la  solucion  de  (1),  es  comun  considerar  que 
<&>(*)  =  y0- 

(a)  Utilice  el  metodo  de  Picard  con  <po(x)  =  1  para  obtener  las  cuatro  siguientes  aproxima- 
ciones  sucesivas  de  la  solucion  a 

(6)  /M  =  vU)  ,  y(o)  =  1  . 

Muestre  que  estas  aproximaciones  son  tan  solo  las  surnas  parciales  de  la  serie  de  Ma- 
claurin  de  la  solucion  real  ex. 

(b)  Use  el  metodo  de  Picard  con  <po(x)  =  0  para  obtener  las  tres  siguientes  aproximacio¬ 
nes  sucesivas  de  la  solucion  del  problema  no  lineal 

(7)  y'(x)  =  3x-[y(x)]2,  y(0)  =  0  . 

Grafique  estas  aproximaciones  para  0  <  x  <  1 . 

(c)  En  el  problema  29  de  los  ejercicios  1.2  mostramos  que  el  problema  con  valor  inicial 

(8)  y'(-v)  =  3  [ )■  (x)  ]  .  y(2)  -  0 

no  tiene  solucion  unica.  Muestre  que  el  metodo  de  Picard,  comenzando  con  /0(x)  =  0, 
converge  a  la  solucion  y(x)  =  0;  y  comenzando  con  4> 0(x)  =  x  —  2  converge  a  la  se- 
gunda  solucion  y(x)  =  ( x  —  2)3.  [ Sugerencia :  Para  el  caso  4>o(x)  =  x  —  2,  muestre 
que  4>n(x)  tiene  la  forma  cn(x  —  2)r",  donde  c„  — >  1  y  r„  — >  3  cuando  «  — >  00]. 


C.  Dipolo  magnetico 

Con  frecuencia,  una  barra  imantada  se  rnodela  corno  un  dipolo  magnetico,  un  extremo  se  iden- 
tifica  como  polo  norte  At  y  el  otro  corno  polo  sur  S.  El  carnpo  magnetico  del  dipolo  es  simetrico 
con  respecto  de  la  rotacion  en  tomo  de  su  eje  que  pasa  de  manera  longitudinal  por  el  centra  de 
la  barra.  Por  lo  tanto,  podemos  estudiar  el  campo  magnetico  restringiendonos  a  un  piano  que 
contiene  el  eje  de  simetrfa,  con  el  origen  en  el  centra  de  la  barra  (vease  la  figura  1.17  en  la 
pagina  34) 


t Nota  historica:  Este  metodo  de  aproximacion  es  subproducto  del  famoso  teorema  de  existencia  de  Picard-Lindelof 
formulado  a  fines  del  siglo  xix. 

Todas  las  referencias  al  capitulo  11  se  refieren  al  texto  ampliado  Fundamentals  of  Differential  Equations  and 
Boundary  Value  Problems ,  4a.  edicion. 
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p  P(x,  y  ) 


Figura  1.17  Dipolo  magnetico 


Para  un  punto  P  localizado  a  una  distancia  r  del  origen,  donde  r  es  mucho  mayor  que  la 
longitud  del  iman,  las  lmeas  de  campo  magnetico  satisfacen  la  ecuacion  diferencial 


dy  2xy 


y  las  lmeas  equipotenciales  satisfacen  la  ecuacion 


(a)  Muestre  que  las  dos  familias  de  curvas  son  perpendiculares  cuando  se  cortan.  [Suge- 
rencia :  Considere  las  pendientes  de  las  rectas  tangentes  a  las  dos  curvas  en  un  punto 
de  intersection]. 


(b)  Trace  el  campo  de  direcciones  de  la  ecuacion  (9)  para  —  5  <  x  <  5,  —  5  <  y  <  5. 


Puede  utilizar  un  paquete  de  computo  para  generar  el  campo  de  direcciones  o  usar  el 
rnetodo  de  isoclinas  que  se  analizo  en  la  section  1.3.  El  campo  de  direcciones  le  re- 
cordara  el  experimento  donde  se  esparce  limadura  de  hierro  sobre  una  hoja  de  papel 
que  se  coloca  encima  de  un  iman.  La  orientation  de  las  pequenas  limaduras  de  hierro 
corresponde  a  los  pequenos  segmentos  de  recta. 

(c)  Utilice  el  campo  de  direcciones  de  la  parte  (b)  como  ayuda  para  bosquejar  las  lmeas 
de  campo  magnetico  que  son  soluciones  de  (9). 

(d)  Aplique  la  afirmacion  de  la  parte  (a)  a  las  curvas  de  la  parte  (c)  para  bosquejar  las  IP 
neas  equipotenciales  que  son  soluciones  de  (10).  Las  lmeas  del  campo  magnetico  y 
las  lmeas  equipotenciales  son  ejemplos  de  trayectorias  ortogonales.  (Vease  el  pro- 
blema  32  de  los  ejercicios  2.4,  pagina  66). 


D.  La  recta  fase 


El  bosquejo  del  campo  de  direcciones  de  una  ecuacion  diferencial  dy/dt  =  f{t,  y)  es  particular- 
mente  sencillo  cuando  la  ecuacion  es  autonoma;  es  decir,  la  variable  independiente  t  no  apa- 
rece  en  forma  explfcita: 


(1) 
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Figura  1.18  Campo  de  direcciones  y  soluciones  para  una  ecuacion  autonoma 


En  la  figura  1.18(a),  la  grafica  muestra  el  campo  de  direcciones  de  y'  =  —  A(y  —  yt)  (y  — 
y2)  O'  —  y-if  y  A  >  0  y  se  trazan  algunas  soluciones.  Observe  las  siguientes  propiedades  de  las 
graficas  y  explique  por  que  son  consecuencia  de  que  la  ecuacion  sea  autonoma. 

(a)  Las  pendientes  en  el  campo  de  direcciones  son  identicas  a  lo  largo  de  rectas  horizon- 
tales. 

(b)  Se  puede  generar  nuevas  soluciones  a  partir  de  otras  mediante  un  desplazamiento  en 
el  tiempo  (es  decir,  reemplazando  y(t)  por  y(t  —  t0). 

La  observacion  (a)  implica  que  todo  el  campo  de  direcciones  puede  describirse  mediante 
una  sola  “lrnea”  de  direcciones,  corno  en  la  figura  1.18(b). 

De  particular  interes  para  las  ecuaciones  autonomas  son  las  soluciones  constantes,  o  solu¬ 
ciones  de  equilibrio  y(f)  =  v„  i  =  1,  2,  3.  El  equilibrio  y  =  v,  es  un  equilibria  estable,  o  su- 
midero,  pues  las  soluciones  cercanas  son  atrafdas  hacia  el  cuando  t  — >  °°.  Los  equilibrios  que 
repelen  a  las  soluciones  cercanas,  corno  y  =  y2,  se  conocen  como  fuentes',  los  demas  equilibrios 
se  llaman  nodos,  ilustrados  por  y  =  y3.  Las  fuentes  y  los  nodos  son  equilibrios  no  estables. 

(c)  Describa  la  forma  de  caracterizar  los  equilibrios  mediante  los  ceros  de  la  funcion/(y) 
en  la  ecuacion  (1)  y  la  forma  de  distinguir  los  sumideros,  las  fuentes  y  los  nodos  con 
base  en  los  signos  de/(y)  a  los  lados  de  los  ceros. 

Por  tanto,  la  sencilla  lmea  fase  que  aparece  en  la  figura  1.18(c),  que  indica  mediante  pun- 
tos  y  flechas  los  ceros  y  los  signos  de/(y),  basta  para  describir  la  naturaleza  de  las  soluciones 
de  equilibrio  para  una  ecuacion  autonoma. 

(d)  Trace  la  lrnea  fase  para  y '  =  (y  —  1)  (y  —  2)  (y  —  3)  y  establezca  la  naturaleza  de  sus 
puntos  de  equilibrio. 

(e)  Use  la  lrnea  fase  para  y '  =  —  (y  —  l)5/3(y  —  2 )2(y  —  3)  para  predecir  el  comporta- 
miento  asintotico  (cuando  t  — »  oo)  de  la  solucion  que  satisface  y(0)  =2.1. 
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(f)  Trace  la  li'nea  fase  para y'  =  y  sen  y  y  establezca  la  naturaleza  de  sus  puntos  de  equili¬ 
bria 

(g)  Trace  las  lfneas  fase  para  y  ’  =  sen  y  +  0. 1  y  y  ’  =  sen  y  —  0.1.  Analice  el  efecto  de  la 
pequena  perturbation  ±0.1  sobre  los  puntos  de  equilibrio. 

La  separation  de  los  equilibrios  en  y  =  0  observada  en  la  parte  (g)  ilustra  lo  que  se  conoce 
como  bifurcation.  El  siguiente  problema  ilustra  de  rnanera  drastica  los  efectos  de  una  bifurca¬ 
tion  en  el  contexto  del  rnanejo  de  una  manada. 

(g)  A1  aplicar  el  modelo  logistico ,  que  sera  analizado  en  la  section  3.2,  a  los  datos  dispo- 
nibles  para  la  poblacion  de  lagartos  en  los  terrenos  del  Centro  Espacial  Kennedy  en 
Florida,  se  deduce  la  siguiente  ecuacion  diferencial: 

,=  yjy  ~  15QQ) 

y  3200 

Aquf,  y(t)  es  la  poblacion  y  el  tiempo  t  se  mide  en  anos.  Si  se  permite  que  los  caza- 
dores  reduzcan  la  poblacion  a  razon  de  ,v  lagartos  por  ano,  la  ecuacion  se  modifica- 
ria  como 


y’  = 


y{y  -  1500) 
3200 


Trace  las  lineas  fase  para  s  =  0,  50,  100,  125,  150,  175  y  200.  Analice  el  significado 
de  los  puntos  de  equilibrio.  Observe  la  bifurcacion  ens=  175;  (',debe  evitarse  una 
tasa  de  reduccion  cercana  a  175? 


CAPITULO 


Ecuaciones  diferenciales 
de  primer  orden 


2.1  INTRODUCCION:  MOVIMIENTO  DE  UN  CUERPO  EN  CAIDA 


Un  objeto  cae  en  el  aire  hacia  la  Tierra.  Suponiendo  que  las  unicas  fuerzas 
que  actuan  sobre  el  objeto  son  la  gravedad  y  la  resistencia  del  aire,  determine  la 
velocidad  del  objeto  como  una  funcion  del  tiempo. 


La  segunda  ley  de  Newton  establece  que  la  fuerza  es  igual  a  la  masa  por  la  aceleracion.  Pode- 
mos  expresarla  mediante  la  ecuacion 


donde  F  representa  la  fuerza  total  sobre  el  objeto,  m  es  la  masa  del  objeto  y  dv/dt  es  la  ace¬ 
leracion,  expresada  como  la  derivada  de  la  velocidad  con  respecto  del  tiempo.  Sera  conveni- 
ente  definir  v  como  positiva  cuando  esta  dirigida  hacia  abajo  (a  diferencia  del  analisis  en  la 
seccion  1.1). 

Cerca  de  la  superficie  de  la  Tierra,  la  fuerza  debida  a  la  gravedad  es  simplemente  el  peso  del 
objeto.  Esta  fuerza  se  puede  expresar  como  mg,  donde  g  es  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad. 
No  hay  una  ley  general  que  modele  con  precision  la  resistencia  del  aire  que  actua  sobre  el  ob¬ 
jeto,  pues  esta  fuerza  parece  depender  de  la  velocidad  del  objeto,  la  densidad  del  aire,  y  la  forma 
del  objeto,  entre  otras  cosas.  Sin  embargo,  en  ciertos  casos,  la  resistencia  del  aire  puede  repre- 
sentarse  de  manera  razonable  como  —bv,  donde  b  es  una  constante  positiva  que  depende  de  la 
densidad  del  aire  y  de  la  forma  del  objeto.  Utilizamos  el  signo  negativo  debido  a  que  la  resisten¬ 
cia  del  aire  es  una  fuerza  que  se  opone  al  movimiento.  Las  fuerzas  que  actuan  sobre  el  objeto 
aparecen  en  la  figura  2.1  de  la  pagina  38.  (Observe  que  hemos  generalizado  el  modelo  de  caida 
libre  de  la  seccion  1.1,  incluyendo  la  resistencia  del  aire). 

Al  aplicar  la  ley  de  Newton  obtenemos  la  ecuacion  diferencial  de  primer  orden 

dv 

,n7r=ms  ■ 


(i) 
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Resistencia  al  aire  —bv 


0 


Velocidad 


v 


Gravedad  mg 


7777777777777777777777777777 


Figura  2.1  Fuerza  sobre  un  objeto  que  cae 


Para  resolver  esta  ecuacion,  hacemos  uso  de  una  tecnica  llamada  separation  de  variables, 
que  se  utilizo  para  analizar  el  modelo  de  decaimiento  radiactivo  de  la  seccion  1.1  y  que  desa- 
rrollaremos  con  detalle  en  la  seccion  2.2.  Si  consideramos  a  dv  y  dt  como  diferenciales,  rees- 
cribimos  la  ecuacion  (1)  de  modo  que  las  variables  v  y  t  queden  aisladas  en  lados  opuestos 
de  la  ecuacion: 


dv  dt 


mg  —  bv  m 


(De  aquf  la  nomenclatura  “separation  de  variables”). 

A  continuation  integramos  la  ecuacion  ya  separada 


y  deducimos  que 


— r  In  I  mg  —  bv  I  =  —  +  c  . 
b  rn 


Por  lo  tanto, 


|  mg  -  bv  |  =  e-hcerhllm 


o 


mg  —  bv  =  Ae  b!^  , 


donde  la  nueva  constante  A  tiene  magnitud  e  hc  y  el  mismo  signo  (±)  que  (mg  —  bv).  Al 
despejar  v  obtenemos 


(2) 


bt/in 


lo  que  se  llama  una  solucion  general  de  la  ecuacion  diferencial  pues,  como  veremos  en  la 
seccion  2.3,  cualquier  solucion  de  (1)  se  puede  expresar  en  la  forma  dada  por  (2). 


Seccion  2.1 


Introduccion:  movimiento  de  un  cuerpo  en  caida 
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En  un  caso  especffico,  tendriamos  dados  los  valores  de  m,  g  y  b.  Para  determinar  la 
constante  A  en  la  solucion  general,  podemos  usar  la  velocidad  inicial  del  objeto  v0.  Es  decir, 
resolvemos  el  problema  con  valor  inicial 

m^cit  ~  ’  ^0)  =  i>0  • 


A1  sustituir  v  =  vQ  y  t  =  0  en  la  solucion  general  de  la  ecuacion  diferencial,  podemos  hallar 
el  valor  de  A.  Con  este  valor,  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial  es 


(3) 


La  formula  anterior  proporciona  la  velocidad  del  objeto  que  cae  por  el  aire  como  fun- 
cion  del  tiempo,  si  la  velocidad  inicial  del  objeto  es  v0.  En  la  figura  2.2  bosquejamos  la  gra- 
fica  de  v(t)  para  diversos  valores  de  v0.  La  figura  sugiere  que  la  velocidad  v(t)  tiende  a  mg/b 
sin  importar  la  velocidad  inicial  v0.  [Esto  es  facil  de  ver  en  la  formula  (3)  haciendo  t  — >  +oo]. 
La  constante  mg/b  se  conoce  como  la  velocidad  limite  o  terminal  del  objeto. 


v  (m/s) 


Podemos  hacer  varias  observaciones  para  este  modelo  de  un  cuerpo  en  caida.  Como 
e~bt/m  tjenc|e  rapidamente  a  cero,  la  velocidad  es  aproximadamente  igual  al  peso  mg  divi- 
dido  entre  el  coeficiente  de  resistencia  del  aire  b.  Asi,  en  presencia  de  resistencia  del  aire, 
mientras  mas  pesado  sea  el  objeto,  mas  rapido  caera,  suponiendo  formas  y  tamanos  iguales. 
Ademas,  al  reducir  la  resistencia  del  aire  (h  mas  pequeno),  el  objeto  caera  mas  rapido.  Estas 
observaciones  coinciden  con  nuestra  experiencia. 

Muchos  otros  problemas  fisicos, '  al  formularse  de  manera  matematica,  conducen  a  ecua- 
ciones  diferenciales  de  primer  orden  o  a  problemas  con  valores  iniciales.  Algunos  de  ellos  se 
analizan  en  el  capitulo  3.  En  este  capitulo  aprenderemos  a  reconocer  y  obtener  soluciones  de 
ciertos  tipos  especificos  de  ecuaciones  de  primer  orden.  Comenzamos  estudiando  las  ecuaciones 
separables,  luego  las  ecuaciones  lineales  y  a  continuacion  las  ecuaciones  exactas.  Los  metodos 


'El  problema  fisico  aquf  analizado  tiene  otros  modelos  matematicos.  Por  ejemplo,  podrfamos  tomar  en  cuenta  las 
variaciones  en  el  campo  gravitacional  de  la  Tierra  y  ecuaciones  mas  generales  para  la  resistencia  del  aire. 
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para  resolver  estas  ecuaciones  son  los  mas  basicos.  En  las  ultimas  dos  secciones  ilustraremos 
el  uso  de  ciertos  recursos,  como  los  factores  integrantes,  las  sustituciones  y  las  transforma- 
ciones  para  convertir  ciertas  ecuaciones  en  ecuaciones  separables,  exactas  o  lineales  que  po- 
damos  resolver.  En  todo  nuestro  analisis  de  estos  tipos  especiales  de  ecuaciones,  el  lector  ira 
construyendose  una  mejor  idea  del  comportamiento  de  las  soluciones  de  ecuaciones  mas  ge¬ 
nerates  y  de  las  dificultades  posibles  para  hallar  estas  soluciones. 


2.2  ECUACIONES  SEPARABLES 

Una  clase  sencilla  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  que  pueden  resolverse  me- 
diante  integration  es  la  clase  de  ecuaciones  separables,  ecuaciones  como 

dv  .  . 

(1)  dx=f{x’y)' 


que  se  pueden  reescribir  de  modo  que  las  variables  xy  y  (Junto  con  sus  diferenciales  dx  y  dy) 
queden  aisladas  en  lados  opuestos  de  la  ecuacion,  como  en 

h(y)dy  -  g{x)dK  . 

Asf,  el  lado  derecho  original  f(x,  y)  debe  tener  la  forma  factorizada 


f{x,y)  =  g{x) 


1 


h(y) 

Mas  formalmente,  escribimos  p(y) 


1  / h(y)  y  presentamos  la  siguiente  definition. 


Li 


ECUACION  SEPARABLE 


Definition  1.  Si  el  lado  derecho  de  la  ecuacion 


dy_ 

dx 


=f(x,y) 


se  puede  expresar  como  una  funcion  g(x)  que  solo  depende  de  x,  por  una  funcion 
p(y)  que  solo  depende  de  y,  entonces  la  ecuacion  diferencial  es  separable.' 


En  otras  palabras,  una  ecuacion  de  primer  orden  es  separable  si  se  puede  escribir  en  la 
forma 

(2)  !=*<*)*«. 


^ Nota  historica:  Un  procedimiento  para  resolver  ecuaciones  separables  fue  descubierto  de  manera  implfcita  por 
Gottfried  Leibniz  en  1691.  La  tecnica  explfcita  llamada  separacion  de  variables  fue  formalizada  por  John  Bernoulli 
en  1694. 
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EJEMPLO  1 


Por  ejemplo,  la  ecuacion 
dy  2x  +  at 


dx 


v-+  1 


es  separable,  pues  (si  uno  esta  alerta  para  detectar  la  factorizacion) 


lx  +  xy 

v2  +  1 


2  +  y 


y1  +  1 

Sin  embargo,  la  ecuacion 
dy 


t  =  ff(x)p(y)  ■ 


dx 


=  1.  +  Jtv 


no  admite  tal  factorizacion  del  lado  derecho  y,  por  tanto,  no  es  separable. 

De  manera  vaga,  las  ecuaciones  separables  se  resuelven  realizando  la  separation  y  luego 
integrando  cada  lado. 


METODO  PARA  RESOLVER  ECUACIONES  SEPARABLES 


Para  resolver  la  ecuacion 

multiplicamos  por  dx  y  por  h(y)  :  =  1/ p(y)  para  obtener 
h(y)dy  =  g{x)dx  . 

Luego  integramos  ambos  lados: 

|  h(y)dy  =  j g{x)dx  , 

(3)  H(y)  =  G(x)  +  C  . 

donde  hemos  juntado  las  dos  constantes  de  integracion  en  un  solo  sfmbolo  C.  La  ul¬ 
tima  ecuacion  proporciona  una  solucion  implfcita  de  la  ecuacion  diferencial. 


Mas  adelante  veremos  la  justificacion  matematica  del  procedimiento  “bosquejado”  arri- 
ba,  pero  primero  estudiaremos  algunos  ejemplos. 


Resolver  la  ecuacion  no  lineal 
dy  _  x  —  5 
dx  ~  y1 


42 


Capitulo  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


SOLUCION 


Siguiendo  el  metodo  ya  delineado,  separamos  las  variables  y  escribimos  la  ecuacion  en  la 
forma 


y 2  dy  =  (x  —  5  )  dx  . 
A1  integrar  tenemos 


y2  dy 


5}dx 


y  x 2  ,  ,  „ 

y  =  y  -  5a  +  t  , 


y  al  despejar  y  en  esta  ultima  ecuacion  se  tiene 


3jt 


-  15a  +  3  C 


'/» 


Como  C  es  una  constante  de  integracion  que  puede  ser  cualquier  numero  real,  3C  tambien 
puede  ser  cualquier  numero  real.  Al  reemplazar  3C  por  el  si'mbolo  K,  tenemos 


3a-2 


15a  +  K 


1/3 


Si  queremos  apegarnos  a  la  costumbre  de  seguir  representando  mediante  C  a  una  constante 
arbitraria,  podemos  usar  C  en  vez  de  K  en  la  respuesta  final.  Esta  familia  de  soluciones  se 
grafica  en  la  figura  2.3.  ■ 


y 


Figura  2.3  Familia  de  soluciones  para  el  ejemplo  1 


Como  muestra  el  ejemplo  1 ,  las  ecuaciones  separables  se  encuentran  entre  las  mas  sen- 
cillas  de  resolver.  Sin  embargo,  el  procedimiento  requiere  una  habilidad  para  el  calculo  de 
integrales.  Muchos  de  los  procedimientos  que  seran  analizados  en  el  texto  tambien  exigen 
cierta  familiaridad  con  las  tecnicas  de  integracion.  Para  conveniencia  del  lector,  en  el  forro 
aparece  una  breve  tabla  de  integrales. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Resolver  el  problema  con  valor  inicial 


(4) 


dy  y  ~  1 
dx  x  +  3 


K-l)  =  0 


A1  separar  las  variables  e  integrar  tenemos 

dy  dx 
y  —  1  x  +  3 
f  dy  [  dx 

Jy^r  =  Jm  • 

In  |y  —  1 1  =  In  \x  H  31  I  C  . 

(5) 

En  este  momento  podemos  despejar  y  de  manera  explfcita  (conservando  la  constante  C)  o 
usar  la  condicion  inicial  para  determinar  C  y  luego  despejar  y.  Sigamos  el  primer  camino. 

A1  exponenciar  la  ecuacion  (5),  tenemos 

el"|v-l|  =  t>|*  +  3|  +  C  =  ^1,,  |a +3|  _ 

(6)  l>'  -  1|  =  e(  k  I  3|  =  Cj  \x  I  3|  , 

donde  C\  '■=  ec . '  Ahora,  dependiendo  de  los  valores  dey,  tenemos  |y  —  1  |  =  ±(y  —  1);  y 
de  manera  analoga,  |  x  +  3  f  =  ±(x  +  3).  Asf,  podemos  escribir  (6)  como 


y  —  I  =  — C](.v  +  3)  o  y  =  1  ±  Cjk  +  3)  , 


donde  el  signo  depende  (como  ya  indicamos)  de  los  valores  de  x  y  v.  Como  Cj  es  una  cons¬ 
tante  positiva  (recuerde  que  Cj  =  ec>  0),  podemos  reemplazar  ±Cj  por  K,  donde  K  repre- 
senta  ahora  una  constante  arbitraria  no  nula.  Obtenemos 

(7)  *i  -  1  ■  A' I  t  *  , 

Por  ultimo,  determinamos  K  de  modo  que  se  satisfaga  la  condicion  inicial  y(—  1)  =  0.  A1  ha- 
cer  x  =  —  1  y  y  =  0  en  la  ecuacion  (7)  tenemos 

0  =  1  +  K(-\  +  3)  =  1  +  2K  , 


por  lo  que  K  =  — 1/2.  Asf,  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial  es 

(8)  ’  =  1  t  3)  =  2^  4  ^  ■ 


'Recuerde  que  el  simbolo  :=  significa  “se  define  como”. 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


Metodo  alternativo.  El  segundo  metodo  consiste  en  hacer  primero  x  =  —  1  y  y  =  0 
en  la  ecuacion  (5)  y  despejar  C.  En  este  caso  obtenemos 

In  |0  —  1|  =  In  |  —  1  +  3|  +  C  , 

0  =  In  1  =  In  2  +  C  , 

y  C  =  —In  2.  Asf,  de  (5)  la  solucion  y  es  dada  de  manera  implfcita  por 
ln(l  -  y)  =  ln(.v  +  3)  -  In  2  . 

Aquf  hemos  reemplazado  |  y  —  1  |  por  1  —  y  y  |  x  +  3  |  por  x  +  3,  pues  estamos  interesados  en 
x  y  y  cercanas  a  los  valores  iniciales  x  =  —  1,  y  =  0  (para  tales  valores,  y  —  l<0yx+3>0). 
A1  despejar  v  obtenemos 


ln(l  -  y)  =  ln(x  +  3) 
x  +  3 


In  2  =  In 


Jt  +  3 


1  ~y  = 


1  -  ^(x  +  3)  =  -  +  l) 


lo  cual  coincide  con  la  solucion  (8)  que  se  obtuvo  mediante  el  primer  metodo. 

Resolver  la  ecuacion  no  lineal 

rfv  6jc5  —  2x  +  1 

(9)  —  = -  . 

dx  cos  y  +  ey 

A1  separar  valuables  e  integrar  tenemos 

(cos  y  +  ey)dy  =  (6x;  —  2x  +  1  )dx  , 

|  (cosy  +  ey)dy  =  j  (6x5  —  2x  +  l)dx  , 
sen  y  +  ey  =  jc6  -  x2  +  x  +  C  . 


En  este  momento  llegamos  a  un  atolladero.  Quisieramos  despejar  y  en  forma  explfcita,  pero 
no  podemos.  Esto  ocurre  con  frecuencia  al  resolver  ecuaciones  no  lineales  de  primer  orden. 
En  consecuencia,  al  decir  “resolver  la  ecuacion”,  tendremos  que  conformarnos  en  ocasiones 
al  hallar  una  forma  implfcita  de  la  solucion.  ■ 

La  tecnica  de  separacion  de  variables,  asf  como  varias  otras  tecnicas  analizadas  en  este 
libro,  conlleva  la  reescritura  de  una  ecuacion  diferencial  realizando  ciertas  operaciones  alge- 
braicas  en  ella.  “Escribir  dy/ dx  =  g(x)p(y)  como  h(y)dy  =  g(x)dx ”  equivale  a  dividir  ambos 
lados  entre  p(y).  El  lector  puede  recordar  de  sus  cursos  de  algebra  que  esto  puede  tener  gra¬ 
ves  consecuencias.  Por  ejemplo,  la  ecuacion  x(x  —  2)  =  4(x  —  2)  tiene  dos  soluciones: 
x  =  2  y  x  =  4.  Pero  si  “escribimos”  la  ecuacion  como  x  =  4  al  dividir  ambos  lados  entre 
(x  —  2),  perdemos  el  rastro  de  la  rafz  x  =  2.  Asf,  debemos  registrar  los  ceros  de  (x  —  2)  antes 
de  dividir  entre  este  factor. 
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En  el  mismo  sentido,  debemos  tomar  en  cuenta  los  ceros  de  p(y)  en  la  ecuacion  separable 
dy/dx  =  g(x)p(y)  antes  de  dividir.  Despues  de  todo,  si  (digamos)  g(x)p(y)  =  (x  —  2 )2(y  —  13), 
entonces  podemos  observar  que  la  funcion  constante  y(x)  =13  satisface  la  ecuacion  differen¬ 
cial  dy/dx  =  g(x)p(y): 

dy  _  rf(13)  _ 

dx  dx 

g(x)p{y)  =  (x~  2)2(13  -  13)  =  0  . 

De  hecho,  al  resolver  la  ecuacion  del  ejemplo  2, 

dy_  =  y  ~  1 
dx  x  4-  3 

obtenemos  y  =  1  +  K(x  +  3)  como  conjunto  de  soluciones,  donde  K  era  una  constante  no 
nula  (pues  K  reemplaza  a  ±ec).  Pero  observe  que  la  funcion  constante  y=  1  (que  en  este  ca- 
so  corresponde  a  K  =  0)  tambien  es  una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial.  La  razon  por  la 
que  perdimos  esta  solucion  puede  rastrearse  hasta  una  division  entre  y  —  1  en  el  proceso  de 
separacion.  (Vease  en  el  problema  31  un  ejemplo  en  que  se  pierde  una  solucion  y  no  puede 
recuperarse  haciendo  a  la  constante  K  =  0). 

Justificacion  formal  del  metodo 

Concluimos  esta  seccion  revisando  el  procedimiento  de  separacion  de  variables  en  un  marco 
de  referenda  mas  riguroso.  La  ecuacion  diferencial  original  (2)  se  puede  escribir  en  la  forma 

(!°)  =  ’ 

donde  h(y)  '■=  l/p(y).  Si  H(y)  y  G(x)  denotan  antiderivadas  (integrates  indefinidas)  de  h(y)  y 
g(x),  respectivamente,  es  decir, 

H'{y)  =  h(y),  G’(x)  =  g(x), 

podemos  cambiar  la  ecuacion  (10)  por 

=  FW  . 

Por  la  regia  de  la  cadena  para  la  derivada,  el  lado  izquierdo  es  la  derivada  de  la  funcion  com- 
posicion  H(y(x))\ 

^B{y(x))  =  ■ 

Asf,  si  y(x)  es  una  solucion  de  la  ecuacion  (2),  entonces  H(y(x))  y  G(x)  son  dos  funciones  de 
x  que  tienen  la  misma  derivada.  Por  lo  tanto,  difieren  por  una  constante: 

(11)  (y(.r))  =  G(x)  +  C  . 

La  ecuacion  (11)  coincide  con  la  ecuacion  (3),  que  fue  deducida  de  manera  informal, 
por  lo  que  hemos  verificado  que  esta  ultima  sirve  para  construir  soluciones  implfcitas. 
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EJERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  6,  determine  si  la  ecuacion  diferen- 
cial  dada  es  separable. 


dy  , 

1.  -f-  =  2v3  +  v  +  4 
dx 

dy  ye*+? 


dx  xz  +  2 

?  .  ds  5+1 
5.  +  —  = 


dy  , 

~dx~  sen(x  +  y) 

4.  =  t  ln(.r')  +  8?2 

dt  ' 


dt  st 
(. xy 2  -I-  3 y2)dy  -  2x  dx  =  0  . 


/ox  problemas  7  a  7(5,  resuelva  la  ecuacion. 


7. 

dy  1  r 

O 

dy  _ 

1 

dx  y2 

a* 

dx 

1  ■ 

xy" 

9. 

dy  /„  ■, 

—  =  yt  2  +  sen  x)  . 
dx 

in. 

dx 

dt 

,h:r  „ 

dy  sec2y 

12. 

dv 

1  -  4v2 

11. 

dx  1  +  x 2 

X  dx 

7>v 

13. 

dx  2 

—  +  x  =  x  . 
dt 

14. 

II 

3x2(l  +  y2; 

15  ;jt‘  rfy  +  v£'cos  ,vsen  x  dx  =  0  . 
(x  +  xv1}  dx  +  es~ydv  =  0  . 

16. 


En  los  problemas  17  a  26,  resuelva  el  problema  con  va¬ 
lor  inicial. 


25.  ^  =  +1  +  v)  ,  y(0)  =  3  . 

26  \Zydx  +  (1  4-  x)dy  =  0  ,  _y(0)  =  1 


27.  Soluciones  que  no  pueden  expresarse  en  terminos 
de  funciones  elementales.  Como  se  analizo  en  los 
cursos  de  calculo,  ciertas  integrales  indefinidas  (anti- 
derivadas)  como  f  ex  dx  no  pueden  expresarse  en 
terminos  finitos  utilizando  funciones  elementales. 
A1  encontrar  una  integral  de  este  tipo  mientras  se  re- 
suelve  una  ecuacion  diferencial,  con  frecuencia  es 
util  usar  la  integracion  definida  (integrales  con  limite 
superior  variable).  Por  ejemplo,  considere  el  proble¬ 
ma  con  valor  inicial 


dy 

dx 


e  v 


y(2)  =  1  . 


La  ecuacion  diferencial  se  separa  si  dividimos  entre 
y2  y  multiplicands  por  dx.  Integramos  la  ecuacion 
separada  de  x  =  2  a  x  =  X\  y  obtenemos 


e  f  dx 


\_ 

y 


X  —  Xi 

X  -  2 


+ 


l 

v(  2) 


17.  y'  =  xs(]  -  y) 


,y(0)  =  3  . 


^  =  (1  +  y2)tanx  ,  y(0)  =  Vi 

y  sen  0  ,  y(ir)  =  -3  . 


18‘  dx 

dy 

19-  dfi 

dy  _  3a2  +  4x  +  2 

20.  dx  ~  2y  +  1 

21.  %  =  2^y  +  1  cosx  ’  >++ 

x2  dx  +  2y  dy  =  0  ,  y(0)  =  2  . 


v(  o)  = 


22. 

dy 

23.  dx 

d-l  = 

24.  dx 


-jy  =  2x  cos2y  ,  y(0)  =  ir/4 


y(i)  =  o  . 


Si  t  es  la  variable  de  integracion  y  reemplazamos  X\ 
por  a  y  y(2)  por  1,  entonces  podemos  expresar  la  so- 
lucion  del  problema  con  valor  inicial  como 


Utilice  la  integracion  definida  para  hallar  una  solu- 
cion  explicita  de  los  problemas  con  valores  iniciales 
en  (a) -(c). 

(a)  dy/dx  =  ex~  ,  y(0)  =  0  . 

(b)  dy/dx  =  e'Y2  ,  y(0)  =  1  . 

(c)  dy/dx  =  \/ 1  +  sen x  (l  +  y2)  ,  y(0)  =  1  . 

(d)  Utilice  un  algoritmo  de  integracion  numerica 
(como  la  regia  de  Simpson,  descrita  en  el  apen- 
dice  B)  para  aproximar  la  solucion  de  la  parte 
(b)  en  x  =  0.5  con  tres  cifras  decimales. 
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28.  Bosqueje  la  solution  del  problema  con  valor  initial 

§  =  2y-  2yt  ,  y(0)  =  3 

y  determine  su  valor  maximo. 

29.  Cuestiones  de  unicidad.  En  el  capftulo  1  indica- 
mos  que,  en  las  aplicaciones,  la  mayor  parte  de  los 
problemas  con  valor  inicial  tendran  una  solution 
unica.  De  hecho,  la  existencia  de  soluciones  unicas 
era  tan  importante  que  establecimos  un  teorema  de 
existencia  y  unicidad,  el  teorema  1  de  la  pagina  12. 
El  metodo  para  ecuaciones  separables  nos  puede  dar 
una  solution,  pero  podrfa  no  damos  todas  las  solu¬ 
ciones  (vease  tambien  el  problema  31).  Para  ilustrar 
esto,  considere  la  ecuacion  dy/dx  =  y1^3. 

(a)  Use  el  metodo  de  separation  de  variables  para 
mostrar  que 


es  una  solution. 

(b)  Muestre  que  el  problema  con  valor  inicial  dy/dx 
=  v1^3  y  y(0)  =  0  es  satisfecho,  para  C  =  0,  por 
y  =  (2x/3)3^2  para  x^O. 

(c)  Muestre  ahora  que  la  funcion  constante  y  =  0 
tambien  satisface  el  problema  con  valor  inicial 
dado  en  la  parte  (b).  Por  lo  tanto,  este  problema 
con  valor  inicial  no  tiene  una  unica  solution. 

(d)  Por  ultimo,  muestre  que  las  condiciones  del  teo¬ 
rema  1  de  la  pagina  12  no  se  satisfacen. 

(La  solution  y  =  0  se  perdio  debido  a  la  division  en- 
tre  cero  en  el  proceso  de  separation). 

30.  Como  vimos  en  esta  seccion,  la  separation  de  la 
ecuacion  (2)  de  la  pagina  40  requiere  la  division  en- 
tre  piy),  y  esto  puede  esconder  el  hecho  de  que  las 
rai'ces  de  la  ecuacion  p{y)  =  0  son  en  realidad  solu¬ 
ciones  constantes  de  la  ecuacion  diferencial. 

(a)  Para  explorar  estos  hechos  con  detalle,  separe  la 
ecuacion 

f.(*-3)(,  +  !)=/> 

y  deduzca  la  solution 
y  =  —  I  +  U2/fi  -  x  +  C)3  . 

(b)  Muestre  que  y  =  —  1  satisface  la  ecuacion  origi¬ 
nal  dy/dx  =  (x  —  3)(y  +  l)2^3. 


(c)  Muestre  que  no  hay  una  election  de  la  constante 
C  de  modo  que  la  solution  de  la  parte  (a)  pro- 
duzca  la  solution  y  =  —  1 .  Asf,  perdemos  la  solu¬ 
tion  y  =  —  1  al  dividir  entre  (y  +  l)2^3. 

31.  Intervalo  de  definition.  Al  analizar  un  problema 
con  valor  inicial  dy/dx  =  f(x,  y)  con  y(x0)  =  yo,  no 
siempre  es  posible  determinar  el  dominio  de  la  solu¬ 
tion  y(x)  o  el  intervalo  donde  la  funcion  y(x)  satis¬ 
face  la  ecuacion  diferencial. 

(a)  Resuelva  la  ecuacion  dy/dx  =  xy 3. 

(b)  Proporcione  en  forma  explicita  las  soluciones 
de  los  problemas  con  valores  iniciales  y(0)  =  1; 
y(0)  =  1/2;  y(0)  =  2. 

(c)  Determine  los  dominios  de  las  soluciones  en  la 
parte  (b). 

(d)  Como  se  vio  en  la  parte  (c),  los  dominios  de  las 
soluciones  dependen  de  las  condiciones  inicia¬ 
les.  Para  el  problema  con  valor  inicial  dy/dx  = 
xy3  con  y(0)  =  a,  a  >  0,  muestre  que  cuando  a 
tiende  a  cero  por  la  derecha,  el  dominio  tiende 
a  toda  la  recta  real  (— oo,  oo)  y  cuando  a  tiende  a 
+oo,  el  dominio  se  reduce  a  un  solo  punto. 

(e)  Bosqueje  las  soluciones  del  problema  con  valo¬ 
res  iniciales  dy/dx  =  xy3  con  y(0)  =  a  para  a  = 
±1/2,  ±1  y  ±2. 

32.  Radioisotopos  y  detection  de  cancer  Un  radio- 
isotopo  utilizando  en  forma  cornun  para  la  detection 
de  cancer  de  mama  es  el  tecnecio  99m.  Este  radio- 
niiclido  se  agrega  a  una  solution  que,  inyectada  a  un 
paciente,  se  acumula  en  los  lugares  cancerosos.  Lue- 
go  se  detecta  la  radiation  del  isotopo  y  se  localiza 
el  sitio,  usando  camaras  gama  y  otros  dispositivos 
tomograficos. 

El  tecnecio  99m  decae  radioactivamente,  de  acuerdo 
con  la  ecuacion  dy/dt  =  —  ky,  donde  k  =  0.1155/h. 
La  corta  vida  del  tecnecio  99m  tiene  la  ventaja  que 
su  radioactividad  no  pone  en  peligro  al  paciente. 
Una  desventaja  es  que  el  isotopo  debe  fabricarse  en 
un  ciclotron.  Como  los  hospitales  no  tienen  ciclotro- 
nes,  las  dosis  de  tecnecio  99m  deben  ordenarse  de 
antemano  con  los  surtidores  medicos. 

Suponga  que  debe  administrarse  una  dosis  de  5 
milicuries  (mCi)  de  tecnecio  99m  a  un  paciente.  Es- 
time  el  tiempo  de  entrega  desde  el  lugar  de  produc¬ 
tion  hasta  la  llegada  a  la  sala  de  tratamiento  del  hos¬ 
pital  como  24  horas  y  calcule  la  cantidad  del  radion- 
uclido  que  debe  solicitar  el  hospital  para  lograr  ad¬ 
minister  la  dosis  adecuada. 
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33.  Mezclas.  Suponga  que  una  solucion  salina  con  0.3 
kg  de  sal  por  litro  se  introduce  en  un  tanque  que  con- 
tenfa  originalmente  400  litros  de  agua  y  2  kg  de  sal. 
Si  la  solucion  entra  a  razon  de  10  litros/minuto, 
la  mezcla  se  mantiene  uniforme  revolviendola,  y  la 
mezcla  sale  con  la  misma  razon,  determine  la  masa 
de  sal  en  el  tanque  despues  de  10  minutos  (vease  la 
figura  2.4).  [ Sugerencia :  sea  A  el  numero  de  kilogra- 
mos  de  sal  en  el  tanque,  t  minutos  despues  de  iniciar 
el  proceso  y  aplique  el  siguiente  planteamiento 

razon  de  _  razon  de  razon  de 

incremento  A  entrada  salida 

En  la  seccion  3.2  se  analizaran  con  mas  detalle  los 
problemas  de  mezclas]. 


10  L/min 
0.3  kg/L 


A(t) 
400  L 


A(0)  =  2  kg 


- ►  1 0  L/min 

r 


Figura  2.4  Representation  esquematica  de  un  problema  de  mezclas 


34.  Ley  de  enfriamiento  de  Newton.  De  acuerdo  con 
la  ley  de  enfriamiento  de  Newton,  si  un  objeto  a  tem- 
peratura  T  se  introduce  en  un  medio  con  temperatura 
constante  M,  entonces  la  razon  de  cambio  de  T  es 
proporcional  a  la  diferencia  de  temperatura  M  —  T. 
Esto  produce  la  ecuacion  diferencial 

ilT/dl  =  k(M  -  T ) . 

(a)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial  en  terminos  de  T. 

(b)  Un  termometro  que  marca  100°F  se  coloca  en  un 
medio  con  temperatura  constante  de  70°F.  Des¬ 
pues  de  6  minutos,  el  termometro  marca  80°F. 
^Cual  es  la  lectura  despues  de  20  minutos? 

(En  la  seccion  3.3  aparecen  mas  aplicaciones  de  la 
ley  de  enfriamiento  de  Newton). 

35.  El  plasma  sanguineo  se  almacena  a  40°F.  Antes  de 
poder  usarse,  el  plasma  debe  estar  a  90°F.  A1  colocar 
el  plasma  en  un  homo  a  120°F,  se  necesitan  45  mi¬ 
nutos  para  que  este  se  caliente  hasta  90°F.  Suponga 
que  podemos  aplicar  la  ley  de  enfriamiento  de  New¬ 
ton  (problema  34).  ^Cuanto  tiempo  debe  transcurrir 
para  que  el  plasma  se  caliente  hasta  90°F  si  la  tem¬ 
peratura  del  horno  se  fija  en  (a)  100°F,  (b)  140°F  y 

(c)  80°F? 


36.  Un  recipiente  con  agua  hirviendo  a  100°C  se  retira 
de  una  estufa  en  el  instante  t  =  0  y  se  deja  enfriar  en 
la  cocina.  Despues  de  5  minutos,  la  temperatura  del 
agua  ha  descendido  a  80°C  y  otros  5  minutos  des¬ 
pues  ha  bajado  a  65°C.  Suponga  que  se  aplica  la  ley 
de  enfriamiento  de  Newton  (problema  34)  y  deter¬ 
mine  la  temperatura  (constante)  de  la  cocina. 

37.  Interes  compuesto.  Si  P(t)  es  la  cantidad  de  di- 
nero  en  una  cuenta  de  ahorros  que  paga  una  tasa 
de  interes  anual  de  r%  compuesto  continuamente, 
entonces 


ill  =  J_p 

dt  100  ’ 


t  en  anos. 


Suponga  que  el  interes  es  de  5%  anual,  P( 0)  = 
$1000  y  que  no  hay  retiros. 

(a)  ^Cuanto  dinero  habra  en  la  cuenta  despues  de  2 
anos? 

(b)  ^En  que  momenta  tendra  la  cuenta  $4000? 

(c)  Si  se  agregan  $1000  a  la  cuenta  cada  12  meses, 
^cuanto  dinero  habra  en  la  cuenta  despues  de  3  ■/ 
anos? 

38.  Cafda  libre.  En  la  seccion  2. 1  analizamos  un  mo- 
delo  para  un  objeto  que  cae  hacia  la  Tierra.  Si  sobre 
el  objeto  solo  actuan  la  resistencia  del  aire  y  la  gra- 
vedad,  se  observo  que  la  velocidad  v  debe  satisfacer 
la  ecuacion 

dv  , 

m =  mg  ~  bv  , 

donde  m  es  la  masa,  g  es  la  aceleracion  debida  a  la 
gravedad  y  b  >  0  es  una  constante  (vease  la  figura 
2.1).  Si  m  =  100  kg,  g  =  9.8  m/s2,  b  =  5  kg/s  y 
v(O)  =  10  m/s,  encuentre  v(t).  ^Cual  es  la  velocidad 
lfmite  (es  decir,  terminal)  del  objeto? 

39.  Carrera  del  gran  premio.  El  piloto  A  ha  permane- 
cido  3  millas  adelante  de  su  archienemigo  B  durante 
cierto  tiempo.  A  solo  2  millas  antes  de  la  meta,  el  pi¬ 
loto  A  se  quedo  sin  gasolina  y  comenzo  a  desacelerar 
a  una  razon  proporcional  al  cuadrado  de  su  veloci¬ 
dad  restante.  Una  milla  despues,  la  velocidad  del  pi¬ 
loto  A  se  habfa  reducido  exactamente  a  la  mitad.  Si  la 
velocidad  del  piloto  B  permanecio  constante,  ^quien 
gano  la  camera? 
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2.3  ECUACIONES  LINEALES 


Un  tipo  de  ecuacion  diferencial  de  primer  orden  que  aparece  con  frecuencia  en  las  aplicacio- 
nes  es  la  ecuacion  lineal.  Recuerde  de  la  seccion  1.1  que  una  ecuacion  lineal  de  primer  or¬ 
den  es  una  ecuacion  que  se  puede  expresar  en  la  forma 

(1)  +  «oM.y  =  b(x) , 

donde  at(x),  a(l(x)  y  b(x)  solo  dependen  de  la  variable  independiente  x,  no  asf  de  y. 

Por  ejemplo,  la  ecuacion 

.t2scnjf  —  (cosx)y  =  (scnx)-L 

ax 

es  lineal,  pues  puede  escribirse  en  la  forma 

(senA')-r  +  (cosx)y  =  x2senx  . 
ax 

Sin  embargo,  la  ecuacion 

dv  .  .  , 

y1hc  +  ^sen^>’“  =  e'l+  ] 

no  es  lineal;  no  puede  escribirse  en  la  forma  de  la  ecuacion  (1)  debido  a  la  presencia  de  los 
terminos  y3  y  y  dy/ dx. 

Hay  dos  situaciones  por  las  que  la  solucion  de  una  ecuacion  diferencial  lineal  es  casi  in- 
mediata.  La  primera  surge  cuando  el  coeficiente  a0(x)  es  identicamente  cero,  ya  que  entonces 
la  ecuacion  (1)  se  reduce  a 

(2)  a\{x)-r  =  b{x)  , 


que  es  equivalente  a 


:dx  +  C 


[mientras  fli(jf)  no  se  anule]. 

La  segunda  es  menos  trivial.  Observe  que  si  a0(x)  fuese  igual  a  la  derivada  de  c/|(x),  es 
decir,  a(l(x)  =  a  ( (x),  entonces  los  dos  terminos  del  lado  izquierdo  de  la  ecuacion  (1)  confor- 
man  la  derivada  del  producto  a  \  (x)y: 

«i  U)>’’  +  «o W.v  -  ax(x)y'  faiWv  -  ^;[«i(.r)y] 

Por  lo  tanto,  la  ecuacion  (1)  se  convierte  en 


(3)  i*)y]  =  H*) 
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y  la  solucion  es  elemental  nuevamente: 


a,(x)y  = 


b[x)dx  +  C  , 


Pocas  veces  es  posible  reescribir  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  modo  que  se  reduzca  a 
una  forma  tan  sencilla  como  (2).  Sin  embargo,  podemos  obtener  la  forma  (3)  multiplicando 
la  ecuacion  original  (1)  por  una  funcion  p(x)  bien  elegida.  Tal  funcion  p(x)  se  llama  entonces 
un  “factor  integrante”  para  la  ecuacion  ( 1).  La  forma  mas  sencilla  consiste  en  dividir  primero 
la  ecuacion  original  (1)  entre  ax(x)  y  escribirla  en  la  forma  canonica 

(4)  ^  +  P[X'y  =  Q^  ' 


donde  P( x)  =  a0(x)/al(x)  y  Q(x )  =  b(x)/a1(x). 

Ahora  queremos  determinar  p(.r)  de  modo  que  el  lado  izquierdo  de  la  ecuacion  multipli- 

cada 


(5) 


+  ^(x)P{x)y  =  tx{x)Q{x) 


sea  precisamente  la  derivada  del  producto  |l(x)y: 

p(x)%  +  P-{x)P{x)y  =  ^[fx(x)y]  =  p{x)^  +  p.'(*)y  . 

Es  claro  que  para  esto  p  debe  satisfacer 

(6)  p'  =  pP  . 

Para  hallar  tal  funcion,  reconocemos  que  la  ecuacion  (6)  es  una  ecuacion  diferencial  separa¬ 
ble,  que  podemos  escribir  como  (l/pfr/p  =  P(x)dx.  A1  integrar  ambos  lados  tenemos 

(7)  fi(x)  =  eyp-x'dx  . 

Con  esta  eleccion'  de  p(x).  la  ecuacion  (5)  se  convierte  en 

^[pWy]  =  pWe(-v) , 

que  tiene  la  solucion 

,8,  .vW  =  ^ 


jjb{x)Q{x)dx  +  C 


^Cualquier  eleccion  de  la  constante  de  integration  en  \P(x)dx  producira  una  |i(a;)  adecuada. 
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En  este  caso,  C  es  una  constante  arbitraria,  de  modo  que  (8)  proporciona  una  familia  a  un  pa- 
rametro  de  soluciones  de  (4).  Esta  forma  se  conoce  como  la  solution  general  de  (4). 
Podemos  resumir  el  metodo  para  resolver  ecuaciones  lineales  como  sigue. 


METODO  PARA  RESOLVER  ECUACIONES  LINEALES 


(a)  Escriba  la  ecuacion  en  la  forma  canonica 

^  +  P(jc).y  =  Q{x)  . 

(b)  Calcule  el  factor  integrante  |i(x)  mediante  la  formula 


(i{x)  =  exp  J  . 

(c)  Multiplique  la  ecuacion  en  forma  canonica  por  ji(x)  y,  recordando  que  el  lado 
izquierdo  es  precisamente  J-  [^u(x)yj ,  obtenga 

mWt  +  P{*b{x)y  =  fi[x)Q{x )  , 

- - £2^, - ' 

=  m(x)Q(x)  . 

(d)  Integre  la  ultima  ecuacion  y  determine  y  dividiendo  entre  (J.(x)  para  obtener  (8). 


EJEMPLO  I  Determine  la  solution  general  de 


1  dy  2 y 
x  dx  x 2 


=  x  cos  x  ,  x 


S O  L u  C 1 6  N  Para  escribir  esta  ecuacion  lineal  en  forma  canonica,  multiplicamos  por  x  para  obtener 


dy  _  2 
dx  .r*' 


y  —  trcos  x 


En  este  caso,  P(x)  =  —  2/x,  de  modo  que 


P(x)dx  =  —dx  ~  'n  M 


Asf,  un  factor  integrante  es 

=  f?-21'1'-'  =  =  j"2 


A1  multiplicar  la  ecuacion  (10)  por  |i(x)  tenemos 

-2  dy  -,.-3 _ 


x  - 2x  y  =  cos*  , 

dx 


—  cos*  . 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Ahora  integramos  ambos  lados  y  despejamos  y  para  obtener 
x  ~2y  —  |  cos  x  dx  =  sen  x  +  C  . 

(11)  y  =  ^senx  +  Cx2  . 

Se  verifica  facilmente  que  esta  solucion  es  valida  para  toda  x  >  0.  En  la  figura  2.5  bosqueja- 
mos  las  soluciones  para  diversos  valores  de  la  constante  C  en  (11).  ■ 


y 


Figura  2.5  Grafica  dc  y  =  x2  sen  x  +  Cx 2  para  cinco  valores  de  la  constante  C 


En  el  siguiente  ejemplo  analizaremos  una  ecuacion  lineal  que  surge  en  el  estudio  del  de- 
caimiento  radiactivo  de  un  isotopo. 


Una  roca  contiene  dos  isotopos  radiactivos,  RA ,  y  RA2.  que  pertenecen  a  la  misma  serie  ra- 
diactiva;  es  decir,  RA ,  decae  en  RA2,  quien  luego  decae  en  atomos  estables.  Suponga  que  la 
tasa  con  la  que  RA j  decae  en  RA2  es  50e~10'  kg/s.  Como  la  razon  de  decaimiento  de  RA2  es 
proporcional  a  la  masa  presente  y(t)  de  RA2,  la  razon  de  cambio  de  RA2  es 


dy 

=  razon  de  creacion  —  razon  de  decaimiento  , 
dt 


(12) 


dy 

dt 


SOf-10'  -  ky  , 


donde  k  >  0  es  la  constante  de  decaimiento.  Si  k  =  2/s  e  inicialmente  v(0)  =  40  kg,  determi¬ 
ne  la  masa  y(t)  de  RA2  para  t  >  0. 

La  ecuacion  (12)  es  lineal,  de  modo  que  comenzamos  escribiendola  en  forma  canonica 
(13)  f  +  2y  =  50e-,(l'  ,  y{0)  =  40  . 


donde  hemos  sustituido  k  —  2  e  incluido  la  condicion  inicial.  Ahora  vemos  que  P(t)  =  2,  de 
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modo  que  J  P(t)dt  =  j  2  dt  =  2t.  Asf,  un  factor  de  integracion  es  |i(f)  =  e2'.  A1  multiplicar  la 
ecuacion  (13)  por  |i(f)  obtenemos 


e1'^-  +  2e’ly  =  50t>~ 
dt  2 


„2r„  —  Crt„-10/-2f 


=  50e 


-8/ 


dt 


(f2'v)  =  50e~ 


A1  integrar  ambos  lados  y  despejar  y,  tenemos 
e2ly 


'2‘"  ~  -7^"  +  C  , 

4 


J  =  ~e-ia  +  CV-2' 


A1  sustituir  t  =  0  y  y(0)  =  40  se  tiene 

40  =  —e0  +  Ce°  =  ~  +  C  , 

4  4 

de  modo  que  C  =  40  +  25/4  =  185/4.  Asf,  la  masa  y(t)  de  RA2  en  el  instante  t  esta  dada  por 


,  ,  ( 185^ 

(14)  y 


-2r 


25  i  _ 


10/ 


t  >  0 


EJEMPLO  3  Para  el  problema  con  valor  inicial 

H  y  +  y  =  VTTcoSc,  ,y(l)  =  4  , 
determinar  el  valor  de  v(2). 

SO  lu  Cl  ON  El  factor  integrante  para  la  ecuacion  diferencial  es,  por  la  ecuacion  (7), 

/4r)  =  e5[dx  =  e*  . 

La  forma  (8)  de  la  solucion  general  se  lee 

y(x)  —  e~*  ^  e*\/l  +  cos2jc  dx  4-  cj  . 

Sin  embargo,  esta  integral  indefinida  no  se  puede  expresar  en  terminos  finitos  con  funciones 
elementales  (recuerde  una  situacion  similar  en  el  problema  27  de  los  ejercicios  2.2).  Puesto 
que  podemos  usar  algoritmos  numericos  como  la  regia  de  Simpson  (apendice  B)  para  reali- 
zar  la  integracion  definida,  pasamos  a  la  forma  (5),  que  en  este  caso  se  lee 

^[r/y]  =  evV  1  +  cos2.v  , 

y  consideramos  la  integral  definida  del  valor  inicial  x  =  1  hasta  el  valor  deseado  x  =  2: 

,i  =  2  f.i-2 

exy  =  e2y('l)  -  e'y{\)  =  e* Vl  +  cos2*  dx  . 
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A1  insertar  el  valor  de  y(l)  y  despejar,  expresamos 


y(2)  =  e-2+1(4)  +  e-2 


l  Vl  +  cos2*  dx 


Con  la  regia  de  Simpson  tenemos  que  la  integral  definida  es  aproximadamente  4.841,  de 
modo  que 

y(2)  =  4e~'  +  4.841  <T2  =  2.127  .  ■ 


En  el  ejemplo  3  no  tuvimos  dificultad  en  expresar  la  integral  para  el  factor  integrante 
p(x)  =  e  -  1  dx  =  ex.  Es  claro  que  habra  situaciones  en  que  esta  integral  no  pueda  expresarse 
mediante  funciones  elementales.  En  tales  casos,  deberemos  recurrir  a  un  procedimiento  nu- 
merico  como  el  metodo  de  Euler  (seccion  1.4)  o  una  implantacion  “ciclica  anidada”  de  la 
regia  de  Simpson.  En  el  problema  27  se  invita  al  lector  a  explorar  tal  posibilidad. 

Como  hemos  establecido  formulas  explicitas  para  las  soluciones  de  las  ecuaciones  dife¬ 
renciales  lineales  de  primer  orden,  obtenemos  como  consecuencia  una  demostracion  directa 
del  siguiente  teorema. 


EXISTENCIA  Y  UNICIDAD  DE  LA  SOLUCION 


Teorema  1.  Supongase  que  P(x)  y  Q(x)  son  continuas  en  un  intervalo  (a,  b )  que 
contiene  al  punto  x(].  Entonces  para  cualquier  eleccion  del  valor  inicial  y0,  existe  una 
tinica  solucion  y(x)  en  (a,  b)  al  problema  de  valor  inicial 

(15)  £  +  P{x)y  -  Q{x)  ,  >Uo)  =  >b  ■ 

De  hecho,  la  solucion  es  dada  por  (8)  para  un  valor  adecuado  de  C. 


Los  aspectos  esenciales  de  la  demostracion  del  teorema  1  aparecen  en  las  deliberaciones 
que  conducen  a  la  ecuacion  (8);  el  problema  34  proporciona  los  detalles.  Este  teorema  difie- 
re  del  teorema  1  de  la  pagina  12  en  que  para  el  problema  lineal  con  valor  inicial  (15)  tene¬ 
mos  la  existencia  y  unicidad  de  la  solucion  en  todo  el  intervalo  (a,  b),  en  vez  de  algun  inter¬ 
valo  menor  no  determinado  con  centra  en  x0. 

La  teorfa  de  las  ecuaciones  diferenciales  lineales  es  una  rama  importante  de  las  matema- 
ticas,  no  solo  porque  estas  ecuaciones  aparecen  en  las  aplicaciones,  sino  tambien  por  la  ele¬ 
gante  estructura  que  esta  asociada  con  ellas.  Por  ejemplo,  las  ecuaciones  lineales  de  primer 
orden  siempre  tienen  una  solucion  general  que  esta  determinada  por  la  ecuacion  (8).  En  los 
problemas  28  y  36  se  describen  otras  propiedades  de  las  ecuaciones  lineales  de  primer  orden. 
Las  ecuaciones  lineales  de  orden  superior  se  analizan  en  los  capitulos  4,  6  y  8. 


En  los  problemas  1  a  6,  determine  si  la  ecuacion  dada  es 
separable,  lineal,  ninguna  o  ambas. 


,dy 

1.  x~— — I-  COSJt  =  v 
dx 


dx  , 

2.  —r  +  xt  =  <? 
dt 


dx  ,  2 

3,  x~r  +  t  J r  =  sen  r  . 
dt 

5'  +  X^~dt  =  y!  ~  y  ' 


dy 

4.  -it  =  e>—  +  y  In  t 

6.  3  r  =  ^r-  . 

ad 
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En  los  problemas  7  a  16,  obtenga  la  solucion  general  de 
la  ecuacion. 


dv  , 

7.  -f-  -  v  =  e3 

dx 

dr 

9.  -jx  4-  r  tan  0 

UV 


11.  (/  +  v  +  1  )dt  —  dy  =  0  .  12. 

13.  +  2jc  =  5v3  . 

■  dy 


dx 

dy 

Xdx 

dy 

dx 


V 

- - H  2x  +  1  . 

(a) 

X 

+  2 y  =  x~3  . 

(b) 

-  x2e~4x  -  4y  . 

25.  (a) 

vemos  que  en  la  formula  (14)  para  y,  el  termino 
(185/4)e~2'  dornina  a  partir  de  cierto  momenta 
(tiene  mayor  magnitud  para  t  grande). 

Vuelva  a  resolver  el  ejemplo  2  considerando  k  = 
20/s.  En  este  caso,  ^cual  termino  de  la  solucion 
dornina  a  partir  de  cierto  momenta? 

Vuelva  a  resolver  el  ejemplo  2  considerando  k  = 
10/s. 


14.  x~r  +  3y  +  7.x2  =  xi  +  4x  . 
dx 


,  .  .dy 

15.  (x-  +  1)^  +  xy  =  .v  . 

16.  (.r2  +  lj^  =  x2  +  2x  -  \  -  4xy  . 


En  Jos  problemas  17  a  22,  resuelva  el  problema  con  va¬ 
lor  inicial. 


dv  y  ,  , 

17.  -7 —  -  =  xe*  ,  v  1  =  e  -  1  . 
dx  X 

dy  .  ,  4 

18. £  +  4j_«-.,0,  ,(0)=3 


solucion  del  problema  con  valor  inicial 

vl.2)  =  1  , 
se  puede  expresar  corno 


dy 

s  +  ^'1 


dt 


eA  + 


□  (b)  Utilice  la  integracion  numerica  (corno  la  regia 
de  Simpson  del  apendice  B)  para  aproximar  la 
solucion  enx  =  3. 

Q26.  Utilice  la  integracion  numerica  (corno  la  regia  de 
Simpson  del  apendice  B)  para  aproximar  la  solucion 
en  x  =  1  del  problema  con  valor  inicial 


dv  sen  2x 

—  - 

dx  2(1+  sen2*') 


y  =  1 


y(o)  =  o  . 


%dx 
f  dt 
dy  3y 


19.  f3^  +  3t2x  =  /  ,  x(2)  =  0  . 


27. 


20.  -f-  +  —  +  2  =  3x  ,  y(l)  =  1  . 
dx  x 

dy 

21.  cos  a :  — f-  +  ysen.r  =  2x  cos‘jr  , 

dx 


Garantice  que  su  aproximacion  tiene  una  precision 
de  tres  dfgitos. 

Considere  el  problema  con  valor  inicial 

dy 


dx 


+  V  l  +  sen2*  y  =  x  ,  y(0)  =  2  . 


7 T 

yi-r 


-lfiV27r2 

32 


(a)  Utilice  la  integracion  definida  para  mostrar  que 
el  factor  integrante  para  la  ecuacion  diferencial 
se  puede  escribir  corno 


dy 

22.  seme  —  +  y  cos  x  =  x  sen  ,v  ,  y  1  ■ xg  J  —  2 


V 1  +  sen2r  dt 


p(x)  =  exp 


y  que  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial  es 


23.  Decaimiento  radiactivo.  En  el  ejemplo  2,  supon- 
ga  que  la  razon  con  la  que  decae  a  RA2  es  40e~20' 
kg/ s  y  que  la  constante  de  decaimiento  para  RA2  es  k  = 
5/s.  Determine  la  rnasa  y(t)  de  RA2  para  f  >  0  si  ini- 
cialmente  y(0)  =  10  kg. 

24.  En  el  ejemplo  2,  la  constante  de  decaimiento  para  el 
isotopo  RA  |  era  10/s,  lo  que  se  expresa  en  el  expo- 
nente  del  termino  de  la  razon  50e~10'  kg/s.  Cuando 
la  constante  de  decaimiento  para  RA2  es  k  =  2/s, 


y  W  =  TV  M  S  ds  +  -JT  . 

fi{x)  Jo 

□  (b)  Obtenga  una  aproximacion  de  la  solucion  en 
x  =  1  usando  la  integracion  numerica  (corno  la 
regia  de  Simpson  del  apendice  B)  en  un  ciclo  ani- 
dado  para  estimar  los  valores  de  |i(v),  y  con  ello, 
el  valor  de 

i 

/a(s)  x  ds  . 
o 
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[ Sugerencia :  Primero  utilice  la  regia  de  Simp¬ 
son  para  aproximar  |i(X)  enx  =  0.1,  0.2, . . . ,  1. 
Luego  utilice  estos  valores  y  aplique  la  regia  de 
Simpson  de  nuevo  para  aproximar  J 1  (i(,s’)x  rfs], 
jDj  (c)  Utilice  el  rnetodo  de  Euler  (seccion  1.4)  para 
aproximar  la  solucion  eni=  1,  con  tamanos  del 
paso  h  =  0.1  y  0.05. 

(Es  muy  diffcil  comparar  directamente  los  meritos 
de  arnbos  esquemas  numericos  en  (b)  y  (c),  pues  ha- 
bria  que  tomar  en  cuenta  la  cantidad  de  evaluaciones 
funcionales  en  cada  algoritmo,  asf  corno  las  precisio- 
nes  inherentes). 


28.  Multiplos  constantes  de  soluciones. 

(a)  Muestre  que  y  =  e~x  es  una  solucion  de  la  ecua¬ 
cion  lineal 


(16) 

y  y  =  x 

(17) 


dy 

dl  +  }' 


0 


1  es  una  solucion  de  la  ecuacion  no  lineal 
dv 


dx 


+  y"  —  0 


(b)  Muestre  que  para  cualquier  constante  C,  Ce~x  es 
una  solucion  de  la  ecuacion  (16),  mientras  que 
Cx~l  es  una  solucion  de  la  ecuacion  (17)  solo 
cuando  C  =  0  o  1 . 

(c)  Muestre  que  para  cualquier  ecuacion  lineal  de  la 
forma 

dv  ,  , 

-  +  rt-v)y-o. 


si  y(x)  es  una  solucion,  entonces  para  cualquier 
constante  C,  la  funcion  Cy(x)  tambien  es  una  so¬ 
lucion. 


29.  Use  su  ingenio  para  resolver  la  ecuacion 

dy  _  1 

dx  ~  e4y  +  2x  ' 

[Sugerencia:  Los  papeles  de  las  variables  depen- 
diente  e  independiente  pueden  invertirse], 

30.  Ecuaciones  de  Bernoulli.  La  ecuacion 

dv  , 

(18)  t  +  2y  =  xy 


(b)  Despeje  v  en  la  ecuacion  (19).  Luego  haga  la 
sustitucion  v  =  y3  para  obtener  la  solucion  de 
la  ecuacion  (18). 

31.  Coeficientes  discontinues.  Como  veremos  en  el 
capitulo  3,  hay  ocasiones  en  que  el  coeficiente  P(x) 
de  una  ecuacion  lineal  no  es  continuo  debido  a  la 
existencia  de  discontinuidades  de  salto.  Por  fortuna, 
aun  en  este  caso  obtenemos  una  solucion  “razona- 
ble”.  Por  ejemplo,  considere  el  problema  con  valor 
inicial 

fx  +  P(x)y  -  x  *  ,y(0)  =  1  . 


donde 


P(x)  ■-= 


0  £  x  <  2  , 
x  >  2  . 


(a)  Determine  la  solucion  general  para  0  <  x  <  2. 

(b)  Elija  la  constante  en  la  solucion  de  la  parte  (a) 
de  rnodo  que  se  satisfaga  la  condition  inicial. 

(c)  Determine  la  solucion  general  para  x  >  2. 

(d)  Ahora  seleccione  la  constante  en  la  solucion  ge¬ 
neral  de  la  parte  (c)  de  rnodo  que  la  solucion  de 
la  parte  (b)  y  la  solucion  de  la  parte  (c)  coinci- 
dan  en  x  =  2.  A1  pegar  las  dos  soluciones,  pode- 
mos  obtener  una  funcion  continua  que  satisface 
la  ecuacion  diferencial  en  x  =  2,  punto  donde  su 
derivada  no  esta  definida. 

(e)  Bosqueje  la  grafica  de  la  solucion  desde  x  =  0 
hastax  =  5. 


32.  Terminos  de  forzamiento  discontinues.  Hay  oca¬ 
siones  en  que  el  termino  de  forzamiento  Q{x)  en  una 
ecuacion  lineal  deja  de  ser  continuo  debido  a  la  apari- 
cion  de  las  discontinuidades  de  salto.  Por  fortuna,  aun 
en  este  caso  podemos  obtener  una  solucion  razonable 
imitando  el  procedimiento  que  se  analizo  en  el  pro¬ 
blema  31.  Utilice  este  procedimiento  para  hallar  la  so¬ 
lution  continua  del  problema  con  valor  inicial 

$  +  2y  =  Q{x)  ,  v(0)  -  0  , 


es  un  ejemplo  de  una  ecuacion  de  Bernoulli.  (En  la 
seccion  2.6  se  analizan  con  mas  detalle  las  ecuacio¬ 
nes  de  Bernoulli). 

(a)  Muestre  que  la  sustitucion  v  =  y3  reduce  la 
ecuacion  (18)  a  la  ecuacion 

(I9)  f  +  6u  =  3.r  . 


donde 

ziM  -  /  2  .  0  ^  ^  3  , 

*>3. 

Bosqueje  la  grafica  de  la  solucion  desde  x  =  0  hasta 
x  =  l. 
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33.  Puntos  singulares.  Los  valores  de  x  para  los  que 
P(x)  en  la  ecuacion  (4)  no  esta  definida,  se  llaman 
puntos  singulares  de  la  ecuacion.  Por  ejemplo,  x  = 
0  es  un  punto  singular  de  la  ecuacion  xy'  +  2y  =  3x, 
pues  al  escribir  la  ecuacion  en  forma  canonica,  y'  + 
{2/x)y  =  3,  vernos  que  P(x)  =  2/ x  no  esta  definida 
en  x  =  0.  En  un  intervalo  que  contenga  un  punto 
singular,  las  preguntas  de  existencia  y  unicidad  de  la 
solucion  quedan  sin  responder,  pues  el  teorema  1  no 
puede  aplicarse.  Para  mostrar  el  comportamiento  po- 
sible  de  las  soluciones  cerca  de  un  punto  singular, 
considere  las  siguientes  ecuaciones. 

(a)  Muestre  que  xy'  +  2y  =  3x  solo  tiene  una  solu¬ 
cion  definida  en  x  =  0.  Muestre  entonces  que  el 
problema  con  valor  inicial  dado  por  esta  ecua¬ 
cion  y  la  condicion  inicial  y(0)  =  y0  tiene  una 
unica  solucion  cuando  y0  =  0  y  no  tiene  solucio¬ 
nes  cuando  y0  A  0. 

(b)  Muestre  que  xy'  —  2y  =  3x  tiene  una  infinidad 
de  soluciones  definidas  en  x  =  0.  Luego  muestre 
que  el  problema  con  valor  inicial  dado  por  esta 
ecuacion  y  la  condicion  inicial  y(0)  =  0  tiene 
una  infinidad  de  soluciones. 


34.  Existencia  y  unicidad.  Bajo  las  hipotesis  del  teo¬ 
rema  1,  demostraremos  que  la  ecuacion  (8)  propor- 
ciona  una  solucion  de  la  ecuacion  (4)  en  ( a ,  b ).  Po- 
demos  entonces  elegir  la  constante  C  de  la  ecuacion 
(8)  de  rnodo  que  se  resuelva  el  problema  con  valor 
inicial  (15). 

(a)  Muestre  que  como  P{x)  es  continua  en  (a,  b ),  en¬ 
tonces  jj,(a)  esta  definida  en  (7)  y  es  una  fun- 
cion  continua  y  positiva  que  satisface  d\x/dx  = 
P(.r)|u,(.r)  en  (a,  b). 

(b)  Como 


dx 


ld  (x)Q{x)  dx  =  p(x)Q(x)  , 


verifique  que  la  y  dada  en  la  ecuacion  (8)  satisfa¬ 
ce  la  ecuacion  (4),  derivando  ambos  lados  de  la 
ecuacion  (8). 

(c)  Muestre  que  si  J  \l(x)Q(x)  dx  es  la  antiderivada 
cuyo  valor  en  ,r0  es  0  (es  decir,  jxXo  \l(t)Q(t)dt)  y 
elegimos  C  como  y0(tC%)>  se  satisface  la  condi¬ 
cion  inicial  y(x0)  =  y0. 

(d)  Parta  de  la  hipotesis  de  que  y(x )  es  una  solucion 
del  problema  con  valor  inicial  (15)  y  muestre  que 
el  analisis  que  condujo  a  la  ecuacion  (8)  implica 
que  y(x)  debe  cumplir  la  ecuacion  (8).  A  conti¬ 
nuation  justifique  que  la  condicion  inicial  en 
(15)  determina  la  constante  C  de  manera  unica. 


35.  Mezclas.  Suponga  que  una  solucion  salina  con  2  kg 
de  sal  por  litre  se  introduce  en  un  tanque  que  contie- 
ne  inicialmente  500  litres  de  agua  y  50  kg  de  sal.  La 
solucion  entra  al  tanque  a  razon  de  5  litros/minuto. 
La  mezcla  se  mantiene  uniforme  revolviendola,  y  sa¬ 
le  del  tanque  a  razon  de  5  litros/minuto  (vease  la  fi¬ 
gure  2.6). 


5  L/min 
0.2  kg/L 


_i - 

_  4(f) 

500  L 
4(0)  =  5  kg 

_ _ _ r 


5  L/min 


Figura  2.6  Problema  de  mezclas  con  razones  de  flujo  identicas 


(a)  Determine  la  concentration,  en  kilogramos/li- 
tro,  de  la  sal  en  el  tanque  despues  de  10  minutos. 
[Sugerencia:  Sea  A  el  numero  de  kilogramos  de 
sal  en  el  tanque,  t  minutos  despues  de  iniciar  el 
proceso;  use  el  hecho  de  que 

razon  de  _  razon  de  razon  de 
incremento  en  A  entrada  salida. 

En  la  seccion  3.2  se  analizan  con  mas  detalle  los 
problemas  de  mezclas]. 

(b)  Despues  de  10  minutos,  aparece  un  derrame  en 
el  tanque  y  comienza  a  salir  del  tanque  otro  litre 
por  minuto  (vease  la  figura  2.7).  ^Cual  sera  la 
concentration,  en  kilogramos/litro,  de  sal  en  el 
tanque  despues  de  20  minutos  a  partir  del  initio 
del  derrame?  [Sugerencia:  Use  el  metodo  que  se 
analizo  en  los  problemas  31  y  32], 


5  L/min  . 
0.2  kg/L 


4(f) 

?  L 

4(10)  =  ?  kg 


r 


5  L/min 


1  L/min 

Figura  2.7  Problema  de  mezclas  con  razones  de  flujo  distintas 


36.  Variation  de  parametros.  He  aquf  otro  procedi- 
miento  para  resolver  ecuaciones  lineales,  particu- 
larmente  util  para  ecuaciones  lineales  de  orden 
superior,  el  metodo  de  variacion  de  parametros.  Se 
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basa  en  la  idea  de  que  al  conocer  tan  solo  la  forma  de 
la  solucion,  podemos  sustituirla  en  la  ecuacion  dada 
y  hallar  el  valor  de  todas  las  incognitas.  Aqui'  ilustra- 
mos  el  rnetodo  para  las  ecuaciones  de  primer  orden 
(en  las  secciones  4.6  y  6.4  aparece  la  generalization  a 
ecuaciones  de  orden  superior). 

(a)  Muestre  que  la  solucion  general  de 

(20)  yx  +  ^  =  2W 

tiene  la  forma 

>’M  =  Cyh{x)  +  »U)  , 

donde  yh  es  una  solucion  de  la  ecuacion  (20) 
cuando  Q(x)  =  0,  C  es  una  constante,  y  yp(x)  = 
v(x)yh(x)  para  una  funcion  adecuada  v(x).  [Suge- 
rencia :  Muestre  que  podemos  considerar  yh  = 
|i  Ux)  y  luego  utilice  la  ecuacion  (8)]. 

Al  conocer  esta  forma,  podemos  determinar 
la  funcion  incognita  yh  resolviendo  una  ecuacion 
separable.  Despues,  una  sustitucion  directa  en  la 
ecuacion  original  dara  una  ecuacion  sencilla  don¬ 
de  puede  hallarse  v. 

Aplique  este  procedimiento  para  determinar  la 
solucion  general  de 

dv  3  , 

(2!)  i  +  *>«. 

completando  los  siguientes  pasos: 

(b)  Determine  una  solucion  no  trivial  yh  de  la  ecua¬ 
cion  separable 

dy  3 

(22)  *  +  ^  =  0,  *>°- 

(c)  Suponiendo  que  (21)  tiene  una  solucion  de 
la  forma  yp{x )  =  v(x)yh(x),  sustituya  esto  en  la 


ecuacion  (21)  y  simplifique  para  obtener  v'(x )  = 
Jr/yhix). 

(d)  Ahora,  integre  para  obtener  v(x). 

(e)  Verifique  que  y(x)  =  Cyh(x )  +  v(x)yh(x)  es  una 
solucion  general  de  (21). 

37.  Secretion  de  hormonas.  Con  frecuencia,  la  secre¬ 
tion  de  hormonas  en  la  sangre  es  una  actividad  pe¬ 
riodica.  Si  una  hormona  se  secreta  en  un  ciclo  de  24 
horas,  entonces  la  razon  de  cambio  del  nivel  de  la 
hormona  en  la  sangre  se  puede  representar  mediante 
el  problema  con  valor  inicial 

yy  —  a  —  p  cos  yy  —  far  ,  j;(0)  =  xQ  , 

donde  x(t)  es  la  cantidad  de  la  hormona  en  la  sangre 
en  el  instante  t,  a  es  la  razon  promedio  de  secretion, 
(3  es  la  cantidad  de  variation  diaria  en  la  secretion  y 
k  es  una  constante  positiva  que  refleja  la  razon  con  la 
que  el  cuerpo  elimina  la  hormona  de  la  sangre.  Si  a  = 
(3  =  1,  k  =  2  y  x0  =5  10,  halle  x(t). 

38.  Utilice  la  tecnica  de  separation  de  variables  para  de- 
ducir  la  solucion  (7)  de  la  ecuacion  diferencial  (6). 

39.  La  temperatura  T  (en  unidades  de  100°F)  de  un  sa¬ 
lon  de  clases  de  una  universidad  en  un  dfa  frfo  de  in- 
viemo  varfa  con  el  tiernpo  t  (en  horas)  de  acuerdo 
con 

dT  f  1  —  T  ,  si  el  calefactor  esta  encendido. 

dr  \  —  T  ,  si  el  calefactor  esta  apagado. 

Suponga  que  T  =  0  a  las  9  a.m.,  que  el  calefactor  es¬ 
ta  encendido  de  las  9  a  las  10  a.m.,  apagado  de  las  10 
a  las  11  a. m.,  encendido  de  11a  12  de  mediodfa,  y 
asf  sucesivamente  por  el  resto  del  dfa.  ;,A  que  tempe¬ 
ratura  estara  el  salon  a  mediodfa?  i  Y  a  las  5  p.m.? 


2.4  ECUACIONES  EXACTAS 

Suponga  que  la  funcion  matematica  F( x,  y)  representa  cierta  cantidad  ffsica,  corno  la  tempera¬ 
tura,  en  una  region  del  piano  (x,  y).  Entonces,  las  curvas  de  nivel  de  F,  donde  F(x,  y)  =  constan¬ 
te ,  pueden  interpretarse  corno  isotermas  en  un  rnapa  del  clima,  corno  se  muestra  en  la  figura  2.8. 

^Corno  se  calcula  la  pendiente  de  la  tangente  a  una  curva  de  nivel?  Facil:  corno  F(x,  y)  = 
constante  en  la  curva  de  nivel,  la  diferencial  total  de  F  a  lo  largo  de  la  curva  es  igual  a  cero: 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Asf,  la  ecuacion  para  su  pendiente/(jc,  y)  en  el  punto  (x,  y)  esta  dada  por 


(2) 


dy 

dx 


=  =  ~ 


dF/dx 

dF/dy 


Como  la  ecuacion  (2)  tiene  la  forma  de  una  ecuacion  diferencial,  podriamos  invertir 
esta  logica  y  obtener  una  tecnica  muy  sencilla  para  resolver  algunas  ecuaciones  diferencia- 
les.  Despues  de  todo,  cualquier  ecuacion  diferencial  de  primer  orden  dy/dx  =f(x,  y)  se  pue- 
de  escribir  en  la  forma  diferencial 

(3)  M(x,y}dx  +  N(x,y)dy  =  0 


(de  varias  formas).  Ahora,  si  el  lado  izquierdo  de  la  ecuacion  (3)  se  puede  identificar  como 
una  diferencial  total: 


m(x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  —  —  df(x,  y)  , 

entonces  sus  soluciones  estan  dadas  (de  manera  implfcita)  por  las  curvas  de  nivel 


Fix,  y )  =  C 


para  una  constante  arbitraria  C. 

Resuelva  la  ecuacion  diferencial 

dy  _  2  xy1  +  1 

dx  2x2y 


Algunas  de  las  opciones  de  formas  diferenciales  que  corresponden  a  esta  ecuacion  son 
(2 xy~  +  l)<±r  +  Ix'y  dy  =  0  , 


2ry2  +  1 
2x2y 


dx  +  dy  =  0 


dx  + 


lx2y 
2 xy2  +  1 


dy  —  0  ,  etc. 
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Sin  embargo,  la  primera  forma  es  mejor  para  nuestros  fines,  pues  es  una  diferencial  total  de 
la  funcion  F(x,  y )  =  x1y2  +  x: 

(Zrry2  +  l)d.v  +  2x2y  dy  —  d[x2y2  4*  x] 

=  T~{x2y2  +  x)dx  +  x2y 2  +  x)dv  . 

dx  By  ‘ 

Asf,  las  soluciones  estan  dadas  de  manera  implfcita  por  la  formula  ,rv2  +  x  =  C.  Vease  la 
figura  2.9.  ■ 


y 


Figura  2.9  Soluciones  del  ejemplo  1 


A  continuacion  presentamos  algo  de  terminologfa. 


FORMA  DIFERENCIAL  EXACTA 


Definition  2.  La  forma  diferencial  M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  es  exacta  en  un  rectan- 
gulo  R  si  existe  una  funcion  F(x,  y)  tal  que 

(4)  =  Af(*,j>J  y 

para  toda  (x,  y)  en  R.  Es  decir,  la  diferencial  total  de  F(x,  y)  satisface 
dF[x,y)  -  M(x,y)dx  +  N{x,y)dy  . 

Si  M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  es  una  forma  diferencial  exacta,  entonces  la  ecuacion 
M{x,  y)dx  +  N(x,y)dy  =  0 

es  llamada  ecuacion  exacta. 
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Como  es  de  sospechar,  en  las  aplicaciones  es  raro  que  una  ecuacion  diferencial  se  pre¬ 
sente  en  la  forma  diferencial  exacta.  Sin  embargo,  el  procedimiento  de  solution  es  tan  rapido 
y  sencillo  para  estas  ecuaciones  que  les  dedicaremos  la  presente  seccion.  Del  ejemplo  1, 
vemos  que  necesitamos  (i)  un  criterio  para  determinar  si  una  forma  diferencial  M(x,  y)dx  + 
N(x,  y)dy  es  exacta  y,  en  tal  caso,  (ii)  un  procedimiento  para  determinar  la  propia  funcion 
F(x,y). 

El  criterio  para  la  exactitud  surge  de  la  siguiente  observation.  Si 
M{x,y)dx  +  N(x,y)dy  —  x^.dx  +  ^dy  , 

entonces  el  teorema  de  calculo  relativo  a  la  igualdad  de  las  derivadas  parciales  mixtas  con- 
tinuas 

d_0F  = 
dy  Sx  dx  dy 

indica  una  “condicion  de  compatibilidad”  sobre  las  funciones  My  N: 

lM(x,y)-j-xN(x,y). 

De  hecho,  el  teorema  2  indica  que  la  condicion  de  compatibilidad  tambien  es  suficiente  para 
que  una  forma  diferencial  sea  exacta. 


CRITERIO  DE  EXACTITUD 


Teorema  2.  Suponga  que  las  primeras  derivadas  parciales  de  M{x,  y)  y  N(x,  y) 
son  continuas  en  un  rectangulo  R.  Entonces 

M(x,y)dx  +  \ l(x,  y)dy  —  0 

es  una  ecuacion  exacta  en  R  si  y  solo  si  la  condicion  de  compatibilidad 


dM ,  ,  ON,  , 

(5) 

se  cumple  para  toda  {x,  y)  en  R. ' 


Antes  de  realizar  la  demostracion  del  teorema  2,  observe  que  en  el  ejemplo  1  la  forma 
diferencial  que  condujo  a  la  diferencial  total  fue 

( 2xy 2  +  1  )dx  +  (2 x2y)dy  =  0  . 


Nota  historica:  Este  teorema  fue  demostrado  por  Leonhard  Euler  en  1734. 
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Confirmamos  facilmente  las  condiciones  de  compatibilidad: 

—  y-(2xv2  +  l)  =  4xv  . 
dy  dy 

dN  d  m  2  i  . 

-  =  -(2Xy)  =  4xy. 

Tambien  es  claro  el  hecho  de  que  las  otras  formas  diferenciales  consideradas, 

2.rv2  +  1  2x2v 

— : — = - dx  +  dx  =  0  ,  dx  H - — dy  =  0  , 

Zx2y  '  2xy2  +  1 

no  satisfacen  las  condiciones  de  compatibilidad. 

Demostracion  del  teorema  2.  El  teorema  tiene  dos  partes:  la  exactitud  implica  compa¬ 
tibilidad  y  la  compatibilidad  implica  exactitud.  En  primer  lugar,  hemos  visto  que  si  la  ecuacion 
diferencial  es  exacta,  entonces  los  dos  miembros  de  la  ecuacion  (5)  son  simplemente  las  se- 
gundas  parciales  mixtas  de  una  funcion  F(x,  y).  Como  tales,  su  igualdad  queda  garantizada 
por  el  teorema  de  calculo  que  afirma  que  las  segundas  parciales  mixtas  son  iguales  si  son 
continuas.  Como  la  hipotesis  del  teorema  2  garantiza  esta  ultima  condicion,  la  ecuacion  (5) 
queda  justificada. 

En  vez  de  proceder  con  la  demostracion  de  la  segunda  parte  del  teorema,  deduciremos 
una  formula  para  una  funcion F(x,  y)  que  satisfaga  dF/ dx  =  My  dF / dy  =  N.  A1  integrar  la 
primera  ecuacion  con  respecto  de  x  tenemos 

(6)  F(x,  }')  =  [ M(x,  y)dx  +  g{y)  . 

Observe  que  en  vez  de  utilizar  C  para  representar  la  constante  de  integracion,  hemos  escrito 
g{y).  Esto  se  debe  a  que  y  se  mantiene  fija  al  integrar  con  respecto  de  x,  y  por  tanto  nuestra 
“constante”  podrfa  depender  de  y.  Para  determinar  g(y),  derivamos  ambos  lados  de  (6)  con 
respecto  a  y  para  obtener 

(7)  y)  =  { M(x,  y)dx  +  !^(.y)  . 

Como  g  solo  es  funcion  de  y,  podemos  escribir  dg/ dy  =  g'(y)  y  despejar  a  g'(y)  en  (7)  para 
obtener 

=  5y  ~~dy  \ • 

Como  dF/ dy  =  N,  esta  ultima  ecuacion  se  convierte  en 

(8)  s'(y)  =  M*.  y)  -  j M{x,  y)dx  . 

Observe  que  aunque  el  lado  derecho  de  (8)  indica  una  posible  dependencia  de  x,  las  aparicio- 
nes  de  esta  variable  deben  cancelarse,  pues  el  lado  derecho  g'(y)  solo  depende  de  y.  Al  inte¬ 
grar  (8)  podemos  determinar  g(y)  salvo  una  constante  numerica,  y  por  tanto  podemos  deter¬ 
minar  la  funcion  F(x,  y)  salvo  una  constante  numerica,  a  partir  de  las  funciones  M( x,  y)  y 
N(x,y). 

Para  concluir  la  demostracion  del  teorema  2,  necesitamos  mostrar  que  la  condicion  (5) 
implica  que  M  dx  +  N  dy  =  0  es  una  ecuacion  exacta.  Hacemos  esto  exhibiendo  una  funcion 
F(x,  y)  que  satisface  dF/ dx  =  My  dF/ dy  =  N.  Por  fortuna,  no  tenemos  que  ir  lejos  para  en- 
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EJEMPLO  2 

SOLUCION 


contrar  tal  funcion.  El  analisis  en  la  primera  parte  de  la  demostracion  sugiere  a  (6)  como  can¬ 
didate,  donde  g'(y)  esta  dada  por  (8).  A  saber,  definimos  F(x,  y)  como. 

(9)  F(x,  v)  :=  f  M(l>y)dt  +  g(y)  , 

donde  (x0,  >'o)  es  un  punto  fijo  en  el  rectangulo  R  y  g(y)  queda  determinada,  salvo  una  cons- 
tante  numerica,  por  la  ecuacion 

(10)  g'(y)  —  N(x,y)  -  ^  j  M{t,y)dt  . 

Antes  de  continuar,  debemos  responder  una  pregunta  extremadamente  importante  re- 
lativa  a  la  definicion  de  F(x,  y):  ^como  podemos  estar  seguros  (en  esta  parte  de  la  demos¬ 
tracion)  que  g' (y),  dada  en  la  ecuacion  (10),  es  en  realidad  una  funcion  que  solo  depende 
de  y?  Para  mostrar  que  el  lado  derecho  de  ( 10)  es  independiente  de  x  (es  decir,  que  las  apa- 
riciones  de  la  variable  x  se  cancelan),  basta  mostrar  que  su  derivada  parcial  con  respecto 
de  x  es  igual  a  cero.  Aquf  es  donde  se  utiliza  la  condicion  (5).  Dejamos  al  lector  este  calcu- 
lo  y  la  verificacion  de  que  F(x,  y)  satisface  las  condiciones  (4)  (veanse  los  problemas  35 
y  36).  ■ 

La  construction  en  la  demostracion  del  teorema  2  proporciona  en  realidad  un  procedi- 
miento  explfcito  para  resolver  ecuaciones  exactas.  Recapitulemos  y  veamos  algunos  ejem- 
plos. 


METODO  PARA  RESOLVER  ECUACIONES  EXACTAS 


(a)  Si  M  dx  +  N  dy  =  0  es  exacta,  entonces  <)F/ dx  =  M.  Integre  esta  ultima  ecua¬ 
cion  con  respecto  de,x  para  obtener 

A 

(11)  F(x,  y)  =  M(x,  y)dx  +  g(y)  . 

(b)  Para  determinar  g(y),  calcule  la  derivada  parcial  con  respecto  de  y  de  ambos  la- 
dos  de  la  ecuacion  (11)  y  sustituya  Aen  vez  de  dF/dy.  Ahora  podemos  hallar 

g'(y)- 

(c)  Integre  g'(y)  para  obtener  g(y)  salvo  una  constante  numerica.  Al  sustituir  g(y) 
en  la  ecuacion  (11)  se  obtiene  F(x,  y). 

(d)  La  solucion  de  M  dx  +  N  dy  =  0  esta  dada  de  manera  implfcita  por 

F(x,  y)  =  C. 

(En  forma  alternativa,  partiendo  de  dF/ dy  =  N,  la  solucion  implfcita  se  puede 
determinar  integrando  primero  con  respecto  de  y;  vease  el  ejemplo  3). 


Resolver 

(12)  (2xy  —  secVjrA  +  (,r2  +  2 y)dy  =  0  . 

En  este  caso,  M(x,  y)  =  2xy  —  sec2x  y  N(x,  y)  =  x2  +  2y.  Como 

m  =  =dN 

dy  dx  ’ 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


la  ecuacion  (12)  es  exacta.  Para  determinar  F( x,  y),  comenzamos  integrando  M  con  res- 
pecto  de  x: 

(13)  F(x,y)  =  |  (^xy  -  ssc2x)dx  +  g{y) 

=  x2y  -  tanx  +  g(y)  . 


A  continuation  consideramos  la  derivada  parcial  de  (13)  con  respecto  de  v  y  sustituimos 
x 2  +  2 y  en  vez  de  N: 

-  N{x,y)  , 

x 2  +  g'(y)  —  x1  +  2v  . 


Asf,  g'(y)  =  2y,  y  como  la  election  de  la  constante  de  integration  no  es  importante,  pode- 
mos  considerar  que  g(y)  =  y2.  Por  tanto,  de  (13),  tenemos  que  F(x,  y)  =  x?y  —  tan  x  +  y2  y 
la  solucion  de  la  ecuacion  (12)  esta  dada  de  manera  implfcita  por  x2y  —  tan  x  +  y2  =  C.  m 


Observation.  El  procedimiento  para  resolver  ecuaciones  exactas  requiere  varios  pasos. 
Como  verificacion  de  su  trabajo,  observe  que  al  despejar  g'(y)  debemos  obtener  una  funcion 
que  sea  independiente  de  x.  Si  esto  no  ocurre,  entonces  habra  un  error  en  alguna  parte  de  los 
calculos  de  F{x,  y)  o  al  calcular  dM/ dy  o  r)N/ dx. 


Al  construir  F{x,  y),  podemos  integrar  primero  N(x,  y)  con  respecto  a  y  para  obtener 


(14) 


F(*,y) 


N{x,y)dy  +  h(x) 


y  luego  hallar  h(x).  Ilustramos  este  metodo  alternative  en  el  siguiente  ejemplo. 


Resolver 

(15)  (l  +  exy  4-  xesy)dx  +  (xex  +  2)dy  —  0  . 


En  este  caso,  M  =  1  +  exy  +  xexy  y  N  =  xex  +  2.  Como 


m  <  ,  x  dN 
—  =  e  +  xe  —  —  , 
dx 


la  ecuacion  (15)  es  exacta.  Si  ahora  integramos  N(x,  y)  con  respecto  de  y,  obtenemos 
F(x,  y)  =  |  (xex  +  2 )dy  +  h{x)  —  xexy  +  2 y  +  h{x )  . 

Al  considerar  la  derivada  parcial  con  respecto  de  x  y  sustituir  en  M,  obtenemos 


§F 

dx 


:(x,  y)  =  M(x,  y) 


exy  4-  xexy  +  h'(x)  =  1  +  exy  +  xexy  . 


Asf,  h’(x)  =  1,  de  modo  que  consideramos  h(x)  =  x.  En  este  caso,  F(x,  y)  =  xexy  +  2 y  +  x, 
y  la  solucion  de  la  ecuacion  (15)  esta  dada  de  manera  implfcita  por  xexy  +  2v  +  x  =  C.  En 
este  caso,  podemos  despejar  y  para  obtener  y  =  (C  -  x)/(2  +  xe*).  ■ 
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Observation.  Como  podemos  utilizar  cualquier  procedimiento  para  hallar  F(x,  y),  puede 
valer  la  pena  analizar  cada  una  de  las  integrales  Jm(x,  y)dx  y  J)V(x,  y)dy.  Si  una  es  mas  facil 
de  evaluar  que  la  otra,  esto  serfa  razon  suficiente  para  preferir  un  metodo  sobre  el  otro.  [El 
lector  esceptico  puede  tratar  de  resolver  la  ecuacion  (15)  integrando  primero  M(x,  y )  ] . 


EJEMPLO  4  Mostrar  que 

(16)  (x  +  3x3seny)c/x  +  (x4cosy)dy  =  0 

no  es  exacta,  pero  que  al  multiplicar  esta  ecuacion  por  el  factor  x  1  se  obtiene  una  ecuacion 
exacta.  Utilizar  este  hecho  para  resolver  (16). 

solucion  Enla  ecuacion  (16),  M  =  x  +  3x3sen  y  y  N  =  x4cos  y.  Como 


<iM  3  .  .  i  dN 

——  =  3x  cos  y  m  4x~cos  v  =  — 
dy  ■  dx 


la  ecuacion  (16)  no  es  exacta.  Al  multiplicar  (16)  por  el  factor  x  ,  obtenemos 
(17)  (1  +  3x2seny)c£c  +  (x3cosy)Jy  =  0  . 

Para  esta  nueva  ecuacion,  M  =  1  +  3x2sen  y  y  N  =  x3cos  y.  Si  verificamos  la  exactitud,  tene- 
mos  que 


8M  o  tWV 

— —  =  3x  cos  v  =  x — 
rfy  '  dx 


y  por  tanto,  (17)  es  exacta.  Al  resolver  (17),  vemos  que  la  solucion  esta  dada  de  manera  im- 
plfcita  como  x  +  x3sen  y  =  C.  Como  las  ecuaciones  (16)  y  (17)  solo  difieren  por  el  factor  x, 
entonces  cualquier  solucion  de  una  sera  solucion  de  la  otra,  siempre  que  x  +  0.  Por  tanto,  la 
solucion  de  la  ecuacion  (16)  esta  dada  de  manera  implfcita  por  x  +  x3sen  y  =  C.  ■ 


En  la  seccion  2.5  analizaremos  algunos  metodos  para  determinar  factores  que,  como  x 
en  el  ejemplo  4,  cambien  las  ecuaciones  inexactas  por  ecuaciones  exactas. 


EJ  E  RCICIOS 


En  Jos  problemas  1  a  8,  cJasifique  la  ecuacion  como  se¬ 
parable,  lineal,  exacta,  o  ninguna  de  las  anteriores.  Ob¬ 
serve  que  algunas  ecuaciones  pueden  tener  mas  de  una 
clasificacion. 

1.  (x2y  +  x4cos  x)dx  —  x3  dy  —  0  . 

2.  (x10/3  -  2 y)dx  +  x  dy  =  0  . 

3.  {yeiy  +  2 x)dx  +  (x<Av  -  ly)dy  =  0  . 

4.  V  —2 y  -  y 2  dx  +  (3  +  2x  -  x2)dy  =  0  . 

5.  y2  dx  +  (2 xy  +  cosy)dy  =  0  . 


6.  xy  dx  +  dy  =  0  . 

7.  ft  dr  +  (3 r  -6  -  1  )d9  =  0  . 

8.  [2x  +  ycos(xy)J(ix  +  [xcos(xy)  —  2y]dy  =  0  . 

En  los  problemas  9  a  20,  determine  si  la  ecuacion  es 
exacta.  Si  lo  es,  resuelvala. 

9.  (2xy  +  3 )dx  +  (x2  —  \)dy  —  0  . 

10.  (2x  +  y)dx  +  (x  —  2y)dy  =  0  . 


66 


Capitulo  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


11.  (cos  jc  cosy  +  2x)dx  —  (senxseny  +  2 y)dy  =  0  . 

12.  (e'seny  -  3x2)dx  +  (tUcos  y  +  y~2^/3)dy  -  0  . 

13.  {tfy)dy  +  (i  +  In  y)dt  =  0  . 

14.  e‘{y  -  t)dt  +  (l  +  e’)dy  =  0  . 

15.  cos  8  dr  —  (rsent?  -  ee)d8  =  0  . 

16.  (>'£'”  —  l/y )dx  +  (jceJt-v  +  x/y2)dy  =  0  . 

17.  (1  fy)dx  -  (3y  -  x/y 2)dy  =  0  . 

18.  [2x  +  y2  ~  cos(jc  +  jy)  ]  jatc 

+  [2xy  -  cos(jc  +  v)  —  <?v]rfy  =  0  . 


(a)  Muestre  que  esta  ecuacion  no  es  exacta. 

(b)  Muestre  que  al  multiplicar  ambos  lados  de  la 
ecuacion  por  v  2  se  obtiene  una  nueva  ecuacion 
que  es  exacta. 

(c)  Use  la  solution  de  la  ecuacion  exacta  resultante 
para  resolver  la  ecuacion  original. 

(d)  ^Se  perdieron  soluciones  en  el  proceso? 

30.  Considere  la  ecuacion 

(5,r2y  +  6jtV  +  4jc y2)dx 

+  (2.v3  +  3.r4y  +  3x2y)dy  =  0 


19.  \2x  +  ■ 


I  +  .vV 


dx  + 


20. 


>  cos  (at) 


I  +  x-y 
dx 


—  -2y\dy=0 


WV^72 

+  [a  cos(av)  —  _y_l/3]dy  =  0  . 


En  Jos  problemas  21  a  26,  resuelva  el  problema  con  va¬ 
lor  inicial. 

21.  (l/jr  +  2 y2x)dx  +  (2vx2  —  cos y)dy  —  0  , 

y(l)  =  tt  . 

22.  {yexy  —  1  /y)dx  +  (xexy  +  x/y2)dy  =  0  , 

v(l)  =  1  ■ 

23.  (<?ry  +  te‘y)dt  +  (te1  +  2 )dy  =  0  ,  y(0)  =  —  1  . 

24.  ( e‘x  +  1  )dt  +  ( e '  —  1  )dx  —  0  ,  x(l)  =  1  . 


(a)  Muestre  que  la  ecuacion  no  es  exacta. 

(b)  Multiplique  la  ecuacion  por  xnym  y  determine 
valores  de  n  y  m  que  hagan  exacta  a  la  ecuacion 
resultante. 

(c)  Use  la  solution  de  la  ecuacion  exacta  resultante 
para  resolver  la  ecuacion  original. 

31.  Justifique  que,  en  la  demostracion  del  teorema  2,  la 
funcion  g  se  puede  considerar  corno 


g(y)  =  NU,  t)dt  - 

J  Vo 


8_ 

fit 


M{s ,  i)ds  dt  , 


lo  que  puede  expresarse  corno 
[y  r-v 

g(y)  =  N(x,  i)dt  —  M(s,y)ds 
J  v0  J  JC0 

+  [  M(s,  ya)ds  , 


25.  (y2sen^:)f/jc  -I-  (i/x  —  y/x)dy  —  0  ,  >'(77)  =  1 

26.  (tany  —  2)dx  +  (xsec2y  +  \fy)dy  —  0  , 

y(0)  =  1  . 


Esto  conduce  en  ultima  instancia  a  la  representation 


(18)  F{*,y)=  N(x,t)dt  +  |  M(s,ya)ds  . 

h'o 


27.  Para  cada  una  de  las  siguientes  ecuaciones,  determi¬ 
ne  la  funcion  mas  general  M[x,  y)  de  rnodo  que  la 
ecuacion  sea  exacta: 

(a)  M{x,  y)dx  +  (see2v  -  xjy)dy  =  0  . 

(b)  Mix,  y)dx  +  (scuj:  cos  y  —  jcy  —  e~y)dy  —  0  . 

28.  Para  cada  una  de  las  siguientes  ecuaciones,  determi¬ 
ne  la  funcion  mas  general  N(x,  y)  de  rnodo  que  la 
ecuacion  sea  exacta: 

(a)  [y  cos(at)  +  ex\dx  +  N{x,y)dy  =  0  . 

(b)  [yer-v  -  4r3y  +  2 ]dx  +  N{x,y)dy  -  0  . 

29.  Considere  la  ecuacion 

(y2  +  2xy)dx  -  x2  dy  —  0  . 


Evalue  esta  formula  directamente,  con  x0  =  0,  y0  =  0 
para  resolver  nuevamente 

(a)  Elejemplol. 

(b)  El  ejemplo  2. 

(c)  El  ejemplo  3. 

32.  Trayectorias  ortogonales.  Un  problema  georne- 
trico  que  aparece  con  frecuencia  en  ingenierfa  es  el 
de  determinar  una  familia  de  curvas  (trayectorias  or¬ 
togonales)  que  intersecte  a  una  familia  dada  de  cur¬ 
vas  en  forma  ortogonal  en  cada  punto.  Por  ejemplo, 
nos  dan  las  lfneas  de  fuerza  de  un  carnpo  electrico  y 
queremos  determinar  la  ecuacion  de  las  curvas  equi- 
potenciales.  Considere  la  familia  de  curvas  descritas 
pox  F[x,  y)  =  k ,  donde  k  es  un  parametro.  Recuerde, 


Seccion  2.4  Ecuaciones  exactas 


67 


del  analisis  de  la  ecuacion  (2),  que  para  cada  curva  de 
la  familia,  la  pendiente  esta  dada  por 

dy  _  OF  /OF 
dx  ~  ~  ~0x  j  Hy  ' 

(a)  Recuerde  que  la  pendiente  de  una  curva  que  sea 
ortogonal  (perpendicular)  a  una  curva  dada  es 
justamente  el  negativo  del  recfproco  de  la  pen¬ 
diente  de  la  curva  dada.  Use  este  hecho  para 
mostrar  que  las  curvas  ortogonales  a  la  familia 
F(x,  y)  =  k  satisfacen  la  ecuacion  diferencial 

^{x,y)dx  ~  ^[x,y  )dy  =  0  . 

(b)  Use  la  ecuacion  diferencial  anterior  para  mostrar 
que  las  trayectorias  ortogonales  a  la  familia  de 
cfrculos  x2  +  y2  =  k  son  justamente  las  lfneas 
rectas  que  pasan  por  el  origen  (vease  la  figura 
2.10). 


y 


Figura  2.10  Las  trayectorias  ortogonales  para  cfrculos 
concentricos  son  las  rectas  que  pasan  por  el  centro 


(c)  Muestre  que  las  trayectorias  ortogonales  de  la  fa¬ 
milia  de  hiperbolas  xy  =  k  son  las  hiperbolas  x2 
—  y2  =  k  (vease  la  figura  2.11). 


y 


33.  Utilice  el  metodo  del  problema  32  para  hallar  las  tra¬ 
yectorias  ortogonales  para  cada  una  de  las  familias 
dadas  de  curvas. 

(a)  lx2  +  r  =  k.  .  (b)  y  —  kx4  . 

(c)  y  -  e<“  .  (d)  y2  =  kx  . 

[Sugerencia:  Exprese  primero  la  familia  en  la  forma 
F(x,y)=k\. 

34.  Use  el  metodo  descrito  en  el  problema  32  para  mos¬ 
trar  que  las  trayectorias  ortogonales  a  la  familia  de 
curvas  x2  +  y2  =  kx,  donde  k  es  un  parametro,  satis¬ 
facen 

(2yx  1  )dx  +  {y2x~2  —  1  )dy  =  0  . 

Determine  las  trayectorias  ortogonales  resolviendo 
la  ecuacion  anterior.  Bosqueje  la  familia  de  curvas, 
junto  con  sus  trayectorias  ortogonales.  [Sugerencia: 
Trate  de  multiplicar  la  ecuacion  por  xmyn  corno  en  el 
problema  30], 

35.  Utilice  la  condicion  (5)  para  mostrar  que  el  lado  de- 
recho  de  (10)  es  independiente  de  x,  viendo  que  su 
derivada  parcial  con  respecto  de  x  es  igual  a  cero. 
[Sugerencia:  Como  las  derivadas  parciales  de  M  son 
continuas,  el  teorema  de  Leibniz  permite  intercam- 
biar  las  operaciones  de  integracion  y  derivacion], 

36.  Verifique  que  F(x,  y)  definida  en  (9)  y  (10)  satisface 
las  condiciones  (4). 
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2.5  FACTORES  INTEGRANTES  ESPECIALES 

Si  consideramos  la  forma  canonica  de  la  ecuacion  diferencial  lineal  de  la  seccion  2.3, 

%  +  P(x)y  =  Q(x)  , 

y  la  reescribimos  en  forma  diferencial  multiplicandola  por  dx,  obtenemos 
|Xv)y  -  Q{x)]dx  +  dy  =  0  . 

Es  claro  que  esta  forma  no  es  exacta,  pero  se  vuelve  exacta  al  multiplicarla  por  el  factor  inte- 
grante  p.(x)  =  Tenemos  que  la  forma  es 

[jLt(.r)/»Cr)y  -  fi(x)Q(x)]dx  +  fi{x)dy  =  0 

y  la  condicion  de  compatibilidad  es  precisamente  |l(x)P(x)  =  |i’(x)  (vease  el  problema  18). 
Esto  conduce  a  generalizar  el  concepto  de  factor  integrante. 


FACTOR  INTEGRANTE 


Definition  3.  Si  la  ecuacion 

(1)  M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  =  0 
no  es  exacta,  pero  la  ecuacion 

(2)  p,(x,  y)M(x,  y)dx  +  |i(x,  y)N{x,  y)dy  =  0  , 

resultante  de  multiplicar  la  ecuacion  (1)  por  la  funcion  |i(x,  v)  si  es  exacta,  entonces 
|l(x,  y )  es  un  factor  integrante'  de  la  ecuacion  (1). 

EJEMPLO  1  Mostrar  que  \l(x,  y)  =  xy2  es  un  factor  integrante  de 

(3)  (2 y  —  6 x)dx  +  (3x  —  4x^y  1  )dy  =  0  . 

Utilice  este  factor  integrante  para  resolver  la  ecuacion. 

SOLUCION  Dejaremos  al  lector  la  verificacion  de  que  (3)  no  es  exacta.  Al  multiplicar  (3)  por  |i(x,  y )  = 
xy2,  obtenemos 

(4)  (2xy3  —  6 x2y2)dx  +  (3x2y2  —  4r3y)<iy  =  0  . 

Para  esta  ecuacion  tenemos  que  M  =  2 xy3  —  6 x2y2  y  N  =  3x1y2  —  4 x3y.  Como 
^(x,  y)  =  6xy2  -  12 x2y  =  ^(x,  y)  , 

la  ecuacion  (4)  es  exacta.  Por  tanto,  ji(x,  y)  =  xy 2  es  en  realidad  un  factor  integrante  de  la 
ecuacion  (3). 


^ Nota  historica:  Una  teorfa  general  de  factores  integrantes  fue  desarrollada  por  Alexis  Clairaut  en  1739.  Leonhard 
Euler  tambien  estudio  clases  de  ecuaciones  que  se  pudieran  resolver  usando  un  factor  integrante  especffico. 
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Ahora  resolveremos  la  ecuacion  (4)  mediante  el  procedimiento  de  la  seccion  2.4.  Para 
hallar  F(x,  y),  primero  integramos  M  con  respecto  de  x: 

F[x,  v)  =  (2,ry3  -  6 x2v2)dx  +  *(y)  =  *V  -  2xV  +  .?(>■)  . 

A1  considerar  la  derivada  parcial  con  respecto  de  y  y  sustituir  en  N,  tenemos  que 
dF, 


dv 


{x,y)=N{x,y) 


3jry2  -  Ax3)'  +  g’(y)  =  3j ry2  -  Ax3y 


Asf,  g'(y)  =  0,  de  modo  que  podemos  considerar  g(y)  =  0.  Por  tanto,  F(x,  y)  =  x2y3  —  2x3y2 
y  la  solucion  de  la  ecuacion  (4)  esta  dada  de  manera  implfcita  por 

x3y3  -  2 x’y2  =  C  . 

Aunque  las  ecuaciones  (3)  y  (4)  tienen  esencialmente  las  mismas  soluciones,  es  posible 
que  se  pierdan  o  ganen  soluciones  al  multiplicar  por  p(x,  y).  En  este  caso,  y  =  0  es  una  solu¬ 
cion  de  la  ecuacion  (4)  que  no  lo  es  de  la  ecuacion  (3).  La  solucion  extrana  surge  debido  a 
que,  al  multiplicar  (3)  por  p  =  xy2  para  obtener  (4),  en  realidad  multiplicamos  ambos  lados 
de  (3)  por  cero  si  y  =  0.  Esto  nos  proporciona  v  =  0  como  solucion  de  (4),  aunque  no  sea  so¬ 
lucion  de  (3).  ■ 


En  general,  al  usar  factores  integrantes,  usted  debe  verificar  si  cualquier  solucion  de 
fi(x,  y)  =  0  es  en  realidad  una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial  original. 

/.Como  hallar  un  factor  integrante?  Si  |i(x,  v)  es  un  factor  integrante  de  (1)  con  primeras 
derivadas  parciales  continuas,  para  verificar  la  exactitud  de  (2)  debemos  tener 

^[mU.v)Mav)]  =  >’)]  ■ 


Al  usar  la  regia  del  producto,  esto  se  reduce  a  la  ecuacion 


(5) 


du  Sll 


p  . 


Pero  resolver  la  ecuacion  diferencial  parcial  (5)  en  terminos  de  p  es  por  lo  general  mas  difr- 
cil  que  resolver  la  ecuacion  original  (1).  Sin  embargo,  hay  dos  excepciones  importantes. 

Supongamos  que  la  ecuacion  (1)  tiene  un  factor  integrante  que  solo  depende  de  x;  es  de- 
cir,  p  =  p(x).  En  este  caso,  la  ecuacion  (5)  se  reduce  a  la  ecuacion  separable 


(6) 


dfj, 

dx 


f  dM/dy  -  dN/d} 

V  N 


p  , 


donde  ( dM / dy  —  dN/  dx)/N  solo  depende  de  x  (supuestamente).  De  manera  similar,  si  la  ecua¬ 
cion  (1)  tiene  un  factor  integrante  que  solo  depende  de  y,  entonces  la  ecuacion  (5)  se  reduce  a 
la  ecuacion  separable 

dp  (  dN/dx  -  dM/dy\ 

(7)  rfy  \  M 


donde  (dN/  dx  —  dM/  dy)/M  solo  depende  de  y. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Podemos  invertir  el  argumento  anterior.  En  particular,  si  ( dM/dy  —  dN/dx)/N  es  una 
funcion  que  solo  depende  de  x,  entonces  podemos  resolver  la  ecuacion  separable  (6)  para  ob- 
tener  el  factor  integrante 


fi(x)  =  exp 


/  dM/dy  -  dN/dx  \ 

V  N  ) 


dx 


para  la  ecuacion  (1).  Resumimos  estas  observaciones  en  el  siguiente  teorema. 


n 


FACTORES  INTEGRANTES  ESPECIALES 


Teorema  3.  Si  (dM/ dy  —  dN/ dx) / N  es  continua  y  solo  depende  de  x,  entonces 
[  (  dM/dy  -  dN/dx'' 


(8) 


fi{x)  =  exp 


N 


dx 


es  un  factor  integrante  para  la  ecuacion  (1). 

Si  (dN/ dx  —  dM/ dy)/M  es  continua  y  solo  depende  de  x,  entonces 


(9) 


li{y)  =  exp 


dN/dx  -  dM/dy 


M 


dx 


es  un  factor  integrante  para  la  ecuacion  (1). 


El  teorema  3  sugiere  el  siguiente  procedimiento. 


METODO  PARA  HALLAR  FACTORES  INTEGRANTES  ESPECIALES 


Si  M  dx  +  N  dy  =  0  no  es  separable  ni  lineal,  calcule  dM/ dy  y  dN/ dx.  Si  dM/ dy  = 
dN/ dx,  entonces  la  ecuacion  es  exacta.  Si  no  es  exacta,  considere 

(10)  M/dy  -  dN/dx^ 

Si  (10)  solo  depende  de  x,  entonces  un  factor  integrante  esta  dado  por  la  formula  (8). 
En  caso  contrario,  considere 


Si  (11)  solo  depende  de  y,  entonces  un  factor  integrante  esta  dado  por  la  formula  (9). 


Resolver 

(12)  (2x2  ■+  y)dx  +  ( x2y  —  x)dy  =  0  . 

Una  rapida  inspeccion  muestra  que  la  ecuacion  (12)  no  es  separable  ni  lineal.  Observe  ade- 
mas  que 
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Como  (12)  no  es  exacta,  calculamos 

dM/dy  -  dN/dx  _  1  -  (2 xy  -  l)  _  2(l  -  xy)  _  -2 
N  x2  v  —  x  — x(  1  -  xy)  x 

Obtenemos  una  funcion  que  solo  depende  de  x,  de  modo  que  un  factor  integrante  de  (12)  es- 
ta  dado  por  la  formula  (8).  Es  decir, 

^2 
x 

A1  multiplicar  (12)  por  u  =  x  2,  obtenemos  la  ecuacion  exacta 
(2  +  yx~2)dx  +  (y  —  x~x)dy  =  0  . 

A1  resolver  esta  ecuacion,  deducimos  en  ultima  instancia  la  solucion  impllcita 

2 

(13)  2x-yx  1  +  j  =  C  . 

Observe  que  la  solucion  x  =  0  se  perdio  al  multiplicar  por  p  =  x~2.  Por  tanto,  (13)  y  x  =  0  son 
soluciones  de  la  ecuacion  (12).  ■ 

Hay  muchas  ecuaciones  diferenciales  que  no  quedan  cubiertas  por  el  teorema  3,  aunque 
para  ellas  exista  un  factor  integrante.  Sin  embargo,  la  principal  dificultad  consiste  en  hallar 
una  formula  expire ita  para  estos  factores  integrantes,  que  en  general  dependeran  de  x  y  v. 


fi(x)  =  expf 


EJ  ERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  6,  identifique  la  ecuacion  como  se¬ 
parable,  lineal,  exacta  o  que  tenga  un  factor  integrante 
que  solo  dependa  de  x  o  solo  dependa  de  y. 

1.  (2/  +  2 y2)dx  +  (3y2x  +  2 xy)dy  =  0  . 

2.  (2x  +  yx  l)<£c  +  (xy  -  \)dy  -  0  . 

3.  (y2  +  2 xy)dx  —  x2  dy  =  0  . 

4.  (2x  +  y)<iv  +  (x  —  2y)dy  =  0  . 

5.  (2y2x  —  y)dx  +  xdy  =  0  . 

6.  (x:scnx  +  4y)dx  +  x  dy  =  0  . 


En  los  problemas  13  y  14,  determine  un  factor  integrante 
de  la  forma  xnym  y  resuelva  la  ecuacion. 

13.  (2y2  -  6 xy)dx  +  (3xy  -  4x2)r/j'  =  0  . 

14.  (12  +  5 xy)dx  +  (6xy_l  +  3 x2)dy  =  0  . 


15.  Muestre  que  si  (dN/dx  —  dM/dy)/(xM  —  yN)  solo 
depende  del  producto  xy,  es  decir, 


dN/dx  -  dM/dy 
xM  -  yN 


=  H(xy)  , 


En  los  problemas  7  a  12,  resuelva  la  ecuacion. 

7.  (3x2  +  y)dx  +  (x2y  —  x)dy  —  0  . 

8.  (2 xy)dx  +  (y2  -  3 xT)dy  =  0  . 

9.  (2y2  +  2 y  +  4 x2)dx  +  (2xy  +  x)dy  =  0  . 

10.  (x4  —  x  +  y)  dx  —  x  dy  =  0  . 

11.  (y2  +  2xy)dx  —  x1  dy  =  0  . 

12.  (2xy3  +  1  )dx  +  (3xV  -  y“')dy  =  0  . 


entonces  la  ecuacion  M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  =  0  tie- 
ne  un  factor  integrante  de  la  forma  p(xy).  Propor- 
cione  la  formula  general  para  p(xy). 

16.  Si  xM(x,  y)  +  yN(x,  y)  =  0,  determine  la  solucion  de 
la  ecuacion 

M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  =  0. 

17.  Flujo  de  fluidos.  Las  lmeas  de  flujo  asociadas  con 
cierto  flujo  de  fluidos  son  representadas  por  la  fami- 
lia  de  curvas  y  =  x  —  1  +  ke~x.  Los  potenciales  de 
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velocidad  del  flujo  son  justamente  las  trayectorias 
ortogonales  de  esta  familia. 

(a)  Use  el  metodo  descrito  en  el  problema  32  de  los 
ejercicios  2.4  para  mostrar  que  los  potenciales  de 
velocidad  satisfacen 
dx  +  ( x ,  y)dy  =  0  . 

[, Sugerencia :  Primero  exprese  la  familia  y  =  x  —  1  + 
ke~x  en  la  forma  F(x,  y)  =  k\. 


(b)  Determine  los  potenciales  de  velocidad  resolvien- 
do  la  ecuacion  obtenida  en  la  parte  (a). 

18.  Verifique  que  cuando  la  ecuacion  diferencial  lineal 
[P{x)y  —  Q(x)]dx  +  dy  =  0  se  multiplica  por 
(i(x)  =  Jp<'x')dx,  el  resultado  es  exacto. 


2.6  SUSTITUCIONES  Y  TRANSFORM ACION ES 

Cuando  la  ecuacion 

M(x,  y)dy  +  N(x,  y)dy  =  0 

no  es  separable,  exacta  ni  lineal,  podrfamos  transformarla  en  una  ecuacion  que  sepamos  re¬ 
solver.  Este,  de  hecho,  fue  nuestro  enfoque  en  la  seccion  2.5,  donde  utilizamos  un  factor  in- 
tegrante  para  transformar  nuestra  ecuacion  original  en  una  ecuacion  exacta. 

En  esta  seccion  estudiamos  cuatro  tipos  de  ecuaciones  que  pueden  transformarse  en  una 
ecuacion  separable  o  lineal  por  medio  de  una  sustitucion  o  transformation  adecuada. 


PROCEDI M I ENTO  DE  SUSTITUCION 


(a)  Identifique  el  tipo  de  ecuacion  y  determine  la  sustitucion  o  transformation 
adecuada. 

(b)  Escriba  la  ecuacion  original  en  terminos  de  las  nuevas  variables. 

(c)  Resuelva  la  ecuacion  transformada. 

(d)  Exprese  la  solucion  en  terminos  de  las  variables  originales. 


Ecuaciones  homogeneas 


ECUACION  HOMOGENEA 


Definicion  4.  Si  el  lado  derecho  de  la  ecuacion 

dy  ,  , 

(i)  s-/M 

se  puede  expresar  como  una  funcion  que  solo  depende  del  cociente  y/x,  entonces 
decimos  que  la  ecuacion  es  homogenea. 


Por  ejemplo,  la  ecuacion 
(2)  (jc  —  y)dx  +  x  dy  —  0 
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se  puede  escribir  en  la  forma 

dy  =  y  -  x  =  y 
dx  x  x 

Ya  que  hemos  expresado  (y  —  x)/x  como  funcion  del  cociente  y/x;  [es  decir,  (y  —  x)/x  = 
G(y/x),  donde  G{v )  '■=  v  —  1],  entonces  la  ecuacion  (2)  es  homogenea. 

La  ecuacion 

(3)  {x  —  2y  +  1  )dx  +  (x  —  y)dy  =  0 

se  puede  escribir  en  la  forma 

dy  x  —  2y  +  1  I  -  2(y jx)  +  (l/x) 
dx  y  —  x  { y/x )  —  1 

Por  lo  tanto,  el  lado  derecho  no  se  puede  expresar  como  una  funcion  que  solo  dependa  de 
y/x,  debido  al  termino  \/x  en  el  numerador.  Por  lo  tanto,  la  ecuacion  (3)  no  es  homogenea. 

Un  criterio  para  la  homogeneidad  de  la  ecuacion  (1)  consiste  en  reemplazar  x  por  tx  y  y 
por  ty.  Entonces  (1)  es  homogenea  si  y  solo  si 

f(tx,  ty)  =f(x,y) 

para  toda  t  ^  0  [vease  el  problema  43(a)], 

Para  resolver  una  ecuacion  homogenea,  hacemos  una  sustitucion  mas  o  menos  evidente. 
Sea 


Nuestra  ecuacion  homogenea  tiene  ahora  la  forma 

<4»  I  *  • 


y  solo  debemos  expresar  dy/dx  en  terminos  de  x  y  v.  Como  v  =  y/x,  entonces  y  =  vx.  Re- 
cuerde  que  v  y  y  son  funciones  de  x,  por  lo  que  podemos  usar  la  regia  del  producto  para  la 
derivada  y  deducir  de  y  =  vx  que 


dv  dv 

j/x  =  V  +  Xtic 


Entonces  sustituimos  la  expresion  anterior  para  dy/dx  en  la  ecuacion  (4)  para  obtener 
(5)  v  +  x^  =  G(v)  . 


La  nueva  ecuacion  (5)  es  separable,  y  podemos  obtener  su  solucion  implfcita  de 


G(u)  - 


-dv 


J  x 


Solo  falta  expresar  la  solucion  en  terminos  de  las  variables  originales  x  y  y. 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Resolver 

(6)  Uy  +  y1  +  x2)dx  -  x 2  dy  =  0  . 


Una  verificacion  mostrara  que  la  ecuacion  (6)  no  es  separable,  exacta  ni  lineal.  Si  expresa- 
mos  (6)  en  la  forma  de  derivada 


(7) 


dy 

dx 


xy  +  y2  +  x2 


-+['-)  +1 


entonces  vemos  que  el  lado  derecho  de  (7)  es  una  funcion  de  solo  y/x.  Asf,  la  ecuacion  (6)  es 
homogenea. 

Ahora,  sea  v  =  y/x  y  recuerde  que  dy/dx  =  v  +  x(dv/dx).  Con  estas  sustituciones,  la 
ecuacion  (7)  se  convierte  en 

v  +  =  v  +  v7  +  1  . 


La  ecuacion  anterior  es  separable;  al  separar  las  variables  e  integrar,  obtenemos 


L 


vL  +  1 


di>  =  I  —  dx  , 


arctan  v  —  In  IjcI  +  C  . 


Por  tanto, 

v  =  tan(ln  |jc|  +  C)  . 

Por  ultimo,  sustituimos  y/x  en  vez  de  v  y  despejamos  y  para  obtener 
y  =  x  tan(ln  |x|  +  C) 

como  solucion  explfcita  de  la  ecuacion  (6).  Observe  ademas  que  v  =  0  es  una  solucion.  ■ 

Ecuaciones  de  la  forma  dy/4 'x  =  G(ax  +  by) 

Cuando  el  lado  derecho  de  la  ecuacion  dyvdx  =  /( x,  y)  se  puede  expresar  como  una  funcion 
de  la  combinacion  ax  +  by,  donde  ay  b  son  constantes,  es  decir, 

%  =  G[aX  +  hy)  ’ 


entonces  la  sustitucion 
z  =  ax  +  by 

transforma  la  ecuacion  en  una  ecuacion  separable.  El  metodo  se  ilustra  en  el  siguiente 
ejemplo. 


EJEMPLO  2  Resolver 
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SOLUCION  El  lado  derecho  se  puede  expresar  como  una  funcion  de  x  —  y;  es  decir, 

y  —  x  —  l  +  (x  —  y  +  2)_1  =  —  (x  —  y)  —  1  +  [(x  —  y)  +  2]_1 , 

asf  que  hacemos  z  =  x  —  y.  Para  hallar  dy/dx,  derivamos  z  =  x  —  y  con  respecto  de  x  pa¬ 
ra  obtener  dz/dx  =  1  —  dy/dx,  de  modo  que  dy/dx  =  1  —  dz/dx.  A1  sustituir  esto  en  (8) 
se  tiene 


+  (z  +  2) 


-1 


o 

|-(*  +  2,-u  +  2r. 

A1  resolver  esta  ecuacion  separable,  obtenemos 

[  - — - dz  —  \dx  . 

J  (?  +  2)2  -  1  J 

^ln|(z  +  2 )2  -  1|  =  .r  +  Cj  , 
de  lo  que  se  sigue 

(z  +  2)2  =  Ce2x+  1  . 

Por  ultimo,  al  reemplazar  z  por  x  —  y  se  tiene 
(x  —  y  +  2)2  =  Ce2x  +  1 
como  solucion  implfcita  de  la  ecuacion  (8).  ■ 


Ecuaciones  de  Bernoulli 


ECUACION  DE  BERNOULLI 


Definicion  5.  Una  ecuacion  de  primer  orden  que  puede  escribirse  en  la  forma 
(9)  £  +  Pix'jy  =  Q{x)yn  , 

donde  P(x)  y  Q(x)  son  continuas  en  un  intervalo  (a,  b)  y  n  es  un  numero  real,  es 

una  ecuacion  de  Bernoulli.1 


Observe  que  cuando  n  =  0  o  1 ,  la  ecuacion  (9)  es  una  ecuacion  lineal  y  se  puede  resol- 


t Nota  historica:  Esta  ecuacion  fue  propuesta  para  ser  resuelta  por  James  Bernoulli  en  1695.  Fue  resuelta  por  su  her- 
mano  John  Bernoulli.  (James  y  John  fueron  dos  de  ocho  matematicos  en  la  familia  Bernoulli.)  En  1696,  Gott¬ 
fried  Leibniz  mostro  que  la  ecuacion  de  Bernoulli  se  puede  reducir  a  una  ecuacion  lineal  haciendo  la  sustitucion 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


ver  mediante  el  metodo  analizado  en  la  seccion  2.3.  Para  otros  valores  de  n.  la  sustitucion 

v  =  y-« 

transforma  la  ecuacion  de  Bernoulli  en  una  ecuacion  lineal,  como  ahora  mostraremos. 

A1  dividir  la  ecuacion  (9)  entre  v"  se  tiene 

(i°)  y-*%  +  rtxW~n  =  Q{x)  . 


A1  hacer  v=y  n  y  usar  la  regia  de  la  cadena,  vemos  que 

dv  ,  dy 

Yx  =  {1~n)y 


de  modo  que  la  ecuacion  ( 10)  se  convierte  en 
1  dv 


1  —  n  dx 


+  P(x) v  =  Q( x)  . 


Como  1/(1  —  n)  es  solo  una  constante,  la  ultima  ecuacion  realmente  es  lineal. 


Resolver 

dv  5  , 

<U>  t-5y=-2Xy~ 


Esta  es  una  ecuacion  de  Bernoulli  con  n  =  3,  P(x)  =  — 5  y  Q(x)  =  —5x/2.  Para  transformar 
(11)  en  una  ecuacion  lineal,  primero  dividimos  entre  y3  para  obtener 


,-3dy 


-f  -  5v" 
dx 


A  continuacion  hacemos  la  sustitucion  v  =  y  1 .  Como  dv/dx  =  —  2y  3 dy/dx ,  la  ecuacion 
transformada  es 


(12) 


1  dv  , 


^  +  lOu  =  . 


La  ecuacion  (12)  es  lineal,  de  modo  que  podemos  resolverla  en  terminos  de  v  usando  el  me¬ 
todo  analizado  en  la  seccion  2.3.  A1  hacer  esto,  vemos  que 


x  I  r 

2_20  +  Ce 


10^ 


A1  sustituir  v  =  y  2  se  tiene  la  solucion 

v-2  =  — - - — I-  Ce  l(ix 

y  2  20  L 


En  la  ultima  ecuacion  no  se  incluye  la  solucion  y  =  0  perdida  en  el  proceso  de  division  de 
(11)  entre  y3.  ■ 
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EJEMPLO  4 


Ecuaciones  con  coeficientes  lineales 

Hemos  utilizado  varias  sustituciones  de  y  para  transformar  la  ecuacion  original  en  una  nueva 
ecuacion  que  se  puede  resolver.  En  algunos  casos,  debemos  transformar  x  y  y  en  nuevas  va¬ 
riables,  digamos,  uy  v.  Este  es  el  caso  para  las  ecuaciones  con  coeficientes  lineales;  es  de- 
cir,  ecuaciones  de  la  forma 

(13)  (ax  x  +  biy  +  Ci)dx  +  (a2x  +  b2y  +  c2)dy  =  0 , 

donde  las  a,’s,  /;,’s  y  c,’s  son  constantes.  Dejaremos  como  ejercicio  demostrar  que  si  a , b2  = 
a2bi,  la  ecuacion  (13)  se  puede  escribir  en  la  forma  dy/dx  =  G(ax  +  by),  que  resolvimos 
mediante  la  sustitucion  z  =  ax  +  by. 

Antes  de  considerar  el  caso  general  en  que  a , b2  ^  a2b\,  analicemos  primero  la  situation 
particular  en  que  cq  =  c2  =  0.  La  ecuacion  (13)  se  convierte  entonces  en 

(axx  +  bly)dx  +  ( a2x  +  b2y)dy  =  0  , 

que  puede  escribirse  en  la  forma 

dy  a  |.v  +  bjy  ci\  +  b[(y/x) 

dx  a2x  +  b2y  a2  +  b2(y/x) 

Esta  ecuacion  es  homogenea,  de  modo  que  podemos  resolverla  mediante  el  metodo  que  ana- 
lizamos  en  esta  seccion. 

El  analisis  anterior  sugiere  el  siguiente  procedimiento  para  resolver  (13).  Si  U\b2  ^  a2b\, 
entonces  buscamos  una  traslacion  de  ejes  de  la  forma 

x  =  u  +  h  y  y  =  v  +  k  , 

donde  hy  k  son  constantes,  que  cambie  axx  +  bxy  +  <?!  por  cqw  +  bxv  y  a2x  +  b2y  +  c2  por 
a2u  +  b2v.  Algo  de  algebra  elemental  muestra  que  tal  transformacion  existe  si  el  sistema  de 
ecuaciones 

flj/z  +  bik  +  Ci  =  0  , 

a2h  +  b2k  +  c2  =  0 


tiene  una  solucion.  Esto  queda  garantizado  por  la  hipotesis  a , b2  ^  a2b\.  que  geometricamen- 
te  es  equivalente  a  suponer  que  las  dos  rectas  descritas  por  el  sistema  (14)  se  intersectan.  Si 
(h,  k)  satisface  (14),  entonces  las  sustituciones x  =  u  +  hy y  =  v  +  k  transforma  la  ecuacion 
(13)  en  la  ecuacion  homogenea 

dv  ii]it  +  b\V  a,  +  bt(v/u ) 

du  a2u  +  b2v  a2  +  b2{v/u ) 

que  sabemos  como  resolver. 


Resolver 

(16)  (  —  3x  +  y  +  6  )dx  +  (x  +  y  +  2  )dy  =  0  . 


SOLUCION  Como  alb2  =  (— 3)(1)  ^  (1)(1)  =  a2bu  usaremos  la  traslacion  de  ejes  x  =  u  +  h,  y  =  v  +  k. 
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donde  hy  k  satisfacen  el  sistema 

— 3  h  +  k  +  6  =  0  , 
h  4-  k  4-  2  —  0  . 

A1  resolver  el  sistema  anterior  en  terminos  de  h  y  k  tenemos  que  h  =  1  ,k=  —3.  Por  tanto, 
hacemos  x  =  u  +  1  y  y  =  v  —  3.  Como  dy  =  dvy  dx  =  du,  al  sustituir  estas  expresiones  de  x 
y  y  en  la  ecuacion  (16)  se  tiene 

(—3m  +  v)du  +  (m  +  v)dv  =  0 


o 


dv  3  —  lyfu) 
du  ]  +  (v/u) 

La  ecuacion  anterior  es  homogenea,  de  modo  que  hacemos  z  =  v/u.  Entonces  dv/du  =  z  + 
u(dz/du)  y  al  sustituir  en  v/u,  obtenemos 


Al  separar  variables  tenemos 


|  In  |z2  +  2z  -  3| 

de  lo  que  se  sigue 

z2  +  2z  -  3  =  Cu~2  . 

Al  sustituir  de  nuevo  en  z,  w  y  v,  vemos  que 

(v/u)2  +  2(v/h)  —  3  =  Cm~2  , 
v2  +  2uv  —  3m 2  =  C  , 

(v  +  3)2  +  2(x  -  l)(y  +  3)  -  3(x  -  1  )2  =  C  . 

Esta  ultima  ecuacion  proporciona  una  solucion  implfcita  de  (16).  ■ 


=  —In  | u |  +  C\  , 


EJERCICIOS 


En  Jos  probl etnas  1  a  8,  identifique  la  ecuacion  como  ho¬ 
mogenea,  de  Bernoulli,  con  coeficientes  lineales  o  de  la 
forma  y'  =  G(ax  +  by). 

1.  (v  -  Ax  -  1  fdx  -  dy  =  0  . 

2.  2tx  dx  +  (t2  —  x2)dt  =  0  . 

3.  (r  A  x  +  2)dx  +  (3f  —  x  —  6)dt  —  0  . 


4.  dy/dx  +  y/x  =  x2y2  . 

5.  (ye-1'  +  y3)dx  -  e~2'  dy  =  0 

6.  6  dy  -  y  ( Id  =  Vdy  dO  . 

1.  (/  -  0y2)dO  +  W2ydy  =  0  . 
8.  cos(j.  +  y)dy  =  sen(.r  +  y)dr  . 
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Utilice  el  metodo  que  se  analizo  en  la  seccion  “Ecuacio- 
nes  homogeneas”  para  resolver  los  problemas  9  a  16. 

9.  (3x2  —  y2)dx  +  (xy  -  x3y  l)dy  =  0  . 

10.  (xy  +  y2)dx  —  x2  dy  =  0  . 

11.  (.v2  -  xyjdx  +  x2  dy  —  0  . 

12.  ( x 1  +  yz)dx  4-  2xy  dy  —  0  . 

j,  dx  _  x 1  +  /V f2  +  x 2 
dl  tx 

dy  8  sec(y/8)  +  v 


dy  y(lny  -  In  *  +  1) 

16.  —  =  - 

dx  x 


dd  ~ 

dy  _  x2  -  ; 
dx  3xy 


En  los  problemas  33  a  40,  resuelva  la  ecuacion  dada  err. 
33.  Elproblemal.  34.  Elproblema2. 

35.  El  problema  3.  36.  El  problema  4. 

37.  El  problema  5.  38.  El  problema  6. 

39.  El  problema  7.  40.  El  problema  8. 


41.  Utilice  la  sustitucion  v  =  x  —  y  +  2  para  resolver  la 
ecuacion  (8). 

42.  Utilice  la  sustitucion  y  =  vx2  para  resolver 

dy  2y 

dx  x  C0SW  )  ■ 


Utilice  el  metodo  que  se  analizo  en  la  seccion  “Ecuacio- 
nes  de  la  forma  dyvdx  =  G(ax  +  by)”  para  resolver  los 
problemas  17  a  20. 

17.  dy/dx  =  Vx  +  y  -  1  .  18.  dy/dx =  (x+y  +  2)2  . 

19.  dy/dx  =  (x  —  y  -+  5)2  .  20.  dy/dx  =  sen(x  —  y)  . 


Utilice  el  metodo  que  se  analizo  en  la  seccion  “Ecuacio- 
nes  de  Bernoulli”  para  resolver  los  problemas  21  a  28. 


dy  y  i  i 

21.  ~r  +  -  = 

dx  x 


23. 


dx 

£ 

II 

s-l-s- 

ll 

2 y  ,  2 

- x~y  . 

X 

dv 

—  + 
dx 

y  -  6(r 

2).V1/2 

x  -  2  " 

dx 

dt 

tx3  +  -  =  0  . 
t 

26. 

dy 

dx 

dp  _ 

r2  +  2r8 

28. 

dy 

dO 

d2  ' 

dx 

-I-  +  v  —  0  . 


Utilice  el  metodo  que  se  analizo  en  la  seccion  ‘‘Ecuacio- 
nes  con  coeficientes  lineales”  para  resolver  los  proble¬ 
mas  29  a  32. 

29.  (~3x  +  y  -  1  )dx  +  (x  +  y  +  3)^  =  0  . 

30.  (x  +  y  —  \)dx  +  (y  —  x  —  5)dv  —  0  . 

31.  (2x  —  y)dx  +  (4x  +  y  —  3)dy  —  0  . 

32.  (2x  +  y  +  4)dx  +  (x  —  2y  —  2)dy  =  0  . 


43.  (a)  Muestre  que  la  ecuacion  dy/dx  =f(x,  y)  es  ho- 

mogenea  si  y  solo  si  f(tx,  ty)  —f(x,  y).  [Sugeren- 
cia:  Sea  t  =  i/x]. 

(b)  Una  funcion  H(x,  y)  es  homogenea  de  orden  n 
si  H(tx,  ty)  =  ff(x,  y).  Muestre  que  la  ecuacion 

M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  =  0 

es  homogenea  si  M(x,  y)  y  N(x,  y)  son  homoge¬ 
neas  del  mismo  orden. 

44.  Muestre  que  la  ecuacion  (13)  se  reduce  a  una  ecua¬ 
cion  de  la  forma 

—  =  G(ax  +  by)  , 
dx 

cuando  a\b2  =  a2b\.  [Sugerencia:  Si  a\b2  =  a2b\,  en- 
tonces  a2/ci\  =  b2/b\  =  k,  de  modo  que  a2  =  kax  y 
b2  =  kb\], 

45.  Ecuaciones  acopladas.  A1  analizar  ecuaciones  aco- 
pladas  de  la  forma 


v 

dt 


=  ax  +  by  , 


dx 

dt 


=  ax  +  /3y 


donde  a,  b,  a  y  (3  son  constantes,  quisieramos  deter- 
minar  la  relacion  entre  x  y  y  en  vez  de  las  soluciones 
individuals  x(t),  y(t).  Para  esto,  divida  la  primera 
ecuacion  entre  la  segunda  para  obtener 

dy  _  ax  4-  by 
dx  ax  4-  j Qy  ‘ 

Esta  nueva  ecuacion  es  homogenea,  de  modo  que  po- 
demos  resolverla  mediante  la  sustitucion  v  =  y/x. 
Nos  referimos  a  las  soluciones  de  (17)  como  cur- 
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vas  integrales.  Determine  las  curvas  integrales  del 
sistema 


dy 

dt 

dx 

dt 


-4x  -  y  , 
2x  —  y  . 


(a)  Si  se  conoce  una  solution  de  (18),  digamos  u(x), 
muestre  que  la  sustitucion  y  =  u  +  l/v  reduce 
(18)  a  una  ecuacion  lineal  en  v. 

(b)  Dado  que  u(x)  =  x  es  una  solution  de 


dy 

dx 


=  Ay 


x)2  +  - 
X 


46.  Ecuacion  de  Riccati.  Una  ecuacion  de  la  forma 
(18)  =  P(x)y*  +  Q(x)y  +  Rix) 

es  una  ecuacion  de  Riccati  generalizada. ' 


use  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  hallar  todas 
las  demas  soluciones  a  esta  ecuacion.  (La  solu¬ 
tion  particular  u(x)  =  x  se  puede  hallar  rnedian- 
te  inspection  o  usando  un  rnetodo  de  serie  de 
Taylor;  vease  la  seccion  8.1). 


Nota  historica:  El  conde  Jacopo  Riccati  estudio  un  caso  particular  de  esta  ecuacion  en  1724,  durante  sus  investiga- 
ciones  de  las  curvas  cuyos  radios  de  curvatura  solo  dependen  de  la  variable  y  y  no  de  la  variable  x. 


Resumen  del  capitulo 
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Resumen  del  capitulo 


En  este  capitulo  analizamos  varios  tipos  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden.  Las 
mas  importantes  fueron  las  ecuaciones  separables,  lineales  y  exactas.  A  continuacion  resu- 
mimos  sus  principales  caracterlsticas  y  metodos  de  solucion. 

Ecuaciones  separables:  dy/dx  =  g(x)p(y).  Separe  las  variables  e  integre. 

Ecuaciones  lineales:  dy/dx  +  P{x)y  =  Q( x).  El  factor  integrante  ,u  =  exp[J  P(x)dx]  redu¬ 
ce  la  ecuacion  a  d(py)/dx  =  \iQ,  de  modo  que  |Xy  =  I) iQ  dx  +  C. 

Ecuaciones  exactas:  dF(x,y)  =  0.  Las  soluciones  estan  dadas  de  manera  impllcita  por 
F( x,  y)  =  C.  Si  dM/dy  =  dN/dx,  entonces  M  dx  +  N  dy  =  0  es  exacta  y  F  esta  dada  por 


F  = 


M  dx  +  g(y)  , 

. 


donde  g'{y)  —  N 


—  Mdx 

dy 


o 


N dy  +  h(x)  ,  donde  h'(x) 


..  d 

M  -  — 

dx 


Ndy 


Cuando  una  ecuacion  no  es  separable,  lineal  ni  exacta,  podrla  hallarse  un  factor  inte¬ 
grante  o  realizar  una  sustitucion  que  nos  permita  resolver  la  ecuacion. 


Factores  integrantes  especiales:  pM  dx  +  |x;V  dy  =  0  es  exacta.  Si  ( dM/dy  -  dN/dx)/N 

solo  depende  de  x,  entonces 


fi{x}  —  exp 


f  /  'dM/dy  —  dN/dx 

Jv  jv 


es  un  factor  integrante.  Si  ( dN/dx  —  dM/dy)/M  solo  depende  de  y,  entonces 


(i{y)  =  exp 


dN/dx  —  dM/dy 

M 


dy 


es  un  factor  integrante. 

Ecuaciones  homogeneas:  dy/dx  =  G(y/x).  Sea  v  =  y/x.  Entonces  dy/dx  =  v  + 
x(dv/dx )  y  la  nueva  ecuacion  en  las  variables  ryres  separable. 

Ecuaciones  de  la  forma:  dy/dx  =  G(ax  +  by).  Sea  z  =  ax  +  by.  Entonces  dz/dx  =  a  + 
b(dy/ dx)  y  la  nueva  ecuacion  en  las  variables  :yxes  separable. 

Ecuaciones  de  Bernoulli:  dy/dx  +  P(x)y  =  Q(x)y".  Para  n  /  0  o  1 ,  sea  v  =  yl  ".  Entonces 
dv/dx  =  (1  —  n)y~"(dy / dx)  y  la  nueva  ecuacion  en  las  variables  ryres  lineal. 

Coeficientes  lineales:  (fiqx  +  b^y  +  c^dx  +  ( a2x  +  b2y  +  c2)dy  =  0.  Para  ^  a2bx, 
sean  x  =  u  +  h  y  y  =  v  +  k,  donde  h  y  k  satisfacen 

a\h  +  b\k  +  C!  =  0  , 
a2h  +  b2k  +  c2  =  0  . 

Entonces  la  nueva  ecuacion  en  las  variables  u  y  u  es  homogenea. 
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En  los  probl etnas  1  a  30,  resuelva  la  ecuacion. 


dy  , 

2,-f —  4y  =  32x2 
dx 


dx  y  —  1  dx 

3.  (.v1 2  —  2y~3)dy  4  (2xy  —  3x2)t/x  =  0  . 
dy  3v  t 

4.  —  +  —  =  x"  -  4x  +  3  . 

dx  x 


5.  [sen(xy)  +  xy  cos(xy)]  dx  4-  [l  4  x2cos(xy)]  dy  —  0 

6.  2xy 3  dx  —  (l  —  x 2)dy  =  0  . 

7.  tYdt  4  t4 *y~6dy  =  0  . 

rfy  2y  -  - 

8.  -j-  4  —  =  2xV  . 

ax  x 

9.  (x2  4  y2)dx  4-  3xy  dy  —  0  . 

10.  [l  4  (l  4  x2  +  2 xy  4  y2)“']<ix 
4  [y-1/2  4  (l  4  x1  4  2xy  +  y2)  1  ]  dy  =  0  . 

11.  =  i  4  cos2(f  —  x)  . 

dt  '  ! 

12.  (y3  +  4 eAy)dx  4  ( 2ex  4  3 y2)dy  —  0  . 

„  dy  v  , 

13.  - =  *  sen  2x  . 

dx  x 

14.  - ^—r  =  r2  4  2  , 

dt  t  -  1 

15.  -7-  =  2  —  V2x  -  y  +  3  . 
dx 

dy 

16.  — — E  y  tan  x  4  sen  x  =  0  . 
dx 

dx  _ 

M.t+ly  =  y2. 


hx  -  y  +  3  . 


l«.^  =  (2,  +  y-l)2. 

19.  (x2  -  3y2)ilv  4  2xy  dy  =  0 
dy  v  - 

20-  ^  n  =  -40>’-  ■ 


21.  (y  -  2x  -  ))dx  4  (x  4  y  -  4jrfy  =  0  , 

22.  (2x  -  2y  -  8)dx  4  (x  -  3y  -  6)dy  =  0  . 

23.  (.v  -  x)dx  4  (x  4  y)dy  =  0  . 

24.  (Vy/t  4  cos ;  t^dx  4  (Vx/y  4  senyjr/y  =  0  . 

25.  y(x  -  y  —  2 )dx  4  x(y  —  x  4  4)cfy  =  0  . 
dy 

26.  -7-  4  xv  =  0  . 

dx 

27.  (3x  —  y  —  5)f£r  4  (x  —  y  4  l)rfy  =  0  . 

dy  x  —  v  —  1 

28.  • 

dx  x  4  _y  4  5 

29.  (4xy3  -  9v2  4  4xy2)dx 

4  (3x2y2  —  6xy  4  2 x2y)dy  =  0  . 

30.  ^  =  (x  4  y  4  l)2  —  (x  +  v  —  l)2  . 


En  Jos  probl  etnas  31a  40,  resuelva  el  probl  etna  con  va¬ 
lor  inicial. 

31.  (x3  -  y)dx  4  x  dy  —  0  ,  y(l)  =  3  . 
dy  (x  y\  .  , 


33.  (t  4  x  4  3 )dt  4  dx  =  0  ,  x(0)  =  1  . 

dy  2y  ,  ,  . 

34.  - -  =  x2cos  x  ,  y(?r)  =  2  . 

dx  x  ' 

35.  (2y2  4  4 x2)dx  —  xy  dy  =  0  ,  y(l)  =  —  2  . 

36.  [2  cos(2x  4  y)  —  x2]dx 

4  [cos(2x  4  y)  4  ey}dy  =  0  ,  y(l)  =  0  . 

37.  (2x  -  y)dx  4  (x  4  y  -  3)rfy  =  0  ,  y(0)  =  2  . 

38.  Vy  dx  4  (x2  4  4 )dy  =  0  ,  y(o)  =  4  . 


dx  2v  ,  . 

39.-7 - -  =  x  'y  1 

dx  x 


y(l)  =  3  . 


40.--4y  =  2xy2,  y(0)  =  -4  . 


EJERCICIOS  DE  ESCRITU  RA  TECN  ICA 


1.  Un  instructor  de  cierta  universidad  afirmo:  “Lo  unico 
que  necesitan  saber  acerca  de  las  ecuaciones  diferencia¬ 
les  de  primer  orden  es  como  resolver  aquellas  que  son 
exactas”.  Proporcione  argumentos  que  apoyen  y  argu- 
mentos  que  desmientan  la  afirmacion  del  instructor. 

2.  ^Que  propiedades  tienen  las  soluciones  de  ecuaciones 

lineales  que  no  sean  compartidas  por  las  soluciones  de 

ecuaciones  separables  o  exactas?  De  algunos  ejemplos 

especfficos  que  apoyen  sus  conclusiones. 


3.  Considere  la  ecuacion  diferencial 

dy  ,  , 

=  ay  4  be  J  ,  v(0)  =  c  , 

donde  a,  b  y  c  son  constantes.  Describa  lo  que  ocu- 
rre  con  el  comportamiento  asintotico  de  la  solution 
cuando  x  — >  4  00  y  varian  las  constantes  a,  by  c.  Ilus- 
tre  con  figuras  o  graficas. 


Proyectos  de  grupo  para  el  capitulo  2 


A.  Ley  de  Torricelli  para  el  flujo  de  fluidos 

Randall  K.  Campbell-Wright,  Universidad  de  Tampa 

6Cuanto  tiempo  tarda  el  agua  en  salir  por  el  agujero  en  el  fondo  de  un  tanque?  Considere  el 
tanque  con  agujero  de  la  figura  2.12,  que  se  drena  a  traves  de  un  pequeno  agujero  redondo.  La 
ley  de  Torricelli7  establece  que  cuando  la  superficie  del  agua  esta  a  una  altura  h,  el  agua  se  dre- 


Figura  2.12  Tanque  conico 


na  con  la  velocidad  que  tendrfa  si  cayera  de  rnanera  libre  desde  una  altura  h  (ignorando  varias 
formas  de  friction). 

(a)  Muestre  que  la  ecuacion  diferencial  de  la  gravedad  estandar 
d2h 


conduce  a  la  conclusion  de  que  un  objeto  que  cae  desde  una  altura  h  aterrizara  con 
una  velocidad  de  —  V2gh(0) . 

(b)  Sean  A(h)  el  area  de  la  seccion  transversal  del  agua  en  el  tanque  a  la  altura  h  y  a  el 
area  del  agujero  de  drenado.  La  razon  con  que  el  agua  sale  del  tanque  en  el  instante  t 
se  puede  expresar  como  el  area  de  la  seccion  transversal  a  la  altura  h  por  la  razon  de 
cambio  de  la  altura  del  agua.  En  forma  alternativa,  la  razon  con  la  que  el  agua  sale 
por  el  agujero  se  puede  expresar  como  el  area  del  agujero  por  la  velocidad  del  agua 
drenada.  Iguale  estas  expresiones  e  inserte  la  ley  de  Torricelli  para  deducir  la  ecua- 
cion  diferencial 

A{h )^r  =  —aV'lgh  . 

(1)  dl 

(c)  El  tanque  conico  de  la  figura  2.12  tiene  un  radio  de  30  cm  cuando  se  llena  hasta  una 
profundidad  inicial  de  50  cm.  Un  pequeno  agujero  redondo  en  el  fondo  tiene  un  dia- 


' Nota  historica:  Evangelista  Torricelli  (1608-1647)  invento  el  barometro  y  trabajo  para  calcular  el  valor  de  la  acele- 
racion  de  la  gravedad  asi  como  observar  este  principio  del  flujo  de  fluidos. 
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metro  de  1  cm.  Determine  A(h)  y  a  y  luego  resuelva  la  ecuacion  diferencial  en  (1), 
describiendo  asf  en  forma  explfcita  la  altura  del  agua  en  este  tanque  en  funcion  del 
tiernpo. 

(d)  Use  su  solucion  de  (c)  para  predecir  el  tiernpo  que  tardara  el  tanque  en  vaciarse  com- 
pletamente. 

(e)  ^Que  se  vaciara  mas  rapido,  el  tanque  con  un  agujero  o  un  tanque  conico  invertido 
con  las  mismas  dimensiones,  que  se  drena  a  traves  de  un  agujero  del  misrno  tarnano? 
^Cuanto  tiernpo  tardara  en  vaciarse  el  tanque  invertido? 

(f)  Busque  un  tanque  de  agua  y  calcule  el  tiernpo  que  tarde  en  vaciarse.  (Puede  pedir 
prestado  un  ernbudo  de  su  laboratorio  de  quimica  o  usar  una  hielera  grande).  El  tan¬ 
que  debe  ser  lo  bastante  grande  corno  para  tardar  varios  minutos  en  vaciarse,  y  el 
agujero  de  drenado  debe  ser  lo  bastante  grande  corno  para  que  el  agua  fluya  con  li- 
bertad.  La  parte  superior  del  tanque  debe  estar  abierta  (de  rnodo  que  el  agua  no  “suc- 
cione”).  Repita  los  pasos  (c)  y  (d)  para  su  tanque  y  compare  la  prediccion  de  la  ley  de 
Torricelli  con  sus  resultados  experimentales. 


B.  El  problema  de  la  barredora  de  riieve 

Para  aplicar  las  tecnicas  que  se  analizan  en  este  capitulo  a  problemas  del  mundo  real,  es  nece- 
sario  “traducir  ’  estos  problemas  en  preguntas  que  puedan  resolverse  desde  el  punto  de  vista 
matematico.  El  proceso  de  reformulation  de  un  problema  real  corno  uno  matematico  requiere 
con  frecuencia  el  establecimiento  de  ciertas  hipotesis  de  simplification.  Para  ilustrar  este  pun¬ 
to,  considere  el  siguiente  problema  de  la  barredora  de  nieve: 

Una  manana  comenzo  a  nevar  muy  fuerte  y  continuo  nevando  durante  todo  el  dfa.  Una 
barredora  de  nieve  comenzo  a  funcionar  a  las  8:00  a.m.  para  limpiar  un  camino,  lim¬ 
pid  2  millas  hasta  las  11:00  a.m.  y  una  milla  mas  hasta  la  1:00  p.m.  jA  que  horci  co- 
menzo  a  nevar? 

Para  resolver  este  problema,  usted  puede  establecer  dos  hipotesis  ffsicas  en  cuanto  a  la  ra- 
zon  en  que  esta  nevando  y  la  razon  con  la  que  la  barredora  puede  limpiar  el  camino.  Como  no 
cesa  de  nevar,  es  razonable  suponer  que  la  nieve  cae  a  una  razon  constante.  Por  los  datos  pro- 
porcionados  (y  nuestra  experiencia),  mientras  mas  profunda  sea  la  nieve,  mas  lento  se  rnovera 
la  barredora.  Con  esto  en  rnente,  suponga  que  la  velocidad  (en  millas/hora)  con  la  que  una  ba¬ 
rredora  puede  limpiar  el  camino  es  inversamente  proporcional  a  la  profundidad  de  la  nieve. 


C.  Dos  barredoras  de  nieve 

Alar  Toomre,  Massachusetts  Institute  of  Technology 

Un  dfa  comenzo  a  nevar  exactamente  a  mediodfa  con  una  velocidad  grande  y  constante.  Una 
barredora  sale  de  su  cochera  a  la  1:00  p.m.  y  otra  sigue  su  rastro  a  las  2:00  p.m.  (vease  la  figura 
2.13). 

(a)  lEn  que  momento  la  segunda  barredora  choca  con  la  primera?  Para  responder  esta 
pregunta,  suponga,  como  en  el  proyecto  A,  que  la  velocidad  (en  millas/hora)  con  la 
que  una  barredora  puede  limpiar  el  camino  es  inversamente  proporcional  a  la  profun¬ 
didad  de  la  nieve  (y  por  tanto  al  tiernpo  transcurrido  desde  que  el  camino  no  tenia 
nieve).  [ Sugerencia :  Comience  escribiendo  las  ecuaciones  diferenciales  para  x(t)  y 
y(t),  las  distancias  que  recorren  la  primera  y  segunda  barredora,  respectivamente,  t 
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0  y(t)  x(t)  Millas  desde 

la  cochera 


Figura  2.13  Metodo  de  las  barredoras  sucesivas 


horas  despues  del  mediodia.  Para  resolver  la  ecuacion  diferencial  que  implica  a  y, 
;considere  a  t  y  no  a  y  corno  la  variable  dependiente!] 

(b)  l Podria  evitarse  el  choque  si  la  segunda  barredora  sale  a  las  3:00  p.m.  ? 


D.  Ecuaciones  de  Clairaut  y  soluciones  singulares 

Una  ecuacion  de  la  forma 
(2)  y  =  x^+f  (dy/dx)  , 

donde  la  funcion  continuamente  derivable /(f)  se  evalua  en  t  =  dy/dx,  se  llama  ecuacion  de 
Clairaut. '  El  interes  en  estas  ecuaciones  se  debe  al  hecho  de  que  (2)  tiene  una  familia  a  un  pa- 
rametro  de  soluciones  consistentes  de  h'neas  rectas.  Ademas,  la  envolvente  de  esta  familia  (es 
decir,  la  curva  cuyas  tangentes  estan  dadas  por  la  familia)  tambien  es  una  solucion  de  (2),  y  se 
conoce  corno  solucion  singular. 

Para  resolver  una  ecuacion  de  Clairaut: 


(a)  Derive  la  ecuacion  (2)  con  respecto  de  x,  luego  simplifique  para  mostrar  que 
(3)  _x  +  fidy/dx)]^  =  0  .  donde  f(t)  =  ^/(/)  . 

(b)  Concluya  de  (3)  que  dy/dx  =  c  of  ’(dy/dx)  =  —  x.  Suponga  que  dy/dx  =  c  y  susti- 
tuya  de  nuevo  en  la  ecuacion  (2)  para  obtener  una  familia  de  h'neas  rectas  solucion 

y  =  cx  +/(c)  . 

(c)  Muestre  que  otra  solucion  de  (2)  esta  dada  de  rnanera  parametrica  por 

x  =  -f(p)  , 

y  =f(p)  -Pfip), 

donde  el  parametro  p  =  dy/dx.  Esta  solucion  es  la  solucion  singular. 

(d)  Use  el  metodo  anterior  para  determinar  la  familia  de  lineas  rectas  solucion  y  la  solu¬ 
cion  singular  de  la  ecuacion 


En  este  caso,/(f)  =  2f.  Bosqueje  varias  de  las  lineas  rectas  solucion  junto  con  la 
solucion  singular  en  el  misrno  sistema  de  coordenadas.  Observe  que  todas  las  lineas 
rectas  solucion  son  tangentes  a  la  solucion  singular. 


Nota  historica:  Estas  ecuaciones  fueron  estudiadas  por  Alexis  Clairaut  en  1734. 
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(e)  Repita  la  parte  (d)  para  la  ecuacion 


E.  Comportamiento  asintotico  de  las  soluciones 
de  ecuaciones  lineales 

Para  ilustrar  la  forma  en  que  el  comportamiento  asintotico  del  termino  de  forzamiento  Q(x)  afec- 

ta  la  solucion  de  una  ecuacion  lineal,  considere  la  ecuacion 

dy  .  . 

(4)  ^  +  tf.v  =  Q(x)  , 

donde  la  constante  a  es  positiva  y  Q( x)  es  continua  en  [0,  oo). 

(a)  Muestre  que  la  solucion  general  de  la  ecuacion  (4)  se  puede  escribir  en  la  forma 

v(.v)  =  +  e  j*  ea'Q{t)dt  , 

donde  x0  es  una  constante  no  negativa. 

(b)  si  lew  I  <  k  para  x  >  x(h  donde  k  y  x0  son  constantes  no  negativas,  muestre  que 

|y(.r)|  £  |y(x0)k“'iU“'t,J  +  ^[l  -  para*  >  ,r(l  . 

(c)  Sea  z(x)  una  funcion  que  satisface  la  rnisma  ecuacion  que  (4),  pero  con  funcion  de 
forzamiento  Q(x).  Es  decir, 

t  +  az  =  Q{x)  • 

donde  Q(x)  es  continua  en  [0,  oo).  Muestre  que  si 

|5W  -  eWl  ^  K  para  a  ^  *<,  , 

entonces 

IW)  -  >'WI  ^  |z(jr0)  -  +  ~il  ~  para  a:  >  jc0  . 

(d)  Ahora,  muestre  que  si  Q( x)  — >  (3  cuando  x  —>  oo,  entonces  cualquier  solucion  v(a)  de 
la  ecuacion  (4)  satisface  que  v(a')  — >  [3 /a  cuando  x  — >  oo.  [ Sugerencia :  Considere 
Q{x)  =  |3y  z(x)  =  (3 /a  en  la  parte  (c)]. 

(e)  Como  una  aplicacion  de  la  parte  (d),  suponga  que  una  solucion  salina  que  contiene 
q(t)  kilogramos  de  sal  por  litro  en  el  instante  t  se  introduce  en  un  tanque  de  agua  a 
una  velocidad  fija  y  que  la  mezcla,  que  se  mantiene  uniforme  revolviendola,  sale  del 
tanque  con  la  rnisma  velocidad.  Dado  que  q(t)  — >  (3  cuando  t  — >  oo,  use  el  resultado 
de  la  parte  (d)  para  determinar  la  concentration  limite  de  la  sal  en  el  tanque  cuando  t  — >  oo 
(vease  el  problema  35  de  los  ejercicios  2.3). 


Modelos  matematicos  y  metodos 
numericos  que  implican 
ecuaciones  de  primer  orden 


3.1  MODELACION  MATEMATICA 

A1  adoptar  las  practicas  babilonicas  de  mediciones  cuidadosas  y  observaciones  detalladas, 
los  antiguos  griegos  buscaban  entender  la  naturaleza  mediante  el  analisis  logico.  Los  convin- 
centes  argumentos  de  Aristoteles  que  indicaban  que  el  mundo  no  es  piano,  sino  esferico,  con- 
dujeron  a  los  intelectuales  de  la  epoca  a  preguntarse:  /cual  es  la  circunferencia  de  la  Tierra?  De 
manera  sorprendente,  Eratostenes  consiguio  obtener  una  respuesta  bastante  precisa  sin  tener 
que  salir  de  la  antigua  ciudad  de  Alejandrfa.  Su  metodo  implied  ciertas  hipotesis  y  simplifi- 
caciones:  que  la  Tierra  es  una  esfera  perfecta,  que  los  rayos  del  Sol  viajan  en  trayectorias  pa- 
ralelas,  que  la  ciudad  de  Siena  estaba  a  5000  estadios  al  sur  de  Alejandrfa,  etc.  Con  estas 
idealizaciones,  Eratostenes  creo  un  contexto  matematico  donde  pudieran  aplicarse  los  prin- 
cipios  de  la  geometrfa.^ 

En  la  actualidad,  como  los  cientfficos  siguen  tratando  de  profundizar  en  nuestro  conoci- 
miento  de  la  naturaleza  y  los  ingenieros  siguen  buscando,  a  un  nivel  mas  pragmatico,  respues- 
tas  a  problemas  tecnicos,  la  tecnica  de  representation  de  nuestro  “mundo  real”  en  terminos 
matematicos  se  ha  convertido  en  una  herramienta  invaluable.  Este  proceso  de  imitation  de  la 
realidad  mediante  el  lenguaje  de  las  matematicas  se  conoce  como  modelacion  matematica. 

La  formulation  de  problemas  en  terminos  matematicos  tiene  varios  beneficios.  El  prime- 
ro  es  que  nos  exige  establecer  con  claridad  nuestras  premisas.  Con  frecuencia,  los  problemas 
del  mundo  real  son  complejos  e  implican  varios  procesos  distintos,  posiblemente  relaciona- 
dos  entre  sf.  Antes  de  proceder  al  tratamiento  matematico,  uno  debe  determinar  las  variables 
que  sean  significativas  y  las  que  pueden  ser  ignoradas.  Con  frecuencia,  para  las  variables  im- 
portantes,  las  relaciones  se  postulan  en  forma  de  leyes,  formulas,  teorfas,  etc.  Estas  hipotesis 
constituyen  las  idealizaciones  del  modelo. 

Las  matematicas  contienen  muchos  teoremas  y  tecnicas  para  hacer  deducciones  logicas 
y  trabajar  con  las  ecuaciones.  Por  lo  tanto,  proporcionan  un  contexto  donde  puede  realizarse 
un  analisis  libre  de  conceptos  preconcebidos  sobre  el  resultado.  Tambien  tiene  gran  impor- 


I’ara  una  lectura  posterior,  vease,  por  ejemplo.  The  Mapmakers,  de  John  Noble  Wilford  (Vintage  Books,  Nueva 
York,  1982),  eapftulo  2. 
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tancia  practica  el  hecho  de  que  las  matematicas  proporcionen  un  formato  para  obtener  res- 
puestas  numericas  mediante  una  computadora. 

El  proceso  de  construccion  de  un  modelo  matematico  eficaz  requiere  cierta  habilidad, 
imagination  y  evaluation  objetiva.  Ciertamente,  el  conocimiento  de  varios  modelos  existen- 
tes  que  ilustren  diversos  aspectos  de  la  modelacion  puede  ayudar  a  tener  una  mejor  idea  del 
proceso.  Varios  libros  y  artfculos  excelentes  estan  dedicados  en  forma  exclusiva  al  tema. 1  En 
este  capitulo  nos  concentraremos  en  ejemplos  de  modelos  que  impliquen  ecuaciones  dife- 
renciales  de  primer  orden.  Al  estudiar  estos  modelos  y  construir  los  suyos,  podria  ser  util  el 
siguiente  bosquejo  general  del  proceso. 

Formule  el  problema 

Usted  debe  plantear  el  problema  de  modo  que  pueda  “responderse”  de  manera  matematica. 
Esto  requiere  el  conocimiento  del  area  del  problema,  al  igual  que  las  matematicas.  En  esta 
etapa,  usted  tendra  que  confirmar  sus  afirmaciones  con  expertos  en  el  area  y  leer  la  bibliogra- 
fia  correspondiente. 

Desarrolle  el  modelo 

Aqui  deben  hacerse  dos  cosas.  Primero,  usted  debe  decidir  cuales  variables  son  importantes  y 
cuales  no.  Luego,  clasitique  las  primeras  como  variables  independientes  o  variables  depen- 
dientes.  Las  variables  no  importantes  son  aquellas  que  tienen  poco  o  ningun  efecto  sobre  el 
proceso.  (Por  ejemplo,  al  estudiar  el  movimiento  de  un  cuerpo  en  caida,  por  lo  general  su  co¬ 
lor  no  es  de  interes).  Las  variables  independientes  son  aquellas  cuyo  efecto  es  significativo  y 
que  serviran  como  entrada  para  el  modelo. ' '  Para  el  cuerpo  que  cae,  su  forma,  masa,  posicion 
inicial,  velocidad  inicial  y  tiempo  desde  soltarlo  son  las  posibles  variables  independientes. 
Las  variables  dependientes  son  aquellas  que  son  afectadas  por  las  variables  independientes  y 
que  son  importantes  para  resolver  el  problema.  De  nuevo,  para  un  cuerpo  que  cae,  su  veloci¬ 
dad,  posicion  y  tiempo  de  impacto  son  posibles  variables  dependientes. 

En  segundo  lugar,  usted  debe  determinar  o  especificar  las  relaciones  (por  ejemplo,  una 
ecuacion  diferencial)  existentes  entre  las  variables  importantes.  Esto  requiere  buenos  conoci- 
mientos  en  el  area  y  hacerse  una  idea  del  problema.  Usted  puede  comenzar  con  un  modelo 
basico  y  luego,  con  base  en  las  pruebas,  refinar  el  modelo  segun  lo  necesario.  Por  ejemplo, 
usted  puede  comenzar  ignorando  cualquier  friccion  que  actue  sobre  el  cuerpo  que  cae.  En- 
tonces,  si  es  necesario  obtener  una  respuesta  mas  aceptable,  trate  de  tomar  en  cuenta  cual¬ 
quier  fuerza  de  friccion  que  pueda  afectar  el  movimiento. 

Pruebe  el  modelo 

Antes  de  tratar  de  “verificar”  un  modelo  comparando  su  salida  con  los  datos  experimentales, 
hay  que  considerar  las  siguientes  preguntas: 

/.Son  razonables  las  hipotesis? 

<,Son  dimensionalmente  consistentes  las  ecuaciones?  (Por  ejemplo,  no  queremos 
sumar  unidades  de  fuerza  con  unidades  de  velocidad). 


'  Veanse,  por  ejemplo,  A  First  Course  in  Mathematical  Modeling,  2a.  edicion,  por  F.  R.  Giordano  y  M.  D.  Weir 
(Brooks/Cole  Publishing  Company,  Pacific  Grove,  California,  1997)  o  Concepts  of  Mathematical  Modeling,  por 
W.  J.  Meyer  (McGraw-Hill  Book  Company,  Nueva  York,  1984). 
tin  la  formulacion  matematica  del  modelo,  algunas  de  las  variables  independientes  pueden  ser  llamadas  parametros. 
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l  Es  el  modelo  internamente  consistente,  en  el  sentido  de  que  las  ecuaciones  no  se 
contradicen  entre  si? 

/  Tiencn  soluciones  las  ecuaciones  importantes? 

<;Son  unicas  las  soluciones? 

^Que  tan  diffcil  es  obtener  las  soluciones? 

^Proporcionan  estas  soluciones  una  respuesta  al  problema  en  estudio? 

De  ser  posible,  trate  de  validar  el  modelo  comparando  sus  predicciones  con  los  datos  ex- 
perimentales.  Comience  con  predicciones  mas  bien  sencillas  que  impliquen  pocos  calculos  o 
analisis.  Entonces,  al  refinar  el  modelo,  verifique  si  la  precision  de  las  predicciones  del  modelo 
le  parece  aceptable.  En  algunos  casos,  es  imposible  la  validacion,  o  no  es  razonable  desde  un 
punto  de  vista  social,  politico,  economico  o  moral.  Por  ejemplo,  ^como  validar  un  modelo  que 
predice  el  momento  en  que  el  Sol  se  extinguira? 

Cada  vez  que  se  use  el  modelo  para  predecir  el  resultado  de  un  proceso  y  con  ello  resol¬ 
ver  un  problema,  esto  proporciona  una  prueba  del  modelo  que  puede  conducir  a  mas  refina- 
mientos  o  simplificaciones.  En  muchos  casos,  un  modelo  se  simplifica  para  obtener  una 
respuesta  mas  rapida  o  menos  cara;  manteniendo,  por  supuesto,  la  precision  suficiente. 

Uno  siempre  debe  recordar  que  un  modelo  no  es  la  realidad,  sino  una  representation  de 
esta.  Los  modelos  mas  refinados  pueden  proporcionar  una  comprension  de  los  procesos  na- 
turales  subyacentes.  Por  esta  razon.  los  matematicos  aplicados  luchan  por  modelos  mejores 
y  mas  refinados.  Aun  asi,  la  prueba  real  de  un  modelo  es  su  capacidad  para  determinar  una 
respuesta  aceptable  para  el  problema  planteado. 

En  este  capitulo  analizamos  varios  modelos  que  implican  ecuaciones  diferenciales.  En 
la  seccion  3.2,  Analisis  por  compartimentos,  estudiamos  problemas  de  mezclas  y  modelos  de 
poblaciones.  Las  secciones  3.3  a  3.5  se  basan  en  la  fisica  y  examinan  el  calentamiento  y  el 
enfriamiento,  la  mecanica  de  Newton  y  los  circuitos  electricos.  Por  ultimo,  las  secciones  3.6 
y  3.7  contienen  una  breve  introduction  a  algunas  tecnicas  numericas  para  resolver  proble¬ 
mas  de  primer  orden  con  valores  iniciales.  Esto  nos  permitira  estudiar  modelos  mas  realistas 
que  no  pueden  resolverse  mediante  las  tecnicas  del  capitulo  2. 


3.2  ANALISIS  POR  COMPARTIMENTOS 

Muchos  procesos  complejos  pueden  descomponerse  en  varias  etapas  y  todo  el  sistema  se  pue¬ 
de  modelar  describiendo  las  interacciones  entre  las  distintas  etapas.  Tales  sistemas  se  llaman 
sistemas  por  compartimentos  y  se  exhiben  en  forma  grafica  como  diagramas  de  bloque.  En 
esta  seccion  estudiamos  la  unidad  basica  de  estos  sistemas,  un  unico  compartimento,  y  anali¬ 
zamos  algunos  procesos  sencillos  que  pueden  controlarse  mediante  tal  modelo. 

El  sistema  basico  de  un  compartimento  consta  de  una  funcion  x(t)  que  representa  la 
cantidad  de  una  sustancia  en  el  compartimento  en  el  instante  t,  una  razon  de  entrada  con  la  que 
la  sustancia  entra  al  compartimento,  y  una  razon  de  salida  con  la  que  la  sustancia  sale  del 
compartimento  (vease  la  figura  3.1  en  la  pagina  90). 
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EJEMPLO  1 


Razon  de 
entrada 


rtf) 


Razon  de 
salida 


Figura  3.1  Representacion  esquematica  de  un  sistema  con  un  compartimento 


Como  la  derivada  de  x  con  respecto  de  t  se  puede  interpretar  como  la  razon  de  cambio 
en  la  cantidad  de  la  sustancia  en  el  compartimento  con  respecto  del  tiempo,  el  sistema  de  un 
compartimento  sugiere  a 

dx 

(1)  —  =  razon  de  entrada  -  razon  de  salida 

at 

como  un  modelo  matematico  para  el  proceso. 

Problemas  de  mezclas 

Un  problema  para  el  que  el  sistema  de  un  compartimento  proporciona  una  representacion 
util  es  la  mezcla  de  fiuidos  en  un  tanque.  Sea  x(t)  la  cantidad  de  una  sustancia  en  un  tanque 
(compartimento)  en  el  instante  t.  Para  usar  el  modelo  de  analisis  por  compartimentos,  debe- 
mos  determinar  las  razones  con  que  esta  sustancia  entra  y  sale  del  tanque.  En  los  problemas 
de  mezclas,  con  frecuencia  se  tiene  la  razon  con  la  que  entra  al  tanque  un  lluido  que  contiene 
a  la  sustancia,  junto  con  la  concentracion  de  la  sustancia  en  ese  fluido.  Por  lo  tanto,  al  multi- 
plicar  la  razon  de  fiujo  (volumen/tiempo)  por  la  concentracion  (cantidad/volumen)  se  obtie- 
ne  la  razon  de  entrada  (cantidad/tiempo). 

En  general,  la  razon  de  salida  de  la  sustancia  es  mas  dificil  de  determinar.  Si  nos  dan  la 
razon  de  salida  de  la  mezcla  de  fiuidos  en  el  tanque,  /.como  determinamos  la  concentracion 
de  la  sustancia  en  la  mezcla?  Una  hipotesis  de  simplificacion  es  que  la  concentracion  se 
mantenga  uniforme  en  la  mezcla.  Entonces,  podemos  calcular  la  concentracion  de  la  sustan¬ 
cia  en  la  mezcla,  dividiendo  la  cantidad  x(t)  entre  el  volumen  de  la  mezcla  en  el  tanque  en  el 
instante  1.  Al  multiplicar  esta  concentracion  por  la  razon  de  salida  se  obtiene  la  deseada  ra¬ 
zon  de  salida  de  la  sustancia.  Este  modelo  se  usa  en  los  ejemplos  1  y  2. 

En  un  gran  tanque  con  1000  litros  de  agua  pura  se  comienza  a  verter  una  solucion  salina  a 
una  razon  constante  de  6  litros/minuto.  La  solucion  dentro  del  tanque  se  mantiene  revuelta  y 
sale  del  tanque  a  razon  de  6  litros/minuto.  Si  la  concentracion  de  sal  en  la  solucion  que  entra 
al  tanque  es  de  0. 1  kg/litro,  determinar  el  momento  en  que  la  concentracion  de  sal  en  el  tan¬ 
que  llegara  a  0.05  kg/litro  (vease  la  figura  3.2). 


6  L/min 
0.1  kg/L 


l- 

x(t) 

1000  L 
A0)  =  0  kg 


6  L/min 


Figura  3.2  Problema  de  mezclas  con  razones  de  flujo  iguales 
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SOLUCION 


Podemos  ver  al  tanque  como  un  compartimento  que  contiene  sal.  Si  x(t)  es  la  masa  de  sal  en 
el  tanque  en  el  instante  t,  podemos  determinar  la  concentracion  de  sal  en  el  tanque  dividien- 
do  x(t )  entre  el  volumen  de  fluido  en  el  tanque  en  el  instante  t.  Usaremos  el  modelo  matema- 
tico  descrito  por  la  ecuacion  (1)  para  hallarx(f). 

Primero  debemos  determinar  la  razon  con  que  la  sal  sale  del  tanque.  Sabemos  que  la  so¬ 
lucion  fluye  hacia  el  tanque  a  razon  de  6  litros/minuto.  Como  la  concentracion  es  0.1  kg/litro, 
concluimos  que  la  razon  de  entrada  de  sal  al  tanque  es 

(2)  (6L/min)(0.1  kg/L)  =  0.6  kg/min. 

Ahora  debemos  determinar  la  razon  con  que  la  sal  entra  al  tanque.  La  solucion  salina  en 
el  tanque  se  mantiene  bien  revuelta,  de  modo  que  podemos  suponer  que  la  concentracion  de 
sal  en  el  tanque  es  uniforme.  Es  decir,  la  concentracion  de  sal  en  cualquier  parte  del  tanque 
en  el  instante  t  es  justamente  x(t)  entre  el  volumen  de  fluido  en  el  tanque.  Como  el  tanque  te¬ 
nia  en  un  principio  1000  litres  y  la  razon  de  flujo  hacia  el  tanque  es  igual  a  la  razon  de  salida, 
el  volumen  es  constante  e  igual  a  1000  litres.  Por  lo  tanto,  la  razon  de  salida  de  la  sal  es 

(3)  (6  L/min) 


v(r) 


1000 


kg/L 


Mt) 

500 


kg/min. 


En  un  principio,  el  tanque  contenia  agua  pura,  de  modo  que  x(0)  =  0.  Al  sustituir  las  ra- 
zones  (2)  y  (3)  en  la  ecuacion  (1)  tenemos  el  problema  con  valor  inicial 


(4) 


dx  _  ,  _  3x 
dt  ~  h  500 


jt(0)  =  0  , 


como  modelo  matematico  para  el  problema  de  mezclas. 

La  ecuacion  (4)  es  separable  (y  lineal)  y  facil  de  resolver.  Al  usar  la  condicion  inicial 
x(0)  =  0  para  evaluar  la  constante  arbitraria,  obtenemos 

(5)  x{t )  =  100(1  -  e~3l!m)  , 

Asi,  la  concentracion  de  sal  en  el  tanque  en  el  instante  t  es 


^  =  0.1(1  -  e-3'/500)  kg/L  . 

Para  determinar  el  momento  en  que  la  concentracion  de  sal  es  0.05  kg/litro,  igualamos  el  la- 
do  derecho  a  0.05  y  despejamos  t,  con  lo  que  tenemos 


0.1(1  -  e~3t/50°)  =  0.05  o  e-3'/soo  =  o.5  . 


y  por  tanto 


500  In  2 


1 15.52  min. 


En  consecuencia,  la  concentracion  de  sal  en  el  tanque  sera  igual  a  0.05  kg/litro  despues  de 
1 15.52  minutos.  ■ 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


De  la  ecuacion  (5)  observamos  que  la  masa  de  sal  en  el  tanque  crece  poco  a  poco  y  tiene 
el  valor  lfmite 

Km x(t)  =  Km  1000(1  -  e^3t/50°)  =  100  kg. 

t—> oo  t—> oo 


Asf,  la  concentracion  lfmite  de  sal  en  el  tanque  es  0. 1  kg/litro,  que  es  igual  a  la  concen¬ 
tration  de  sal  en  la  solucion  que  entra  al  tanque.  jEs  claro  que  esto  coincide  con  nuestras  ex- 
pectativas! 

Serfa  interesante  saber  que  pasarfa  con  la  concentracion  si  la  razon  de  flujo  de  entrada  es 
mayor  que  la  razon  de  flujo  de  salida. 


Para  el  problema  de  mezclas  descrito  en  el  ejemplo  1 ,  suponga  ahora  que  la  solucion  salina 
sale  del  tanque  a  razon  de  5  litros/minuto  en  vez  de  6  litros/minuto,  manteniendose  el  resto 
igual  (vease  la  figura  3.3).  Determine  la  concentracion  de  sal  en  el  tanque  como  funcion  del 
tiempo. 

La  diferencia  entre  la  razon  de  flujo  de  entrada  y  la  razon  de  flujo  de  salida  es  6  —  5  =  1  litro/ 
minuto,  de  modo  que  el  volumen  de  fluido  en  el  tanque  despues  de  t  minutos  es  (1000  +  t) 
litros.  Por  lo  tanto,  la  razon  con  la  que  la  sal  deja  el  tanque  es 


(5  L/min) 


■*(/) 

1000  +  t 


5  x(t) 

1000  +  t 


kg/min. 


Usamos  esto  en  vez  de  (3)  para  la  razon  de  salida,  con  lo  que  tenemos  el  problema  con  valor 
inicial 


~7~  =  —  * - ,  x(0)  =  0  , 

(fi)  dt  1000  +  t  w 


como  modelo  matematico  para  el  problema  de  mezclas. 

La  ecuacion  diferencial  (6)  es  lineal,  de  modo  que  podemos  usar  el  procedimiento  bos- 
quejado  en  la  pagina  51  para  hallarx(f).  El  factor  integrante  es  fi(t)  =  (1000  +  t)5.  Asf, 

^[(1000  +  r)5; c]  =  0.6(1000  +  if  , 

(1000  +  tfx  =  0.1(1000  +  tf  +  c  , 

x{t)  -  0.1(1000  +  t)  +  c(!000  +  t)~ 5 

Al  usar  la  condicion  inicial  x(0)  =  0,  tenemos  que  c  =  — O.l(lOOO)6,  y  con  ello  la  solucion 
de  (6)  es 

x(t)  =  0.1(1000  +  t)  -  (iooo)6(iooo  +  ty5  . 


6  L/min 
0. 1  kg/L 


l- 

x{t) 

?  L 

A0)  =  0  kg 


5  L/min 


Figura  3.3  Problema  de  mezclas  con  razones  de  flujo  distintas 
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Por  lo  tanto,  la  concentracion  de  sal  en  el  tanque  en  el  instante  t  es 


(7) 


*(0 

1000  +  t 


0.1[1 


(1000)6(1000  +  t)~6]  kg/L.  a 


Como  en  el  ejemplo  1 ,  la  concentracion  dada  por  (7)  tiende  a  0. 1  kg/litro  cuando  t  — >  oo. 
Sin  embargo,  en  el  ejemplo  2,  el  volumen  de  fluido  en  el  tanque  crece  sin  lfmite,  y  cuando  el 
tanque  comienza  a  desbordarse,  el  modelo  en  (6)  ya  no  es  adecuado. 

Modelos  de  poblacion 

^Como  predecir  el  crecimiento  de  una  poblacion?  Si  estamos  interesados  en  una  unica  po¬ 
blacion,  podemos  pensar  que  la  especie  esta  contenida  en  un  compartimento  (una  caja  de 
Petri,  una  isla,  un  pais,  etc.)  y  estudiar  el  proceso  de  crecimiento  como  un  sistema  con  un 
compartimento. 

Sea  p(t )  la  poblacion  en  el  instante  t.  Aunque  la  poblacion  siempre  es  un  entero,  por  lo 
general  es  tan  grande  que  se  introduce  un  error  muy  pequeno  al  suponer  que  p(t)  es  una  fun- 
cion  continua.  Queremos  determinar  la  tasa  de  crecimiento  (entrada)  y  la  tasa  de  defuncion 
(salida)  para  la  poblacion. 

Consideremos  una  poblacion  de  bacterias  que  se  reproduce  mediante  la  division  celular 
sencilla.  En  nuestro  modelo,  suponemos  que  la  tasa  de  crecimiento  es  proporcional  a  la  po¬ 
blacion  presente.  Esta  hipotesis  es  consistente  con  las  observaciones  del  crecimiento  de  las 
bacterias.  Mientras  haya  espacio  y  comida  suficientes,  tambien  podemos  suponer  que  la  tasa 
de  defuncion  es  nula.  (Recuerde  que  en  la  division  celular,  la  celula  madre  no  muere,  sino 
que  se  convierte  en  dos  nuevas  celulas).  Por  lo  tanto,  un  modelo  matematico  para  una  pobla¬ 
cion  de  bacterias  es 


(8)  =  V  ,  P(0)  =  pa  , 

donde  k\  >  0  es  la  constante  de  proporcionalidad  para  la  tasa  de  crecimiento  y  p0  es  la  pobla¬ 
cion  en  el  instante  t  =  0.  Para  poblaciones  humanas,  jes  claro  que  la  hipotesis  de  la  tasa  de 
defuncion  nula  es  falsa!  Sin  embargo,  si  suponemos  que  las  personas  solo  mueren  de  causas 
naturales,  seria  de  esperar  que  la  tasa  de  defuncion  tambien  fuese  proporcional  al  tamano  de 
la  poblacion.  Es  decir,  revisamos  (8)  para  tener 


(9)  =  hp  -  k2p  =  (fc,  -  k2)p  =  kp  , 

donde  k  -=kl  —  k2  y  k2  es  la  constante  de  proporcionalidad  para  la  tasa  de  defuncion.  Supon- 
gamos  que  kx  >  k2.  de  modo  que  k>  0.  Esto  produce  el  modelo  matematico 


(10) 


dp 

dt  =  kp  ,  p  (.01  =  p() 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


llamado  ley  exponencial  o  de  Malthus'  para  el  crecimiento  de  poblaciones.  Esta  ecuacion 
es  separable,  y  al  resolver  el  problema  con  valor  inicial  para  p(t)  se  tiene 

(11)  p(t)  =  p0ekt  . 


Para  verificar  el  modelo  de  Malthus,  lo  aplicaremos  a  la  historia  demografica  de  Estados 
Unidos. 


En  1790,  la  poblacion  de  Estados  Unidos  era  de  3.93  millones,  y  en  1890  era  de  62.98  millo- 
nes.  Usar  el  modelo  de  Malthus  para  estimar  la  poblacion  de  Estados  Unidos  como  funcion 
del  tiempo. 

Si  hacemos  que  t  =  0  sea  el  afio  1790,  entonces  por  la  formula  (11)  tenemos 
(12)  p(t)  =  (3.93)eh  , 

donde  p{t)  es  la  poblacion  en  millones.  Una  forma  de  obtener  un  valor  de  k  serfa  ajustar  el 
modelo  mediante  los  datos  de  cierto  afio  especffico,  como  1890  (f  =  100  afios). 1 '  Tenemos 

p(100)  =  62.98  =  (3.93)e100A:  . 

Al  despejar  k  tenemos 


k  = 


In (62 .98}  -  In (3. 93) 

Too 


0.027742  . 


Al  sustituir  este  valor  en  la  ecuacion  (12)  obtenemos 
(13)  p{t)  =  (3.93)e(°027742>  .  ■ 


En  la  tabla  3.1  enumeramos  la  poblacion  de  Estados  Unidos  dada  por  la  Oficina  de  Cen- 
sos,  y  la  poblacion  predicha  por  el  modelo  de  Malthus  utilizando  la  ecuacion  (13).  En  la  ta¬ 
bla  vemos  que  las  predicciones  basadas  en  el  modelo  de  Malthus  coinciden  de  manera 
razonable  con  los  datos  de  los  censos  hasta  cerca  de  1900.  Despues  de  1900,  la  poblacion  pre¬ 
dicha  es  muy  grande,  por  lo  que  el  modelo  de  Malthus  no  es  aceptable. 

Observemos  que  un  modelo  de  Malthus  se  puede  general'  usando  los  datos  de  los  censos 
para  dos  afios  distintos.  Elegimos  1790  y  1890  para  comparar  con  el  modelo  logfstico  que 
describimos  a  continuation. 


1 Nota  historica:  Thomas  R.  Malthus  (1766-1834)  fue  un  economista  britanico  estudioso  de  los  modelos  de  po¬ 
blacion. 

MPor  supuesto,  la  eleccion  del  ano  1890  es  puramente  arbitraria;  una  forma  mas  democratica  (y  mejor)  de  extraer 
los  parametros  de  los  datos  aparece  despues  del  ejemplo  4. 


Seccion  3.2  Analisis  por  compartimentos 


95 


TABLA 

3.1  UNA  COMPARACION  DE  LOS  MODELOS  DE  MALTHUS  Y 

LOGISTICO  CON  LOS  DATOS  DE  LOS  CENSOS  EN  ESTADOS 
UNIDOS  (LA  POBLACION  SE  DA  EN  MILLONES) 

Ano 

Censo  de 
EUA 

Malthus 
(ejemplo  3) 

Logistico 
(ejemplo  4) 

1  dp 
p  dt 

Logistico 

(minimos  cuadrados) 

1790 

3.93 

3.93 

3.93 

4.08 

1800 

5.31 

5.19 

5.30 

0.0312 

5.41 

1810 

7.24 

6.84 

7.13 

0.0299 

7.17 

1820 

9.64 

9.03 

9.58 

0.0292 

9.48 

1830 

12.87 

11.92 

12.82 

0.0289 

12.49 

1840 

17.07 

15.73 

17.07 

0.0302 

16.42 

1850 

23.19 

20.76 

22.60 

0.0310 

21.49 

1860 

31.44 

27.40 

29.70 

0.0265 

27.98 

1870 

39.82 

36.16 

38.66 

0.0235 

36.18 

1880 

50.19 

47.72 

49.71 

0.0231 

46.40 

1890 

62.98 

62.98 

62.98 

0.0207 

58.90 

1900 

76.21 

83.12 

78.42 

0.0192 

73.82 

1910 

92.23 

109.69 

95.73 

0.0162 

91.15 

1920 

106.02 

144.76 

114.34 

0.0146 

110.68 

1930 

123.20 

191.05 

133.48 

0.0106 

131.19 

1940 

132.16 

252.13 

152.26 

0.0106 

154.08 

1950 

151.33 

333.74 

169.90 

0.0156 

176.35 

1960 

179.32 

439.12 

185.76 

0.0145 

197.82 

1970 

203.30 

579.52 

199.50 

0.0116 

217.72 

1980 

226.54 

764.80 

211.00 

0.0100 

235.51 

1990 

248.71 

1009.33 

220.38 

0.0110 

250.91 

2000 

281.42 

1332.03 

227.84 

263.86 

2010 

? 

1757.91 

233.68 

274.51 

El  modelo  de  Malthus  solo  consideraba  muertes  por  causas  naturales.  Y  que  hay  de  las 
muertes  prematuras  debidas  a  la  desnutricion,  falta  de  medicamentos,  transmision  de  enfer- 
medades,  crimenes,  etc.?  Estos  hechos  implican  una  competencia  entre  la  poblacion,  de  mo- 
do  que  podriamos  suponer  que  existe  otra  componente  de  la  tasa  de  defuncion,  proporcional 
al  numero  de  interacciones  por  parejas.  Hay  p(p  —  1  )/2  de  tales  interacciones  posibles  para 
una  poblacion  de  tamano  p.  Asi,  si  combinamos  la  tasa  de  nacimiento  (8)  con  la  tasa  de  de¬ 
funcion  y  ordenamos  las  constantes,  obtenemos  el  modelo  logistico 


o 

(14) 


dp 

dt 


*i  P  ~  h 


pip  -  0 

2 


dp 

dt 


-Ap{p  -  px)  ,  p(0)  =  Pa  , 


dondeA  =  k^/2ypx  =  (2kx/k3)  +  1. 
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EJEMPLO  4 


La  ecuacion  (14)  tiene  dos  soluciones  de  equilibrio:  p(t )  =  pt  y  pit)  =  0.  Las  soluciones 
que  no  son  de  equilibrio  se  pueden  determinar  separando  variables  y  usando  la  tabla  de  inte- 
grales  del  forro: 


dp 


P(P  ~  P\) 


=  —A 


dt  o  —  In 
Pi 


Pi 


=  -At 


Pi 

1  -  — 
P 


=  c2e 


Ap-/ 


Si  p(t)  =  p0  en  t  =  0  y  c3  =  1  -  pJpq,  al  despejar  p(t)  tenemos 


(15) 


Pit)  = 


Pi 


1  -  c,e~Ap'1 


PoP, 

Po  +  (Pi-P0)e-Ap'‘ 


La  funcion  p(t)  dada  en  (15)  es  la  funcion  logistica;  en  la  figura  3.4  se  muestran  las 
graficas  de  las  curvas  logisticas.  ' 

Verifiquemos  el  modelo  logfstico  con  el  crecimiento  de  la  poblacion  de  Estados  Unidos. 

Si  la  poblacion  en  1790  (3.93  millones)  es  la  poblacion  inicial  y  se  dan  las  poblaciones  en 
1840  y  1890  de  17.07  y  62.98  millones,  respectivamente,  utilizar  el  modelo  logfstico  para  es- 
timar  la  poblacion  en  el  instante  t. 


P 


P 


p  0 

Pl 

(b)  p0>pt 


t 


Figura  3.4  Las  curvas  logisticas 


* Nota  histdrica:  El  modelo  logfstico  para  el  crecimiento  de  poblaciones  fue  desarrollado  por  vez  primera  por  P.  F. 
Verhulst  cerca  de  1840. 
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SOLUCION 


Con  t  =  0  correspondiente  al  ano  1790,  sabemos  que  p0  =  3.93.  Ahora  debemos  de terminal' 
los  parametros  A,  p\  en  la  ecuacion  (15).  Para  esto,  usamos  los  hechos  dados  p(50)  =  17.07 
y  p(100)  =  62.98;  es  decir, 


(16) 

(17) 


17.07 


3-93_pi 

3.93  +  [Pl  “  3.93)e“50^' 


62.98 


3-93  ;?i _ 

3.93  +  (p,  - 


Las  ecuaciones  (16)  y  (17)  son  dos  ecuaciones  no  lineales  en  las  dos  incognitas  A,  Pl.  Para  re¬ 
solver  tal  sistema,  por  lo  general  recurrimos  a  un  esquema  de  aproximacion  numerica,  como 
el  metodo  de  Newton.  Sin  embargo,  para  el  caso  en  cuestion,  es  posible  determinar  las  solu- 
ciones  de  manera  directa,  debido  a  que  se  tienen  los  datos  para  los  instantes  ta  y  th  con  th  =  2 ta 
(vease  el  problema  12).  Al  hacer  los  calculos  algebraicos  descritos  en  el  problema  12,  halla- 
mos  en  ultima  instancia  que 


(18)  p,  =  251.7812  y  A  ~  0,0001210  . 


Asi,  el  modelo  logfstico  para  los  datos  dados  es 


(19) 


m 


_ 989.50 _ 

3.93  +  (247.85 )e^{0030463)' '  " 


Los  datos  de  poblacion  predichos  por  (19)  se  muestran  en  la  cuarta  columna  de  la  tabla 
3.1.  Como  puede  ver,  estas  predicciones  coinciden  con  los  datos  de  los  censos  mejor  que  el 
modelo  de  Malthus.  Y,  por  supuesto,  la  coincidencia  es  perfecta  en  los  anos  1790,  1840  y 
1890.  Sin  embargo,  la  eleccion  de  estos  anos  particulares  para  estimar  los  parametros  p0,  A 
y  pi  es  un  tanto  arbitraria  y  es  de  esperar  que  un  modelo  mas  robusto  utilice  todos  los  datos, 
de  cierta  forma,  para  la  estimation.  Una  forma  de  implantar  esta  idea  es  la  siguiente. 

Observe  de  la  ecuacion  (14)  que  el  modelo  logfstico  predice  una  relacion  lineal  entre 
(dp/dt)/p  y  p: 


1  dp 
p  dt 


AP\ 


Ap  , 


con  Ap,  como  la  ordenada  al  origen  y  —A  como  la  pendiente.  En  la  quinta  columna  de  la  ta¬ 
bla  3.1,  enumeramos  los  valores  de  ( dp/dt)/p ,  estimados  a  partir  de  diferencias  centradas 
como 


(20) 


1  dp  .  .  _  1  pit  +  10)  -  p(t  -  10) 

p(t)  dt W  pit)  20 


(vease  el  problema  16).  En  la  figura  3.5  estos  valores  estimados  de  ( dp/dt)/p  se  grafican 
contra  p  en  lo  que  se  llama  un  diagrama  de  dispersion.  La  relacion  lineal  predicha  por  el 
modelo  logfstico  sugiere  que  aproximemos  la  grafica  mediante  la  lfnea  recta.  Una  tecnica 
comun  para  hacer  esto  es  el  llamado  ajuste  lineal  por  mfnimos  cuadrados,  que  se  analiza  en 
el  apendice  D.  Esto  produce  la  lfnea  recta 


1  dp 

0.0286448  -  0.00009166p  . 

P  dt 
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i  fjP 
P  dt 


(millones) 


Figura  3.5  Datos  de  dispersion  y  ajuste  mediante  una  linea  recta 


que  tambien  se  muestra  en  la  figura  3.5.  Ahora,  con  A  =  0.00009166  y  pI  =  (0.0286448/A)  ~ 
312.5,  podemos  despejar p0  en  la  ecuacion  (15): 


(21) 


p(t)pte  ApJ 
P]~p{t)  [1 


A1  promediar  el  lado  derecho  de  (21)  sobre  todos  los  datos,  obtenemos  la  estimation  p0  ~ 
4.083.  Por  ultimo,  la  insertion  de  estas  estimaciones  de  los  parametros  en  la  ecuacion  (15)  con¬ 
duce  a  las  predicciones  enumeradas  en  la  sexta  columna  de  la  tabla  3.1. 

Observe  que  este  modelo  produce  p\  ~  312.5  millones  como  el  llmite  de  la  poblacion 
futura  de  Estados  Unidos. 


EJ  ERCICIOS 


1.  Una  solution  salina  entra  a  una  razon  constante  de 
8  litros/minuto  en  un  tanque  de  gran  tamano  que  en  un 
principio  contenla  100  litros  de  solucion  salina  en  que 
se  hablan  disuelto  0.5  kg  de  sal.  La  solucion  dentro  del 
tanque  se  mantiene  bien  revuelta  y  sale  del  tanque  con 
la  misma  razon.  Si  la  concentration  de  sal  en  la  solu¬ 
tion  que  entra  al  tanque  es  de  0.05  kg/litro,  determine 
la  masa  de  sal  en  el  tanque  despues  de  t  minutos. 
^Cuando  llegara  la  concentration  de  sal  en  el  tanque  a 
0.02  kg/litro? 

2.  Una  solucion  salina  entra  a  una  razon  constante  de 
6  litros/minuto  en  un  tanque  de  gran  tamano  que  en 
un  principio  contenla  50  litros  de  solucion  salina  en  que 
se  hablan  disuelto  0.5  kg  de  sal.  La  solucion  dentro 
del  tanque  se  mantiene  bien  revuelta  y  sale  del  tan¬ 


que  con  la  misma  razon.  Si  la  concentration  de  sal 
en  la  solucion  que  entra  al  tanque  es  de  0.05  kg/li¬ 
tro,  determine  la  masa  de  sal  en  el  tanque  despues  de 
t  minutos.  ^Cuando  llegara  la  concentration  de  sal 
en  el  tanque  a  0.03  kg/litro? 

3.  Una  solucion  de  acido  nltrico  entra  a  una  razon 
constante  de  6  litros/minuto  en  un  tanque  de  gran  ta¬ 
mano  que  en  un  principio  contenla  200  litros  de  una 
solucion  de  acido  nltrico  al  0.5%.  La  solucion  dentro 
del  tanque  se  mantiene  bien  revuelta  y  sale  del  tan¬ 
que  a  razon  de  8  litros/minuto.  Si  la  solucion  que 
entra  al  tanque  tiene  acido  nltrico  al  20%,  determine 
el  volumen  de  acido  nltrico  en  el  tanque  despues  de  t 
minutos.  ^Cuando  llegara  el  porcentaje  de  acido  nl¬ 
trico  en  el  tanque  a  10%? 
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4.  Una  solucion  salina  entra  a  una  razon  constante  de 
4  litros/minuto  en  un  tanque  de  gran  tamano  que  en 
un  principio  contema  100  litros  de  agua  pura.  La  solu¬ 
cion  dentro  del  tanque  se  mantiene  bien  revuelta  y 
sale  del  tanque  a  razon  de  3  litros/minuto.  Si  la  con¬ 
centration  de  sal  en  la  solucion  que  entra  al  tanque 
es  de  0.2  kg/litro,  determine  la  masa  de  sal  en  el  tan¬ 
que  despues  de  t  minutos.  ^Cuando  llegara  la  con¬ 
centration  de  sal  en  el  tanque  a  0. 1  kg/litro? 

5.  Una  alberca  cuyo  volumen  es  de  10,000  galones 
contiene  agua  con  cloro  al  0.01%.  A  partir  del  ins- 
tante  t  =  0,  se  bombea  agua  del  servicio  publico  con 
cloro  al  0.001%  hacia  la  alberca,  a  razon  de  5  galo- 
nes/minuto.  El  agua  sale  de  la  alberca  con  la  misma 
razon.  ^Cual  es  el  porcentaje  de  cloro  en  la  alberca 
despues  de  1  hora?  /,En  que  momenta  el  agua  de  la 
alberca  tendra  0.002%  de  cloro? 

6.  El  aire  de  una  pequena  habitacion  de  12  por  8  por  8 
pies  tiene  3%  de  monoxido  de  carbono.  A  partir  de 
t  =  0,  se  introduce  aire  fresco  sin  monoxido  de  carbo¬ 
no  en  la  habitacion,  a  razon  de  100  pies  cubicos/mi- 
nuto.  Si  el  aire  de  la  habitacion  sale  por  una  ventila 
con  la  misma  razon,  6en  que  momenta  tendra  el  aire 
de  la  habitacion  0.01%  de  monoxido  de  carbono? 

7.  Desde  el  instante  f  =  0  se  bombea  agua  fresca  a  ra¬ 
zon  de  3  galones/minuto  en  un  tanque  de  60  galones 
lleno  con  una  solucion  salina.  La  mezcla  resultante 
se  desborda  con  la  misma  razon  en  un  segundo  tan¬ 
que  de  60  galones  que  inicialmente  contema  solo 
agua  pura,  y  de  ahf  se  derrama  al  piso.  Suponiendo 
una  mezcla  perfecta  en  arnbos  tanques,  6en  que  mo¬ 
menta  sera  mas  salada  el  agua  del  segundo  tanque? 

que  tan  salada  estara,  comparada  con  la  solucion 
original? 

8.  La  sangre  conduce  un  medicamento  a  un  organo  a  ra¬ 
zon  de  3  cm3/s  y  sale  con  la  misma  razon.  El  organo 
tiene  un  volumen  lfquido  de  125  cm3.  Si  la  concentra¬ 
tion  del  medicamento  en  la  sangre  que  entra  al  orga¬ 
no  es  de  0.2  g/cnr3,  ^cual  es  la  concentracion  del 
medicamento  en  el  organo  en  el  instante  t,  si  inicial¬ 
mente  no  habfa  rastros  de  dicho  medicamento?  ^En 
que  momenta  llegara  la  concentracion  del  medica¬ 
mento  en  el  organo  a  0.1  g/cnr3? 

9.  En  1980,  el  departamento  de  recursos  naturales  libe- 
ro  1000  ejemplares  de  una  especie  de  pez  en  un  lago. 
En  1987,  la  poblacion  de  estos  peces  en  el  lago  se 
estimo  en  3000.  Use  la  ley  de  Malthus  para  el  creci- 
miento  de  poblaciones  y  estime  la  poblacion  de  estos 
peces  en  el  lago  en  el  ano  2010. 


10.  Utilice  un  bosquejo  de  la  lfnea  fase  (vease  Proyecto 
D,  Capftulo  1)  para  argumentar  que  cualquier  solu¬ 
cion  al  modelo  del  problema  de  mezclas 


dx  , 

—r  —  a  —  bx  ; 
at 


a,  b  >  0  , 


tiende  a  la  solucion  de  equilibrio  x(t)  =  a/b  cuando 
t  tiende  a  H-oo;  es  decir,  a/b  es  un  pozo. 

11.  Utilice  un  bosquejo  de  la  h'nea  fase  (vease  Proyecto 
D,  Capftulo  1  para  justificar  que  cualquier  solucion 
del  modelo  logfstico 

=  (a  -  bp)p  :  P\t o)  =  Pa  > 


donde  a,  b  y  p0  son  constantes  positivas,  tiende  a  la 
solucion  de  equilibrio  p(t)  =  a/b  cuando  t  tiende 
a  +00. 

12.  Para  la  curva  logfstica  (15),  suponga  que  pa  '■=  p{ta) 
y  Pb  :=  p([b)  estan  dadas,  con  tb  =  2 ta  (ta  >  0). 
Muestre  que 


Pi 


PaPb  ~  2PiiPb  +  PaPa 


Pa  ~  PilPb 
PbiPa  ~  P(d 


Pa 


A  = - In  . 

Pita  IPoiPb-Pa)} 


[Sugerencia:  Iguale  las  expresiones  (21)  para  p0  en 
los  instantes  ta  y  tb.  Haga  x  =  exp {-Apda)  y  PC  = 
exp(—  Apph)  y  despeje  x-  Inserte  en  una  de  las  ex¬ 
presiones  anteriores  y  halle p{\. 

13.  En  el  problema  9,  suponga  que  ademas  sabemos  que  la 
poblacion  de  peces  en  1994  se  estimaba  en  5000.  Use 
un  modelo  logfstico  para  estimar  la  poblacion  de  peces 
en  el  ano  2010.  ^Cual  es  la  poblacion  lfmite  predicha? 
[Sugerencia:  Use  las  formulas  del  problema  12]. 

14.  En  1970,  la  poblacion  de  lagartos  en  los  terrenos  del 
Centro  Espacial  Kennedy  se  estimo  en  300.  En  1980, 
la  poblacion  habfa  aumentado  hasta  un  estimado  de 
1500.  Use  la  ley  de  Malthus  para  el  crecimiento  de  po¬ 
blaciones  y  estime  la  poblacion  de  lagartos  en  dichos 
terrenos,  en  el  ano  2010. 

15.  En  el  problema  14,  suponga  que  ademas  sabemos 
que  la  poblacion  de  lagartos  en  los  terrenos  del  Cen¬ 
tro  Espacial  Kennedy  en  1975  se  estimaba  en  1200. 
Use  un  modelo  logfstico  para  estimar  la  poblacion  de 
lagartos  en  el  ano  2010.  <-,Cual  es  la  prediccion  para 
la  poblacion  lfmite?  [Sugerencia:  Use  las  formulas 
del  problema  12]. 
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16.  Muestre  que  para  una  funcion  diferenciable  p(t),  te- 
nemos 


11m 


p(t  +  h)  -  p{t  -  ft) 
2h 


P'il)  ■ 


que  es  la  base  de  la  aproximaciones  mediante  diferen- 
cias  centradas  utilizadas  en  (20). 

Q  17.  (a)  Para  los  datos  del  censo  de  Estados  Unidos,  uti- 
lice  la  aproximacion  mediante  diferencias  hacia 
adelante  para  la  derivada;  es  decir, 

i  pij  +  io)  -  p{t) 

pit)  dt  p(t ]  10 

y  vuelva  a  calcular  la  quinta  columna  de  la  tabla 
3.1. 

(b)  Use  los  datos  de  la  parte  (a)  y  determine  las 
constantes  A  y  pl  en  el  ajuste  por  mlnimos  cua- 
drados 


1  dp 
p  dt 


Api  ~  Ap 


(vease  el  apendice  D). 

(c)  Con  los  valores  de  A  y  p{  hallados  en  la  parte 
(b),  determine  p0  promediando  la  formula  (21) 
sobre  todos  los  datos. 

(d)  Sustituya  los  valores  determinados  de  A,  pl  y  p0 
en  la  formula  logi'stica  (15)  y  calcule  las  pobla- 
ciones  predichas  para  cada  uno  de  los  anos  enu- 
merados  en  la  tabla  3.1. 

(e)  Compare  este  rnodelo  con  el  modelo  basado  en 
las  diferencias  centradas  de  la  sexta  columna 
de  la  tabla  3.1. 

18.  Un  modelo  de  poblaciones  utilizado  en  las  predic- 
ciones  actuariales  se  basa  en  la  ecuacion  de  Gom- 
pertz 


t^  =  F(a-b\nP)  , 

donde  ay  b  son  constantes. 

(a)  Halle  P(t)  en  la  ecuacion  de  Gompertz. 

(b)  Si  P( 0)  =  P0  >  0,  de  una  formula  para  P(t)  en 
terminos  de  a,  b,  P0  y  t. 

(c)  Describa  el  comportamiento  de  P(t)  cuando 
t  — »  +  oo.  [ Sugerencia :  Considere  los  casos  para 
b>0yb<0]. 

19.  La  masa  inicial  de  cierta  especie  de  pez  es  7  millones 
de  toneladas.  Dicha  masa,  de  dejarse  sola,  aumenta- 
rfa  a  una  razon  proporcional  a  la  masa,  con  una  cons- 
tante  de  proporcionalidad  de  2/ano.  Sin  embargo,  la 


pesca  comercial  elimina  una  masa  de  peces  a  una  ra¬ 
zon  constante  de  15  millones  de  toneladas  por  ano. 
/En  que  momenta  se  terminaran  los  peces?  Si  la  razon 
de  pesca  se  modifica  de  modo  que  la  masa  de  peces 
permanezca  constante,  /cual  deberfa  ser  la  razon? 

20.  Por  consideraciones  teoricas,  se  sabe  que  la  luz  de 
cierta  estrella  debe  llegar  a  la  Tierra  con  una  intensi- 
dad  70.  Sin  embargo,  la  trayectoria  de  la  luz  desde  la 
estrella  hasta  la  Tierra  pasa  por  una  nube  de  polvo, 
con  un  coeficiente  de  absorcion  de  0.1/ano  luz.  La 
luz  que  llega  a  la  Tierra  tiene  una  intensidad  1/2  10. 
/Cual  es  el  espesor  de  la  nube  de  polvo?  (La  razon 
de  cambio  de  la  intensidad  de  la  luz  con  respecto  del 
espesor  es  proporcional  a  la  intensidad.  Un  ano  luz 
es  la  distancia  recorrida  por  la  luz  en  un  ano). 

21.  Una  bola  de  nieve  se  funde  de  modo  que  la  razon  de 
cambio  en  su  volumen  es  proporcional  al  area  de  su 
superficie.  Si  la  bola  de  nieve  tenia  inicialmente  4  pul- 
gadas  de  diametro  y  30  minutos  despues  tenia  3  pulga- 
das  de  diametro,  /en  que  momento  tendra  un  diametro 
de  2  pulgadas?  Desde  el  punto  de  vista  matematico, 
/en  que  momento  desaparecera  la  bola  de  nieve? 

22.  Suponga  que  la  bola  de  nieve  del  problema  21  se 
funde  de  modo  que  la  razon  de  cambio  en  su  diame- 
tro  es  proporcional  al  area  de  su  superficie.  Use  los 
mismos  datos  ya  dados  y  determine  el  momento  en 
que  su  diametro  sera  de  2  pulgadas.  Desde  el  punto 
de  vista  matematico,  /en  que  momento  desaparecera 
la  bola  de  nieve? 

En  Jos  problemas  23  a  27,  suponga  que  la  razon  de 
decaimiento  de  una  sustancia  radiactiva  es  proporcional 
a  la  cantidad  de  sustancia  presente.  La  vida  media  de  una 
sustancia  radiactiva  es  el  tiempo  que  tarda  en  desinte- 
grarse  la  mitad  de  la  sustancia. 

23.  Si  en  un  principio  se  tienen  50  g  de  una  sustancia  ra¬ 
diactiva  y  despues  de  3  dlas  solo  restan  10  g,  /que 
porcentaje  de  la  cantidad  original  quedara  despues 
de  4  dlas? 

24.  Si  en  un  principio  se  tienen  300  g  de  una  sustancia 
radiactiva  y  despues  de  5  anos  restan  200  g,  /cuanto 
tiempo  debera  transcurrir  para  que  solo  queden  10  g? 

25.  Con  frecuencia,  el  fechado  por  carbono  se  usa  para 
determinar  la  edad  de  un  fosil.  Por  ejemplo,  en  una 
cueva  de  Sudafrica  se  hallo  un  craneo  hurnano  junto 
con  los  restos  de  una  hoguera.  Los  arqueologos 
creen  que  la  edad  del  craneo  sea  igual  a  la  edad  de  la 
hoguera.  Se  ha  determinado  que  solo  queda  2%  de 
la  cantidad  original  de  carbono  14  en  los  restos  de  rna- 
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dera  en  la  hoguera.  Estime  la  edad  del  craneo,  si  la 
vida  media  del  carbono  14  es  de  aproximadamente 
5600  alios. 

26.  Para  ver  lo  sensible  que  puede  ser  la  tecnica  de  fecha- 
do  por  carbono  del  problema  25, 

(a)  Vuelva  a  resolver  el  problema  25,  suponiendo  que 
la  vida  media  del  carbono  14  es  de  5550  alios. 

(b)  Vuelva  a  resolver  el  problema  25,  suponiendo 
que  resta  3%  de  la  masa  original. 

(c)  Si  cada  una  de  las  cifras  de  los  incisos  (a)  y  (b) 
representa  un  error  del  1%  al  medir  los  dos  para- 
metros  (vida  media  y  porcentaje  de  masa  restan- 
te),  cual  parametro  es  mas  sensible  el  modelo? 


27.  Los  unicos  isotopos  de  los  elementos  desconocidos 
hohio  e  inercio  (sfmbolos  Hh  e  It)  son  radiactivos. 
El  hohio  decae  en  el  inercio  con  una  constante  de 
decaimiento  de  2/ano,  y  el  inercio  decae  en  el  isotopo 
radiactivo  del  bunkio  (sfmbolo  Bu)  con  una  constan¬ 
te  de  decaimiento  de  1/aiio.  Una  masa  inicial  de  1  kg 
de  hohio  se  coloca  en  un  recipiente  no  radiactivo,  sin 
otras  fuentes  de  hohio,  inercio  ni  bunkio.  (',Que  can- 
tidad  de  cada  elemento  habra  en  el  recipiente  des¬ 
pues  de  t  alios?  (La  constante  de  decaimiento  es  la 
constante  de  proporcionalidad  en  el  enunciado  de 
que  la  razon  de  perdida  de  masa  del  elemento  en 
cualquier  instante  es  proporcional  a  la  masa  del  ele¬ 
mento  en  ese  instante). 


3.3  CALENTAMIENTO  Y  ENFRIAMIENTO  DE  EDIFICIOS 

Nuestro  objetivo  es  formular  un  modelo  matematico  que  describa  el  perfil  de  temperatura 
dentro  de  un  edificio  durante  24  horas,  como  funcion  de  la  temperatura  exterior,  el  calor  ge- 
nerado  dentro  del  edificio  y  el  calefactor  o  el  aire  acondicionado.  Con  este  modelo  queremos 
contestar  las  tres  preguntas  siguientes: 

(a)  ^  Cu  tin  to  tiempo  tarda  en  cambiar  esencialmente  la  temperatura  del  edificio? 

(b)  ^Como  varfa  la  temperatura  del  edificio  durante  la  primavera  y  el  otono,  cuando  no 
se  utiliza  la  calefaccion  ni  el  aire  acondicionado? 

(c)  ^Cotno  varfa  la  temperatura  del  edificio  durante  el  verano,  cuando  se  utiliza  el  aire 
acondicionado,  o  durante  el  invierno,  cuando  se  usa  la  calefaccion? 

Un  enfoque  natural  para  modelar  la  temperatura  dentro  de  un  edificio  es  el  uso  del  ana- 
lisis  por  compartimentos.  Sea  T(t)  la  temperatura  dentro  del  edificio  en  el  instante  t  y  veamos 
al  edificio  como  un  unico  compartimento.  Entonces  la  razon  de  cambio  en  la  temperatura 
queda  determinada  por  todos  los  factores  que  generan  o  disipan  calor. 

Tomaremos  en  cuenta  tres  factores  principales  que  afectan  la  temperatura  dentro  del  edi¬ 
ficio.  En  primer  lugar  esta  el  calor  generado  por  las  personas,  las  luces  y  las  maquinas  dentro 
del  edificio.  Esto  causa  una  razon  de  incremento  en  la  temperatura  que  denotaremos  por 
H(t).  En  segundo  lugar  esta  el  calentamiento  (o  enfriamiento)  proporcionado  por  la  calefac¬ 
cion  (o  el  aire  acondicionado).  Esta  razon  de  incremento  (o  decremento)  en  temperatura  sera 
representada  por  U(t).  En  general,  la  razon  de  calentamiento  adicional  H{t)  y  la  razon  de  ca¬ 
lefaccion  (o  enfriamiento)  U(t)  quedan  descritas  en  terminos  de  energfa  por  unidad  de  tiem¬ 
po  (como  las  unidades  termicas  britanicas  por  hora).  Sin  embargo,  al  multiplicar  por  la 
capacidad  calorica  del  edificio  (en  unidades  de  cambio  de  temperatura  por  unidad  de  energfa 
calorica),  podemos  expresar  las  dos  cantidades  H(t)  y  U(t)  en  terminos  de  temperatura  por 
unidad  de  tiempo. 

El  tercer  factor  es  el  efecto  de  la  temperatura  exterior  M(f)  sobre  la  temperatura  dentro 
del  edificio.  La  evidencia  experimental  ha  mostrado  que  este  factor  se  puede  modelar  me- 
diante  la  ley  de  enfriamiento  de  Newton.  Esta  ley  establece  que  hay  una  razon  de  cambio 
de  la  temperatura  T{t)  que  es  proporcional  a  la  diferencia  entre  la  temperatura  exterior  M(t) 
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y  la  temperatura  interior  T(t).  Es  decir,  la  razon  de  cambio  en  temperatura  del  edificio  debi- 
da  a  M(t)  es 


K[M(t)  -  T{t )]  . 


La  constante  positiva  K  depende  de  las  propiedades  fisicas  del  edificio,  como  la  cantidad 
de  puertas  y  ventanas  y  el  tipo  de  aislamiento,  pero  K  no  depende  de  M,  T  o  t.  Por  lo  tanto, 
cuando  la  temperatura  exterior  es  mayor  que  la  temperatura  interior,  M(t)  —  T(t)  >  0  y  hay 
un  incremento  en  la  temperatura  del  edificio  debido  a  M(t).  Por  otro  lado,  cuando  la  tempe¬ 
ratura  exterior  es  menor  que  la  temperatura  interior,  entonces  M(f)  —  T(t)  <  0  y  la  tempera¬ 
tura  del  edificio  disminuye. 

En  resumen,  vemos  que 


(1)  =  K[M\t)  -  T(t )]  +  Hit)  +  U(t )  , 


cuando  la  razon  de  calentamiento  adicional  H(t)  siempre  es  no  negativa  y  U(t)  es  positiva 
para  la  calefaccion  y  negativa  para  el  aire  acondicionado.  Un  modelo  mas  detallado  de  la 
dinamica  de  temperatura  del  edificio  implicarfa  mas  variables  para  representar  diversas  tem- 
peraturas  en  distintas  habitaciones  o  zonas.  Tal  enfoque  usarfa  el  analisis  por  comparti- 
mentos,  donde  las  habitaciones  serfan  los  distintos  compartimentos  (veanse  los  problemas 
35-37,  ejercicios  5.2). 

Como  la  ecuacion  (1)  es  lineal,  se  puede  resolver  mediante  el  metodo  analizado  en  la  sec- 
cion  2.3.  A1  escribir  (1)  en  la  forma  canonica 


(2)  2L(*)  +  P(t)T(i)  =  Q(t )  , 


donde 


Pit)  '■=  K  , 


(3)  Q{t)  -  KM(t)  +  H{t )  +  (lit)  , 
vemos  que  el  factor  integrante  es 


Para  resolver  (2),  multiplicamos  cada  lado  por  eKt  e  integramos: 


A1  despejar  T(t)  se  tiene 


(4)  T(t)  =  e~K!  eK‘Q{t'kil  +  Ce~Kt 


=  j  eKt[KM\t)  +  H(t)  +  V(t}]dt  +  cj  . 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


EJEMPLO  2 


Suponga  que  al  final  del  dfa  (en  el  instante  t0),  cuando  las  personas  salen  del  edificio,  la  tem¬ 
perature  exterior  permanece  constante  e  igual  a  M0,  la  razon  de  calentamiento  adicional  H 
dentro  del  edificio  se  anula  y  la  razon  de  uso  del  calefactor  o  el  aire  acondicionado  U  tam¬ 
bien  se  anula.  Determinar  T(t),  dada  la  condicion  inicial  T(t0)  =  70. 


Con  M  =  M0,  H  =  0  y  U  =  0,  la  ecuacion  (4)  se  convierte  en 


Tit) 


,-K;  | 


,  fir 


'KM0  dt  +  C 


=  e~K'[MaeK’  +  C] 


=  M0  +  Ce~Kt 


Al  hacer  t  =  t0  y  usar  el  valor  inicial  T0  de  la  temperature,  vemos  que  la  constante  C  es 
(T0  —  Mo)exp(Kt0).  Por  lo  tanto, 

(5)  T{t)  =  Mo  +  {To  .  ■ 


Cuando  M0  <T0,  la  solucion  en  (5)  decrece  de  manera  exponencial  a  partir  de  la  tempera¬ 
ture  inicial  T0  hasta  la  temperature  final  M0.  Para  determinar  el  tiempo  que  tarda  la  tempe¬ 
rature  en  cambiar  “esencialmente”,  considere  la  sencilla  ecuacion  lineal  dA/dt  =  —aA, 
cuyas  soluciones  tienen  la  forma  A(t)  =  A(0)e  m.  Cuando  t  —>  +oo,  la  funcion  A(t)  decae 
en  forma  exponencial  (a  >  0)  o  crece  de  manera  exponencial  (a  <  0).  En  cualquier  caso,  el 
tiempo  que  tarda  A(t)  en  cambiar  de  A(0)  a  A(0)/e  (~  0.368  A(0))  es  justamente  1/a,  pues 

*(:)  =  ^  ■ 

La  cantidad  l/|a|,  que  no  depende  de  A(0),  es  la  constante  de  tiempo  para  la  ecuacion. 
Para  las  ecuaciones  lineales  de  la  forma  mas  general  dA/dt  =  —aA  +  g(t ),  nos  referimos  de 
nuevo  a  l/|a|  como  la  constante  de  tiempo. 

De  regreso  al  ejemplo  1,  vemos  que  la  temperatura  T(t)  satisface  la  ecuacion 

d'T  d{T  -  Mo )  ,  ,  . 

~{t)=  -  KT(t)  +  KMo  ,  jt  •  (t)  =  -K[T(t)  -Mo\, 

donde  M0  es  una  constante.  En  cualquier  caso,  la  constante  de  tiempo  es  justamente  1  / K,  lo 
que  representa  el  tiempo  que  tarda  la  diferencia  de  temperaturas  T  —  M{)  en  cambiar  de  T0  —  M0 
a  (T0  —  M0)/e.  Tambien  decimos  que  1  / K  es  la  constante  de  tiempo  para  el  edificio  (sin  ca- 
lefaccion  o  aire  acondicionado).  Un  valor  tfpico  para  la  constante  de  tiempo  de  un  edificio  es 
de  2  a  4  horas,  pero  esta  constante  de  tiempo  puede  ser  menor  si  las  ventanas  estan  abiertas  o 
si  existe  un  ventilador  de  aire.  Tambien  puede  ser  mayor  si  el  edificio  esta  bien  aislado. 

En  el  contexto  del  ejemplo  1 ,  podemos  usar  el  concepto  de  constante  de  tiempo  para  res¬ 
ponder  nuestra  pregunta  inicial  (a):  la  temperatura  del  edificio  cambia  de  manera  exponencial, 
con  una  constante  de  tiempo  igual  a  1/lf.  Una  respuesta  a  la  pregunta  (b)  acerca  de  la  tempe¬ 
ratura  dentro  del  edificio  durante  la  primavera  o  el  otono  esta  dada  en  el  siguiente  ejemplo. 

Determinar  la  temperatura  del  edificio  T(t)  si  la  razon  de  calentamiento  adicional  H(t )  es 
igual  a  la  constante  H0,  no  hay  calentamiento  ni  enfriamiento  ( U(t)  =  0)  y  la  temperatura 
exterior  M  varfa  como  una  onda  senoidal  en  un  periodo  de  24  horas,  con  un  minimo  en  t  =  0 
(medianoche)  y  un  maximo  en  t  =  12  (mediodfa).  Es  decir. 

M(t)  =  M0  —  B  cos  wt  , 
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SOLUCION 


donde  B  es  una  constante  positiva,  M0  es  la  temperatura  exterior  promedio  y  co  =  2tt/2A  = 
77/12  radianes/hora.  (Esto  podrfa  ocurrir  durante  la  primavera  o  el  otono  cuando  no  hay  cale- 
factor  ni  aire  acondicionado). 

La  funcion  Q(t)  en  (3)  es  ahora 

Q(t)  =  K(M0  —  B  cos  cot)  +  H0  . 

A1  hacer  B0  ■=  M0  +  H0/K,  podemos  escribir  Q  como 

(6)  Q(t)  =  K{Mq  —  B  cos  cot)  , 

donde  KB0  representa  el  valor  promedio  diario  de  Q(t);  es  decir, 

1  f24 

KBo=  -  Q(t)dt  . 

24  J  0 

Cuando  la  funcion  de  forzamiento  Q(t)  en  (6)  se  sustituye  en  la  expresion  para  la  temperatu¬ 
ra  en  la  ecuacion  (4),  el  resultado  (despues  de  integrar  por  partes)  es 


T(t)  =  e~Kt 


KB  cos  coijdt  +  C 


(7)  T{t)  =  fl0  -  BF(t )  +  Ce~Kt  , 
donde 

cos  cot  +  (m/K) sen  tot 


Fit) 


1  +  ( to/K )2 


Elegimos  la  constante  C  de  modo  que  en  medianoche  ( t  =  0),  el  valor  de  temperatura  T  sea 
igual  a  cierta  temperatura  inicial  T0.  Asf, 


C  =  T0  -  B0  +  BF{ 0)  =  T0  -  B0  + 


B 


1  +  [co/Kf  ' 


Observe  que  el  tercer  termino  de  la  solucion  (7)  que  implica  a  la  constante  C  tiende  a  cero 
de  manera  exponencial.  El  termino  constante  B0  en  (7)  es  igual  a  M0  4-  H0/K  y  representa  la 
temperatura  promedio  diaria  dentro  del  edificio  (despreciando  el  termino  exponencial).  Cuando 
no  hay  una  razon  de  calentamiento  adicional  dentro  del  edificio  ( H0  =  0),  esta  temperatura  pro¬ 
medio  es  igual  a  la  temperatura  exterior  promedio  M0.  El  termino  BF(t)  en  (7)  representa  la  va- 
riacion  senoidal  de  la  temperatura  dentro  del  edificio  correspondiente  a  la  variacion  de  la 
temperatura  en  el  exterior.  Como  F(t)  se  puede  escribir  en  la  forma 

(8)  F(t)  =  [1  +  (w/AT)2]-1/2  cos(cot  —  $)  , 

donde  tan  </>  =  co/K  (vease  el  problema  16),  la  variacion  senoidal  dentro  del  edificio  se  retra- 
sa  con  respecto  de  la  variacion  en  el  exterior  por  </>/ co  horas.  Ademas,  la  magnitud  de  la  varia¬ 
cion  dentro  del  edificio  es  ligeramente  menor,  por  un  factor  de  [1  +  (  oj / AT ) 2  ]  l/2.  que  la 
variacion  en  el  exterior.  La  frecuencia  angular  de  variacion  co  es  27t/24  radianes/hora  (que  es 
aproximadamente  1/4).  Los  valores  usuales  para  la  razon  adimensional  co/K  estan  entre  1/2 
y  1 .  Para  este  rango,  el  retraso  entre  la  temperatura  interior  y  la  exterior  es  aproximadamente 
de  1.8  a  3  horas  y  la  magnitud  de  la  variacion  interior  esta  entre  89  y  71%  de  la  variacion  en 
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Figura  3.6  Variacion  de  temperatura  dentro  y  fuera  de  un  edificio  sin  calefaccion 


el  exterior.  La  figura  3.6  muestra  la  variacion  senoidal  de  24  horas  de  la  temperatura  exterior 
para  un  dfa  moderado  tfpico  asi  como  las  variaciones  de  temperatura  dentro  del  edificio  para 
una  razon  adimensional  co/K  de  la  unidad,  que  corresponde  a  una  constante  de  tiempo  1  / K  de 
aproximadamente  4  horas.  A1  trazar  esta  ultima  curva,  hemos  supuesto  que  el  termino  expo- 
nencial  ha  desaparecido. 

Supongase  que  en  el  edificio  del  ejemplo  2  se  instala  un  termostato  sencillo  que  se  utiliza  pa¬ 
ra  comparar  la  temperatura  real  dentro  del  edificio  con  una  temperatura  deseada  TD.  Si  la 
temperatura  real  es  menor  que  la  temperatura  deseada,  el  calefactor  comienza  a  funcionar  y 
en  caso  contrario  se  desconecta.  Si  la  temperatura  real  es  mayor  que  la  temperatura  deseada, 
el  aire  acondicionado  comienza  a  enfriar  y  en  caso  contrario  se  desconecta.  (En  la  practica, 
hay  una  cierta  zona  muerta  alrededor  de  la  temperatura  deseada  en  donde  la  diferencia  de 
temperaturas  no  es  suficiente  para  activar  el  termostato,  pero  que  ignoraremos  en  este  caso). 
Si  la  cantidad  de  calentamiento  o  enfriamiento  es  proporcional  a  la  diferencia  de  temperatu¬ 
ra;  es  decir, 

U{t)=Ku[TD-T{t)]  , 

donde  Kv  es  la  constante  de  proporcionalidad  (positiva),  determinar  T(t). 

Si  el  control  proporcional  U(t)  se  sustituye  directamente  en  la  ecuacion  diferencial  (1)  para 
la  temperatura  del  edificio,  obtenemos 

(9)  ^  =  K[M(t)  -  T{t)]  +  H(t)  +  KL![Td  -  r(t)]  • 

A1  comparar  la  ecuacion  (9)  con  la  ecuacion  diferencial  lineal  de  primer  orden  (2)  vemos 
que  para  este  ejemplo,  la  cantidad  P  es  igual  a  K  +  Ka,  mientras  que  la  cantidad  Q{t)  que  re- 
presenta  la  funcion  de  forzamiento  incluye  a  la  temperatura  deseada  td.  Es  decir, 

P  -  K-  KfJ  , 

Q(t)  =  KMit)  +  H{t)  +  KvTd  . 


106 


Capitulo  3  Modelos  matematicos  y  metodos  numericos  que  implican  ecuaciones  de  primer  orden 


Cuando  la  razon  de  calentamiento  adicional  es  una  constante  H0  y  la  temperatura  exterior  M 
varfa  como  una  onda  senoidal  sobre  un  periodo  de  24  horas  de  la  misma  forma  que  en  el 
ejemplo  2,  la  funcion  de  forzamiento  es 

Q(t)  =  K(M0  —  B  cos  cot)  +  Hq  +  KVTD  . 

La  funcion  Q{t )  tiene  un  termino  constante  y  un  termino  coseno,  como  en  la  ecuacion  (6). 
Esta  equivalencia  es  mas  evidente  al  sustituir 


(10)  Q(t)  =  Kl(B2  —  Bl  cos  cot)  , 
donde 

Kj  ■=  K  +  K,  , 


Las  expresiones  para  la  constante  P  y  la  funcion  de  forzamiento  Q(t)  de  la  ecuacion 
(10)  son  iguales  a  las  expresiones  del  ejemplo  2,  excepto  que  las  constantes  K,  B0  y  B  se 
reemplazan,  respectivamente,  por  las  constantes  Kx,  B2  y  B\.  Por  lo  tanto,  la  solucion  de  la 
ecuacion  diferencial  (9)  sera  la  misma  que  la  solucion  de  temperatura  del  ejemplo  2,  excepto 
que  se  modifican  los  tres  terminos  constantes.  Asf, 


2tt 

24 


7 T 

72 


(11) 


Bn  ■= 


KaTD  +  KMa  +  H0 

Ki 


(12)  T(t)  =B2-  BlFl(t)  +  C  exp (-AT,0  , 


donde 


F,(Y)  := 


cos  cot  +  (co/K^mnoot 
1  1  (v/KxT 


Elegimos  la  constante  C  de  modo  que  en  el  instante  t  =  0  el  valor  de  la  temperatura  T  es 
igual  a  Tq.  Asf, 

C  =  T0-B2  +  BlFl(Q)  .  u 


En  el  ejemplo  anterior,  la  constante  de  tiempo  para  la  ecuacion  (9)  es  1/P  =  1  /K\,  don¬ 
de  Kt  =  K  +  K En  este  caso,  1  /K\  se  conoce  como  la  constante  de  tiempo  con  calefac- 
cion  y  aire  acondicionado.  Para  un  sistema  tfpico  de  calefaccion  y  aire  acondicionado,  Kv 
es  un  poco  menor  que  2;  para  un  edificio  comun,  la  constante  K  esta  entre  1/2  y  1/4.  Por  lo 
tanto,  la  suma  da  un  valor  de  K\  cercano  a  2,  y  la  constante  de  tiempo  para  el  edificio  con  ca¬ 
lefaccion  y  aire  acondicionado  es  cercana  a  1/2  hora. 

Al  activar  la  calefaccion  o  el  aire,  se  necesitan  casi  30  minutos  para  que  el  termino  expo- 
nencial  de  (12)  desaparezca.  Si  despreciamos  este  termino  exponencial,  la  temperatura  pro- 
medio  dentro  del  edificio  es  B2.  Como  Kx  es  mucho  mayor  que  K  y  l!()  es  pequeno,  (11) 
implica  que  B2  es  cercana  a  td,  la  temperatura  deseada.  En  otras  palabras,  despues  de  un  pe¬ 
riodo  de  tiempo,  la  temperatura  dentro  del  edificio  es  cercana  a  TD,  con  una  pequena  variacion 
senoidal.  (La  temperatura  promedio  M0  y  la  razon  de  calentamiento  adicional  H0  tienen  solo 
un  efecto  pequeno).  Asf,  para  ahorrar  energfa,  el  sistema  de  calefaccion  y  aire  acondicionado 
debe  apagarse  durante  la  noche.  Al  encenderse  en  la  manana,  se  necesitaran  aproximadamen- 
te  30  minutos  para  que  el  interior  del  edificio  alcance  la  temperatura  deseada.  Estas  observa- 
ciones  proporcionan  una  respuesta  a  la  pregunta  (c),  en  relacion  con  la  temperatura  dentro  del 
edificio  durante  el  verano  y  el  invierno,  pregunta  planteada  al  inicio  de  esta  seccion. 


Seccion  3.3  Calentamiento  y  enfriamiento  de  edificios 


107 


La  hipotesis  establecida  en  el  ejemplo  3,  en  el  sentido  de  que  la  cantidad  de  calenta¬ 
miento  o  enfriamiento  es  U(t)  =  K (/[ TD  —  T(t) }  no  siempre  es  adecuada.  La  usamos  aquf  y 
en  los  ejercicios  para  ilustrar  el  uso  de  la  constante  de  tiempo.  Los  lectores  mas  audaces  po- 
drfan  experimentar  con  otros  modelos  para  U(t).  en  particular  si  disponen  de  las  tecnicas  nu- 
mericas  analizadas  en  las  secciones  3.6  y  3.7.  El  proyecto  E  de  la  pagina  147  analiza  la 
regulation  de  la  temperatura  con  controladores  de  razon  fija. 


EJERCICIOS 


1.  Una  taza  de  cafe  caliente,  inicialmente  a  95°C,  se 
enfrfa  hasta  80°C  en  5  minutos,  al  estar  en  un  cuarto 
con  temperatura  de  21°C.  Use  solo  la  ley  de  enfria¬ 
miento  de  Newton  y  determine  el  momenta  en  que  la 
temperatura  del  cafe  estara  a  unos  agradables  50°C. 

2.  Una  cerveza  frfa,  inicialmente  a  35°F,  se  calienta 
hasta  40°F  en  3  minutos,  estando  en  un  cuarto  con 
temperatura  70°F.  (',Que  tan  caliente  estara  la  cerveza 
si  se  deja  ahf  durante  20  minutos? 

3.  Un  vino  bianco  a  la  temperatura  ambiental  de  70°F 
se  enfrfa  en  hielo  (32°F).  Si  se  necesitan  15  minutos 
para  que  el  vino  se  enfrfe  hasta  60°F,  ^cuanto  tiempo 
se  necesita  para  que  el  vino  llegue  a  los  56°F? 

4.  Un  vino  tinto  se  saca  de  la  cava,  donde  estaba  a  10°C 
y  se  deja  respirar  en  un  cuarto  con  temperatura  de 
23°C.  Si  se  necesitan  10  minutos  para  que  el  vino 
llegue  a  los  15°C,  ^en  que  momento  llegara  la  tem¬ 
peratura  del  vino  a  los  18°C? 

5.  Era  el  mediodfa  en  un  frfo  dfa  de  diciembre  en  Tampa: 
16°C.  El  detective  Taylor  llego  a  la  escena  del  crimen 
para  hallar  al  sargento  sobre  el  cadaver.  El  sargento 
dijo  que  habfa  varios  sospechosos.  Si  supieran  el  mo¬ 
mento  exacto  de  la  muerte,  podrfan  reducir  la  lista  de 
sospechosos.  El  detective  Taylor  saco  un  termometro 
y  midio  la  temperatura  del  cuerpo:  34.5°C.  Luego  sa- 
lio  a  comer.  Al  regresar,  a  la  1:00  p.m.,  hallo  que  la 
temperatura  del  cuerpo  era  de  33.7°C.  ^En  que  mo¬ 
mento  ocurrio  el  asesinato?  [Sugerencia:  La  tempera¬ 
tura  normal  del  cuerpo  es  de  37°C]. 

6.  En  una  fresca  manana  de  sabado,  mientras  las  perso¬ 
nas  trabajaban  en  el  interior,  el  calefactor  mantiene 
la  temperatura  interior  del  edificio  en  21°C.  A  me¬ 
diodfa,  el  aparato  se  apaga  y  los  empleados  se  van  a  ca- 
sa.  La  temperatura  exterior  es  constante  e  igual  a 
12°C  durante  el  resto  de  la  tarde.  Si  la  constante  de 
tiempo  para  el  edificio  es  de  3  horas,  ^en  que  mo¬ 
mento  llegara  la  temperatura  del  edificio  a  16°C?  Si 
algunas  ventanas  se  dejan  abiertas  y  la  constante  de 
tiempo  se  reduce  a  2  horas,  ^en  que  momento  llegara 
la  temperatura  interior  a  16°C? 


7.  En  una  calurosa  manana  de  sabado,  cuando  las  per¬ 
sonas  trabajan  dentro  del  edificio,  el  aire  acondicio- 
nado  mantiene  la  temperatura  interior  en  24°C.  A 
mediodfa,  el  aire  acondicionado  se  apaga  y  las  per¬ 
sonas  se  van  a  casa.  La  temperatura  exterior  es  cons¬ 
tante  e  igual  a  35°C  durante  el  resto  de  la  tarde.  Si  la 
constante  de  tiempo  del  edificio  es  de  4  horas,  ^cual 
sera  la  temperatura  dentro  del  edificio  a  las  2:00  p.m.? 
,;Y  a  las  6:00  p.m.?  ^En  que  momento  llegara  la  tem¬ 
peratura  interior  del  edificio  a  27°C? 

8.  Una  cochera  sin  calefaccion  ni  aire  acondicionado 
tiene  una  constante  de  tiempo  de  2  horas.  Si  la  tem¬ 
peratura  exterior  varfa  corno  una  onda  senoidal  con 
un  mfnimo  de  50°F  a  las  2:00  a.m.  y  un  maxirno  de 
80°F  a  las  2:00  p.m.,  determine  los  instantes  en  que  el 
edificio  alcanza  sus  temperaturas  maxima  y  minima, 
suponiendo  que  el  termino  exponencial  se  extingue. 

9.  Se  va  a  construir  un  almacen  sin  calefaccion  ni  aire 
acondicionado.  Segun  la  cantidad  de  aislamiento,  la 
constante  de  tiempo  para  este  edificio  puede  variar 
de  1  a  5  horas.  Para  ilustrar  el  efecto  del  aislamiento 
sobre  la  temperatura  dentro  del  almacen,  suponga 
que  la  temperatura  exterior  varfa  como  una  onda  se¬ 
noidal,  con  un  mfnimo  de  16°C  a  las  2:00  a.m.  y  un 
maxirno  de  32°C  a  las  2:00  p.m.  Suponiendo  que  el 
termino  exponencial  (que  implica  la  temperatura  ini- 
cial  T0)  se  ha  extinguido,  ^cual  es  la  temperatura  mi¬ 
nima  dentro  del  edificio,  si  la  constante  de  tiempo  es 
1  hora?  i ,Y  si  la  constante  de  tiempo  es  5  horas? 
^Cual  es  la  maxima  temperatura  dentro  del  edificio 
si  la  constante  de  tiempo  es  1  hora?  Y  si  es  5  horas? 

10.  Un  lunes  temprano  por  la  manana,  la  temperatura  en 
la  sala  de  lectura  ha  descendido  hasta  40°F,  igual  a  la 
temperatura  exterior.  A  las  7:00  a.m.,  el  conserje  en- 
ciende  el  calefactor  con  el  termostato  puesto  en  70°  F. 
La  constante  de  tiempo  para  el  edificio  es  1  /K  =  2 
horas  y  la  constante  de  tiempo  para  el  edificio  junto 
con  su  sistema  de  calentamiento  es  \/K{  =  1/2  hora. 
Suponiendo  que  la  temperatura  exterior  permanece 
constante,  ^cual  sera  la  temperatura  dentro  de  la  sala 
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de  lectura  a  las  8:00  a.m.?  ^En  que  momento  llegara 
la  temperatura  dentro  de  la  sala  a  65  °F? 

11.  Durante  el  verano,  la  temperatura  dentro  de  una  ca- 
mioneta  llega  a  55°C,  mientras  que  en  el  exterior  es 
constante  e  igual  a  35°C.  Cuando  la  conductora  en- 
tra  a  la  camioneta,  enciende  el  aire  acondicionado 
con  el  termostato  en  16°C.  Si  la  constante  de  tiempo 
para  la  camioneta  es  \/K  =  2  horas  y  para  la  camio¬ 
neta  con  el  aire  acondicionado  es  1/K)  =  1/3  hora, 
/cn  que  momento  llegara  la  temperatura  dentro  de  la 
camioneta  a  los  27°C? 

12.  Dos  amigos  se  sientan  a  platicar  y  disfrutar  una  taza  de 
cafe.  A1  servir  el  cafe,  el  amigo  impaciente  agrega 
de  inmediato  una  cucharada  de  crema  a  su  cafe.  El 
amigo  relajado  espera  5  minutos  antes  de  anadir  una 
cucharada  de  crema  (que  se  ha  mantenido  a  tempe¬ 
ratura  constante).  Es  entonces  cuando  ambos  co- 
mienzan  a  tomar  el  cafe,  i Quien  tiene  el  cafe  mas 
caliente?  Suponga  que  la  crema  esta  mas  frfa  que  el 
aire  y  use  la  ley  de  enfriamiento  de  Newton. 

13.  Un  sistema  de  calentamiento  de  agua  mediante  ener- 
gia  solar  consta  de  un  tanque  de  agua  caliente  y  un 
panel  solar.  El  tanque  esta  bien  aislado  y  tiene  una 
constante  de  tiempo  de  64  horas.  El  panel  solar  gene¬ 
ra  2000  Btu/hora  durante  el  dla,  y  el  tanque  tiene  una 
capacidad  calorica  de  2°F  por  mil  Btu.  Si  el  agua  en 


el  tanque  esta  inicialmente  a  1 10°F  y  la  temperatura 
del  cuarto  donde  esta  el  tanque  es  de  80°F,  ^cual  sera 
la  temperatura  en  el  tanque  despues  de  12  horas  de 
luz  solar? 

14.  En  el  problema  13  se  usa  ahora  un  tanque  mas  gran¬ 
de  con  una  capacidad  calorica  de  1°F  por  mil  Btu  y 
una  constante  de  tiempo  de  72  horas  (con  los  demas 
factores  identicos).  <,Cual  sera  la  temperatura  en  el 
tanque  despues  de  12  horas? 

15.  La  ley  de  Stefan  para  la  radiacion  establece  que  la  ra- 
zon  de  cambio  de  la  temperatura  de  un  cuerpo  a  T  gra- 
dos  Kelvin  en  un  medio  que  esta  a  M  grados  Kelvin  es 
proporcional  a  M4  —  T4.  Es  decir, 

5  = k o4  -  ’ 

donde  k  es  una  constante  positiva.  Resuelva  esta 
ecuacion  mediante  separacion  de  variables.  Expli- 
que  por  que  las  leyes  de  Newton  y  Stefan  son  casi 
iguales  cuando  T  es  cercana  a  M  y  M  es  constante. 
[ Sugerencia :  Factorice  M4  —  T4]. 

16.  Muestre  que  C,  cos  cot  +  C2  sen  cot  se  puede  escribir 
en  la  forma  A  cos  (cot  —  4>),  donde  A  =  ^Cf  +  C, 
y  tan  </>  =  C2/C\.  [ Sugerencia :  Use  una  identidad  tri- 
gonometrica  comun,  con  C\  =  A  cos  <p,  C2  =  A 
sen  <f>].  Use  este  hecho  para  verificar  la  representa- 
cion  alternativa  (8)  de  /-’(f)  analizada  en  el  ejemplo  2. 


3.4  MECANICA  DE  NEWTON 

La  mecanica  es  el  estudio  del  movimiento  de  los  objetos  y  el  efecto  de  las  fuerzas  que  ac- 
tuan  sobre  tales  objetos.  Es  la  base  de  varias  ramas  de  la  ffsica  y  la  ingenierfa.  La  mecanica 
de  Newton,  o  clasica,  trata  del  movimiento  de  los  objetos  comunes,  es  decir,  de  los  objetos 
que  son  grandes  en  comparacion  con  un  atomo  y  lentos  en  comparacion  con  la  velocidad  de 
la  luz.  Un  modelo  de  la  mecanica  de  Newton  se  puede  basar  en  las  leyes  del  movimiento 
de  Newton: 

1 .  Cuando  un  cuerpo  se  sujeta  a  una  fuerza  externa  resultante  nula,  este  se  mueve  a 
velocidad  constante. 

2.  Cuando  un  cuerpo  se  sujeta  a  una  o  mas  fuerzas  externas,  la  razon  de  cambio  tem¬ 
poral  del  momento  del  cuerpo  es  igual  a  la  suma  vectorial  de  las  fuerzas  externas 
que  actuan  sobre  el. 


'Para  un  analisis  de  las  leyes  de  movimiento  de  Newton,  vease  University  Physics,  10a.  edicion,  por  F.  W.  Sears, 
M.  W.  Zemansky  y  H.  D.  Young  (Addison-Wesley  Publishing  Co.,  Reading,  Mass.,  1999). 


Seccion  3.4  Mecanica  de  Newton 


109 


3.  Cuando  un  cuerpo  interactua  con  otro,  la  fuerza  del  primer  cuerpo  sobre  el  segun- 
do  es  igual  en  magnitud,  pero  opuesta  en  direction,  a  la  fuerza  del  segundo  cuerpo 
sobre  el  primero. 

Los  resultados  experimentales  obtenidos  durante  mas  de  dos  siglos  verifican  que  estas 
leyes  son  extremadamente  utiles  para  el  estudio  del  movimiento  de  los  objetos  comunes  en 
un  marco  de  referenda  inercial,  es  decir,  un  marco  de  referenda  en  donde  un  cuerpo  no 
perturbado  se  mueve  con  velocidad  constante.  La  segunda  ley  de  Newton,  que  solo  se  aplica 
a  marcos  de  referenda  inerciales,  nos  permite  formular  las  ecuaciones  de  movimiento  para 
un  cuerpo.  Podemos  expresar  la  segunda  ley  de  Newton  como 

dp 

-  =  L(/,  , 

donde  F(x,  t,  v)  es  la  fuerza  resultante  sobre  el  cuerpo  en  el  instante  t,  position  x  y  velocidad 
v  y  p(t)  es  el  momento  del  cuerpo  en  el  instante  t.  El  momento  es  el  producto  de  la  masa  del 
cuerpo  y  su  velocidad,  es  decir, 

p(t)  =  mv(t)  , 

de  modo  que  podemos  expresar  la  segunda  ley  de  Newton  como 
(1)  =  ma  =  ’ 

donde  a  =  dv/dt  es  la  aceleracion  del  cuerpo  en  el  instante  t. 

Por  lo  general,  uno  sustituye  v  =  dx/dt  en  vez  de  la  velocidad  en  (1)  y  obtiene  una  ecua¬ 
cion  diferencial  de  segundo  orden  en  la  variable  dependiente  x.  Sin  embargo,  en  esta  seccion 
nos  centraremos  en  situaciones  donde  la  fuerza  F  no  depende  de  x.  Esto  nos  permite  conside- 
rar  (1)  como  una  ecuacion  de  primer  orden 

(2)  m^=F\Uv) 

en  v(t). 

Para  aplicar  las  leyes  de  movimiento  de  Newton  a  un  problema  en  mecanica,  el  siguien- 
te  procedimiento  general  puede  ser  util. 


PROCEDIMIENTO  PARA  MODELOS  NEWTONIANOS 


(a)  Determine  todas  las  fuerzas  importantes  que  actuen  sobre  el  objeto  en  estudio. 
Es  util  trazar  un  sencillo  diagrama  del  objeto  que  muestre  estas  fuerzas. 

(b)  Elija  un  eje  de  coordenadas  adecuado  en  el  cual  represente  el  movimiento  del 
objeto  y  las  fuerzas  que  actuan  sobre  el.  Recuerde  que  este  sistema  de  coordena¬ 
das  debe  ser  un  marco  de  referencia  inercial. 

(c)  Aplique  la  segunda  ley  de  Newton  expresada  en  la  ecuacion  (2)  para  determinar 
las  ecuaciones  de  movimiento  del  objeto. 


En  esta  seccion  expresaremos  la  segunda  ley  de  Newton  en  uno  de  dos  sistemas  de  uni- 
dades:  el  U.S.  Customary  System  (sistema  ingles)  o  el  sistema  metro-kilogramo-segundo 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


(MKS).  Las  diversas  unidades  en  estos  sistemas  se  resumen  en  la  tabla  3.2,  junto  con  valores 
aproximados  para  la  aceleracion  gravitacional  (en  la  superficie  de  la  Tierra). 


TABLA  3.2  UNIDADES  MECANICAS  EN  LOS  SISTEMAS 

INGLES  Y  MKS 

Unidad 

Sistema  ingles 

Sistema  MKS 

Distancia 

pies  (ft) 

metros  (m) 

Masa 

slugs 

kilogramos  (kg) 

Tiempo 

segundos  (s) 

segundos  (s) 

Fuerza 

libras  (lb) 

newtons  (N) 

g  (Tierra) 

32  pies/s2 

9.81  m/s2 

Un  objeto  de  masa  m  recibe  una  velocidad  inicial  hacia  abajo  v0  y  se  le  permite  caer  bajo  la 
influencia  de  la  gravedad.  Si  la  fuerza  gravitacional  es  constante  y  la  fuerza  debida  a  la  resis- 
tencia  del  aire  es  proporcional  a  la  velocidad  del  objeto,  determinar  la  ecuacion  de  movi- 
miento  para  este  objeto. 

Hay  dos  fuerzas  actuando  sobre  el  objeto:  una  fuerza  constante  debida  al  empuje  hacia  abajo 
de  la  gravedad  y  una  fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  que  es  proporcional  a  la  velocidad 
del  objeto  y  actuan  en  forma  opuesta  al  movimiento  del  objeto.  Por  lo  tanto,  el  movimiento  del 
objeto  se  realizara  a  lo  largo  de  un  eje  vertical.  En  este  eje,  elegimos  el  origen  como  el  punto 
donde  el  objeto  fue  lanzado  inicialmente  y  definimos  x(t)  como  la  distancia  que  ha  caido  el 
objeto  hasta  el  instante  t  (vease  la  figura  3.7). 

Las  fuerzas  que  actuan  sobre  el  objeto  a  lo  largo  de  este  eje  se  pueden  expresar  como  si- 
gue.  La  fuerza  debida  a  la  gravedad  es 


F  i  =  mg  , 

donde  g  es  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad  en  la  superficie  de  la  Tierra  (vease  la  tabla 
3.2).  La  fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  es 

F2  =  - bv(t ) , 


t  =  0 


t 


F2  =  —bv(t) 
F\  =  mg 


Figura  3.7  Fuerzas  sobre  un  objeto  que  cae 
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donde  b{>  0)  es  la  constante  de  proporcionalidad '  y  el  signo  negativo  esta  presente  debido  a 
que  la  resistencia  del  aire  actua  en  forma  opuesta  al  movimiento  del  objeto.  Por  lo  tanto,  la 
fuerza  neta  que  actua  en  el  objeto  (vease  la  figura  3.7)  es 

(3)  F  =  F{  +  F2  =  mg  —  bv(t)  . 

Ahora  aplicamos  la  segunda  ley  de  Newton  sustituyendo  (3)  en  (2)  para  obtener 
dv  , 

m  —  mo  —  fry 

(It 

Como  la  velocidad  inicial  del  objeto  es  v0,  un  modelo  para  la  velocidad  del  cuerpo  que  cae 
se  expresa  mediante  el  problema  con  valor  inicial 

(4)  =  mg  -  bv  ,  u(0)  =  %  , 


donde  g  y  b  son  constantes  positivas. 

El  modelo  (4)  es  el  mismo  que  el  obtenido  en  la  seccion  2.1.  Al  usar  separation  de  va¬ 
riables  o  el  metodo  de  la  seccion  2.3  para  ecuaciones  lineales,  obtenemos 


(5) 


Como  hemos  considerado  que  x  =  0  cuando  t  =  0,  podemos  determinar  la  ecuacion  de 
movimiento  del  objeto  integrando  v  =  dx/dt  con  respecto  de  t.  Asi,  de  (5)  obtenemos 


,  \  /  \  mS  m  ( 

x(f)  =  ^  v{t)dt  —  —t  - 

y  haciendo  x  =  0  cuando  t  =  0,  tenemos 


mg 


-btjm 


+  C 


0  = 


mg 

b 


VQ  -  —  I  +  c  < 


C  ~  ~h'  v° 


mg 

b 


Por  lo  tanto,  la  ecuacion  de  movimiento  es 


(6)  x(t)  =  -f  t  +  ” 


mg 


1  -  e 


-btjm 


En  la  figura  3.8  de  la  pagina  112  hemos  bosquejado  las  graficas  de  la  velocidad  y  la 
posicion  como  funciones  de  t.  Observe  que  la  velocidad  v(t)  tiende  a  la  asmtota  horizontal 


^Las  unidades  de  b  son  lb-s/pie  en  el  sistema  ingles  y  N-s/m  en  el  sistema  MKS. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


v  x 


Figura  3.8  Graficas  de  la  posicion  y  la  velocidad  de  un  cuerpo  que  cae,  cuando  v0  <  mg/b 


v  =  mg/b  cuando  t  — *  +oo  y  que  la  posicion  x(t)  tiende  en  forma  asintotica  a  la  recta 


m 


cuando  t  — >  +oo.  El  valor  mg/b  de  la  asmtota  horizontal  para  v(t)  es  la  velocidad  limite,  o 
terminal,  del  objeto,  y,  de  hecho,  v  =  mg/b  =  constante  es  una  solucion  de  (4).  Como  las 
dos  fuerzas  estan  en  equilibrio,  la  llamamos  una  solucion  de  “equilibrio”. 

Observe  que  la  velocidad  terminal  depende  de  la  masa  pero  no  de  la  velocidad  inicial 
del  objeto;  la  velocidad  de  cualquier  cuerpo  en  caida  libre  tiende  al  valor  limite  mg/b.  Los 
objetos  mas  pesados  realmente  caen.  en  presencia  de  friccion,  mas  rapido  que  los  ligeros, 
pero  para  un  objeto  dado,  la  velocidad  terminal  es  la  misma,  sin  importar  que  se  lance  hacia 
arriba  o  hacia  abajo,  o  que  simplemente  se  lance  desde  el  reposo. 

Ahora  que  hemos  obtenido  la  ecuacion  de  movimiento  para  un  objeto  que  cae  con  resis- 
tencia  del  aire  proporcional  a  v,  podemos  responder  varias  preguntas. 


Un  objeto  de  masa  3  kg  se  libera  desde  el  reposo  a  500  m  sobre  el  piso  y  se  le  permite  caer 
bajo  la  influencia  de  la  gravedad.  Suponga  que  la  fuerza  gravitacional  es  constante,  con  g  = 
9.81  m/s2  y  que  la  fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  es  proporcional  a  la  velocidad 
del  objeto1  con  constante  de  proporcionalidad  b  =  3  N-s/m.  Determinar  el  momento  en  que 
el  objeto  golpeara  el  suelo. 


Podemos  usar  el  modelo  analizado  en  el  ejemplo  1,  con  v0  =  0,  m  =  3,  b  =  3  y  g  =  9.81.  De 
(6),  la  ecuacion  de  movimiento  en  este  caso  es 


x[l) 


(31(9.81)  (3}2(9.81)  ,,  .  .  ,  . 

-t~  (1  -  e -3 )  =  (9.81  )f  -  (9.8i)(l  -  e  ')  . 


3  '  (3)2 

Como  el  objeto  se  libera  a  500  m  sobre  el  piso,  podemos  determinar  el  momento  en  que  el 


'Los  efectos  de  modelos  de  resistencia  del  aire  mas  sofisticados  (como  una  ley  cuadratica  de  arrastre)  se  analizan  de 
manera  numerica  en  los  ejercicios  3.6,  problema  20. 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


objeto  golpea  el  suelo  haciendo  x(t)  =  500  y  despejando  t.  Asi,  escribimos 
500  =  (9.81)?  -  9.81  +  (9.81)e-' 


o 


/  +  :<T?  = 


509.81 

9.81 


51.97  , 


donde  hemos  redondeado  los  calculos  a  dos  cifras  decimales.  Por  desgracia,  esta  ecuacion 
no  se  puede  resolver  de  manera  explfcita  en  terminos  de  t.  Podrfamos  tratar  de  aproximar  t 
mediante  el  metodo  de  aproximacion  de  Newton  (vease  el  apendice  A),  pero  en  este  caso,  no 
es  necesario.  Como  e  sera  muy  pequeno  para  t  cercano  a  51.97  (e  ~  10  ),  simple- 

mente  ignoramos  el  termino  e  '  y  obtenemos  como  aproximacion  t  =  51.97  segundos.  ■ 


Una  paracaidista  cuya  masa  es  de  75  kg  se  arroja  desde  un  helicoptero  que  vuela  a  4000  m 
sobre  el  suelo  y  cae  hacia  la  tierra  bajo  la  influencia  de  la  gravedad.  Suponga  que  la  fuerza 
gravitacional  es  constante.  Suponga  ademas  que  la  fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  es 
proporcional  a  la  velocidad  de  la  paracaidista,  con  la  constante  de  proporcionalidad  b\  = 
15  N-s/m  cuando  el  paracaidas  se  abre  y  con  constante  b2  =  105  N-s/m  cuando  el  paracai- 
das  se  cierra.  Si  el  paracaidas  no  se  abre  sino  hasta  1  minuto  despues  de  que  la  paracaidista 
deja  el  helicoptero,  despues  de  cuantos  segundos  tocara  el  suelo? 

Solo  nos  interesa  el  momento  en  que  la  paracaidista  toca  el  suelo,  no  el  lugar.  Asi,  solo  consi- 
deramos  el  componente  vertical  de  su  descenso.  Para  esto,  necesitamos  usar  dos  ecuaciones: 
una  para  describir  el  movimiento  antes  de  abrir  el  paracaidas  y  la  otra  para  aplicarse  despues 
de  abrirlo.  Antes  de  abrirse  el  paracaidas,  el  modelo  es  igual  al  del  ejemplo  1,  con  v0  =  0, 
m  =  75  kg,  b  =  b\  =  15  N-s/m  y  g  =  9.81  m/s2.  Si  es  la  distancia  de  caida  de  la  para¬ 
caidista  durante  t  segundos  y  iq  =  dxjdt,  entonces  al  sustituir  esto  en  las  ecuaciones  (5)  y 
(6),  tenemos 


«i(f) 


_(75){|.8l)(i  c.(,5/7^ 

=  (49.05)(1  -  e-°'2')  , 


y 

=  49.05/  -  245.25(1  -  e~a2t)  . 

Por  lo  tanto,  despues  de  un  minuto,  cuando  t  =  60,  la  paracaidista  esta  cayendo  a  razon  de 
u,(60)  =  (49.05) (l  -  e  a2;wi;)  =  49.05  m/s  , 


y  ha  caido 


at,  (60)  =  (49.05)(60)  -  (245.25) (l  -  e-0'2^)  =  2697.75  m  . 

(En  estos  y  otros  calculos  de  este  problema,  redondeamos  nuestras  respuestas  a  dos  cifras  deci¬ 
males). 
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Figura  3.9  La  cafda  de  la  paracaidista 


Ahora,  al  abrirse  el  paracafdas,  la  paracaidista  esta  a  4000  —  2697.75,  0  1302.25  metros 
sobre  el  suelo  y  viaja  a  una  velocidad  de  49.05  m/s.  Para  determinar  la  ecuacion  de  movi- 
miento  despues  de  abrirse  el  paracafdas,  sea  x2(T)  la  position  de  la  paracaidista  T  segundos 
despues  de  abrirse  el  paracafdas  (de  modo  que  T  =  t  —  60),  al  hacer  x2(0)  =  0  en  x ,  ( 60 ) 
(vease  la  figura  3.9).  Ademas,  suponga  que  la  velocidad  inicial  de  la  paracaidista  despues  de 
abrir  el  paracafdas  es  igual  a  la  velocidad  final  antes  de  abrirse;  es  decir,  x^O)  =  X|'(60)  = 
49.05  m/ s.  Como  las  fuerzas  que  actuan  sobre  la  paracaidista  son  las  mismas  que  actuan  so¬ 
bre  el  objeto  del  ejemplo  1,  de  nuevo  podemos  usar  las  ecuaciones  (5)  y  (6).  Con  Vq  =  49.05, 
m  =  75,  b  =  b2  =  105  y  g  =  9.81,  tendremos  de  (6)  que 


x2[T) 


(75)(9.81)  75 

105  1  105 


49.05 


(75)(9.81) 

105 


=  7.01  r-P  30.03(1  -  e~lAT)  . 


Para  determinar  el  momento  en  que  la  paracaidista  llega  al  suelo,  hacemos  x2(T)  = 
1302.25,  la  altura  a  la  que  estaba  la  paracaidista  al  abrir  su  paracafdas.  Esto  da  como  resultado 

7.0 IT  +  30.03  -  30.03e~''4r  =  1302.25 
(7)  T-  4.2Se~lAT  -  181.49  =  0  . 

De  nuevo,  no  podemos  despejar  a  T  en  forma  explfcita.  Sin  embargo,  observe  que  e  1 47  es 
muy  pequeno  para  T  cercana  a  181.49,  de  modo  que  ignoramos  el  termino  exponencial  y  ob- 
tenemos  T  =  181.49.  Por  lo  tanto,  la  paracaidista  golpeara  el  suelo  181.49  segundos  despues 
de  abrir  el  paracafdas,  o  241.49  segundos  despues  de  arrojarse  desde  el  helicoptero.  ■ 


En  el  calculo  para  T  en  la  ecuacion  (7),  vimos  que  el  termino  exponencial  e  147  podfa 
despreciarse.  En  consecuencia,  ignorando  el  termino  exponencial  correspondiente  en  la 
ecuacion  (5),  vemos  que  la  velocidad  de  la  paracaidista  al  momento  del  impacto  es 


mg 


(75)(9.81) 

105 


=  7.01  m/s  , 


que  es  la  velocidad  lfmite  para  su  cafda  con  el  paracafdas  abierto. 
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EJEM  PLO  4  En  algunas  situaciones,  la  fuerza  de  arrastre  resistente  sobre  un  objeto  es  proporcional  a  una 
potencia  de  ltd  con  exponente  distinto  de  1.  Entonces,  cuando  la  velocidad  es  positiva,  la  se- 
gunda  ley  de  Newton  para  un  objeto  en  calda  se  generaliza  como 

dv  ,  , 

(8)  m  —  —  =  mg  —  bv  , 


donde  m  y  g  tienen  su  interpretacion  usual  y  b  (>0)  y  el  exponente  r  son  constantes  experi- 
mentales.  [Mas  en  general,  la  fuerza  de  arrastre  serfa  —b\v\r  signo(w)].  Exprese  la  solucion  a 
(8)  para  el  caso  r  =  2. 

SOLUCION  La  solucion  de  equilibrio  (positiva),  con  las  fuerzas  balanceadas,  es  v  =  v0  =  V mg/ b.  En 
caso  contrario,  escribimos  (8)  como  v'  =  b(v\  -  v2)lm ,  una  ecuacion  separable  que  podemos 
resolver  usando  fracciones  parciales  o  las  tablas  de  integrales  en  el  forro: 


dv 

2  2 

J  v  o  - 


2Vn 


In 


Vp  +  v 
v0-  V 


b 

—  t 
m 


+  c 


l  > 


^0  +  V 
Vo  -  V 


=  c2e2v°bt/m , 


y  despues  de  un  poco  de  algebra, 


c  —  e-2v0bt/m 

V  =  v0 - -  ,,,  . 

c3  +  e~lv°bt/m 

Aqui,  c3  =  c2  signo[(w0  +  v)/(v0  -  w)]  queda  determinada  por  las  condiciones  iniciales.  De 
nuevo,  vemos  que  v  tiende  a  la  velocidad  terminal  v0  cuando  t—¥  oo. 


E  J  ERCICIOS 


3.4 


A  menos  que  se  indique  lo  contrario,  en  Jos  siguientes  pro- 
blemas  suponemos  que  la  fuerza  gravitational  es  constan- 
te,  con  g  =  9.81  m/s 2  en  el  sistema  MKSy  g  =  32  pies/s2 
en  el  sistema  ingles. 

1.  Un  objeto  de  masa  5  kg  se  libera  desde  el  reposo  a 
1000  m  sobre  el  suelo  y  se  le  permite  caer  bajo  la  in- 
fluencia  de  la  gravedad.  Suponiendo  que  la  fuerza 
debida  a  la  resistencia  del  aire  es  proporcional  a  la  ve¬ 
locidad  del  objeto,  con  constante  de  proporcionalidad 
b  =  50  N-s/m,  determine  la  ecuacion  de  movimiento 
del  objeto.  ^Cuando  tocara  el  objeto  al  suelo? 

2.  Un  objeto  de  400  libras  se  libera  desde  el  reposo  a 
500  pies  sobre  el  suelo  y  se  le  permite  caer  bajo  la 
influencia  de  la  gravedad.  Suponiendo  que  la  fuerza 
en  libras  debida  a  la  resistencia  del  aire  es  —  10t>, 
donde  v  es  la  velocidad  del  objeto  en  pies/s,  determi¬ 
ne  la  ecuacion  de  movimiento  del  objeto.  ,-,En  que 
momenta  tocara  el  objeto  al  suelo? 


JDj  3.  Si  el  objeto  del  problema  1  tiene  una  masa  de  500  kg 
en  vez  de  5  kg,  ^cuando  tocara  al  suelo?  [Sugeren- 
cia:  En  este  caso,  el  termino  exponencial  es  dema- 
siado  grande  como  para  ignorarlo.  Use  el  rnetodo  de 
Newton  para  aproximar  el  instante  t  en  que  el  objeto 
golpea  el  suelo  (vease  el  apendice  A)]. 

B  4.  Si  el  objeto  del  problema  2  se  libera  desde  el  reposo 
a  30  pies  sobre  el  suelo  en  vez  de  500  pies,  ^cuando 
golpeara  el  suelo?  [Sugerencia:  Utilice  el  rnetodo  de 
Newton  para  hallar  t], 

5.  Un  objeto  de  masa  5  kg  recibe  una  velocidad  inicial 
hacia  abajo  de  50  m/s  y  luego  se  le  permite  caer  bajo 
la  influencia  de  la  gravedad.  Suponga  que  la  fuerza  en 
newtons  debida  a  la  resistencia  del  aire  es  —  10u,  don¬ 
de  v  es  la  velocidad  del  objeto  en  m/s.  Determine  la 
ecuacion  de  movimiento  del  objeto.  Si  el  objeto  esta 
inicialmente  a  500  m  sobre  el  suelo,  determine  el  mo¬ 
menta  en  que  el  objeto  golpeara  el  suelo. 
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6.  Un  objeto  de  masa  8  kg  recibe  una  velocidad  inicial 
hacia  arriba  de  20  m/s  y  luego  se  le  permite  caer  bajo 
la  influencia  de  la  gravedad.  Suponga  que  la  fuerza  en 
newtons  debida  a  la  resistencia  del  aire  es  —  I6v,  don- 
de  v  es  la  velocidad  del  objeto  en  m/s.  Determine  la 
ecuacion  de  movimiento  del  objeto.  Si  el  objeto  esta 
en  un  principio  a  100  m  sobre  el  suelo,  determine  el 
momento  en  que  el  objeto  golpeara  el  suelo. 

7.  Una  paracaidista  cuya  masa  es  de  75  kg  se  arroja  de 
un  helicoptero  que  vuela  a  2000  m  sobre  el  suelo  y 
cae  hacia  este  bajo  la  influencia  de  la  gravedad.  Su¬ 
ponga  que  la  fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  es 
proporcional  a  la  velocidad  de  la  paracaidista,  con  la 
constante  de  proporcionalidad  b\  =  30  N-s/m  cuando 
el  paracaidas  esta  cerrado  y  b2  =  90  N-s/m  cuando  se 
abre.  Si  el  paracaidas  no  se  abre  hasta  que  la  veloci¬ 
dad  de  la  paracaidista  es  de  20  m/s,  ^  despues  de  cuan- 
tos  segundos  llegara  ella  al  suelo? 

8.  Un  paracaidista  cuya  masa  es  de  100  kg  se  arroja  de  un 
helicoptero  que  vuela  a  3000  m  sobre  el  suelo  y  cae 
bajo  la  influencia  de  la  gravedad.  Suponga  que  la 
fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  es  proporcional 
a  la  velocidad  del  paracaidista,  con  la  constante  de 
proporcionalidad  b3  =  20  N-s/m  cuando  el  paracaidas 
esta  cerrado  y  b4  =  100  N-s/m  cuando  se  abre.  Si  el 
paracaidas  no  se  abre  hasta  30  segundos  despues  de 
que  el  paracaidista  sale  del  helicoptero,  ^despues 
de  cuantos  segundos  llegara  el  al  suelo?  Si  el  paracai¬ 
das  no  se  abre  hasta  1  rninuto  despues  de  que  el  para¬ 
caidista  sale  del  helicoptero,  ^despues  de  cuantos 
segundos  llegara  el  al  suelo? 

9.  Un  objeto  con  masa  de  100  kg  se  lanza  desde  el  re- 
poso  de  una  lancha  hacia  el  agua  y  se  deja  hundir. 
Aunque  la  gravedad  jala  el  objeto  hacia  abajo,  una 
fuerza  de  flotacion  de  1/40  veces  el  peso  del  objeto 
lo  empuja  hacia  arriba  (peso  =  mg).  Si  suponemos 
que  la  resistencia  del  agua  ejerce  sobre  el  objeto  una 
fuerza  proporcional  a  la  velocidad  del  objeto,  con 
constante  de  proporcionalidad  10  N-s/m,  determine 
la  ecuacion  de  movimiento  del  objeto.  Despues  de 
cuantos  segundos  ocurrira  que  la  velocidad  del  obje¬ 
to  es  igual  a  70  m/s? 

10.  Un  objeto  con  masa  de  2  kg  se  lanza  desde  el  reposo 
de  una  plataforma  a  30  m  sobre  el  agua  y  se  deja  caer 
bajo  la  influencia  de  la  gravedad.  Despues  de  que  el 
objeto  golpea  el  agua,  comienza  a  hundirse,  con  la 
gravedad  jalandolo  hacia  abajo  y  una  fuerza  de  flota¬ 
cion  empujandolo  hacia  arriba.  Suponga  que  la  fuer¬ 
za  de  gravedad  es  constante,  que  no  hay  cambios  en 
el  momento  del  objeto  al  golpear  el  agua,  que  la  fuer¬ 


za  de  flotacion  es  1/2  del  peso  (peso  =  mg),  y  que  la 
fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  o  del  agua  es 
proporcional  a  la  velocidad  del  objeto,  con  constante 
de  proporcionalidad  b{  =  10  N-s/m  en  el  aire  y 
b2  =  100  N-s/m  en  el  agua.  Determine  la  ecuacion  de 
movimiento  del  objeto.  ^Cual  es  la  velocidad  del  ob¬ 
jeto  1  rninuto  despues  de  ser  arrojado? 

11.  En  el  ejemplo  1  hallamos  la  velocidad  del  objeto  en 
funcion  del  tiempo  (ecuacion  (5)).  En  ocasiones  es 
util  tener  una  expresion  independiente  de  t  que  rela- 
cione  v  con  x.  Halle  esta  relacion  para  el  movimien¬ 
to  del  ejemplo  1.  [Sugerencia:  Si  v(t)  =  V(x(t)), 
entonces  dv/dt  =  (dV/dx)V). 

12.  Un  proyectil  con  masa  de  2  kg  se  lanza  hacia  arriba 
con  una  velocidad  inicial  de  200  m/s.  La  magnitud  de 
la  fuerza  sobre  el  proyectil  debida  a  la  resistencia  del 
aire  es  |u|/20.  ^En  que  momento  alcanzara  el  proyec¬ 
til  su  maxima  altura  sobre  el  suelo?  ^Cual  es  esa  ma¬ 
xima  altura? 

13.  Cuando  la  velocidad  v  de  un  objeto  es  muy  grande, 
la  magnitud  de  la  fuerza  debida  a  la  resistencia  del 
aire  es  proporcional  a  v2  y  la  fuerza  actua  en  direccion 
opuesta  al  movimiento  del  objeto.  Un  proyectil  con 
masa  de  3  kg  se  lanza  desde  el  suelo,  hacia  arriba  y 
con  una  velocidad  inicial  de  500  m/s.  Si  la  magnitud 
de  la  fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  es  (0.1)u2, 
6en  que  momento  alcanzara  el  proyectil  su  maxima 
altura  sobre  el  suelo?  ^Cual  es  esa  maxima  altura? 

14.  Un  objeto  de  masa  m  se  libera  desde  el  reposo  y  cae 
bajo  la  influencia  de  la  gravedad.  Si  la  magnitud  de 
la  fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  es  bv",  don- 
de  b  y  n  son  constantes  positivas,  determine  la  velo¬ 
cidad  limite  del  objeto  (suponiendo  que  este  h'mite 
existe).  [ Sugerencia :  Justifique  que  la  existencia  de 
una  velocidad  h'mite  (Anita)  implica  que  dv/dt  ^  0 
cuando  t  —*  +oo], 

15.  Un  volante  gira  gracias  a  un  motor  que  ejerce  un  mo¬ 
mento  de  torsion  constante  T  (vease  la  figura  3.10). 
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Un  momenta  de  retraso  debido  a  la  friction  es  pro¬ 
portional  a  la  velocidad  angular  m.  Si  el  momenta 
de  inertia  del  volante  es  I  y  su  velocidad  angular  ini¬ 
tial  es  wo,  determine  la  ecuacion  para  la  velocidad 
angular  co  en  funcion  del  tiempo.  [Sugerencia:  Use 
la  segunda  ley  de  Newton  para  el  movimiento  de  ro¬ 
tation;  es  decir,  momenta  de  inercia  X  aceleracion 
angular  =  suma  de  los  momentos  de  torsion], 

16.  Determine  la  ecuacion  para  la  velocidad  angular  w 
en  el  problema  15,  suponiendo  que  el  momenta  de 
retraso  es  proportional  a  Vw  . 

17.  En  el  problema  16,  sean  I  =  50  kg-nr  y  el  momenta 
de  retraso  igual  a  5  -Jco  N-m.  Si  el  motor  se  apaga  con 
la  velocidad  angular  en  225  radianes/segundo,  deter¬ 
mine  el  tiempo  que  tardara  en  detenerse  por  completo 
el  volante. 

18.  Cuando  un  objeto  se  desliza  en  una  superficie,  en- 
cuentra  una  fuerza  de  resistencia  llamada  friction. 
Esta  fuerza  tiene  magnitud  /jlN,  donde  fi  es  el  coefi- 
ciente  de  friccion  cinetica  y  A'  es  la  magnitud  de  la 
fuerza  normal  aplicada  por  la  superficie  al  objeto.  Su- 
ponga  que  un  objeto  de  masa  30  kg  se  libera  desde  la 
parte  superior  de  un  piano  inclinado  30°  con  la  hori¬ 
zontal  (vease  la  figura  3.11).  Suponga  que  la  fuerza 
gravitational  es  constante,  que  la  resistencia  del  aire 
es  despreciable  y  que  el  coeficiente  de  friccion  cineti¬ 
ca  es  /x  =  0.2.  Determine  la  ecuacion  de  movimiento 
para  el  objeto  conforme  se  desliza  en  el  piano.  Si  la  su¬ 
perficie  superior  del  piano  tiene  una  longitud  de  5  m, 
^cual  es  la  velocidad  del  objeto  al  llegar  al  fondo? 


19.  Un  objeto  con  masa  de  60  kg  parte  del  reposo  en  la 
parte  superior  de  un  piano  inclinado  a  45°.  Suponga 
que  el  coeficiente  de  friccion  cinetica  es  0.05  (vease 
el  problema  18).  Si  la  fuerza  debida  a  la  resistencia 
del  aire  es  proporcional  a  la  velocidad  del  objeto,  di- 
gamos,  —  3v,  determine  la  ecuacion  de  movimiento 


del  objeto.  ^Cuanto  tiempo  tardara  el  objeto  en  lle¬ 
gar  a  la  parte  inferior  del  piano  inclinado  si  la  rampa 
mide  10  m  de  largo? 

20.  Un  objeto  en  reposo  en  un  piano  inclinado  no  se  des- 
lizara  hasta  que  la  componente  de  la  fuerza  gravita¬ 
tional  hacia  abajo  de  la  rampa  sea  suficiente  para 
superar  la  fuerza  debida  a  la  friccion  estatica.  La 
friccion  estatica  queda  descrita  mediante  una  ley 
experimental  similar  al  caso  de  la  friccion  cinetica 
(problema  18);  tiene  una  magnitud  de  a  lo  mas  /LV, 
donde  \±  es  el  coeficiente  de  friccion  estatica  y  N  es, 
de  nuevo,  la  magnitud  de  la  fuerza  normal  ejercida 
por  la  superficie  sobre  el  objeto.  Si  el  piano  esta  in¬ 
clinado  un  angulo  a ,  determine  el  valor  crftico  a0  tal 
que  el  objeto  se  deslizara  si  a  >  a0  pero  no  se  move- 
ra  para  a  <  a0. 

21.  Un  velero  ha  navegado  (en  lrnea  recta)  bajo  un  vien- 
to  ligero  a  1  m/s.  De  pronto,  el  viento  comienza  a 
arreciar,  soplando  lo  suficiente  corno  para  aplicar 
una  fuerza  constante  de  600  N  al  velero.  La  linica 
otra  fuerza  que  actua  sobre  el  bote  es  la  resistencia 
del  agua,  que  es  proporcional  a  la  velocidad  de  la 
embarcacion.  Si  la  constante  de  proporcionalidad 
para  la  resistencia  del  agua  es  b  =  100  N-s/rn  y  la 
masa  del  velero  es  de  50  kg,  determine  la  ecuacion 
de  movimiento  del  velero.  ^Cual  es  la  velocidad  lf- 
mite  del  velero  bajo  este  viento? 

22.  En  el  problema  21,  se  observa  que  cuando  la  veloci¬ 
dad  del  velero  alcanza  los  5  m/s,  el  bote  comienza  a 
elevarse  sobre  el  agua  y  a  “planear”.  Al  ocurrir  esto, 
la  constante  de  proporcionalidad  para  la  resistencia 
del  agua  cae  hasta  b0  =  60  N-s/m.  Determine  la  nue- 
va  ecuacion  de  movimiento  del  velero.  ^Cual  es  la  ve¬ 
locidad  lfmite  del  velero  bajo  este  viento  cuando  esta 
planeando? 

23.  Los  veleros  A  y  B  tienen  cada  uno  una  masa  de  60  kg 
y  cruzan  la  lrnea  de  salida  al  rnismo  tiempo  en  el  pri¬ 
mer  tramo  de  una  carrera.  Cada  uno  tiene  una  veloci¬ 
dad  initial  de  2  m/s.  El  viento  aplica  una  fuerza 
constante  de  650  N  a  cada  bote,  y  la  fuerza  debida  a  la 
resistencia  del  agua  es  proporcional  a  la  velocidad  del 
bote.  Para  el  velero  A,  las  constantes  de  proporcionali¬ 
dad  son  b\  =  80  N-s/ m  antes  de  planear,  cuando  la  ve¬ 
locidad  es  menor  que  5  m/ s,  y  b2  =  60  N-s/m  cuando 
la  velocidad  es  mayor  que  5  m/ s.  Para  el  velero  B,  las 
constantes  de  proporcionalidad  son  b3  =  100  N-s/m 
cuando  la  velocidad  es  menor  que  6  m/s  y  b4  =  50 
N-s/m  cuando  la  velocidad  es  mayor  de  6  m/ s.  Si  el 
primer  tramo  de  la  carrera  es  de  500  m  de  longitud, 
^cual  velero  estara  de  lfder  al  final  del  primer  tramo? 
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24.  Vuelo  de  un  cohete.  Un  cohete  con  masa  inicial 
m0  kg  se  lanza  de  manera  vertical  desde  el  suelo.  El 
cohete  arroja  gas  a  la  razon  constante  de  a  kg/s  y  a 
una  velocidad  constante  de  j8  m/s  con  respecto  del 
cohete.  Suponga  que  la  magnitud  de  la  fuerza  gravi- 
tacional  es  proporcional  a  la  masa,  con  constante  de 
proporcionalidad  g.  Como  la  masa  no  es  constante, 
la  segunda  ley  de  Newton  conduce  a  la  ecuacion 

(m0  ~  at) ^  -  aB  =  ~g(m0  -  at)  , 

donde  v  =  dx/dt  es  la  velocidad  del  cohete,  x  es  la 
altura  sobre  el  suelo  y  m0  —  at  es  la  masa  del  cohete 
t  segundos  despues  del  lanzamiento.  Si  la  velocidad 
inicial  es  cero,  resuelva  la  ecuacion  anterior  para  de- 
terminar  la  velocidad  del  cohete  y  su  altura  sobre  el 
suelo  para  0  <  t  <  m0/  a. 

25.  Velocidad  de  escape.  De  acuerdo  con  la  ley  de  gra- 
vitacion  de  Newton,  la  fuerza  de  atraccion  entre  dos 
objetos  varfa  de  manera  inversamente  proporcional 
al  cuadrado  de  la  distancia  entre  ellos.  Es  decir,  Fg  = 
GMlM2/ r2,  donde  M{  y  M2  son  las  masas  de  los  obje¬ 
tos,  r  es  la  distancia  entre  ellos  (de  centra  a  centra),  Fg 
es  la  fuerza  de  atraccion  y  G  es  la  constante  de  propor¬ 
cionalidad.  Considere  un  proyectil  de  masa  constante  m 
lanzado  en  forma  vertical  desde  la  Tierra  (figura  3.12). 
Sea  t  el  tiempo  y  v  la  velocidad  del  proyectil. 

(a)  Muestre  que  el  movimiento  del  proyectil  bajo  la 
fuerza  gravitacional  de  la  Tierra,  queda  descrito 
mediante  la  ecuacion 

dv  _  gR2 
' dt  ~~rr' 


Tierra 


-£jm> 


Figura  3.12  Proyectil  escapando  de  la  Tierra 


donde  r  es  la  distancia  entre  el  proyectil  y  el 
centra  de  la  Tierra,  R  es  el  radio  de  la  Tierra,  M 
es  la  masa  de  la  Tierra  y  g  =  GM/R2. 

(b)  Use  el  hecho  de  que  dr/dt  =  v  para  obtener 
dv  gR 2 

dr  r2 


(c)  Si  el  proyectil  sale  de  la  superficie  de  la  Tierra 
con  velocidad  v0,  muestre  que 


2  gRz 


+  -  2 gR  . 


(d)  Use  el  resultado  de  la  parte  (c)  para  mostrar  que 
la  velocidad  del  proyectil  sigue  siendo  positiva 
si  y  solo  si  Vq  —  2 gR  >  0.  La  velocidad  ve  = 
j2gR  es  la  velocidad  de  escape  de  la  Tierra. 

(e)  Si  g  =  9.81  m/s2  y  R  =  6370  km  para  la  Tierra, 
£cual  es  la  velocidad  de  escape  de  la  Tierra? 

(f)  Si  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad  para  la 
Luna  es  de  grn  =  g/6  y  el  radio  de  la  Luna  es 
Rm  =  1738  km,  £cual  es  la  velocidad  de  escape 
de  la  Luna? 


3.5  CIRCUITOS  ELECTRICOS 

En  esta  seccion  consideraremos  la  aplicacion  de  las  ecuaciones  diferenciales  de  primer 
orden  a  circuitos  electricos  sencillos  que  estan  formados  por  una  fuente  de  voltaje  (por 
ejemplo,  baterfas  o  generadores),  una  resistencia  y  un  inductor  o  un  condensador.  En  la 
figura  3.13  aparecen  los  circuitos  llamados  RL  y  RC.  En  la  seccion  5.6  se  analizaran  cir¬ 
cuitos  mas  generales. 

Los  principios  ffsicos  que  gobiernan  los  circuitos  electricos  fueron  establecidos  por  G. 
R.  Kirchhoff1  en  1859.  Los  principios  son  los  siguientes: 

1.  Ley  de  la  corriente  de  Kirchhoff:  La  suma  algebraica  de  las  corrientes  que  fluyen 
en  cualquier  punto  de  union  debe  anularse. 


*  Nota  historica:  Gustav  Robert  Kirchhoff  (1824-1887)  fue  un  fisico  aleman  que  destaco  por  sus  investigaciones  en 
analisis  espectral,  optica  y  electricidad. 
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2.  Ley  del  voltaje  de  Kirchhoff:  La  suma  algebracia  de  los  cambios  instantaneos  del 
potencial  (caidas  de  voltaje)  en  torno  de  cualquier  lazo  cerrado  debe  anularse. 

La  ley  de  la  corriente  de  Kirchhoff  implica  que  la  misma  corriente  pasa  por  cada  ele- 
mento  del  circuito  de  la  figura  3.13. 


Resistencia 


Resistencia 


R 

— VW 


Fuente  Inductancia 

de  voltaje 

(a) 

Figura  3.13  (a)  Circuito 


R 

— VW 


Fuente  Capacitancia 

de  voltaje 

(b) 

y  (b)  circuito  RC 


Para  aplicar  la  ley  del  voltaje  de  Kirchhoff,  debemos  conocer  la  caida  de  voltaje  a  traves 
de  cada  elemento  del  circuito.  Estas  formulas  para  el  voltaje  aparecen  a  continuacion  (usted 
puede  consultar  un  texto  de  introduccion  a  la  fisica  para  mas  detalles). 

(a)  De  acuerdo  con  la  ley  de  Ohm,  la  caida  de  voltaje  ER  a  traves  de  una  resistencia  es 
proporcional  a  la  corriente  I  que  pasa  por  la  resistencia: 


La  constante  de  proporcionalidad  R  se  llama  la  resistencia. 

(b)  Se  puede  mostrar  mediante  las  leyes  de  Faraday  y  Lenz  que  la  caida  de  voltaje  EL  a 
traves  de  un  inductor  es  proporcional  a  la  razon  de  cambio  instantanea  de  la  co¬ 
rriente  I: 


La  constante  de  proporcionalidad  L  se  llama  la  inductancia. 

(c)  La  caida  de  voltaje  Ec  a  traves  de  un  condensador  es  proporcional  a  la  carga  elec- 
trica  q  sobre  el  condensador: 


La  constante  C  es  llamada  la  capacitancia. 

Las  unidades  y  simbolos  comunes  utilizados  para  los  circuitos  electricos  aparecen  en  la 
tabla  3.3. 
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EJEMPLO  I 


SOLUCION 


TABLA  3.3 

UNIDADES  Y  SIMBOLOS  COMUNES  UTILIZADOS 

EN  LOS  CIRCUITOS  ELECTRICOS 

Representacion 

Representacion 

Cantidad 

literal 

Unidades 

simbolica 

Fuente  de  voltaje  E 

voltio  (V) 

— O—  Generador 

— 1 1—  Baterfa 

Resistencia 

R 

ohm  (fl) 

AVr 

Inductancia 

L 

henrio  (H) 

Capacitancia 

C 

faradio  (F) 

Hh 

Carga 

q 

coulomb  (C) 

Corriente 

i 

amperio  (A) 

Suponemos  que  una  fuente  de  voltaje  suma  voltaje  o  energfa  potencial  al  circuito. 
Si  E(t )  denota  el  voltaje  que  se  proporciona  al  circuito  en  el  instante  t,  entonces  la  ley 
del  voltaje  de  Kirchhoff  aplicada  al  circuito  RL  en  la  figura  3. 13(a)  da 

(1)  El  +  Er  =  E(t)  . 

Al  sustituir  en  (1)  las  expresiones  para  EL  y  ER  tenemos 

(2)  if  +  RI  =  E(t)  . 

Observe  que  esta  ecuacion  es  lineal  (compare  la  seccion  2.3);  al  escribirla  en  forma  ca- 
nonica  obtenemos  el  factor  integrante 

MO  =  e^dt  =  eR'!L  , 

que  conduce  a  la  solucion  general  [vease  la  ecuacion  (8),  seccion  2.3] 

(3)  7W  =  e~R’/L 

Para  el  circuito  RL,  por  lo  general  se  da  la  corriente  inicial  7(0)  como  condicion  inicial. 


eRt/L^Adt  +  R 


Un  circuito  RL  con  una  resistencia  de  1  O  y  un  inductor  de  0.01  H  es  controlado  por  un 
voltaje  E(t)  =  sen  1007  V.  Si  la  corriente  inicial  en  el  inductor  es  nula,  determinar  los 
voltajes  subsecuentes  en  la  resistencia  y  en  el  inductor,  asf  como  la  corriente. 

De  la  ecuacion  (3)  y  las  tablas  de  las  integrales,  vemos  que  la  solucion  general  de  la 
ecuacion  lineal  (2)  esta  dada  por 


I(t)  = 


—  .-1007 


^senlOOt 
0.01 


-lOOr 


e  00  (100  sen  1007  -  100  cos  1007 

100 - - - -  +  K 

10,000  +  10,000 


sen  100?  —  cos  100? 


Ke 


2 


100r 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Para  1(0)  =  0,  obtenemos  -1/2  +  K  =  0,  de  modo  que  K  =  1/2  y  la  corriente  es 
/(?)  =  0.5(sen  100?  -  cos  100?  +  <T100t)  . 

Entonces,  los  voltajes  en  el  inductor  y  la  resistencia  estan  dados  por 

ER(t)  =  Rl(t)  =  /(?)  , 

E,{t)  =  L^j  =  (0.5)(cos  100?  +  sen  100?  -  cT100')  a 


Ahora  regresemos  al  circuito  RC  de  la  figura  3.13(b).  A1  aplicar  la  ley  del  voltaje  de 
Kirchhoff  se  tiene 

RI  +  q/C  =  E(t)  . 

Sin  embargo,  la  corriente  en  el  condensador  es  la  razon  de  cambio  de  su  carga:  I  = 
dq/dt.  Asl, 


(4) 


q 

c 


=  E 


es  la  ecuacion  diferencial  para  el  circuito  RC.  La  condicion  inicial  para  un  condensador  es  su 
carga  q  en  ?  =  0. 


Suponga  que  un  condensador  de  C  faradios  soporta  una  carga  inicial  de  Q  coulombs.  Para  al- 
terar  la  carga,  se  aplica  una  fuente  de  voltaje  constante  de  V  voltios  a  traves  de  una  resisten¬ 
cia  de  R  ohms.  Describir  la  carga  del  condensador  para  ?  >  0. 


Como  E(t)  =  V  es  constante  en  la  ecuacion  (4),  esta  es  separable  y  lineal;  su  solucion  gene¬ 
ral  se  encuentra  facilmente: 

q{t)  =  CV  +  Ke-'!RC  . 

La  solucion  que  cumple  la  condicion  inicial  prescrita  es 
q{t)  =  CV+  (Q~  CV)e,!RC  . 

La  carga  en  el  condensador  cambia  de  manera  exponencial  de  Q  a  CV  al  aumentar  el  tiempo.  ■ 


Si  hacemos  V  =  0  en  el  ejemplo  2,  vemos  que  la  constante  de  tiempo  (es  decir.  el  tiem¬ 
po  necesario  para  que  la  carga  en  el  condensador  caiga  a  1/e  por  su  valor  inicial)  es  RC.  Asl, 
un  condensador  es  un  dispositivo  de  almacenamiento  de  energla  con  fugas;  inclusive  la  muy 
alta  resistencia  del  aire  circundante  puede  disipar  su  carga,  particularmente  en  un  dla  hume- 
do.  Los  condensadores  se  utilizan  en  los  telefonos  celulares  para  almacenar  la  energla  elec- 
trica  de  la  baterla  cuando  el  telefono  se  encuentra  en  un  estado  (mas  o  menos)  inactivo  de 
recepcion  y  luego  ayudar  a  la  baterla  a  proporcionar  energla  durante  el  modo  de  transmision. 

La  constante  de  tiempo  para  la  corriente  en  el  inductor  del  circuito  RL  se  puede  deducir 
en  el  ejemplo  1  como  L/R.  Una  aplicacion  del  circuito  RL  es  a  las  bujlas  en  un  motor  de 
combustion.  Si  una  fuente  de  voltaje  establece  una  corriente  no  nula  en  un  inductor  y  la 
fuente  se  desconecta  subitamente,  el  rapido  cambio  en  lacorriente  produce  un  alto  dl/dt  y,  de 
acuerdo  con  la  formula  EL  =  L  dl/dt,  el  inductor  genera  un  pico  de  voltaje  suficiente  para 
causar  una  chispa  a  traves  de  las  terminales,  provocando  la  ignicion  de  la  gasolina. 

Si  un  inductor  y  un  condensador  aparecen  juntos  en  un  circuito,  la  ecuacion  diferencial 
correspondiente  sera  de  segundo  orden.  Regresaremos  a  los  circuitos  RLC  en  la  seccion  5.6. 
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EJ  ERCICIOS 


1.  Un  circuito  RL  con  una  resistencia  de  5  O  y  un  in¬ 
ductor  de  0.05  H  tiene  una  coniente  de  1  A  en  t  =  0, 
cuando  se  aplica  una  fuente  de  voltaje  E{t)  =  5  cos 
1 20/  V.  Determine  la  corriente  y  el  voltaje  subse- 
cuentes  en  el  inductor. 

2.  Un  circuito  RC  con  una  resistencia  de  1  D,  y  un  con- 
densador  de  0.000001  F  tiene  un  voltaje  E(t)  =  sen 
lOOf  V.  Si  el  voltaje  inicial  en  el  condensador  es  nu- 
lo,  determine  el  voltaje  en  la  resistencia,  el  voltaje  en 
el  inductor  y  la  corriente  subsecuentes. 

3.  La  trayectoria  de  una  serial  electrica  binaria  entre 
compuertas  en  un  circuito  integrado  se  puede  rnode- 
lar  como  un  circuito  RC,  corno  en  la  figura  3.13(b); 
la  fuente  de  voltaje  modela  la  compuerta  de  transmi- 
sion  y  el  condensador  modela  la  compuerta  de  re¬ 
ception.  Por  lo  general,  la  resistencia  es  100  (1  y  la 
capacitancia  es  muy  pequena,  digamos  10-12  F  (1 
picofaradio,  pF).  Si  el  condensador  no  tiene  carga 
inicialmente  y  la  compuerta  de  transmision  cambia 
de  manera  instantanea  de  0  a  5  V,  ^cuanto  tiempo 
tarda  el  voltaje  en  la  compuerta  de  reception  en  al- 
canzar  (digamos)  3  V?  (Este  es  el  tiempo  necesario 
para  transmitir  un  “1”  logico). 

4.  Si  la  resistencia  en  el  circuito  RL  de  la  figura  3.13(a) 
es  igual  a  cero,  muestre  que  la  corriente  I(t)  es  direc- 
tamente  proporcional  a  la  integral  del  voltaje  aplica- 
do  E(t).  De  manera  similar,  muestre  que  si  la 
resistencia  en  el  circuito  RC  de  la  figura  3.13(b)  es 
cero,  la  corriente  es  directamente  proporcional  a  la 
derivada  del  voltaje  aplicado.  (En  las  aplicaciones  a 
la  ingenierfa,  con  frecuencia  es  necesario  generar  un 


voltaje ,  en  vez  de  una  corriente,  que  es  la  integral  o 
derivada  de  otro  voltaje.  El  proyecto  D  muestra  como 
lograr  esto  con  un  amplificador  operacional). 

5.  La  potencia  generada  o  disipada  por  un  elemento  de 
un  circuito  es  igual  al  voltaje  a  traves  del  elemento 
por  la  corriente  que  pasa  por  el  elemento.  Muestre 
que  la  potencia  disipada  por  una  resistencia  es 
igual  a  I2R,  que  la  potencia  asociada  a  un  inductor 
es  igual  a  la  derivada  de  (1/2)L72,  y  que  la  potencia 
asociada  a  un  condensador  es  igual  a  la  derivada  de 
(1/2  )CE2c. 

6.  Deduzca  una  ecuacion  de  equilibrio  de  la  potencia 
para  los  circuitos  RL  y  RC.  (Ver  problema  5).  Anali- 
ce  el  significado  de  los  signos  de  los  tres  terminos  de 
potencia. 

7.  Un  electroiman  industrial  se  puede  modelar  como  un 
circuito  RL,  cuando  se  energiza  mediante  una  fuente 
de  voltaje.  Si  la  inductancia  es  10  FI  y  el  embobina- 
do  contiene  3  H  de  resistencia,  ^cuanto  tiempo  tarda 
un  voltaje  constante  aplicado  en  energizar  el  elec¬ 
troiman  hasta  90%  de  su  valor  final  (es  decir,  que  la 
corriente  sea  igual  a  90%  de  su  valor  asintotico)? 

8.  Un  condensador  de  10-8  F  (10  nanofaradios)  se  carga 
hasta  50  V  y  luego  se  desconecta.  Se  puede  modelar 
la  fuga  de  la  carga  del  condensador  con  un  circuito 
RC  sin  fuente  de  voltage  y  la  resistencia  del  aire  en¬ 
tre  las  placas  del  condensador.  En  un  dfa  frfo  y  seco, 
el  brinco  en  la  resistencia  del  aire  es  5  X  1013  O;  en 
un  dfa  hurnedo,  la  resistencia  es  7  X  106  D.  ^Cuanto 
tiempo  tardara  el  voltaje  del  condensador  en  disipar- 
se  hasta  la  mitad  de  su  valor  original  en  cada  dfa? 


3.6  METODO  DE  EULER  MEJORADO 

Aunque  las  tecnicas  analfticas  presentadas  en  el  capftulo  2  fueron  utiles  para  la  gama  de  mo¬ 
delos  matematicos  presentados  anteriormente  en  este  capftulo,  la  mayor  parte  de  las  ecua¬ 
ciones  diferenciales  que  aparecen  en  las  aplicaciones  no  se  pueden  resolver  de  manera 
expUcita  o  implicita.  Esto  es  particularmente  cierto  para  las  ecuaciones  de  orden  superior  y 
los  sistemas  de  ecuaciones,  que  estudiaremos  en  capftulos  posteriores.  En  esta  section  y  la 
siguiente  analizaremos  metodos  para  obtener  una  aproximacion  numerica  de  la  solution  de 
un  problema  con  valores  iniciales  para  una  ecuacion  diferencial  de  primer  orden.  Nuestro 
objetivo  es  desarrollar  algoritmos  que  usted  pueda  utilizar  con  una  calculadora  o  una  compu- 
tadora.  Estos  algoritmos  tambien  se  extienden  de  manera  natural  a  ecuaciones  de  orden  su- 
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perior  (vease  la  seccion  5.3).  Describiremos  la  justificacion  detras  de  cada  metodo,  pero  de- 
jaremos  el  analisis  mas  detallado  para  textos  de  analisis  numerico. ' 

Consideremos  el  problema  con  valor  inicial 


(1)  y'=f{x,y),  y{xo)=yo- 

Para  garantizar  que  (1)  tiene  una  unica  solucion,  suponemos  que/y  df/dy  son  continuas  en 
un  rectangulo  R  ■=  { (x,  y):  a  <x  <  b,  c  <y  <  d\  que  contiene  a  (x0,  y0).  El  teorema  1  del 
capftulo  1  implica  que  el  problema  con  valor  inicial  (1)  tiene  una  solucion  unica  4>(x)  en  al- 
gun  intervalo  x0  —  8  <  x  <  x0  +  8,  donde  8  es  un  numero  positivo.  Como  d  no  se  conoce  a 
priori,  no  hay  garantfa  de  que  la  solucion  exista  en  un  punto  particular  x(  Ax0),  aunque  x  es- 
te  en  el  intervalo  (a,  b).  Sin  embargo,  si  df/ dy  es  continua  y  acotada' '  en  la  franja  vertical 

S  :=  {(x,  y):  a  <  x  <  b,  —  oo  <  y  <  oo}  , 


se  puede  ver  que  (1)  tiene  una  unica  solucion  en  todo  el  intervalo  (a,  b ).  A1  describir  los  me- 
todos  numericos,  supondremos  que  esta  ultima  condicion  se  satisface  y  que/tiene  tantas  de- 
rivadas  parciales  continuas  como  sea  necesario. 

En  la  seccion  1.4  usamos  el  concepto  de  campos  de  direcciones  para  motivar  un  esque- 
ma  para  aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial  (1).  Este  esquema,  llamado 
metodo  de  Euler,  es  uno  de  los  mas  basicos,  por  lo  que  vale  la  pena  analizar  sus  ventajas, 
desventajas  y  posibles  mejoras.  Comenzaremos  deduciendo  el  metodo  de  Euler  de  una  ma- 
nera  ligeramente  distinta  a  la  presentada  en  la  seccion  1 .4. 

Sea  h  >  0  fijo  (/;  es  el  tamano  de  paso)  y  consideremos  los  puntos  equidistantes 


(2)  xn-=x0  +  nh,  n  =  0,  1,  2, ...  . 


Queremos  obtener  una  aproximacion  de  la  solucion  4>(x)  del  problema  con  valor  inicial  (1) 
en  los  puntos  xn  que  estan  en  el  intervalo  {a,  b).  Describiremos  un  metodo  que  genere  valores 
y0,  yi,  yi,  ■  ■  ■  que  aproximen  a  cf>(x )  en  los  puntos  respectivos  x0,  X|,  x2, .  . .  ;  es  decir, 

yn^Hx,,),  n  =  0,1,2,.... 


Por  supuesto,  el  primer  “aproximante”  y0  es  exacto,  pues  y()  =  (f>(x0)  esta  dado.  Asf,  debe- 
mos  describir  la  forma  de  calcularj!,  y2, .  .  .  . 

Para  el  metodo  de  Euler,  comenzamos  integrando  ambos  lados  de  la  ecuacion  (1),  de  xn 
a  xn+ 1  para  obtener 


p»+i  ,  , 

Hx„+\)  -  4>(x„)  =  4At)dt  =  f\L  <b{t)\dt  , 


donde  hemos  sustituido  </>(x)  en  vez  de  y.  A1  despejar  </>(xn+i),  tenemos 

(3)  4>(x,t+ 1)  =  4’{x J  +  I  , 


fVease,  por  ejemplo.  Numerical  Solutions  of  Ordinary  Differential  Equations ,  por  L.  Shampine  (Chapman  &  Hall, 
Nueva  York,  1994)  o  Numerical  Analysis ,  7a.  edicion,  por  R.  L.  Burden  y  J.  D.  Faires  (Brooks/Cole,  2001). 

^Una  funcion  y)  esta  acotada  en  S  si  existe  un  numero  M  tal  que  |g(jt,  y)|  <  M  para  toda  (x,  y)  en  S. 
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Sin  conocer  <p(t),  no  podemos  integrar/(t,  <f>(  f)).  Por  lo  tanto,  debemos  aproximar  la  integral 
en  (3).  Supongase  que  ya  hemos  hallado  yn  ~  <J>(x„ )  \  entonces,  el  metodo  mas  sencillo  consiste  en 
aproximar  el  area  bajo  la  funcion/(t,  4>{t))  mediante  el  rectangulo  con  base  [xn,  xn+x\  y  altura 
f(xn,  4>{xn))  — vease  la  figura  3.13  —  .  Esto  da  como  resultado 

4>(xn+ 1)  “  4>{xn)  +  (xn+l  -  Xn)f(xn,  <f>(xn'j )  . 


Figura  3.14  Aproximacion  mediante  un  rectangulo 


A1  sustituir  h  en  vez  de  xn+i  —  xn  y  la  aproximacion  yn  en  vez  de  (f)(xn ),  obtenemos  el  esque- 
ma  numerico 

(4)  yn+ 1  =  y,i  +  hf{xn,  y„) ,  n  =  0, 1, 2, , 

que  es  el  metodo  de  Euler. 

Si  partimos  del  valor  dado  yo>  usamos  (4)  para  calcular  yl  =  y0  +  hf(x0,  y0 ),  luego  usa- 
mos  J2  =  y\  +  hf{x i,  yi),  y  asf  sucesivamente.  En  la  seccion  1.4  aparecen  varios  ejemplos 
del  metodo  de  Euler. 

Como  analizamos  en  la  seccion  1.4,  si  quisieramos  utilizar  el  metodo  de  Euler  para 
aproximar  la  solucion  de  un  problema  con  valor  inicial  (1)  en  un  punto  particular  de  x,  diga- 
mos,  x  =  c,  entonces  debemos  determinar  primero  un  tamano  de  paso  adecuado  h  tal  que 
Xq  +  Nh  =  c  para  algun  entero  N.  Por  ejemplo,  podemos  considerar  N  =  1  y  h  =  c  —  x0 
para  alcanzar  la  aproximacion  justo  despues  de  un  paso: 

< P{c )  =  4>(x0  +  h)  =  y,  . 

Si  en  vez  de  esto  queremos  usar  10  pasos  en  el  metodo  de  Euler,  elegimos  h  =  (c  —  x() ) / 1 0 
y  obtenemos  en  ultima  instancia 

<Hc)  =  4>(xo  +  10fc)  =  4>(x  10)  =  yio  ■ 

En  general,  segun  el  tamano  de  h,  obtendremos  distintas  aproximaciones  de  <b(c)-  Es  razona- 
ble  esperar  que  cuando  h  se  haga  mas  pequeno  (o,  de  manera  equivalente,  N  crezca),  las 
aproximaciones  de  Euler  tenderan  al  valor  exacto  <!>(c).  Por  otro  lado,  al  disminuir  h,  el  nu- 
mero  (y  costo)  de  los  calculos  crecera,  y  con  ello  tambien  aumentaran  los  errores  surgidos 
del  redondeo.  Asf,  es  importante  analizar  la  forma  en  que  el  error  en  el  esquema  de  aproxi¬ 
macion  varfa  con  It. 
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Si  se  usa  el  metodo  de  Euler  para  aproximar  la  solucion  (b(x)  =  eA  del  problema 
(5)  y'  =  y  ,  y(0)  =  1  , 

en  x  =  1,  entonces  obtenemos  aproximaciones  de  la  constante  e  =  4>{  I ).  Se  puede  ver  que 
estas  aproximaciones  adoptan  una  forma  particularmente  sencilla  que  nos  permite  calcular  el 
error  en  la  aproximacion  con  el  tamano  de  paso  h.  De  hecho,  al  hacer  f{x,  y)  =  v  en  (4)  se 
tiene 

yn+ 1  =  y„  +  hyn  =  (1  +  h)yn  ,  n  =  0,  1,  2, ...  . 


Como  yo  =  1 ,  obtenemos 


y\  = 

(i 

+ 

h)y0 

yi  = 

(i 

+ 

h)y  i 

c  = 

(i 

+ 

h)y2 

y,  en  general. 

(6) 

yn  = 

(i 

4- 

h)\ 

1  +  h 

(1  +  h)(  1  +  h )  =  (1  +  h )2 
(1  +  h)(  1  +  hf  =  (1  +  h )3 

n  =  0,1,2,.... 


Para  el  problema  (5)  tenemos  x()  =  0,  de  modo  que  para  obtener  aproximaciones  en  x  =  1 
debemos  hacer  nh  =  1.  Es  decir,  h  debe  ser  el  recfproco  de  un  entero  (h  =  I  / n).  Al  reempla- 
zar  n  por  1/hen  (6),  vemos  que  el  metodo  de  Euler  nos  proporciona  la  (conocida)  aproxima¬ 
cion  (1  +  h ) 1  ,/h  a  la  constante  e.  En  la  tabla  3.4  enumeramos  esta  aproximacion  para  h  =  1, 
ICC1,  ICC2,  ICC3  y  ICC4,  junto  con  los  errores  correspondientes 

e  ~  (1  +  h)x'h  . 

La  segunda  y  tercera  columnas  de  la  tabla  3.4  muestran  que  la  aproximacion  gana  alre- 
dedor  de  una  cifra  decimal  de  precision  cuando  h  disminuye  en  un  factor  de  10;  es  decir.  el 
error  es  aproximadamente  proporcional  a  h.  Esta  observacion  se  confirma  mediante  los  datos 
de  la  ultima  columna  de  la  tabla  3.4.  De  hecho  (vease  el  problema  13  de  los  ejercicios  1.4), 
se  pueden  utilizar  metodos  de  calculo  para  mostrar  que 


(7) 


lim 

(!■■+(] 


error 

h 


e  -  (1  +  h)1!'1 
Inn - : - 


1.35914. 


TABLA  3.4  APROXIMACIONES  DE  EULER  A  e  = 

2.71828.  .  . 

Aproximacion  de  Euler 

Error 

Error 

h 

(1  +  h)1/h 

e  -  (1  +  h)l/h 

h 

1 

2.00000 

0.71828 

0.71828 

10~‘ 

2.59374 

0.12454 

1.24539 

10~2 

2.70481 

0.01347 

1.34680 

KC3 

2.71692 

0.00136 

1.35790 

10-4 

2.71815 

0.00014 

1.35902 

La  situacion  general  es  similar:  al  usar  el  metodo  de  Euler  para  aproximar  la  solucion 
del  problema  con  valor  inicial  (1),  el  error  en  la  aproximacion  es,  en  el  peor  de  los  casos,  una 
constante  por  el  tamano  de  paso  h.  Ademas,  en  vista  de  (7),  esto  es  lo  mejor  que  uno  puede 
decir. 
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Los  analistas  numericos  tienen  una  notation  conveniente  para  describir  el  comporta- 
miento  de  convergencia  de  un  esquema  numerico.  Para  x  fijo,  denotamos  por  y(x\  h)  la  apro¬ 
ximacion  de  la  solution  4>{x)  de  (1)  obtenida  mediante  el  esquema  correspondiente  con  un 
tamano  de  paso  h.  Decimos  que  el  esquema  converge  en  x  si 

lrm  y(x ;  /;)  =  4>{ x)  . 

/7  — >0 


En  otras  palabras,  cuando  el  tamano  de  paso  h  decrece  a  cero,  las  aproximaciones  para  un  es¬ 
quema  convergente  tienden  al  valor  exacto  4>{x).  La  razon  con  que  y(x;  /;)  tiende  a  r/>(x)se 
expresa  con  frecuencia  en  terminos  de  una  potencia  adecuada  de  /;.  Si  el  error  4>{x)  —  y(x;  h) 
tiende  a  cero  como  una  constante  por  hp,  escribimos 

4>{x)  —  y(x\  h)  =  O (If) 

y  decimos  que  el  metodo  es  de  orden  p.  Por  supuesto,  mientras  mayor  sea  la  potencia  p, 
mas  rapida  sera  la  razon  de  convergencia  cuando  h  — >  0. 

Como  hemos  visto  en  nuestro  analisis  anterior,  la  razon  de  convergencia  del  metodo  de 
Euler  es  0(7;);  es  decir,  el  metodo  de  Euler  es  de  orden  p  =  1 .  De  hecho,  el  lrmite  en  (7)  mues- 
tra  que  para  la  ecuacion  (5),  el  error  es  aproximadamente  1.36/;  para  /;  pequena.  Esto  significa 
que  para  tener  un  error  menor  a  0.01  necesitamos  que  h  <  0.01/1.36,  o  n  =  \  /h  >  \  36  pasos 
de  calculo.  Asr,  el  metodo  de  Euler  converge  demasiado  lentamente  como  para  tener  usos  prac- 
ticos. 

^Como  mejorar  el  metodo  de  Euler?  Para  responder  esta  pregunta,  regresemos  a  la  de¬ 
duction  expresada  en  las  formulas  (3)  y  (4)  y  analicemos  los  “errores”  introducidos  para  ob- 
tener  la  aproximacion.  El  paso  crucial  en  este  proceso  fue  aproximar  la  integral 

•f 


usando  un  rectangulo  (recuerde  la  figura  3.14).  Este  paso  da  lugar  a  lo  que  se  llama  error  de 
truncamiento  local  en  el  metodo.  Por  el  calculo,  sabemos  que  un  mejor  enfoque  (mas  preci- 
so)  para  aproximar  la  integral  consiste  en  usar  un  trapecio;  es  decir,  aplicar  la  regia  del  trape- 
cio  (vease  la  figura  3.15).  Esto  implica  que 


/(f,  ${/})  dt  *  *  /(*„,  +  f(x„  + 1 .  <f>(x„  +  j_ 


X 


n 


X 


n  +  1 


t 


Figura  3.15  Aproximacion  mediante  un  trapecio 
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lo  que  conduce  al  esquema  numerico 


Llamamos  a  la  ecuacion  (8)  el  esquema  del  trapecio.  Es  un  ejemplo  de  metodo  implicito. 


Es  decir,  a  diferencia  del  metodo  de  Euler,  la  ecuacion  (8)  solo  da  una  formula  imph'cita  pa¬ 
ra  yn+ 1,  pues  yn+\  aparece  como  argumento  de/.  Suponiendo  que  ya  hemos  calculado  y„, 
podrfamos  necesitar  una  tecnica  de  calculo  de  rafces,  como  el  metodo  de  Newton  (vease  el 
apendice  A),  para  calcular  yn+\.  A  pesar  de  la  inconveniencia  de  trabajar  con  un  metodo  im- 
plicito,  el  esquema  del  trapecio  tiene  dos  ventajas  sobre  el  metodo  de  Euler.  En  primer  lugar, 
es  un  metodo  de  orden  p  =  2;  es  decir,  converge  con  una  razon  proporcional  a  hr  y  por  tanto  es 
mas  rapido  que  el  metodo  de  Euler.  En  segundo  lugar,  como  se  describe  en  el  proyecto  G,  el 
esquema  del  trapecio  tiene  la  deseable  caracterfstica  de  ser  estable. 

£  Podrfamos  modificar  el  esquema  del  trapecio  para  obtener  un  metodo  expli'cito?  Una 
idea  consiste  en  obtener  primero  una  estimacion  yn+1  del  valor  yn+l  mediante  el  metodo  de 
Euler  y  luego  usar  la  formula  (8)  cambiando  yn+\  pory)!+]  del  lado  derecho.  Este  proceso  de  dos 
etapas  es  un  ejemplo  de  metodo  de  prediccion-correccion:  predecimos  yn+1  usando  el  me¬ 
todo  de  Euler  y  luego  usamos  ese  valor  en  (8)  para  obtener  una  aproximacion  “mas  correc- 
ta”.  Si  hacemos  y„+1  =  yn  +  hf(xn,  yn )  en  el  lado  derecho  de  (8),  obtenemos 


(9) 


it  =  0, 1, . . . , 


donde  jc„+1  =  xn  +  h.  Este  esquema  expli'cito  se  conoce  como  el  metodo  de  Euler  mejorado. 


EJEMPLO  1  Calcular  la  aproximacion  mediante  el  metodo  de  Euler  mejorado  de  la  solucion  <!>(x)  =  e'  de 

y'=y,  y(o)  =  i 

enx=  1,  usando  tamanos  de  paso  de  h  =  1,  1CU1,  1CU2,  10  3  y  10~4. 


SOLUCION  Los  valores  de  partida  son  x0  =  0  y  y0  =  1.  Como  f(x,  y)  =  y,  la  formula  (9)  se  convierte  en 


es  decir. 


(10) 


Como  y0  =  1,  vemos  inductivamente  que 


n  =  0,  1,  2, .  .  . 


Para  obtener  aproximaciones  en  x  =  1,  debemos  tener  1  =  x0  +  nh  =  nh,  de  modo  que  n  = 
1/h.  Por  lo  tanto,  las  aproximaciones  mediante  el  metodo  de  Euler  mejorado  de  e  =  4>(  1 )  son 
justamente 


En  la  tabla  3.5  hemos  calculado  esta  aproximacion  para  los  valores  dados  de  h,  junto  con  los 
errores  correspondientes 
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TABLA  3.5 

APROXIMACIONES  DE  EULER  MEJORADO  A 

e  =  2.71828.  .  . 

h 

Aproximacion 
/  h2\l/h 

\1+h+Tl 

Error 

Error 

h2 

1 

2.50000 

0.21828 

0.21828 

10~' 

2.71408 

0.00420 

0.42010 

10~2 

2.71824 

0.00004 

0.44966 

10~3 

2.71828 

0.00000 

0.45271 

10~4 

2.71828 

0.00000 

0.45313 

A1  comparar  los  datos  de  esta  tabla  con  los  de  la  tab  la  3.4,  observamos  que  el  metodo  de  Eu¬ 
ler  mejorado  converge  mucho  mas  rapido  que  el  metodo  de  Euler  original.  De  hecho,  de  las 
primeras  entradas  de  la  segunda  y  tercera  columnas  de  la  tabla  3.5,  parece  que  la  aproxima- 
cion  gana  dos  cifras  decimales  de  precision  cada  vez  que  h  disminuye  en  un  factor  de  10.  En 
otras  palabras,  el  error  es  aproximadamente  proporcional  a  li2  (vease  la  ultima  columna  de  la 
tabla  y  tambien  el  problema  4).  Las  entradas  de  los  dos  ultimos  renglones  de  la  tabla  deben 
tomarse  con  precaution.  De  hecho,  cuando  h  =  10  !  o  h  =  1 0  4,  el  error  real  es  tan  peque- 
no  que  nuestra  calculadora  lo  ha  redondeado  a  cero,  hasta  cinco  cifras  decimales.  Las  entradas 
en  color  en  la  ultima  columna  pueden  ser  poco  precisas  debido  a  la  falta  de  cifras  significati- 
vas  en  la  aritmetica  de  la  calculadora.  ■ 

Como  sugiere  el  ejemplo  anterior,  el  metodo  de  Euler  mejorado  converge  con  la  razon 
O (h2)  y,  de  hecho,  se  puede  demostrar  que,  en  general,  este  metodo  es  de  orden  p  =  2. 

A  continuation  damos  un  bosquejo  de  una  subrutina  que  implanta  el  metodo  de  Euler  en 
un  intervalo  dado  [x0,  c].  Para  fines  de  programacion,  por  lo  general  es  mas  conveniente  dar 


SUBRUTINA  DEL  METODO  DE  EULER  MEJORADO 

Proposito 

Aproximar  la  solution  4>(x)  del  problema  con  valor  inicial 

y'=f(x,y),  y{.Xo)=yQ, 

ENTRADA 

Paso  1 

Paso  2 

Paso  3 

para  x0  <  x  ^  c. 

x0,  y0,  c,  N  (numero  de  pasos),  PRNTR  (  =  1  para  imprimir  la  tabla) 
Establezca  el  tamano  de  paso  h  =  (c  —  x0)/N,  x  =  Xq,  y  =  yo 

Para  i  =  1  hasta  N,  realice  los  pasos  3-5 

Haga 

F=f(x,y) 

G  =  f(x  +  h,y  +  liF ) 

Paso  4 

Haga 

x  =  x  +  h 

y  =  y  +  h(F  +  G)/2 

Paso  5 

Si  PRNTR  =  1,  imprimir  x,  y 
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el  numero  de  pasos  N  en  el  intervalo  que  el  propio  tamano  de  paso  h.  Para  un  intervalo  que 
comienza  en x  =  Xq  y  termina  eni  =  c,  la  relacion  entre  h  y  A' es 

(11)  Nh  =  c  —  x0  . 

(Observe  que  la  subrutina  incluye  una  opcion  para  imprimir  x  y  y).  Por  supuesto,  la  implan¬ 
tation  de  este  algoritmo  con  N  pasos  en  el  intervalo  [xq,  c]  solo  produce  aproximaciones  a  la 
solucion  real  en  A'  +  1  puntos  equidistantes.  Si  quisieramos  usar  estos  puntos  como  apoyo 
para  graficar  una  solucion  aproximada  en  todo  el  intervalo  [jc0,  c],  entonces  debemos  “relle- 
nar”  de  alguna  manera  los  espacios  entre  estos  puntos.  Un  metodo  burdo  consiste  simple- 
mente  en  unir  los  puntos  mediante  segmentos  de  recta,  produciendo  una  aproximacion 
poligonal  de  </>(x).  En  los  codigos  profesionales  se  utilizan  tecnicas  mas  sofisticadas  para  pres- 
cribir  los  puntos  intermedios. 

Ahora  queremos  disenar  un  programa  que  calcule  <p(c)  con  cierta  precision  deseada. 
Como  hemos  visto,  la  precision  de  la  aproximacion  depende  del  tamano  de  paso  h.  Nuestra 
estrategia  sera  estimar  4>(c)  para  un  tamano  de  paso  dado,  luego  dividir  el  tamano  de  paso  y 
volver  a  calcular  la  estimation,  y  as!  sucesivamente.  Cuando  dos  estimaciones  consecutivas 
de  <fi(c)  difieren  por  menos  de  alguna  cierta  tolerancia  dada  e,  consideramos  la  ultima  esti¬ 
macion  como  nuestra  aproximacion  de  </>(c).  Admitimos  que  esto  no  garantiza  que  <Hc)  se 
conozca  dentro  del  rango  £,  pero  proporciona  un  procedimiento  razonable  en  la  practica. '  El 
siguiente  procedimiento  tambien  contiene  un  salvavidas,  para  detenerse  si  la  tolerancia  de¬ 
seada  no  se  alcanza  despues  de  M  subdivisiones  de  h. 


METODO  DE  EULER  MEJORADO  CON  TOLERANCIA 

Proposito 

Aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

y'=f{x,y),  y{xQ)=yo, 

en  x  =  c,  con  tolerancia  e 

ENTRADA 

Xq,  yo ,  C,  e  , 

M  (numero  maximo  de  subdivisiones  del  tamano  de  paso) 

Paso  1 

Haga  z  =  yo ,  PTNTR  =  0 

Paso  2 

Para  m  =  0  a  M,  realice  los  pasos  3-7:i 

Paso  3 

Haga  N  =  2m 

Paso  4 

Llame  a  la  SUBRUTINA  DEL  METODO  DE  EULER  MEJORADO 

Paso  5 

Imprima  h,  y 

Paso  6 

Si  |y  —  z|  <  e,  vaya  al  paso  10 

Paso  7 

Haga  z  =  y 

Paso  8 

Imprima  “4>(c)  es  aproximadamente”;  y;  “pero  podrfa  no  estar  dentro 
de  la  tolerancia”;  e 

Paso  9 

Vaya  al  paso  1 1 

Paso  10 

Imprima  “<£(c)  es  aproximadamente”;  y;  “con  tolerancia”;  e 

Paso  1 1 

DETENERSE 

SALIDA 

Aproximaciones  de  la  solucion  al  problema  de  valor  inicial  en  x  =  c 
usando  2m  pasos 

Los  codigos  profesionales  examinan  la  precision  con  mucho  mas  cuidado  y  varfan  el  tamano  de  paso  adaptandose 
con  este  fin. 

'  Lara  ahorrar  tiempo,  se  puede  comenzar  con  m  =  K  <  M  en  vez  de  m  =  0. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Si  desea  un  procedimiento  de  conclusion  que  simule  el  error  relativo 
aproximacion  -  valor  real 


valor  real 
reemplace  el  paso  6  por 

z~y 


Paso  6'  Si 


y 


<  e ,  vaya  al  paso  10. 


Utilizar  el  metodo  de  Euler  mejorado  con  tolerancia  para  aproximar  la  solucion  del  proble- 
ma  con  valor  inicial 


(12)  y'  =  x  +  2y  ,  y(0)  =  0.25  , 

en  x  =  2.  Para  una  tolerancia  de  s  =  0.001,  utilizar  un  procedimiento  de  conclusion  con  ba¬ 
se  en  el  error  absoluto. 

Los  valores  de  partida  son  x0  =  0.  y0  =  0.25.  Como  estamos  calculando  la  aproximacion  pa¬ 
ra  c  =  2,  el  valor  inicial  para  h  es 

h  =  (2  =  0)2~°  =  2  . 

Para  la  ecuacion  (12),  tenemos  que/(x,  y)  =  x  +  2y,  de  modo  que  los  numeros  F  y  G  en  la 
subrutina  son 

F  =  x  +  2y 

G  =  (x  +  h)  +  2(x  +  hF)  =  x  +  2y  +  h{\  +  2x  +  Ay)  , 
y  tenemos  que 


x  =  x  +  h 

y  =  y  +  +  G)  =  y  +  |{2x  +  4y)  +  y(l  +  2x  +  Ay)  . 


Asi,  con  x0  =  0,  y0  =  0.25  y  h  =  2,  obtenemos  para  la  primera  aproximacion 
y  =  0.25  +  (0  +  1)  +  2(1  +  1)  =  5.25  . 

Para  describir  las  demas  salidas  del  algoritmo,  usamos  la  notacion  y(2;  h)  para  la  apro¬ 
ximacion  con  tamano  de  paso  h.  Asi,  y(2;  2)  =  5.25,  y  vemos  del  algoritmo  que 


y(2;  1)  =  11.25000 
y(2;2-1}  =  18.28125 
y(2;  2~2}  =  23.06067 
y(2;2“s}  =  25.12012 
y(2;2-4)  =  25.79127 


y( 2;  2-5)  =  25.98132 
y{ 2;  2-6)  -  26.03172 
y{ 2;  2“7)  =  26.04468 
y(2;2“8)  =  26.04797 
>’(2;  2-9)  =  26.04880 


Como  |y(2;  2-9)  —  y( 2;  2_8)|  =  0.00083,  que  es  menor  que  e  =  0.001,  nos  detenemos. 

La  solucion  exacta  de  (12)  es  <p(x)  =  y(e2x  —  x  —  j),  de  modo  que  hemos  determinado 

que 

<t>{ 2)  =  -  26.04880  .  ■ 

En  la  siguiente  seccion  analizaremos  metodos  con  razones  de  convergencia  mas  altas 
que  las  de  los  metodos  de  Euler  y  Euler  mejorado. 


Seccion  3.6  Metodo  de  Euler  mejorado 
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EJ  ERCICIOS 


DJ  En  muchos  de  los  problemas  siguientes,  sera  util  dispo- 
ner  de  una  calculadora  o  computadora.  El  lector  puede 
usar  un  paquete  de  software  o  escribir  un  programa  para 
resolver  los  problemas  con  valores  iniciales  mediante  los 
algoritmos  del  metodo  de  Euler  mejorado  de  las  paginas 
128  y  129.  ( Recuerde  que  todos  los  calculos  trigonome- 
tricos  se  realizan  en  radianes). 

1.  Muestre  que  al  usar  el  metodo  de  Euler  para  aproxi- 
mar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

y'  =  5y,  y(0)  =  1 , 

eni  =  1 ,  entonces  la  aproximacion  con  tamano  de 
paso  h  es  (1  +  5 h)x^h. 

2.  Muestre  que  al  usar  el  metodo  de  Euler  para  aproxi- 
mar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

/  =  ~\y  .  _v(o)  =  3  , 

en  x  =  2,  entonces  la  aproximacion  con  tamano  de 
paso  h  es 


regia  de  L’Hopital  para  mostrar  que 


I  mi 
h-+Q 


error 
h 2 


r  *  0.45305 
o 


Compare  esta  constante  con  las  entradas  en  la  ultima 
columna  de  la  tabla  3.5. 

5.  Muestre  que  al  usar  el  metodo  de  Euler  mejorado  pa¬ 
ra  aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor  ini¬ 
cial 


/  =  4y  ,  ,y(0)  =  |  , 

en  x  =  1/2,  entonces  la  aproximacion  con  tamano  de 
paso  h  es 

i(i  +  4 h  +  xh2y^ . 

6.  Como  la  integral  y(x)  ■=  fof{t)dt  con  lfmite  supe¬ 
rior  variable  satisface  (para/continua)  el  problema 
con  valor  inicial 


3.  Muestre  que  al  usar  el  esquema  del  trapecio  dado  en 
la  formula  (8)  para  aproximar  la  solucion  cf>( x)  =  ex 
de 

y’=y,  y(o)  =  i, 

en  x  =  1,  entonces  obtenemos 

1 1  +  h/2\ 

y"+1  *  •  « =  °.i.  2 . 

lo  que  conduce  a  la  aproximacion 

1 1  +  h/2\  'A 

para  la  constante  e.  Calcule  esta  aproximacion  para 
h  =  1,  10~\  10-2,  10^3  y  10-4  y  compare  sus  resul- 
tados  con  los  de  las  tablas  3.4  y  3.5. 

4.  En  el  ejemplo  1  se  mostro  que  la  aproximacion  de  e 
usando  el  metodo  de  Euler  mejorado  con  tamano  de 
paso  h  es 


y'=m,  y(0)=0, 

cualquier  esquema  numerico  que  sea  utilizado  para 
aproximar  la  solucion  en  x  =  1  dara  una  aproxima¬ 
cion  de  la  integral  definida 

f{t)dt  . 

o 

Deduzca  una  formula  para  esta  aproximacion  de  la 
integral  usando 

(a)  el  metodo  de  Euler. 

(b)  el  esquema  del  trapecio. 

(c)  el  metodo  de  Euler  mejorado. 

7.  Utilice  la  subrutina  del  metodo  de  Euler  mejorado 
con  tamano  de  paso  h  =  0.1  para  aproximar  la  solu¬ 
cion  al  problema  con  valor  inicial 

y'=x-y2,  y(l)  =  0  , 

en  los  puntos  x  =  1.1, 1.2,  1.3,  1.4  y  1.5.  (Asl,  la  en- 
trada  N  =  5).  Compare  estas  aproximaciones  con  las 
obtenidas  mediante  el  metodo  de  Euler  (vease  el  pro¬ 
blema  6  de  los  ejercicios  1.4). 

8.  Utilice  la  subrutina  del  metodo  de  Euler  mejorado 
con  tamano  de  paso  h  =  0.2  para  aproximar  la  solu¬ 
cion  al  problema  con  valor  inicial 


Demuestre  primero  que  el  error  ■=  e  —  (\  +  h  + 
lr/2)l/h  tiende  a  cero  cuando  h  — »  0.  Luego  use  la 


y’=^{y2  +  y),  y(i)  =  l  . 
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en  los  puntos  x  =  1.2,  1.4,  1.6  y  1.8.  (Asl,  la  entrada 
N  =  8).  Compare  estas  aproximaciones  con  las  obte- 
nidas  mediante  el  metodo  de  Euler  (vease  el  proble- 
ma  5  de  los  ejercicios  1.4). 

9.  Utilice  la  subrutina  del  metodo  de  Euler  mejorado 
con  tamano  de  paso  h  =  0.2  para  aproximar  la  solu¬ 
tion  de 

y'  =  x  +  3  cos(xy)  ,  y(0)  =  0  , 

en  los  puntos  x  =  0,  0.2,  0.4,  .  .  .  ,  2.0.  Use  sus  res- 
puestas  para  hacer  un  bosquejo  de  la  solution  en 
[0,  2], 

10.  Utilice  la  subrutina  del  metodo  de  Euler  mejorado 
con  tamano  de  paso  /7  =0.1  para  aproximar  la  solu¬ 
cion  de 

y'  =  4  cos(x  +  y )  ,  y(0)  =  1  , 

en  los  puntos  x  =  0,  0.1,  0.2,  .  .  .  ,  1.0.  Use  sus  res- 
puestas  para  hacer  un  bosquejo  de  la  solucion  en 
[0,  1]. 

11.  Utilice  el  metodo  de  Euler  mejorado  con  tolerancia 
para  aproximar  la  solucion  de 

=  l  +  f  scn(tt) .  jf(0)  =  0  . 

at 

en  t  =  1.  Para  una  tolerancia  de  £  =  0.01,  use  un 
procedimiento  de  conclusion  con  base  en  el  error  ab¬ 
solute . 

12.  Utilice  el  metodo  de  Euler  mejorado  con  tolerancia 
para  aproximar  la  solucion  de 

y'  =  1  —  seny  ,  y(0)  =  0  , 

en  x  =  77.  Para  una  tolerancia  de  £  =  0.01,  use  un 
procedimiento  de  conclusion  con  base  en  el  error  ab¬ 
solute. 

13.  Utilice  el  metodo  de  Euler  mejorado  con  tolerancia 
para  aproximar  la  solucion  de 

y'  =  l  -y  +  y\  y(  0)  =  0  , 

en  x  =  1.  Para  una  tolerancia  de  £  =  0.003,  use  un 
procedimiento  de  conclusion  con  base  en  el  error  ab¬ 
solute. 

14.  Experimente  con  la  subrutina  del  metodo  de  Euler 
mejorado  y  determine  el  valor  maximo  en  el  interva- 
lo  [0,  2]  de  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

y'  =  sen(x  +  y)  ,  y(0)  =  2  . 

/.Ddnde  aparece  este  valor  maximo?  De  sus  respues- 
tas  con  dos  cifras  decimales. 

15.  La  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

~  =  l,v  I  y  1  2):  f  y(0)  =  ~2 


corta  el  eje  x  en  un  punto  del  intervalo  [0,  1.4],  Ex¬ 
perimente  con  la  subrutina  del  metodo  de  Euler 
mejorado  para  determinar  este  punto  con  dos  cifras  de¬ 
cimales. 


16.  La  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

y(l)  =  3 


dy  y 
dx  x 


3  2 
XV 


tiene  una  asmtota  vertical  (“explota”)  en  algun  punto 
del  intervalo  [1,2].  Experimente  con  la  subrutina  del 
metodo  de  Euler  mejorado  para  determinar  este  pun¬ 
to  con  dos  cifras  decimales. 


17.  Utilice  el  metodo  de  Euler  (4)  con  h  =  0.1  para  apro¬ 
ximar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

y'  =  ~  20y  ,  y(0)  =  1 , 


en  el  intervalo  0  <  x  <  1  (es  decir,  en  x  =  0, 0.1,..., 
1.0).  Compare  sus  respuestas  con  la  solucion  real 
y  =  e~20x.  /,Que  fallo?  A  continuation,  trate  con  el 
tamano  de  paso  It  =  0.025  y  con  h  =  0.2.  /  Que  con¬ 
clusions  puede  extraer  en  relation  con  la  election 
del  tamano  de  paso? 

18.  Errores  locales  versus  errores  globales.  A1  dedu- 
cir  la  formula  (4)  para  el  metodo  de  Euler,  se  usd  un 
rectangulo  para  aproximar  el  area  bajo  una  curva 
(vease  la  figura  3.14).  Con  g(t)  ■=  f(t,  4>(t)),  esta 
aproximacion  se  puede  escribir  como 


V«  +  I 

g{t)dl  =  hg{xn)  ,  donde  h  =  x„+l  -  x„  . 

xK 


(a)  Muestre  que  si  g  tiene  una  derivada  continua  que 
esta  acotada  en  valor  absoluto  por  B,  entonces  la 
aproximacion  del  rectangulo  tiene  un  error  0(/i2), 
es  decir,  para  cierta  constante  M, 


"  -*  .j  + 1 

J  .Kn 


g{t)dt  -  hg(xn) 


<  Mh2 


Esto  se  conoce  como  error  local  de  truncamien- 
to  del  esquema.  [ Sugerencia :  Escriba 

J  -  hg(xn)  =  J  [g(l)  • 

A  continuacion,  use  el  teorema  del  valor  medio 
para  mostrar  que  |g(r)  —  g{xn)\  <  B\t  —  x,\. 
Luego  integre  para  obtener  la  cota  para  el  error 
(B/2)h2]. 

(b)  A1  aplicar  el  metodo  de  Euler,  hay  errores  loca¬ 
les  de  truncamiento  en  cada  paso  del  proceso  y 
que  se  propagan  en  todos  los  calculos  posterio- 
res.  Muestre  que  la  suma  de  los  errores  locales 
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de  la  parte  (a)  que  surgen  despues  de  n  pasos  es 
O (h).  Este  es  el  error  global,  que  es  igual  a  la 
razon  de  convergencia  del  metodo  de  Euler. 

19.  Modelo  logistico.  En  la  seccion  3.2  analizamos  la 
ecuacion  logi'stica 

dp  •>  i  \ 

—  =  Apip  -  Ap  ,  p( 0)  =  p o  , 

y  su  uso  para  modelar  el  crecimiento  de  poblaciones. 
Un  modelo  mas  general  implica  la  ecuacion 

(13)  ^  =  Apyp  -  Ap'  ,  p(0)  =  p0  , 

donde  r  >  1 .  Para  ver  el  efecto  de  modificacion  del 
parametro  r  en  (13),  haga  p1  =  3,  A  =  1  y  p0  =  1. 
Luego  utilice  la  subrutina  del  metodo  de  Euler  mejo- 
rado  con  h  =  0.25  para  aproximar  la  solucion  de  (13) 
en  el  intervalo  0  <  t  <  5  para  r  =  1 .5,  2  y  3.  (  Cual  es 
la  poblacion  lfmite  en  cada  caso?  Para  r  >  1,  deter¬ 
mine  una  formula  general  para  la  poblacion  lfmite. 

20.  Cuerpo  en  cafda.  En  el  ejemplo  1  de  la  seccion 
3.4  modelamos  la  velocidad  de  un  cuerpo  que  cae 
mediante  el  problema  con  valor  inicial 

=  mg  ~  bv  ,  v(0)  =  v0  . 

bajo  la  hipotesis  de  que  la  fuerza  debida  a  la  resis- 
tencia  del  aire  es  —  bv.  Sin  embargo,  hay  ocasiones 
en  que  la  fuerza  debida  a  la  resistencia  del  aire  se 
comporta  mas  como  —bv'\  donde  r  (>1)  es  una 
constante.  Esto  conduce  al  modelo 

(14)  ~  ~  'nv'  '  v(0)  =  vo  ■ 


Para  ver  el  efecto  de  modificacion  del  parametro  r  en 

(14) ,  haga  m  =  1,  g  =  9.81,  b  =  2  y  v0  =  0.  Luego 
utilice  la  subrutina  del  metodo  de  Euler  mejorado 
con  h  =  0.2  para  aproximar  la  solucion  de  (14)  en  el 
intervalo  0  <  t  <  5  para  r  =  1.0,  1.5  y  2.0.  ^Cual  es 
la  relacion  entre  estas  soluciones  y  la  solucion  cons¬ 
tante  v(t)  =  (9.81/2)1/r? 

21.  Temperatura  de  un  edificio.  En  la  seccion  3.3  mo¬ 
delamos  la  temperatura  dentro  de  un  edificio  mediante 
el  problema  con  valor  inicial 

(15)  dJ(  =  K[M{t)  -  Tit)]  +  H(t)  +  l J[t)  , 
T(t0)  =  T0  , 

donde  M  es  la  temperatura  fuera  del  edificio,  T  es  la 
temperatura  dentro  del  edificio,  H  es  la  razon  de  ca- 
lentamiento  adicional,  U  es  la  razon  de  calentamiento 
(mediante  un  calefactor)  o  de  enfriamiento  (mediante 
un  aire  acondicionado),  K  es  una  constante  positiva  y 
T0  es  la  temperatura  inicial  en  el  instante  t0.  En  un  mo¬ 
delo  tfpico,  t0  =  0  (media  noche),  T0  =  65°F,  H(t)  = 
0.1,  U{t)  =  1.5[70  -  T{t)]y 

M{t)  =15  -  20cos(T7f/12)  . 

Por  lo  general,  la  constante  K  esta  entre  1/4  y  1/2, 
segun  factores  como  el  aislamiento.  Para  estudiar  el 
efecto  del  aislamiento  sobre  este  edificio,  considere 
el  edificio  tfpico  descrito  anteriormente  y  use  la  sub¬ 
rutina  del  metodo  de  Euler  mejorado  con  h  =  2/3 
para  aproximar  la  solucion  de  (15)  en  el  intervalo 
0  <  t  <  24  (un  dfa)  para  K  =  0.2,  0.4  y  0.6. 


3.7  METODOS  NUMERICOS  DE  ORDEN  SUPERIOR: 
TAYLOR  Y  RUNGE-KUTTA 


En  las  secciones  1.4  y  3.6  analizamos  un  procedimiento  numerico  sencillo,  el  metodo  de  Euler, 
para  obtener  una  aproximacion  numerica  de  la  solucion  4>{x)  del  problema  con  valor  inicial 

(l)  y'=f(x,y),  y(x0)=y0- 

El  metodo  de  Euler  es  facil  de  implantar,  pues  solo  implica  aproximaciones  lineales  a  la  solu¬ 
cion  4>(x).  Pero  padece  de  una  convergencia  lenta,  al  ser  un  metodo  de  orden  1;  es  decir,  el 
error  es  0(/z).  Aun  el  metodo  de  Euler  mejorado,  analizado  en  la  seccion  3.6,  solo  tiene  orden 
2.  En  esta  seccion  presentaremos  algunos  metodos  numericos  con  razones  de  convergencia 
mas  rapidas:  los  metodos  de  Taylor,  que  son  extensiones  naturales  del  procedimiento  de  Euler, 
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EJEMPLO  1 


y  los  metodos  de  Runge-Kutta,  que  son  los  esquemas  mas  populares  para  resolver  problemas 
con  valor  inicial,  pues  tienen  razones  de  convergencia  rapidas  y  se  programan  con  facilidad. 

Como  en  la  seccion  anterior,  suponemos  que  /  y  df/ >)y  son  continuas  y  acotadas  en  la 
franja  vertical  { (x,  y):  a  <  x  <  b,  —  oo  <  y  <  oo}  y  que/tiene  tantas  derivadas  parciales  con¬ 
tinuas  como  sea  necesario. 

Para  deducir  los  metodos  de  Taylor,  sea  <f>n(x)  la  solucion  exacta  del  problema  con  valor 
inicial 

(2)  4>'n{x)  =  /(x,  </>„) ,  =  yn  . 

La  serie  de  Taylor  para  </>„(x)  en  torno  del  punto  xn  es 

h2 

<t>ntx)  -  ,)  +  h(f>'n{x„)  +  ^7 4>*a{xa)  +  •••  , 

donde  h  =  x  —  xn.  Como  (f>„  satisface  (2),  podemos  escribir  esta  serie  en  la  forma 

(3)  -  y„  +  hf{xn,  yn)  +  }jjd>"{x„)  + 

Observe  que  la  formula  recursiva  para  yn+i  en  el  metodo  de  Euler  se  obtiene  truncando  la  se¬ 
rie  de  Taylor  despues  del  termino  lineal.  Para  una  mejor  aproximacion,  usaremos  mas  termi- 
nos  en  la  serie  de  Taylor.  Para  esto  hay  que  expresar  las  derivadas  de  orden  superior  de  la 
solucion  en  terminos  de  la  funcion/(x,  y). 

Si  y  satisface  y'  =  f(x,  y ) ,  podemos  calcular  y  "  por  medio  de  la  regia  de  la  cadena: 

,4) 

-&«.!-)  + ft*.  rW*.*) 

-■fi(x.y)  ■ 

De  manera  similar,  definimos  /3,  /4,  .  .  .  ,  correspondientes  a  las  expresiones  y'"  (x),  y^(x), 
etc.  Si  truncamos  el  desarrollo  (3)  despues  del  termino  hp,  entonces,  con  la  notacion  anterior, 
las  formulas  recursivas  para  el  metodo  de  Taylor  de  orden  p  son 

(5)  xn+1  =  x„  +  k  , 

U 2  i tp 

(6)  yn+ 1  =  yn  +  hf(x„,yn)  +  +  •  •  •  +  p[fp(xn,yn)  . 

Como  antes,  yn  ~  4>{xn),  donde  </>(x)  es  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial  (1).  Se 
puede  mostrar  que  el  metodo  de  Taylor  de  orden  p  tiene  la  razon  de  convergencia 
O  {h"). 

Determinar  la  formula  recursiva  para  el  metodo  de  Taylor  de  orden  2  para  el  problema  con 
valor  inicial 

(7)  y'  =  sen(xy)  ,  y(0)  =  7 r. 


'Vease  Introduction  to  Numerical  Analysis  por  J.  Stoer  y  R.  Bulirsch  (Springer- Verlag,  Nueva  York,  1980). 
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SOLUCION 


Debemos  calcular/2(x,  y)  segun  lo  definido  en  (4).  Como  f(x,y)  =  sen(xy), 


=  ycos(xy)  ,  —  (jjpy)  =  xcos(xy)  . 

CfX  ay 


A1  sustituir  en  (4),  tenemos 


(x,  r)f(x,  y) 

=  y  cos(xy)  +  x  cos (xy)  sen(xy) 

=  ycos(jtj>)  +  yen(2xv)  , 

y  las  formulas  recursivas  (5)  y  (6)  se  convierten  en 
x„  +  i  =  x„  +  h  , 

y„  cos(xK.y„)  +  ysen(2x„yj 
donde  x0  =  0,  y0  =  tt  son  los  valores  de  partida.  ■ 


?«+i  =  yn  +  Asen(jrayJ  +  y 


La  razon  de  convergencia  C)(hp)  del  metodo  de  Taylor  de  orden  p  plantea  una  pregunta 
interesante:  si  pudieramos  hacer  tender  p  a  infinito,  /pbtendnamos  las  soluciones  exactas 
para  el  intervalo  [x0,  x(l  +  /z  |?  Esta  posibilidad  se  explora  con  detalle  en  el  capftulo  8.  Por  su- 
puesto,  una  dificultad  practica  al  utilizar  los  metodos  de  Taylor  de  orden  superior  es  el  tedio- 
so  calculo  de  las  derivadas  parciales  necesarias  para  determ inar  fp  (por  lo  general,  estos 
calculos  aumentan  de  manera  exponencial  con  p).  Una  forma  de  superar  esta  dificultad  es 
utilizar  uno  de  los  metodos  de  Runge-Kutta. 

Observe  que  el  metodo  general  de  Taylor  tiene  la  forma 


(8)  yn+\  =  y„  +  hF{x„,y„\  h)  , 


donde  la  eleccion  de  F  depende  de  p.  En  particular  [vease  (6)],  para 


(9) 


P  =  1  . 
P  =  2  , 


F  -  Ti(x,  >*;  h)  — f{x,y )  , 

F  -  T2(x,  y;  h)  =f{x,  y)  +  ^ 


1 

dx 


U,  y )  + 


^■yW,y\ 


La  idea  detras  del  metodo  de  Runge-Kutta  de  orden  2  consiste  en  elegir  F  en  (8)  de  la  forma 
(10)  F  =  K2(x,  y;  h)  ■  =  /(x  +  ah,  y  +  / 3hf(x ,  y))  , 

donde  las  constantes  a,  /3  se  eligen  de  modo  que  (8)  tenga  la  razon  de  convergencia  0(h2). 
La  ventaja  en  este  caso  es  que  K2  se  calcula  mediante  dos  evaluaciones  de  la  funcion  original 
/(x,  y)  y  no  implica  las  derivadas  de/(x,  y). 

Para  garantizar  la  convergencia  O (/z2),  comparamos  este  nuevo  esquema  con  el  metodo 
de  Taylor  de  orden  2  y  pedimos  que 

T2(x,  y;  h)  —  K2(x,  y;  h)  =  O (h2)  ,  cuando  /z  — >  0  . 


Nota  histdrica:  Estos  metodos  fueron  desarrollados  por  C.  Runge  en  1895  y  W.  Kutta  en  1901. 
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Es  decir.  elegimos  a,  (3  de  modo  que  los  desarrollos  de  Taylor  para  T2  y  K2  coincidan  hasta 
los  terminos  de  orden  h.  Para  (x,  y)  fijo,  al  desarrollar  K2  =  K2(li)  dado  en  (10),  alrededor  de 
h  =  0,  vemos  que 

tlK 

(11)  K2(h)  =  K2(0]  +  yf  (0)  h  +  Of/:2} 


=  f{x,  v)  + 


a$-{x,  y )  +  y)f{x,  y) 


dx  ' 


h  +  O ih2)  , 


donde  la  expresion  en  corchetes  para  dK2/dh,  evaluada  en  h  =  0,  es  consecuencia  de  la  regia 
de  la  cadena.  Al  comparar  (11)  con  (9),  vemos  que  para  que  T2  y  K2  coincidan  hasta  los  ter¬ 
minos  de  orden  h,  debemos  tener  a  =  /3  =  1/2.  Asf, 


K2(x,  y;  h)  =  /( x  +  ^,y  +  hf{xt 


El  metodo  de  Runge-Kutta  que  hemos  obtenido  se  llama  el  metodo  del  punto  medio  y  tiene 
las  formulas  recursivas 


(12)  Xfl  h  y 

(13)  ,>'„+!  =  v»  +  hf\xn  +  |  ,y„  +  |  f(x„,y„) 


Por  construccion,  el  metodo  del  punto  medio  tiene  la  misma  razon  de  convergencia  que  el 
metodo  de  Taylor  de  orden  2;  es  decir,  Of/z2).  Esta  es  la  misma  razon  que  la  del  metodo  de 
Euler  mejorado. 

De  manera  similar,  se  puede  trabajar  con  el  metodo  de  Taylor  de  orden  4  y,  despues  de 
algunos  calculos  laboriosos,  obtener  el  metodo  clasico  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden. 
Las  formulas  recursivas  para  este  metodo  son 


(14) 

donde 


xfl  +  i  =x„  +  h  , 

y*+ 1  =  +  |(*i  +  2*2  +  2*3  +  *4)  , 


*i  =  hf(xn,yn)  , 

*2  =  hf(x„  +  +  y 

*3  =  */(■*„  +  ^ ,yn  +  y 

*4  =  hf(x„  +  h,yn  +  *3) 


El  metodo  clasico  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  es  uno  de  los  metodos  populares  debido 
a  que  su  razon  de  convergencia  es  Of/?4)  y  a  que  es  facil  de  programar.  Por  lo  general,  pro¬ 
duce  aproximaciones  muy  precisas,  aunque  el  numero  de  iteraciones  es  razonablemente  pe- 
queno.  Sin  embargo,  al  aumentar  el  numero  de  iteraciones,  pueden  aparecer  otros  tipos  de 
errores. 

A  continuacion  bosquejamos  programas  para  el  metodo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  or¬ 
den.  Como  en  el  caso  de  los  algoritmos  para  el  metodo  de  Euler  mejorado,  el  primer  progra- 


Seccion  3.7  Metodos  numericos  de  orden  superior:  Taylor  y  Runge-Kutta 


137 


ma  (la  subrutina  Runge-Kutta)  es  util  para  aproximar  la  solucion  en  un  intervalo  [x(l,  c];  su 
entrada  es  la  cantidad  de  pasos  en  el  intervalo.  Como  en  la  seccion  3.6,  el  numero  de  pasos  N 
se  relaciona  con  el  tamano  de  paso  h  y  el  intervalo  [x0,  c]  de  la  siguiente  forma: 

Nh  =  c  —  x0  . 


La  subrutina  tiene  la  opcion  de  imprimir  una  tabla  de  valores  de  x  y  y.  El  segundo  algoritmo 
(Runge-Kutta  con  tolerancia)  de  la  pagina  138  se  utiliza  para  aproximar,  para  una  tolerancia 
dada,  la  solucion  en  un  valor  de  entrada  x  —  c.  Este  algoritmo '  divide  a  la  mitad  los  tamanos 
de  paso  en  forma  sucesiva,  hasta  que  las  dos  aproximaciones  y(c\  h)  y  y(c;  h/2)  difieren  en 
menos  que  la  tolerancia  prescrita  e.  Para  tener  un  procedimiento  de  conclusion  con  base 
en  el  error  relativo,  el  paso  6  del  algoritmo  debe  reemplazarse  por 


Paso  6' 


Si 


y  ~  t 
y 


<  e,  vaya  al  paso  10. 


SUBRUTINA  DEL  METODO  CLASICO  DE  RUNGE-KUTTA 
DE  CUARTO  ORDEN 


Proposito  Aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

y'=f{x,y),  y{x0)=y0 

para  x0  <  x  s  c 

entrada  x(h  y(h  c,  N  (numero  de  pasos),  PRNTR  (=1  para  imprimir  la  tabla) 
Paso  1  Establezca  el  tamano  de  paso  h  =  (c  —  x0)/N,  x  =  x0,  y  =  y0 

Paso  2  Para  i  =  1  hasta  N,  realice  los  pasos  3-5 

Paso  3  Haga 

*i  =  ¥(■ x*y) 

(  h  k\ 

k2  =  hf[x  +  -,y  +  -j 
(  h 

k^hflx  +  ^y  +  j) 

k4  =  hf(x  +  h,y  +  k-i) 

Paso  4  Haga 

x  =  x  +  h 

y  =  y  +  ^r(kt  +  2 k2  +  2  k4  +  k4) 

Paso  5  Si  PRNTR  =  1 ,  imprimir  x,  y 


^Observe  que  la  forma  de  este  algoritmo  es  la  misma  que  la  del  metodo  de  Euler  mejorado  de  la  pagina  129,  excep- 
to  en  el  paso  4,  donde  se  llama  a  la  subrutina  Runge-Kutta.  En  los  codigos  para  problemas  de  produccion  se  usan 
procedimientos  de  conclusion  mas  sofisticados. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


ALGORITMO  CLASICO  DE  RUNGE-KUTTA  DE  CUARTO  ORDEN 

CON  TOLERANCIA 

Proposito 

Aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

y'=f{x,y),  y(xo)=ya 

en  x  =  c,  con  tolerancia  e 

ENTRADA 

x0,  y0,  c,  e,  M  (numero  maximo  de  iteraciones) 

Paso  1 

Haga  z  =  >’()■  PTNTR  =  0 

Paso  2 

Para  m  =  0  a  M,  realice  los  pasos  3-7  (o  para  ahorrar  tiempo, 
comience  con  m  >  0) 

Paso  3 

Haga  N  =  2m 

Paso  4 

Llame  a  la  SUBRUTINA  DEL  METODO  CLASICO 

DE  RUNGE-KUTTA  DE  CUARTO  ORDEN 

Paso  5 

Imprima  h,  y 

Paso  6 

Si  |z  -  y|  <  s,  vaya  al  paso  10 

Paso  7 

Haga  z  =  y 

Paso  8 

Imprima  es  aproximadamente”;  y;  “pero  podrfa  no  estar  dentro 

de  la  tolerancia”;  e 

Paso  9 

Vaya  al  paso  1 1 

Paso  10 

Imprima  es  aproximadamente”;  y;  “con  tolerancia”;  s 

Paso  1 1 

DETENERSE 

SALIDA 

Aproximaciones  de  la  solucion  al  problema  de  valor  inicial  en  x  =  c, 
usando  2'"  pasos. 

Usar  el  algoritmo  clasico  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  para  aproximar  la  solucion  <p(x)  del 
problema  con  valor  inicial 

y'=y,  y(o)  =  i, 

en  x  =  1  con  tolerancia  de  0.001. 

Las  entradas  son  x0  =  0,  y0  =  1  ,c=  1,  e  =  0.001  y  M  =  25  (digamos).  Comof(x,  y)  =  y,  las 
formulas  del  paso  3  de  la  subrutina  se  convierten  en 

ki  =  hy  ,  k2  =  h ^y  +  yj  ,  k4  =  h(y  +  yj  ,  k4  =  h(y  +  k^)  . 

El  valor  inicial  para  N  en  este  algoritmo  as  N  =  1,  de  modo  que 
h  =  (1  -  0)/l  =  1  . 

Asf,  en  el  paso  3  de  la  subrutina,  calculamos 

fc,  =  (1)(1)  =  1,  k2=  (1)(1  +0.5)  =  1.5, 

k3  =  (1)(1  +  0.75)  =  1.75  ,  k4  =  (1)(1  +  1.75)  =  2.75  , 
y,  en  el  paso  4  de  la  subrutina,  obtenemos  para  la  primera  aproximacion 

y  =  ,Vo  +  +  2&2  +  2&3  +  k4) 

=  1  +  +  2(1.5)  +  2(1.75)  +  2.75] 

=  2.70833  , 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


donde  hemos  redondeado  a  cinco  cifras  decimales.  Como 

\z~y\  =  bo  -  y\  =  |1  ~  2.70833|  =  1.70833  >  e  , 

comenzamos  de  nuevo  y  hacemos  N  =  2,  h  =  0.5. 

A1  realizar  los  pasos  3  y  4  para  i  =  1  y  2,  obtenemos  en  ultima  instancia  (para  i  =  2)  la 
aproximacion 

y  =  2.71735  . 

Como  \z  —  y|  =  |2. 70833  —  2.71821]  =  0.00902  >  e,  comenzamos  de  nuevo  y  hacemos 
N  =  4,h  =  0.25.  Esto  conduce  a  la  aproximacion 

y  =  2.71821  , 

de  modo  que 

\z  -  y\  =  |2. 71735  -  2.71821]  =  0.00086  , 
que  es  menor  que  s  =  0.001.  Por  lo  tanto,  0(1)  =  e  ~  2.71821.  ■ 

En  el  ejemplo  2  obtuvimos  una  mejor  aproximacion  de  0(1)  =  e  con  h  =  0.25  que  la 
obtenida  en  la  seccion  3.6  mediante  el  metodo  de  Euler  con  h  =  0.001  (vease  la  tabla  3.4)  y 
casi  la  misma  precision  que  la  obtenida  en  la  seccion  3.6  mediante  el  metodo  de  Euler  mejo- 
rado  con  h  =  0.01  (vease  la  tabla  3.5). 

Usar  la  subrutina  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  para  aproximar  la  solucion  0(x)  del  pro- 
blema  con  valor  inicial 

(15)  y'  =y\  y(0)  =  1 , 

en  el  intervalo  0<i<2  usando  N  =  8  pasos  (es  decir,  h  =  0.25). 

En  este  caso,  los  valores  ■ 
paso  3  de  la  subrutina  soi 

k\  =■  hy 2  , 

h  =  +  f 

La  salida  muestra  que 


0.25 

y  -  1.33322  , 

0.50 

y  =  1.99884  , 

0.75 

>*  =  3. 9723 S  , 

1.00 

y  =  32.82820  , 

1.25 

y  =  4.09664  X  10"  , 

1.50 

y  =  desbordamiento. 

^Que  ocurrio?  Por  fortuna,  la  ecuacion  (15)  es  separable,  y  al  resolverla,  para  4>{x),  obtenemos 
4>{x)  =  (1  —  x)  Ahora  es  claro  donde  esta  el  problema:  la  solucion  real  0( x)  no  esta  defini- 
da  en  x  =  1 .  De  haber  sido  mas  cuidadosos,  habrfamos  observado  que  df/ dy  =  2 y  no  esta 


de  partida  son  x0  =  0  y  y0  =  1-  Como/(x,  y)  =  y2,  las  formulas  del 


k,Y 


h  =  h[y  +  — 


k4  =  h{y  +  k3f 
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EJEMPLO  4 


SOLUCION 


acotada  para  toda  y.  Por  lo  tanto,  la  existencia  de  una  unica  solucion  no  queda  garantizada 
para  toda  x  entre  0  y  2,  y  en  este  caso,  el  metodo  no  proporciona  aproximaciones  significati- 
vas  para  x  cercanas  a  (o  mayores  que)  1 .  ■ 


Usar  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  para  aproximar  la  solucion  4>(x)  del  pro- 
blema  con  valor  inicial 

y'=x~y\  y(0)  =  1 , 

en  x  =  2  con  tolerancia  de  0.0001. 


Esta  vez  verificamos  si  df/dy  esta  acotada.  En  este  caso,  df/dy  =  —2 y,  que  ciertamente  no 
esta  acotada  en  cualquier  franja  vertical.  Sin  embargo,  consideremos  el  comportamiento  cua- 
litativo  de  la  solucion  <b(x).  La  curva  solucion  comienza  en  (0,  1),  donde  <f>'( 0)  =  0  —  1  <  0, 
de  modo  que  <f>(x)  comienza  decreciendo  y  continua  de  esta  forma  hasta  cruzar  la  curva  y  = 
■sfx  .  Despues  de  cruzar  esta  curva,  (f>(x)  comienza  a  crecer,  pues  cf>'(x)  =  x  —  <f>2(x)  >  0.  A1 
crecer  <b(x).  permanece  debajo  de  la  curva  y  =  ~bx  .  Esto  es  asf  porque  si  la  solucion  estuvie- 
se  “cerca”  de  la  curva  y  =  y.t ,  entonces  la  derivada  de  cf>(x)  tenderfa  a  cero,  de  modo  que 
no  es  posible  superar  la  funcion  -Jx  . 

Por  lo  tanto,  aunque  el  teorema  de  existencia  y  unicidad  no  garantiza  una  solucion,  esta- 
mos  tentados  a  usar  el  algoritmo  de  cualquier  manera.  El  argumento  anterior  muestra  que  tal 
vez  <f>(x )  exista  para  x  >  0,  de  modo  que  nos  parece  razonablemente  seguro  que  el  metodo 
de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  de  una  buena  aproximacion  de  la  solucion  real  <f>(x).  A1  pro- 
ceder  con  el  algoritmo,  usamos  los  valores  de  partida  x„  =  0  y  y0  =  1.  Como/(x,  y)  =  x  —  y2, 
las  formulas  en  el  paso  3  de  la  subrutina  se  convierten  en 


-  r) , 

h 


k0  =  h 


x  +  2 


M2 


k3  =  ftl  1  X  + 


k,V 


k4  =  h[(x  +  h)  —  (y  +  fe3)2] 


En  la  tabla  3.6  damos  las  aproximaciones  y( 2;  2  m+1)  para  (f)(2),  con  m  =  0,  1,  2,  3  y  4.  El 
algoritmo  se  detiene  en  m  =  4,  pues 

|y(2;  0.125)  -  y( 2;  0.25 )|  =  0.00000  . 

Por  lo  tanto,  cf>( 2)  ~  1.25132  con  una  tolerancia  de  0.0001.  ■ 


TABLA  3.6 

APROXIMACION  CLASICA  DE  RUNGE-KUTTA 

DE  CUARTO  ORDEN  PARA  2) 

m 

h 

Aproximacion 
para  (f>(  2) 

Lv(2;  h)  —  y(2;  2h)\ 

0 

2.0 

-8.33333 

1 

1.0 

1.27504 

9.60837 

2 

0.5 

1.25170 

0.02334 

3 

0.25 

1.25132 

0.00038 

4 

0.125 

1.25132 

0.00000 
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EJ  ERCICIOS 


PI  Como  en  el  caso  de  los  ejercicios  3.6,  sera  util  que  el 
lector  disponga  de  una  calculadora  o  una  computadora. 
Para  los  problemas  1-17,  verifique  si  df/dy  esta  o  no 
acotada. 

1.  Determine  las  formulas  recursivas  para  el  metodo  de 
Taylor  de  orden  2  para  el  problema  con  valor  inicial 

y'  =  cos(x  +  y)  ,  y(0)  =  n . 

2.  Determine  las  formulas  recursivas  para  el  metodo  de 
Taylor  de  orden  2  para  el  problema  con  valor  inicial 

y'=xy-y2,  y(0)  =  —1  . 

3.  Determine  las  formulas  recursivas  para  el  metodo  de 
Taylor  de  orden  4  para  el  problema  con  valor  inicial 

y'=x-y,  y(0)=0. 

4.  Determine  las  formulas  recursivas  para  el  metodo  de 
Taylor  de  orden  4  para  el  problema  con  valor  inicial 

y'  =x2  +  y,  y(0)  =  0. 

5.  Use  los  metodos  de  Taylor  de  ordenes  2  y  4  con  h  = 
0.25  para  aproximar  la  solution  del  problema  con  va¬ 
lor  inicial 

y'  =  x  +  1  —  y  ,  y(0)  =  1  , 

en  x  =  1 .  Compare  estas  aproximaciones  con  la  so¬ 
lution  real  y  =  x  +  e~x  evaluada  en  x  =  1. 

6.  Use  los  metodos  de  Taylor  de  ordenes  2  y  4  con  h  = 
0.25  para  aproximar  la  solution  del  problema  con  va¬ 
lor  inicial 

y'  =  i~y,  y(o)=o, 

en  x  =  1 .  Compare  estas  aproximaciones  con  la  so¬ 
lution  real  y  =  1  —  e~x  evaluada  en  x  =  1 . 

7.  Use  la  subrutina  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden 
con  h  =  0.25  para  aproximar  la  solution  del  proble¬ 
ma  con  valor  inicial 

y'  =  2y  —  6  ,  y(0)  =  1  , 

en  x  =  1.  (Asf,  la  entrada  N  =  4).  Compare  esta 
aproximacion  con  la  solution  real  y  =  3  —  2e2x  eva¬ 
luada  en  x  =  1. 

8.  Use  la  subrutina  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden 
con  h  =  0.25  para  aproximar  la  solution  del  proble¬ 
ma  con  valor  inicial 

y'  =  1  —  y,  y{  0)  =  0, 

en  x  =  1.  Compare  esta  aproximacion  con  la  obteni- 
da  en  el  problema  6  mediante  el  metodo  de  Taylor  de 
orden  4. 


9.  Use  la  subrutina  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  con 
h  =  0.25  para  aproximar  la  solution  del  problema 
con  valor  inicial 

y'  =x  +  1  -  y,  y(0)  =  1  , 
en  x  =  1 .  Compare  esta  aproximacion  con  la  obteni- 
da  en  el  problema  5  mediante  el  metodo  de  Taylor  de 
orden  4. 

10.  Use  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden 
para  aproximar  la  solution  del  problema  con  valor 
inicial 

y'  =  1  -xy,  y(l)  =  1 , 
en  x  =  2.  Para  una  tolerancia  de  e  =  0.001,  use  un 
procedimiento  de  conclusion  con  base  en  el  error  ab¬ 
solute . 

11.  La  solution  del  problema  con  valor  inicial 

y'=^-y\  y(l)  =  -0.414 

X 

cruza  el  eje  x  en  un  punto  del  intervalo  [1,2].  Experi- 
mente  con  la  subrutina  de  Runge-Kutta  de  cuarto  or¬ 
den  y  determine  este  punto  con  dos  cifras  decimales. 

12.  Experimente  con  la  subrutina  de  Runge-Kutta  de 
cuarto  orden  y  determine  el  valor  maximo  sobre  el 
intervalo  [1,  2]  de  la  solution  del  problema  con  va¬ 
lor  inicial 

y'  =  ^-y2.  y(i)  =  -  l  . 

X 

■,  Ddnde  aparece  este  maximo?  Proporcione  sus  res- 
puestas  con  dos  cifras  decimales. 

13.  La  solution  del  problema  con  valor  inicial 

%  =  y2  -  2<?xy  +  e2r  +  ex  ,  y(0)  =  3 

tiene  una  asmtota  vertical  (“explota”)  en  algun  punto 
en  el  intervalo  [0,  2].  Experimente  con  la  subrutina 
de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  y  determine  este  pun¬ 
to  con  dos  cifras  decimales. 

14.  Use  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden 
para  aproximar  la  solution  del  problema  con  valor 
inicial 

y'  =  y  cos  x  ,  y(0)  =  1  , 

en  x  =  77.  Para  una  tolerancia  de  e  =  0.01,  use  un 
procedimiento  de  conclusion  con  base  en  el  error  ab¬ 
solute. 

15.  Use  la  subrutina  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden 
con  h  =0.1  para  aproximar  la  solution  de 

y'  =  cos(5y)  —  x  ,  y(0)  =  0  , 
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en  los  puntos  x  =  0,  0.1,  0.2,  .  .  .  ,  3.0.  Utilice  sus 
respuestas  para  hacer  un  bosquejo  de  la  solucion  en 
el  intervalo  [0,  3], 

16.  Utilice  la  subrutina  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden 
con  h  =0.1  para  aproximar  la  solucion  de 

y'  =  3  cos(y  —  5x )  ,  y(0)  =  0  , 

en  los  puntos  x  =  0,  0.1,  0.2,  .  .  .  ,  4.0.  Utilice  sus 
respuestas  para  hacer  un  bosquejo  de  la  solucion  en 
el  intervalo  [0,  4], 

17.  El  metodo  de  Taylor  de  orden  2  se  puede  utilizar  para 
aproximar  la  solucion  del  problema  con  valor  inicial 

y'=y,  y(0)  =  1  , 


en  x  =  1.  Muestre  que  la  aproximacion  yn  obtenida 
usando  el  metodo  de  Taylor  de  orden  2  con  el  tama- 
no  de  paso  \/n  esta  dada  por  la  formula 

+  »  +  "=1'2 . 

La  solucion  del  problema  con  valor  inicial  es  y  =  e\ 
de  modo  que  yn  es  una  aproximacion  de  la  cons- 
tante  e. 


18.  Si  el  metodo  de  Taylor  de  orden  p  se  usa  en  el  pro¬ 
blema  17,  muestre  que 


1  +  -  +  ^  + 

n  2  rr  6  n 


1 


p\np 


n  —  1,2. 


19.  Flujo  de  fluidos.  En  el  estudio  del  flujo  no  isoter- 
mico  de  un  fluido  newtoniano  entre  placas  paralelas, 
se  halla  la  ecuacion 


d2y  2 

— .,  +  x2ey  ~  0  ,  x  >  0  , 
dx2 

mediante  varias  sustituciones,  esta  ecuacion  se  pue¬ 
de  transformar  en  la  ecuacion  de  primer  orden 


dp 

du 


Utilice  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden 
para  aproximar  u(3)  si  v(u)  satisface  t>(2)  =0.1. 
Para  una  tolerancia  de  e  =  0.0001,  use  un  procedi- 
miento  de  conclusion  con  base  en  el  error  relativo. 

20.  Reacciones  quimicas.  La  reaction  entre  el  oxido 
nitroso  y  el  oxfgeno  para  formar  dioxido  de  nitroge- 
no  esta  dada  por  la  ecuacion  qufmica  balanceada 
2NO  +  02  =  2N02.  A  temperaturas  altas,  la  depen- 
dencia  de  la  razon  de  esta  seccion  con  respecto  de 
las  concentraciones  de  NO,  02  y  N02  es  compleja. 
Sin  embargo,  a  25°C,  la  razon  con  que  se  forma  el 
N02  obedece  la  ley  de  accion  de  la  masa  y  esta  dada 
por  la  ecuacion 

t  =  Ha  ~  ~  f)  > 

donde  x(t)  denota  la  concentracion  de  N02  en  el  ins- 
tante  t,  k  es  la  constante  de  la  razon,  a  es  la  concentra¬ 
cion  inicial  de  NO  y  fi  es  la  concentracion  inicial  de  O 
de  02.  A  25°C,  la  constante  k  es  7.13  X  103  (li- 
tros)2/(moles)2(segundo).  Sean  a  =  0.0010  moles/ 
litro,  /3  =  0.0041  moles/litro  y  x(0)  =  0  moles/litro. 
Use  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  para 
aproximar  x{  10).  Para  una  tolerancia  de  £  =  0.000001, 
utilice  un  procedimiento  de  conclusion  con  base  en  el 
error  relativo. 

21.  Lrneas  de  transmision.  En  el  estudio  del  campo 
electrico  inducido  por  dos  lrneas  de  transmision  cer- 
canas,  surge  una  ecuacion  de  la  forma 

£  +  d**=/W  ' 

Sean/(x)  =  5x  +  2y  g(x)  =  x2.  Si  z(0)  =  1,  utilice 
el  algoritmo  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  para 
aproximar  z(  1 ).  Para  una  tolerancia  de  e  =  0.0001, 
usamos  un  procedimiento  de  conclusion  con  base  en 
el  error  absoluto. 
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A.  Acuacultura 

La  acuacultura  es  el  arte  de  cultivar  plantas  y  animales  originarios  del  agua.  En  el  ejemplo  aquf 
considerado,  se  cultiva  un  lote  de  bagres  en  un  estanque.  Nos  interesa  determinar  el  mejor  mo¬ 
menta  para  recolectar  los  peces  de  rnodo  que  el  costo  (por  libra)  por  el  cultivo  de  los  peces  se 
minimice. 

Una  ecuacion  diferencial  que  describa  el  crecimiento  de  los  peces  puede  ser 

(1)  dY~  -  KWa  , 
dt 

donde  W(t)  es  el  peso  de  los  peces  en  el  instante  t,y  Ky  a  son  constantes  de  crecimiento  deter- 
minadas  en  forma  empnica.  La  forma  funcional  de  esta  relation  es  similar  a  la  de  los  modelos 
de  crecimiento  para  otras  especies.  La  modelacion  de  la  tasa  de  crecimiento  o  la  tasa  de  meta- 
bolismo  mediante  un  termino  Wa  es  una  hipotesis  comun.  Con  frecuencia,  los  biologos  se  re- 
fieren  a  la  ecuacion  (1)  como  la  ecuacion  alometrica  y  puede  ser  apoyada  por  argumentos 
plausibles  como  que  la  tasa  de  crecimiento  depende  del  area  de  la  superficie  de  las  entranas 
(que  varfan  como  W2^)  o  depende  del  volumen  del  animal  (que  varfa  como  W). 

(a)  Resuelva  la  ecuacion  (1)  cuando  a  ¥=  1. 

(b)  La  solucion  obtenida  en  la  parte  (a)  crece  sin  lfmite,  pero  en  la  practica  hay  un  peso 
maximo  lfmite  VLmSx  para  el  pez.  Este  peso  lfmite  se  puede  incluir  en  la  ecuacion 
diferencial  que  describe  el  crecimiento  insertando  una  variable  adimensional  S  que 
puede  variar  entre  0  y  1  e  implica  un  parametro  /x  determinado  en  forma  empfrica. 

A  saber,  ahora  suponemos  que 

(2)  ~  -  KW*S  . 

dt 

donde  S-=  1  —  (W/W^)^.  Cuando  pt  =  1  —  a,  la  ecuacion  (2)  tiene  una  solucion  con 
forma  cerrada.  Resuelva  la  ecuacion  (2)  cuando  K  =  10,  a  =  3/4,  /x  =  1/4,  Wmix  =  81 
(onzas)  y  IV(0)  =  1  (onza).  Las  constantes  dadas  para  t  se  miden  en  meses. 

(c)  La  ecuacion  diferencial  que  describe  el  costo  total  C(t )  en  dolares  por  criar  un  pez 
durante  t  meses  tiene  un  termino  constante  K{  que  especifica  el  costo  mensual  (debido 
a  costos  tales  como  los  intereses,  la  depreciacion  y  la  mano  de  obra)  y  una  segunda 
constante  K2  que  multiplica  la  tasa  de  crecimiento  (debido  a  que  la  cantidad  de  alimen- 
to  consumida  por  el  pez  es  aproximadamente  proporcional  a  la  tasa  de  crecimiento). 
Es  decir, 


(3) 


dC 

dt 


—  =  K,  +  K, 


dW 

dt 


Resuelva  la  ecuacion  (3)  cuando  K{  =  0.4,  K2  =  0.1,  C(0)  =  1.1  (dolares)  y  W(t) 
queda  determinada  segun  la  parte  (b). 

(d)  Bosqueje  la  curva  obtenida  en  la  parte  (b)  que  represente  el  peso  del  pez  en  funcion 
del  tiempo.  A  continuacion,  bosqueje  la  curva  obtenida  en  la  parte  (c)  que  represente 
el  costo  total  de  criar  al  pez  en  funcion  del  tiempo. 
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(e)  Para  determinar  el  tiempo  optimo  para  recolectar  el  pez,  bosqueje  el  cociente 
C(t)/W(t).  Este  cociente  representa  el  costo  total  por  onza  en  funcion  del  tiempo. 
Cuando  este  cociente  alcanza  su  mfnimo  (es  decir,  cuando  el  costo  total  por  onza  es 
mmimo),  es  el  instante  optimo  para  recolectar  los  peces.  Determine  este  instante 
optimo  redondeado  a  meses. 


B.  Curva  de  persecution 

Obtenemos  un  modelo  geometrico  interesante  al  tratar  de  determinar  la  trayectoria  de  un  perse- 
guidor  que  caza  una  presa.  Esta  trayectoria  se  conoce  como  curva  de  persecucion.  Estos  pro- 
blemas  fueron  analizados  usando  metodos  de  calculo  cerca  del  ano  1730  (mas  de  dos  siglos 
despues  de  que  Leonardo  da  Vinci  los  estudiara).  El  problema  mas  sencillo  consiste  en  deter¬ 
minar  la  curva  a  lo  largo  de  la  cual  un  barco  se  rnueve  al  perseguir  a  otro  que  navega  a  lo  largo 
de  una  lrnea  recta,  suponiendo  que  las  velocidades  de  los  dos  barcos  son  constantes. 

Supongamos  que  el  barco  A  viaja  a  velocidad  a  persiguiendo  al  barco  B.  que  navega  con 
una  velocidad  /8.  Ademas,  el  barco  A  parte  (en  el  instante  t  =  0)  del  origen  y  el  barco  B  parte 
del  punto  (1,0)  recorriendo  la  recta  x  =  1.  Despues  de  t  horas,  el  barco  A  se  localiza  en  el  pun- 
to  ( x ,  y)  y  el  barco  B  esta  en  el  punto  Q  =  (1,  /3f)  (vease  la  figura  3.16).  El  objetivo  es  descri- 
bir  el  lugar  geometrico  de  los  puntos  P\  es  decir,  determinar  a  y  como  funcion  de  x. 

El  barco  A  persigue  al  barco  B.  de  modo  que  en  el  instante  t,  el  barco  A  debe  apun- 
tar  directamente  hacia  el  barco  B.  Es  decir,  la  recta  tangente  a  la  curva  de  persecu¬ 
cion  en  P  debe  pasar  por  el  punto  Q  (vease  la  figura  3. 16).  Para  que  esto  sea  cierto, 
muestre  que 

dy  y  —  fit 
dx  x  —  1 

Conocemos  la  velocidad  con  la  que  viaja  el  barco  A,  de  modo  que  sabemos  que  la 
distancia  recorrida  hasta  el  instante  t  es  at.  Esta  distancia  tambien  es  la  longitud  de 
la  curva  de  persecucion  de  (0,  0)  hasta  ( x ,  y).  Use  la  formula  para  la  longitud  de  arco 
del  calculo  y  muestre  que 

at  -  I  V  I  +  [>’'(w)]2d»  . 

Jo 


(a) 

(4) 

(b) 

(5) 


y 


Figura  3.16  La  trayectoria  del  barco  A  al  perseguir  el  barco  B 
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A1  despejar  t  en  las  ecuaciones  (6)  y  (7),  concluya  que 


(6) 


y  ~  {x  ~  1  ){dy/dx)  i 


Vl  +  [/[u)]2du  . 


(c)  Derive  ambos  lados  de  (6)  con  respecto  de  x  para  obtener  la  ecuacion  de  primer  orden 


donde  w  ■=  dy/dx. 

(d)  Use  separation  de  variables  y  las  condiciones  iniciales  x  =  0  y  w  =  dy/dx  =  0  cuan- 
do  t  =  0  para  mostrar  que 


(7) 


(e)  Para  a  >  / 3  (es  decir,  cuando  el  barco  A  navega  mas  rapido  que  el  barco  B),  utilice 
la  ecuacion  (7)  y  las  condiciones  iniciales  x  =  0  y  y  =  0  cuando  t  =  0  para  deducir  la 
ecuacion  de  la  curva  de  persecucion 


i  r (i  —  x)'+iiia  (i  -xy-#c 


1  i"  _  U  -xy-wa  +  o'/j 


(8) 


2\_  1  +  (i/a  1  -  (i/a  \  a2  -  0-  ' 

(f)  Determine  la  posicion  donde  el  barco  A  alcanza  al  barco  B.  si  a  >  fj. 

(g)  Muestre  que  si  a  =  [},  entonces  la  curva  de  persecucion  esta  dada  por 


(9) 


^Alcanzara  el  barco  A  al  barco  B  en  algun  momenta? 

C.  Control  de  una  aeronave  en  un  viento  cruzado 

T.  L.  Pearson,  Acadia  University,  Nueva  Escocia 

Un  avion  que  vuela  bajo  la  gufa  de  un  faro  no  direccional  (un  transmisor  de  radio  fijo,  abrevia- 
do  NDB.  por  sus  siglas  en  ingles)  se  mueve  de  modo  que  su  eje  longitudinal  apunte  siempre 
hacia  el  faro  (vease  la  figura  3.17).  Un  piloto  se  dirige  hacia  un  NDB  desde  un  punto  donde  el 
viento  forma  angulo  recto  con  la  direccion  inicial  del  avion;  el  viento  mantiene  esa  direccion 
todo  el  tiempo.  Suponga  que  la  velocidad  del  viento  y  la  del  avion  en  el  aire  (su  “velocidad  en 
el  aire”)  se  mantienen  constantes.  (Recuerde  que  esta  ultima  velocidad  no  es  lo  rnismo  que  la 
velocidad  del  avion  con  respecto  del  suelo). 

(a)  Localice  el  vuelo  en  el  piano  xy,  colocando  el  inicio  del  viaje  en  (2,  0)  y  el  destino  en 
(0,  0).  Escriba  la  ecuacion  diferencial  que  describe  la  trayectoria  del  avion  sobre  el 
suelo.  [ Sugerencia :  dy/dx  =  (dy/dt)/(dx/dt)]. 

(b)  Haga  una  sustitucion  adecuada  y  resuelva  esta  ecuacion.  [Sugerencia:  Vease  la  sec- 
cion  2.6], 

(c)  Use  el  hecho  de  que  =  2  y  >’  =  0  en  t  =  0  para  determinar  el  valor  adecuado  de  la 
constante  arbitraria  en  el  conjunto  de  soluciones. 

(d)  Obtenga  a  y  explicitamente  en  terminos  de  x.  Escriba  su  solucion  en  terminos  de  una 
funcion  hiperbolica. 
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y 


/ 


X 


NDB 


Viento 


Figura  3.17  Avion  guiado  a  distancia 


Sea  y  el  cociente  de  la  velocidad  del  viento  y  la  velocidad  del  avion  en  el  aire.  Use 


un  paquete  de  computo  para  graficar  las  soluciones  en  los  casos  y  =  0.1,  0.3,  0.5  y 
0.7,  todas  en  el  mismo  conjunto  de  ejes.  Interprete  estas  graficas. 

(f)  Analice  los  (jterrorfficos!)  casos  y  =  1  y  y  >  1. 


D.  Retroalimentacion  y  el  amplificador  operacional 

El  amplificador  operacional  que  aparece  en  la  figura  3.18(a)  es  un  dispositivo  no  lineal.  Gra¬ 
cias  a  las  fuerzas  de  poder  internas,  los  transistores  concatenados,  etcetera,  proporciona  un 
enorme  voltaje  negativo  en  la  terminal  de  salida  O  siempre  que  el  voltaje  en  su  terminal  in- 
versora  (— )  exceda  al  correspondiente  en  la  terminal  no  inversora  (+)  y  un  enorme  voltaje 
positivo  al  invertir  la  situacion.  Se  puede  expresar  Esalida  ~  G(E^ntrada  —  E  cntrada)  con  una  Sa~ 
nancia  G  grande  (a  veces  de  1000  o  mas),  pero  la  aproximacion  serfa  muy  poco  confiable 
para  muchas  aplicaciones.  Los  ingenieros  han  logrado  mejorar  este  dispositivo  utilizando  la  re¬ 
troalimentacion  negativa,  como  se  ilustra  en  la  figura  3.18(b).  Al  conectar  la  salida  con  la 


R 


'  o  v 


(a) 


(b) 


R 


-a — wv — 


(c) 


Figura  3.18  Derivador  con  amplificador  operacional 
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w 


K 


m 


'  ov 


Figura  3.19  Integrador  con  amplificador  operacional 


terminal  de  entrada  inversora,  el  amplificador  operacional  actua  como  un  vigilante,  evitando 
un  desequilibrio  entre  los  voltajes  de  entrada  inversor  y  no  inversor.  Con  tal  conexion,  ambos 
voltajes  se  mantienen  en  el  mismo  valor:  0  V  ( tierra  electrica)  para  la  situation  que  se  muestra. 

Ademas,  las  terminales  de  entrada  del  amplificador  operacional  no  extraen  corriente:  to- 
da  la  corriente  enviada  a  la  terminal  inversora  se  dirige  de  forma  inmediata  a  la  trayectoria  de 
retroalimentacion.  Como  resultado,  la  corriente  extrafda  de  la  fuente  indicada  E(t)  queda 
descrita  por  el  circuito  equivalente  que  aparece  en  la  figura  3.18(c): 


E(t)  =  ^y(t)dt  o  7(f)  =  c f  , 


y  esta  corriente  1  fluye  por  la  resistencia  R  de  la  figura  3.18(d),  causando  una  cafda  de  volta- 
je  de  0  a  —RI.  En  otras  palabras,  el  voltaje  de  salida  Esa|ida  =  —RI  =  — RC(dE/dt )  es  una  re¬ 


plica  a  escala  e  invertida  de  la  derivada  del  voltaje  de  la  fuente.  El  circuito  es  un  derivador 


con  amplificador  operacional. 

(a)  Imite  este  analisis  para  mostrar  que  el  circuito  en  la  figura  3. 19  es  un  integrador 
con  amplificador  operacional,  con 


salvo  una  constante  que  depende  de  la  carga  inicial  sobre  el  condensador. 

(b)  Disene  integradores  y  derivadores  con  amplificadores  operacionales  y  retroalimen¬ 
tacion  negativa,  pero  con  inductores  en  vez  de  condensadores.  (En  la  mayor  parte 
de  las  situaciones,  los  condensadores  son  menos  caros  que  los  inductores,  de  modo 
que  son  preferibles  los  disenos  anteriores). 

Controles  bang-bang 

En  el  ejemplo  3  de  la  section  3.3  (pagina  105),  supusimos  que  la  cantidad  de  calentamiento 
o  enfriamiento  proporcionados  por  un  calefactor  o  el  aire  acondicionado  es  proportional  a  la 
diferencia  entre  la  temperatura  actual  y  la  temperatura  deseada;  recuerde  la  ecuacion 


u(t)  =  ku[td  -  r(t)] 


En  rnuchos  hogares,  los  mecanismos  de  calefaccion/enfriamiento  proporcionan  una  razon 
constante  de  flujo  de  calor,  digamos 


T{t)  >  Td  , 
T{t)  <  To 


(con  Aj  <  0). 

(a)  Modifique  la  ecuacion  diferencial  (9)  del  ejemplo  3  de  modo  que  describa  la 
temperatura  de  un  hogar  con  esta  ley  de  control  “bang-bang”. 
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(b)  Suponga  que  la  temperature  inicial  7(0)  es  mayor  que  td.  Modifique  las  constantes 
en  la  solution  (12)  de  la  pagina  106  de  modo  que  la  formula  sea  valida  siempre  que 
T(t)  >  TD. 

(c)  Si  la  temperature  inicial  7(0)  es  menor  que  Td,  /cuales  valores  deben  tener  las  cons¬ 
tantes  en  (12)  de  modo  que  la  formula  sea  valida  para  7(f)  <  7d? 

(d)  /Como  se  deben  unir  las  soluciones  en  (b)  y  (c)  para  obtener  una  description  comple- 
ta  (en  terminos  del  tiempo)  de  la  temperature  7(f)? 


F.  Precio,  oferta  y  demanda 

Es  claro  que  la  demanda  de  cualquier  artfculo  (petroleo,  ropa  o  automoviles)  depende  de  su 
precio  (entre  otras  cosas).  Los  artfculos  con  mayor  precio  son  por  lo  general  rnenos  atracti- 
vos,  a  rnenos  que  el  precio  este  aumentando  y  los  consumidores  quieran  adquirirlo  a  un 
“precio  bajo  por  introduction”.  Asf,  para  modelar  matematicamente  la  demanda  D(f)  de  un 
producto  en  el  instante  f,  una  estimation  cruda  que  ignore  todos  los  factores  excepto  el  pre¬ 
cio  tomarfa  la  forma 

Z)(f)  =  d0  —  d\p(t)  +  d2p'{t)  , 

donde  pit)  es  el  precio  unitario  y  las  constantes  d,  son  positivas.  Quienes  ofrecen  el  artfculo  tra- 
tarfan  naturalmente  de  capitalizarse  con  base  en  artfculos  con  valor  creciente,  de  modo  que  un 
modelo  crudo  de  funcion  de  oferta  tomarfa  la  forma 

S{t)  =  Sq  +  sxp[t )  +  s2p'{t )  , 
donde  s2  es  positiva. 

Si  la  demanda  excede  a  la  oferta,  una  estrategia  para  obtener  ganancias  indicarfa  que  el 
precio  debe  aumentar;  si  la  oferta  excede  a  la  demanda,  no  habra  mas  alternativa  que  reducir 
los  precios.  Se  llegara  a  un  equilibrio  economico  si  el  precio  fuese  tal  que  la  oferta  equilibre 
exactamente  a  la  demanda:  D(f)  =  S(f),/>'(f)  =  0  y  pit)  =  peq  =  ( d0  -  s0)/(di  +  S]).  Veamos  una 
cuestion  mas  interesante:  /Como  evoluciona  un  precio  (que  no  es  de  equilibrio)  pit)  durante  un 
periodo  en  que  la  oferta  sigue  a  la  demanda,  Sit)  =  D{t)l 

(a)  Iguale  D{t)  y  Sit)  y  resuelva  la  ecuacion  diferencial  resultante  (suponiendo  que  s2  ¥= 
d2)  para  p{t)  en  terminos  de  su  valor  inicial  p0  =  p( 0). 

(b)  Estabilidad  de  precios  Muestre  que  si  (dx  +  sx)/(d2  —  s2)  <  0,entonces  p{t)  tiende  al 
precio  de  equilibrio  cuando  f  ° /.Que  condiciones  sobre  las  constantes  garantizan 
que  el  precio  de  equilibrio  sea  positivo  (y  por  tanto  realista)? 

(c)  Inestabilidad  de  precios  Muestre  que  si  (d j  +  sx)/(d2  —  s2)  >  0  y  p0  >  peq,  entonces 
p{t)  crece  sin  lfmite  cuando  f  ° (Por  supuesto,  las  formulas  crudas  deben  revisar- 
se  al  crecer  f). 

(d)  Si  el  precio  unitario  de  un  artfculo  p(t)  es  $5  en  f  =  0  (meses)  y  la  oferta  y  la  deman¬ 
da  por  miles  de  unidades  se  modelan  como 

S(i)  =  20  +  p(t)  +  6 p'(t)  , 

7>(f)  =  30  -  2 p(t)  +  4p '(f)  , 

/,cual  sera  el  precio  unitario  despues  de  10  meses?  /Hay  estabilidad  o  inestabilidad  de 
los  precios  al  aumentar  f? 
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G.  Estabilidad  de  metodos  numericos 

Con  frecuencia,  los  metodos  numericos  se  verifican  con  sencillos  problemas  con  valores  inicia- 
les  de  la  forma 

(8)  y'  +  Ay  =  0  ,  y(0)  =  1  ,  (A  =  constante)  , 


que  tiene  la  solucion  4>(x)  =  e  Xx.  Observe  que  para  cada  A  >  0,  la  solucion  4>{x)  tiende  a  ce- 


ro  cuando  x  — >  +oo.  Asf,  una  propiedad  deseable  para  cualquier  esquema  numerico  que  genere 
aproximaciones  y0,  yu  y2,  y3, . .  .  de  <f>(x)  en  los  puntos  0,  h,  2 h,  3 h, . . .  es  que,  para  A  >  0, 


(9)  yn^>  0  cuando  «  — »  oo  . 


Para  los  metodos  lineales  de  un  paso,  la  propiedad  (9)  es  la  estabilidad  absoluta. 

(a)  Muestre  que  para  xn  =  nh,  el  metodo  de  Euler  aplicado  al  problema  con  valor  inicial 
(8)  proporciona  las  aproximaciones 

yn  =  {\-\h)n,  n=  0,1,2,..., 

y  deduzca  que  este  metodo  es  absolutamente  estable  solo  cuando  0  <  Ah  <  2.  (Esto 
significa  que  para  una  A  >  0  dada,  debemos  elegir  el  tamano  de  paso  h  suficiente- 
mente  pequeno  para  que  (9)  se  cumpla).  Ademas,  muestre  que  para  h  >  2/A,  ;el 
error  yn  —  <f>(xn)  crece  en  forma  exponencial! 

(b)  Muestre  que  para  xn  =  nh,  el  esquema  del  trapecio  de  la  seccion  3.6,  aplicado  al  pro¬ 
blema  (8),  proporciona  las  aproximaciones 


y  deduzca  que  este  esquema  es  absolutamente  estable  para  toda  A  >  0,  h  >  0. 

(c)  Muestre  que  el  metodo  de  Euler  mejorado,  aplicado  al  problema  (8),  es  absolutamen¬ 
te  estable  para  0  <  A h  <  2. 

Metodos  multipaso.  Al  usar  metodos  numericos  multipaso,  pueden  surgir  problemas  de  ines- 
tabilidad  que  no  pueden  arreglarse  eligiendo  simplemente  un  tamano  de  paso  h  suficientemente 
pequeno.  Esto  se  debe  a  que  los  metodos  multipaso  producen  “soluciones  extranas”,  que  pueden 
dominar  los  calculos.  Para  ver  que  puede  ocurrir,  consideremos  el  metodos  de  dos  pasos 

(10)  yn+]  =yn-\  +  2hf{xn,  yn) ,  n=  1,2,..., 

para  la  ecuacion  y'  =f(x,  y). 


(d)  Muestre  que  para  el  problema  con  valor  inicial 
(11)  y' +  2y  =  0  ,  y(0)  =  1  , 


la  formula  de  recurrencia  (14),  con*,,  =  nh,  se  convierte  en 
(12)  yn+\  +  4hy„  -  yn-\  =  0  . 


La  ecuacion  (12),  una  ecuacion  en  diferencias,  se  puede  resolver  mediante  el  siguiente 
procedimiento.  Postulamos  una  solucion  de  la  forma  yn  =  r" ,  donde  r  es  una  constante  por  de- 
terminar. 

(e)  Muestre  que  al  sustituir  y„  =  rn  en  (12)  obtenemos  la  “ecuacion  caracterfstica” 
r 2  +  4 hr  -1=0, 
con  las  rafces 


r,  =  -2 h  +  V]  +  4 h2  y  r2  =  ~2h  -  V'l  +  4 h2 
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Por  analogfa  con  la  teorfa  de  las  ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden,  se  puede 
mostrar  que  una  solucion  general  de  (12)  es 

yn  =  cxr'l  +  c2rn2  , 

donde  Cj  y  c2  son  constantes  arbitrarias.  Asi',  la  solucion  general  de  la  ecuacion  en  di- 
ferencias  (12)  tiene  dos  constantes  independientes,  mientras  que  la  ecuacion  diferen- 
cial  (11)  tiene  solo  una,  a  saber,  <f>(x)  =  ce~2x. 

(f)  Muestre  que  para  cada  h  >  0, 

lfm  =  r"  =  0  ,  pero  Km  \r2\  =  oo  . 

n  — >  oo  n  — >  oo 

Por  lo  tanto,  el  termino  r f  se  comporta  como  la  solucion  4>(x„ )  =  e~2x"  cuando  n  —*  oo. 
Sin  embargo,  la  solucion  extrana  r2  crece  sin  lfmite. 

(g)  La  aplicacion  del  esquema  (10)  al  problema  con  valor  inicial  (11)  requiere  dos  valo- 
res  de  partiday0,  yh  Los  valores  exactos  son  y0  =  1 ,  y]  =  e~2h.  Sin  embargo,  inde- 
pendientemente  de  la  election  de  los  valores  de  partida  y  el  tamano  de  h,  a  partir  de 
cierto  momento  el  termino  c2r2  dominant  a  toda  la  solucion  de  la  ecuacion  de  recu- 
rrencia  al  crecer  xn.  Ilustre  esta  inestabilidad  considerando  yo  =  1,  yt  =  e~2h  y  usan- 
do  una  calculadora  o  computadora  para  calcular  y2,  y3,  .  .  .  ,  y100  a  partir  de  la  formula 
de  recurrencia  (12)  para  h  =  0.5  y  h  =  0.05.  ( Nota :  Aunque  las  condiciones  iniciales 
se  elijan  de  rnodo  que  c2  =  0,  el  error  de  redondeo  “excitara”  a  la  solucion  extrana 
dominante). 


H.  Duplication  de  periodo  y  caos 

QJ  En  el  estudio  de  los  sistemas  dinamicos  se  observan  los  fenomenos  de  duplicacion  de  periodo 
y  caos.  Estos  fenomenos  se  pueden  apreciar  al  usar  un  esquema  numerico  para  aproximar  la 
solucion  de  un  problema  con  valor  inicial  para  una  ecuacion  diferencial  no  lineal,  como  el  rno- 
delo  logfstico  para  el  crecimiento  de  poblaciones: 

(13)  f  =  I0p(l  -p)  ,  p(0)  =  0.1. 

(vease  la  seccion  3.2). 

(a)  Resuelva  el  problema  con  valor  inicial  (13)  y  muestre  que  p(t)  tiende  a  1  cuando 
t  — »  +oo. 

(b)  Muestre  que  al  usar  el  rnetodo  de  Euler  (veanse  las  secciones  1.4  y  3.6)  con  tamano 
de  paso  h  para  aproximar  la  solucion  de  (13)  se  obtiene 

(14)  p„+i  =  (1  +  ioftk  -  {m)Pl ,  P(,  -  0.1  . 

(c)  Para  h  =  0.18,  0.23,  0.25  y  0.3,  muestre  que  las  primeras  40  iteraciones  de  (14)  pare- 
cen  (i)  converger  a  1  cuando  h  =  0.18,  (ii)  saltar  entre  1.18  y  0.69  cuando  h  =  0.23, 
(iii)  saltar  entre  1.23,  0.54,  1.16  y  0.70  cuando  h  =  0.25  y  (iv)  no  mostrar  un  patron 
visible  cuando  h  =  0.3. 

Las  transiciones  de  la  convergencia  al  salto  entre  dos  numeros,  luego  entre  cuatro  y  asf  su- 
cesivamente,  se  llama  duplicacion  del  periodo.  El  fenomeno  que  aparece  cuando  h  =  0.3  se 
conoce  como  caos.  Esta  transicion  de  la  duplicacion  del  periodo  al  caos  cuando  h  aumenta 
se  observa  con  frecuencia  en  los  sistemas  dinamicos. 

La  transicion  al  caos  se  ilustra  en  el  diagrama  de  bifurcacion  (vease  la  figura  3.20).  Este 
diagrama  se  genera  para  la  ecuacion  (14)  de  la  manera  siguiente.  Comenzamos  en  A  =  0.18  y 
calculamos  la  sucesion  {pn}  usando  (14);  a  partir  de  n  =  201,  ubicamos  los  siguientes  30  valo- 
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1.2 


1.0  . 

0.8  - 

0.6  - 

0.4  - 

0.2  - 

0.18 


h 


Figura  3.20  Duplication  de  periodo,  hacia  el  caos 


res,  es  decir,  p2 oi,  P202>  ■  ■  ■  >  P230-  A  continuacion,  incrementamos  h  en  0.001,  para  obtener 
0.181  y  repetir  el  proceso.  Continuamos  hasta  que  h  =  0.30.  Observe  la  forma  en  que  la  figura 
se  divide  de  una  rama  en  dos,  luego  en  cuatro,  y  asf  sucesivamente  hasta  que  se  llega  al  caos. 

Nuestra  preocupacion  es  la  inestabilidad  del  procedimiento  numerico  si  h  no  se  elige  lo 
bastante  pequeno.  Por  fortuna,  la  inestabilidad  observada  para  el  metodo  de  Euler  (la  duplica- 
cion  del  periodo  y  el  caos)  se  reconoce  de  inmediato,  pues  sabemos  que  este  tipo  de  comporta- 
rniento  no  es  de  esperar  en  una  solucion  de  la  ecuacion  logfstica.  En  consecuencia,  de  haber 
usado  el  metodo  de  Euler  y  h  =  0.23,  0.25  o  0.3  para  resolver  (13)  en  forma  numerica,  nos  ha- 
brfamos  dado  cuenta  de  que  h  no  era  lo  bastante  pequeno. 

La  situation  para  el  metodo  clasico  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  (vease  la  seccion  3.7) 
es  mas  complicada.  Puede  ocurrir  que  para  cierta  election  de  h  haya  una  duplicacion  del  perio¬ 
do,  pero  tambien  es  posible  que  para  otras  elecciones  de  h  la  solucion  numerica  converja  a  un 
valor  lfmite  que  no  sea  el  valor  lmiite  para  cualquier  solucion  de  la  ecuacion  logfstica  en  (17). 

(d)  Aproxime  la  solucion  de  (13)  calculando  las  primeras  60  iteraciones  del  metodo  cla¬ 
sico  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  usando  el  tamano  de  paso  h  =  0.3.  (Asf,  para  la 
subrutina  de  la  pagina  137,  N  =  60  y  c  =  (60)(0.3)  =  18).  Repita  con  h  =  0.325  y 
h  =  0.35.  ^Cuales  valores  de  h  (si  existen)  cree  que  proporcionen  la  aproximacion 
“correcta”  a  la  solucion?  ^Por  que? 

En  la  seccion  5.7  se  analizara  con  mas  detalle  el  caos. 


Ecuaciones  lineales 
de  segundo  orden 


1  INTRODUCTION:  EL  OSCILADOR  MASA  RESORTE 


Un  oscilador  masa-resorte  amortiguado  esta  formado  por  una  masa  m  unida  a 
un  resorte  fijo  en  un  extremo,  como  se  muestra  en  la  figura  4.1.  Disene  una  ecua¬ 
cion  diferencial  que  gobierne  el  movimiento  de  este  oscilador,  tomando  en  cuen- 
ta  las  fuerzas  que  actuan  sobre  el  debido  a  la  elasticidad  del  resorte,  la  friccion 
(amortiguamiento)  y  las  posibles  influcncias  externas. 


Figura  4.1  Oscilador  masa-resorte  amortiguado 


La  segunda  ley  de  Newton  —  fuerza  igual  a  masa  por  aceleracion  (F  =  ma)—  es  sin  duda  la 
ecuacion  diferencial  que  aparece  con  mas  frecuencia  en  la  practica.  Es  una  ecuacion  diferen¬ 
cial  ordinaria  de  segundo  orden,  pues  la  aceleracion  es  la  segunda  derivada  de  la  posicion  y 
con  respecto  del  tiempo  ( a  =  d2y/dt 2). 

A1  aplicar  la  segunda  ley  a  un  oscilador  masa-resorte,  los  movimientos  resultantes  son 
experiencias  cotidianas  y  podemos  aprovechar  nuestra  familiaridad  con  estas  vibraciones  pa¬ 
ra  obtener  una  descripcion  cualitativa  de  las  soluciones  de  ecuaciones  de  segundo  orden  mas 
generales. 

En  relacion  con  la  figura  4.1,  la  cual  muestra  el  oscilador  masa-resorte,  cuando  el  resor¬ 
te  no  esta  estirado  y  la  masa  inercial  m  esta  en  reposo,  el  sistema  esta  en  equilibrio;  medi- 
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mos  la  coordenada  y  de  la  masa  mediante  su  desplazamiento  a  partir  de  la  posicion  de  equi- 
librio.  A1  desplazar  la  masa  m  con  respecto  del  equilibrio,  el  resorte  se  estira  o  se  comprime 
y  ejerce  una  fuerza  que  resiste  al  desplazamiento.  Para  la  mayor  parte  de  los  resortes,  esta 
fuerza  es  directamente  proporcional  al  desplazamiento  y,  por  lo  que  esta  dada  por 

(1)  ^resorte  by  » 

donde  la  constante  positiva  k  es  la  rigidez  y  el  signo  negativo  indica  la  naturaleza  de  oposi- 
cion  de  la  fuerza.  La  ley  de  Hooke,  como  se  conoce  comunmente  a  la  ecuacion  (1),  solo  es 
valida  para  desplazamientos  suficientemente  pequenos;  si  el  resorte  se  comprime  con  una 
fuerza  suficiente  de  modo  que  cada  vuelta  del  resorte  presione  a  las  demas,  es  claro  que 
la  fuerza  de  oposicion  es  cada  vez  mas  grande. 

Practicamente  todos  los  sistemas  mecanicos  experimental!  la  fuerza  de  friccion;  por  lo 
general,  para  el  movimiento  de  vibracion,  esta  fuerza  se  modela  mediante  un  term i no  pro¬ 
porcional  a  la  velocidad: 

(2)  fWion  =  ~b~^  =  -by'  , 

donde  b  >  0  es  el  coeficiente  de  amortiguamiento  y  el  signo  negativo  tiene  el  mismo  sig- 
nificado  que  en  la  ecuacion  (1). 

Las  otras  fuerzas  que  actuan  sobre  el  oscilador  se  consideran  por  lo  general  como  ex- 
ternas  al  sistema.  Aunque  estas  pueden  ser  gravitacionales,  electricas  o  magneticas,  lo  co- 
mun  es  que  las  fuerzas  externas  mas  importantes  sean  transmitidas  a  la  masa  sacudiendo  la 
base  de  la  que  cuelga  el  sistema.  Por  el  momento  reuniremos  todas  las  fuerzas  externas  en 
una  sola  funcion  conocida  Fextem.d(t).  La  ley  de  Newton  proporciona  entonces  la  ecuacion 
diferencial  para  el  oscilador  masa-resorte: 

my"  =  -ky  -  by'  +  Fext(t) 


o 

(3)  my"  +  by'  +  ky  =  Fext(t )  . 

^Que  apariencia  tienen  los  movimientos  del  sistema  masa-resorte?  La  experiencia  cotidiana 
con  amortiguadores  gastados,  un  gong  musical  o  tazones  con  gelatina  nos  dice  que,  cuando 
no  hay  friccion  ( b  =  0)  o  fuerzas  externas,  los  movimientos  (idealizados)  son  vibraciones 
perpetuas  como  las  que  aparecen  en  la  figura  4.2.  Estas  vibraciones  se  parecen  a  las  fun- 
ciones  sinusoidales,  donde  su  amplitud  depende  del  desplazamiento  y  la  velocidad  iniciales. 
La  frecuencia  de  las  oscilaciones  aumenta  para  resortes  mas  rfgidos  y  decrece  para  masas 
may  ores. 


Figura  4.2  (a)  Oscilacion  sinusoidal,  (b)  resorte  mas  rfgido  y  (c)  masa  mas  pesada 
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EJEMPLO  1 

SOLUCION 


EJEMPLO  2 


En  la  section  4.3  mostraremos  una  forma  de  encontrar  estas  soluciones.  El  ejemplo  1 
contiene  un  rapido  calculo  que  confirma  nuestras  predicciones  intuitivas. 

Verificar  que  si  b  =  0  y  fexterna(i)  =  0,  la  ecuacion  (3)  tiene  una  solution  de  la  forma  y(t) 
=  cos  u>t ,  y  que  la  frecuencia  angular  u>  aumenta  con  k  y  disminuye  con  m. 

Bajo  las  condiciones  dadas,  la  ecuacion  (3)  se  simplifica  a 

(4)  my"  +  ky  =  0  . 

La  segunda  derivada  de  y(t)  es  — arcosojf,  y  si  sustituimos  esto  en  (4),  tenemos 
my"  +  ky  =  —mar  cos  cot  +  kcosoot  , 

que  se  anula  si  co  =  \Zkjm.  Esta  co  aumenta  con  k  y  disminuye  con  m  como  se  habfa  pro- 
nosticado.  ■ 

Cuando  hay  friction,  estas  oscilaciones  son  amortiguadas  y  los  movimientos  se  parecen 
al  mostrado  en  la  figura  4.3.  En  la  figura  4.3(a),  la  grafica  presenta  una  oscilacion  amorti- 
guada;  la  friction  reduce  la  frecuencia  y  la  amplitud  parece  decrecer  en  forma  exponencial 
con  el  tiempo.  En  la  figura  4.3(b),  la  friction  es  tan  dominante  que  evita  por  completo  la  os¬ 
cilacion  del  sistema.  Los  dispositivos  que  supuestamente  deben  vibrar,  como  los  diapasones 
o  los  osciladores  de  cristal,  se  comportan  como  la  figura  4.3(a);  en  este  caso,  el  efecto  de  la 
friction  se  considera  por  lo  general  como  una  perdida  mecanica  no  deseada.  Por  otro  lado, 
los  buenos  sistemas  de  suspension  de  los  automoviles  se  comportan  como  la  figura  4.3(b); 
aprovechan  la  friction  para  suprimir  las  oscilaciones. 


Figura  4.3  (a)  Friction  baja  y  (b)  friction  alta 


Los  procedimientos  para  resolver  los  sistemas  masa-resorte  (no  forzados)  con  friction 
tambien  se  describen  en  la  section  4.3  pero,  como  muestra  en  los  ejemplos  2  y  3,  los  calcu- 
los  son  mas  complejos.  El  ejemplo  2  tiene  un  coeficiente  de  amortiguamiento  relativamen- 
te  bajo  (b  =  6)  e  ilustra  las  soluciones  del  caso  “subamortiguadas”  en  la  figura  4.3(a).  En  el 
ejemplo  3,  el  amortiguamiento  es  mas  severe  (b  =  19)  y  la  solution  esta  “sobreamortigua- 
da”  como  en  la  figura  4.3(b). 

Verificar  que  el  sinusoide  con  amortiguamiento  exponencial  dado  por  y(t)  =  e  3,cos4r  es 
una  solution  de  la  ecuacion  (3)  si  -Fexterna  =  0,  m  =  1,  k  =  25  y  b  =  6. 
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S  O  L  u  C 1 6  N  Las  derivadas  de  y  son 

y'(t)  =  — 3e~3,cos4 1  —  4e~3'sen4r  , 

y"(t)  =  9e~3,cos4 1  +  12e~3'sen4f  +  12e_3'sen4f  —  16e~3,cos4 1 
=  — 7e~3'cos4 1  +  24e~3,sen4 1  , 

y  al  sustituir  en  (3)  se  tiene 

my"  +  by'  +  ky  =  (l)/'  +  6y'  +  25y 

=  — 7e~3'cos4 1  +  24e~3,sen4f  +  6(— 3e~3fcos4t  —  4e~3fsenf) 
+  25e~3'cos4 1 

=  0  .  ■ 

EJEMPLO  3  Verificar  que  la  funcion  exponencial  sencilla  y(t)  =  e  5t  es  una  solucion  de  la  ecuacion  (3) 
si  ^externa  =  0,  TO  =  1 ,  k  =  25  y  b  =  10. 

SOLUCION  Las  derivadas  de  y  sony'(f)  =  —5 e~5,,y"(t)  =  25e_5f;  al  sustituir  en  (3)  se  tiene 

my"  +  by'  +  ky  =  (l)y"  +  10/  +  25y  =  25e~v  +  lO(-5e_50  +  25e~5'  =  0  .  ■ 

Si  un  sistema  masa-resorte  es  controlado  por  una  fuerza  externa  sinusoidal  con  frecuen- 
cia  angular  oj.  nuestra  experiencia  indica  que  aunque  la  respuesta  inicial  del  sistema  fuese 
un  tanto  erratica,  con  el  tiempo  se  “sincronizara”  con  el  controlador  y  oscilara  con  la  misma 
frecuencia,  como  muestra  la  figura  4.4. 


Figura  4.4  (a)  Fuerza  de  control  y  (b)  respuesta 


Los  ejemplos  comunes  de  sistemas  que  vibran  sincronizados  con  sus  controladores  son 
las  bocinas  de  sistemas  de  sonido,  ciclistas  que  utilizan  su  bicicleta  sobre  vias  de  ferrocarril, 
circuitos  electronicos  amplific adores  y  las  mareas  del  oceano  (controladas  por  la  influencia 
gravitacional  de  la  Luna).  Sin  embargo,  la  historia  tiene  mas  de  lo  que  se  ha  revelado  hasta 
ahora.  Los  sistemas  pueden  ser  muy  sensibles  a  la  frecuencia  particular  «  con  la  que  se  les 
controla.  Asf,  las  notas  musicales  afinadas  con  precision  pueden  hacer  vibrar  un  cristal  fino, 
las  vibraciones  inducidas  por  el  viento  con  la  frecuencia  correcta  (o  incorrecta,  segun  se 
vea)  pueden  derribar  un  puente  y  una  Have  de  agua  goteando  puede  causar  dolores  de  cabe- 
za  fuera  de  lo  comun.  Estas  respuestas  “resonantes”  (para  las  que  las  soluciones  tienen 
amplitudes  maximas)  pueden  ser  algo  destructivas,  y  los  ingenieros  en  estructuras  deben  te- 
ner  mucho  cuidado  para  garantizar  que  sus  productos  no  resonaran  con  alguna  de  las  vi¬ 
braciones  que  podrfan  ocurrir  en  el  ambiente  de  operacion.  Por  otro  lado,  los  ingenieros  de 
radio  realmente  quieren  que  sus  receptores  resuenen  en  forma  selectiva  con  el  canal  de  trans- 
mision  deseado. 
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EJ  EM  PLO  4 

SOLUCION 


El  calculo  de  estas  soluciones  forzadas  es  el  tema  de  las  secciones  4.4  y  4.5.  El  ejem- 
plo  4  ilustra  algunas  caracterfsticas  de  la  respuesta  y  resonancia  sincronicas. 

Determinar  la  respuesta  sincronica  del  oscilador  masa-resorte  con  m  =  1,  b  =  1,  f  =  25  a 
la  fuerza  sen  kit. 

Buscamos  soluciones  de  la  ecuacion  diferencial 

(5)  y"  +  y'  +  25 y  =  sen  kit 

que  son  sinusoides  en  sincroma  con  sen  kit,  as!  que  tratemos  de  usar  la  forma  y(t  )  =  A  cos 
kit  -k  B  sen  kit.  Como 

y'  =  —klA  sen  kit  +  flBcos  kit  , 

y"  =  —  kl2A  cos  kit  —  kl2B  sen  kit  , 

podemos  simplemente  sustituir  estas  formas  en  la  ecuacion  (5),  agrupar  terminos  y  factori- 
zar  los  coeficientes  para  obtener  una  solucion: 

sen  fir  =  y"  +  y'  +  25 y 

=  — fl2A  cos  fir  —  kl2B  sen  flr+  [  —  flAsen  fir  +  klB  cos  fir] 

+  25  [A  cos  kit  +  B  sen  fir] 

=  [  — kl2B  —  klA  +  25 B]  sen  kit  +  [  —kl2A  +  klB  +  25A ]  cos  kit  , 

de  modo  que 

-klA  +  (-fl2  +  25  )B  =  1 
(-fl2  +  25 )A  +  klB  =  0  . 

Tenemos  que 

-fl  -fl2  +  25 

a2  +  (a2  -  25)2  ’  a2  +  (a2  -  25)2  ' 

La  figura  4.5  exhibe  Ay  B  como  funciones  de  la  frecuencia  de  control  a.  Es  claro  que  apa- 
rece  una  resonancia  en  cerca  de  a  ~  5.  ■ 

En  este  capitulo  solo  analizaremos  ecuaciones  diferenciales  de  la  forma 

(6)  ay"  +  by'  +  cy  =  j{t)  , 

donde  y{t)  [o  y(x),  x(t),  etcetera]  es  la  funcion  incognita;  a,  b  y  c  son  constantes  y  f(t) 
[o  f(x)]  es  una  funcion  conocida.  La  nomenclatura  adecuada  para  (6)  es  que  se  trata  de 
una  ecuacion  diferencial  ordinaria,  lineal,  de  segundo  orden  con  coeficientes  constantes. 
En  capltulos  posteriores  generalizaremos  nuestro  punto  de  vista  a  ecuaciones  con  coefi¬ 
cientes  constantes,  ecuaciones  de  orden  superior,  ecuaciones  no  lineales  y  sistemas  de  ecua¬ 
ciones  simultaneas.  Sin  embargo,  (6)  es  un  excelente  punto  de  partida,  pues  podremos 
obtener  soluciones  expllcitas  y  observar,  en  forma  concreta,  las  propiedades  teoricas  predi- 
chas  para  ecuaciones  mas  generales.  Como  motivacion  de  los  procedimientos  matemati- 
cos  y  la  teorla  necesaria  para  resolver  (6),  con  frecuencia  la  compararemos  con  el 
paradigma  masa-resorte: 

[inercia]  X  y"  +  [amortiguamiento]  X/  +  [rigidez]  X  y=  Externa  • 
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Figura  4.5  Amplitudes  de  vibracion  en  torno  a  una  resonancia 


EJERCICIOS 


1.  Verifique  que  para  b  =  0  y  Fcxtcrna  =  0,  la  ecuacion 
(3)  tiene  una  solucion  de  la  forma 

y(t)  =  sen  oif,  donde  co  =  'Vk/m  . 

2.  Si  Fextema  (f)  =  0,  la  ecuacion  (3)  se  convierte  en 

my"  +  by'  +  ky  =  0  . 

Para  esta  ecuacion,  verifique  lo  siguiente: 

(a)  Si  y(t)  es  una  solucion,  tambien  lo  es  cy(t),  pa¬ 
ra  cualquier  constante  c. 

(b)  Si  yi(t)  y  y2(t)  son  soluciones,  tambien  lo  es  su 
suma  y\{t)  + 

3.  Verifique  que  y  =  2  sen  3 1  +  cos  3 f  es  una  solucion 
del  problema  con  valores  iniciales 

2 y"  +  18y  =  0  ;  y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  6  . 

Determine  el  maximo  de  |y(f)|  para  —oo<t<oo. 

4.  Muestre  que  si  ^externa©  =  0,  OT  =  1,  k  =  25  y  b  =  10, 
entonces  la  ecuacion  (3)  tiene  las  soluciones  sobrea- 
mortiguadas  y,(f)  =  e~5‘  y  y2(t)  =  te~5t.  ^Cual  es  el 
lfmite  de  estas  soluciones  cuando  t  — >  oo? 

5.  Verifique  que  el  sinusoide  con  amortiguamiento  expo¬ 
nential  y(t)  =  e~2tsen(y/2  t)  es  una  solucion  de  la 
ecuacion  (3)  si  /^xtemaCO  =  0,  m  =  1,  b  =  4  y  k  =  6. 
^Cual  es  el  limite  de  estas  soluciones  cuando  t  — >  oo? 

6.  Se  aplica  una  fuerza  externa  Fit)  =  2 cos  2;  a  un  siste- 
ma  masa-resorte  con  m  =  1,  b  =  0  y  k  =  4,  que  esta 


inicialmente  en  reposo;  es  decir,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0. 
Verifique  que  y(t)  =  \t  sen  2 1  da  el  movimiento  de 
este  resorte.  (',Quc  ocurrira  a  largo  plazo  (al  aumentar  t) 
con  el  resorte? 


En  Jos  problemas  7-9,  determine  una  solucion  sincroni- 
ca  de  la  forma  A  cos  Fit  +  B  sen  f  It  a  la  ecuacion  de  os¬ 
cilador  forzado  dada,  usando  el  metodo  del  ejemplo  4 
para  encontrar  Ay  B. 

7.  y"  +  2 y'  +  4y  =  3  sen  5 1,  H  =  5 

8.  y"  +  2 y'  +  4y  =  5  sen  3 1,  £1  =  3 

9.  y"  +  2y'  +  4y  =  3  cos  2t  +  4  sen  It,  0  =  2 

10.  Los  osciladores  no  amortiguados  forzados  en  la  re¬ 

sonancia  tienen  soluciones  inusuales  (no  ffsicas). 

(a)  Para  estudiar  esto,  determine  la  solucion  sincro- 
nica  A  cos  Fit  +  B  sen  Of  de  la  ecuacion  gene- 
rica  del  oscilador  forzado 


(7)  my"  +  by'  +  ky  =  cos  Of  . 


(b)  Bosqueje  las  graficas  de  los  coeficientes  A  y 
B,  corno  funciones  de  O  para  m  =  1,  b  =  0.1 
yk  =  25. 

(c)  Haga  ahora  b  =  0  en  sus  formulas  para  Ay  B  y 
vuelva  a  bosquejar  las  graficas  de  la  parte  (b) 
con  m  =  1  y  k  =  25.  ^Que  ocurre  en  O  =  5?  Ob¬ 
serve  que  las  amplitudes  de  las  soluciones  sin- 
cronicas  crecen  sin  lfmite  cuando  O  tiende  a  5. 


Capitulo  4  Ecuaciones  lineales  de  segundo  orden 


(d)  Muestre  en  forma  directa,  sustituyendo  la  forma 
A  cos  fit  +  B  sen  W t  en  la  ecuacion  (7),  que 
cuando  b  0  no  hay  soluciones  sincronicas  si 


II  =  \Zk/m. 


Es  claro  que  no  se  puede  despreciar  el  amorti- 
guamiento  al  analizar  un  oscilador  forzado  en  la 
resonancia,  pues  en  caso  contrario  las  soluciones 
no  tienen  sentido  fisico,  como  muestra  la  parte 
(e).  Mas  adelante  en  este  capitulo  estudiaremos 
este  comportamiento. 


(e)  Verifique  que  (2 mfl)~xt  sen  fit  es  una  solucion 
de  la  ecuacion  (7)  cuando  b  =  0  y  fl  =  ’S/k/m. 
Observe  que  esta  solucion  no  sincronica  crece 
sin  li'mite  al  aumentar  el  tiempo. 


2  ECUACIONES  LINEALES  HOMOGENEAS: 
LA  SOLUCION  GENERAL 


Comenzamos  nuestro  estudio  de  la  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden  con  coefi- 
cientes 

(1)  ay"  +  by'  +  cy  =  f(t)  (a  +  0) 

con  el  caso  particular  en  que  la  funcion  f(t)  es  cero: 

(2)  ay"  +  by'  +  cy  =  0  . 

Este  caso  surge  al  considerar  osciladores  masa-resorte  con  vibracion  libre;  es  decir,  sin  apli- 
car  fuerzas  externas.  La  ecuacion  (2)  se  llama  la  forma  homogenea  de  la  ecuacion  (1);  /(f) 
es  la  “no  homogeneidad”  en  (1).  (Esta  nomenclatura  no  se  relaciona  con  la  forma  en  que  usa- 
mos  el  termino  para  las  ecuaciones  de  primer  orden  en  la  seccion  2.6). 

Al  observar  la  ecuacion  (2)  vemos  que  sus  soluciones  deben  tener  la  propiedad  de  que 
su  segunda  derivada  pueda  expresarse  como  combinacion  lineal  de  sus  derivadas  de  orden 
uno  y  cero.1  Esto  sugiere  tratar  de  hallar  una  solucion  de  la  forma  y  =  e",  ya  que  las  deri¬ 
vadas  de  en  son  precisamente  constantes  por  e".  Si  sustituimos  y  =  e"  en  (2),  obtenemos 

ar2ert  +  bre"  +  cen  =  0  , 
er\ar 2  +  br  +  c)  =  0  . 

Como  ert  nunca  es  cero,  podemos  dividir  entre  esto  para  obtener 

(3)  ar1  +  br  +  c  =  0  . 

En  consecuencia,  y  =  e"  es  una  solucion  de  (2)  si  y  solo  si  r  satisface  la  ecuacion  (3).  La 
ecuacion  (3)  es  la  ecuacion  auxiliar  (o  ecuacion  caracteristica)  asociada  a  la  ecuacion  ho¬ 
mogenea  (2). 

La  ecuacion  auxiliar  es  cuadratica  y  sus  rafces  son 


r  t  = 


Cuando  el  discriminante  b 2  —  4 ac  es  positivo,  las  rafces  rx  y  r2  son  reales  y  distintas.  Si 
b2  —  4 ac  =  0,  las  rafces  son  reales  e  iguales.  Cuando  b2  —  4 ac  <  0,  las  rafces  son  numeros 


'  La  derivada  de  orden  cero  de  una  funcion  es  la  propia  funcion. 
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EJEMPLO  1 

SOLUCION 


EJ  EM  PLO  2 

SOLUCION 


complejos  conjugados.  En  esta  seccion  consideraremos  los  dos  primeros  casos  y  pospondre- 
mos  el  caso  complejo  para  la  seccion  4.3. 

Determinar  un  par  de  soluciones  de 

(4)  y"  +  5/  -  6y  =  0  . 

La  ecuacion  auxiliar  asociada  a  (4)  es 

r2  +  5r  —  6  =  (r  —  l)(r  +  6)  =  0  , 
que  tiene  las  rafces  rl  =  1 ,  r2  =  —6.  Asf,  e '  y  e~6t  son  soluciones.  ■ 

Observe  que  la  funcion  identicamente  nula,  y(t)  =  0,  siempre  es  solucion  de  (2).  Ade- 
mas,  cada  vez  que  tengamos  un  par  de  soluciones  yi(t)  y  y2(t)  de  esta  ecuacion,  como  en 
el  ejemplo  1,  podemos  construir  una  infinidad  de  soluciones  mediante  sus  combinacio- 
nes  lineales: 

(5)  y{t)  =  C\yi(t)  +  c2y2{t) 

para  cualquier  election  de  las  constantes  c,  y  c2.  El  hecho  de  que  (5)  sea  una  solucion  de  (2) 
se  puede  ver  mediante  una  sustitucion  y  un  rearreglo: 

ay"  +  by'  +  cy  =  a(c]3q  +  c2y2)"  +  b{c\yx  +  c2y2)'  +  c{c\yi  +  c2y2) 

=  a(c1y"  +  c2y2)  +  b(c \y\  +  c2y2 )  +  cic^  +  c2y2) 

=  C\{ay"  +  by[  +  cyO  +  c2(ay2  +  by2  +  cy2 ) 

=  0  +  0  . 

Los  dos  “grados  de  libertad”  C!  y  c2  en  la  combinacion  (5)  sugieren  que  las  soluciones 
de  la  ecuacion  diferencial  (2)  se  pueden  determinar  con  condiciones  adicionales,  como  las 
condiciones  iniciales  para  las  ecuaciones  de  primer  orden  en  el  capftulo  1 ,  pero  la  presencia 
de  <?!  y  c2  lleva  a  suponer  que  se  pueden  imponer  dos  de  tales  condiciones  en  vez  de  una.  Esto 
es  consistente  con  la  interpretacion  masa-resorte  de  la  ecuacion  (2),  ya  que  la  prediccion  del 
movimiento  de  un  sistema  mecanico  requiere  del  conocimiento  no  solo  de  la  posicion  ini- 
cial  y(0)  y  la  velocidad  y'(0)  de  la  masa.  Un  tfpico  problema  con  valores  iniciales  para  es- 
tas  ecuaciones  de  segundo  orden  aparece  en  el  ejemplo  siguiente. 

Resolver  el  problema  con  valores  iniciales 

(6)  y"+2y'-y  =  0-,  y(0)  =  0  ,  y'(0)  =  -1  . 

Primero  encontramos  un  par  de  soluciones  como  en  el  ejemplo  anterior.  Luego  ajustamos  las 
constantes  C\  y  c2  en  (5)  para  obtener  una  solucion  que  cumpla  las  condiciones  iniciales 
sobre  y(0)  y  v ' ( 0 ) .  La  ecuacion  auxiliar  es 

r2  +  2r  -  1  =  0  . 

La  formula  cuadratica  indica  que  las  rafces  de  esta  ecuacion  son 
r,  =  — 1  +  V2  y  r2  =  - 1  -  V2  . 

En  consecuencia,  la  ecuacion  diferencial  dada  tiene  soluciones  de  la  forma 

(7)  y{t)  =  Cleh+V2>  +  c2eh~V2)t  . 
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Para  determinar  la  solucion  especffica  que  satisface  las  condiciones  iniciales  dadas  en  (6), 
primero  derivamos  la  y  dada  en  (7)  y  luego  sustituimos  y  y  y'  en  las  condiciones  iniciales 
de  (6),  obteniendo 

y( 0)  =  cqe0  +  c2e°  , 

y'{0)  =  (-1  +  V2)Cle°  +  (-1  -  V2 )c2e°  , 
o 

0  =  ci  +  c2  , 

-1  =  (-1  +  V2)d  +  (-1  -  V2 )c2  . 

A1  resolver  este  sistema  se  tiene  C\  =  —  ^2/4  y  c2  =  V^/4.  Asf, 

y(t)  =  e(-1+V2>  + 

1  4  4 

es  la  solucion  deseada.  ■ 

Para  comprender  mejor  el  significado  de  la  forma  de  solucion  (5)  con  dos  parametros, 
necesitamos  analizar  algunas  propiedades  de  la  ecuacion  de  segundo  orden  (2).  En  primer 
lugar,  existe  un  teorema  de  existencia  y  unicidad  para  las  soluciones  a  (2),  similar  al  corres- 
pondiente  teorema  1  de  la  seccion  1.2  para  las  ecuaciones  de  primer  orden,  aunque  modifi- 
cado  para  indicar  el  hecho  de  que  se  necesitan  dos  condiciones  iniciales  para  las  ecuaciones 
de  segundo  orden.  Como  motivation  para  el  teorema,  supongamos  que  la  ecuacion  diferen- 
cial  (2)  es  realmente  sencilla,  con  b  =  0  y  c  =  0.  Entonces  y"  =  0  dirfa  que  la  grafica  de 
y(t)  no  es  mas  que  una  Unea  recta,  de  modo  que  queda  determinada  de  manera  unica  al  es- 
pecificar  un  punto  de  la  recta, 

(8)  y{t0)  =  Y0  , 

y  la  pendiente  de  la  recta, 

(9)  y'(t0)  =  Yi  . 

El  teorema  1  establece  que  las  condiciones  (8)  y  (9)  bastan  para  determinar  la  solucion  de 
manera  unica  para  la  ecuacion  mas  general  (2). 


EXISTENCIA  Y  UNICIDAD:  CASO  HOMOGENEO 


Teorema  1.  Para  cualesquiera  numeros  reales  a,  b,  c,  t0,  Y0y  Yl,  existe  una  unica 
solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

(10)  ay"  +  by ’  +  cy  =  0  ;  >'0o)  =  Y0  ,  y'(t0)  =  Yt  . 

La  solucion  es  valida  para  todo  t  en  (  —  oo,  +00). 


Observe  que,  en  particular,  si  una  solucion  y(t)  y  su  derivada  se  anulan  en  forma  si- 
multanea,  entonces  y(t)  debe  ser  la  solucion  identicamente  nula. 

En  esta  seccion  y  la  siguiente  construiremos  soluciones  explfcitas  de  (10),  de  modo  que 
la  cuestion  de  existencia  de  una  solucion  no  constituye  en  realidad  un  problema.  Sin  embargo, 
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es  muy  importante  saber  que  la  solucion  es  unica.  La  demostracion  de  la  unicidad  es  un  tan- 
to  distinta  al  resto  del  capftulo,  por  lo  que  la  pospondremos  para  el  capftulo  13.* 

Ahora  queremos  usar  este  teorema  para  mostrar  que,  dadas  dos  soluciones,  yq  (t)  y  y2(t) 
de  la  ecuacion  (2),  siempre  podemos  encontrar  valores  de  cq  y  c2  tales  que  cqyq(f)  +  cyy2{t ) 
cumplan  las  condiciones  iniciales  dadas  en  (10),  y  por  tanto  sea  la  unica  solucion  del  pro- 
blema  con  valores  iniciales.  Pero  necesitamos  ser  un  poco  mas  precisos;  si,  por  ejemplo, 
y2(t)  no  es  mas  que  la  solucion  identicamente  nula,  entonces  cqyq(f)  +  =  cqyq(f)  tie- 

ne  en  realidad  solo  una  constante  y  no  puede  esperarse  que  satisfaga  dos  condiciones.  Ade- 
mas,  si  y2(t)  es  solo  un  multiplo  constante  de  yq  (t),  digamos,  y2(t)  =  fcyq  (f),  entonces  de 
nuevocqyqt/)  +  c^^i)  =  (cq  +  /<c2)yq(f)  =  Cyq(f)  tiene  en  realidad  una  sola  constante.  La 
condition  que  necesitamos  es  la  independencia  lineal. 


Teorema  2.  Si  yq(f)  y  y2(t)  son  dos  soluciones  cualesquiera  a  la  ecuacion  diferen- 
cial  (2),  linealmente  independientes  en  un  intervalo  I  que  contenga  a  t(),  entonces  se 
pueden  determinar  constantes  unicas  C!  y  c2  tales  que  f|>’i  (f)  +  c2y2(t)  satisfaga  el 
problema  con  valores  iniciales  ( 10)  en  /. 


Sera  sencillo  demostrar  el  teorema  2,  una  vez  establecido  el  siguiente  lema  tecnico. 


UNA  CONDICION  PARA  LA  DEPENDENCIA  LINEAL 
DE  LAS  SOLUCIONES 


Lema  1.  Para  cualesquiera  numeros  reales  a(  A  0),  b  y  c,  si  y^t)  y  y2(t)  son  dos  so¬ 
luciones  de  la  ecuacion  diferencial  (2)  en  un  intervalo  I  y  se  cumple  la  igualdad 

(11)  yi(T)/2(T)  -  y\ (r)y2(r)  =  0 

en  cualquier  punto  t  de  /,  entonces  y ,  y  v2  son  linealmente  dependientes  en  I.  (La 
expresion  del  lado  izquierdo  de  (11)  se  llama  el  Wronskiano  de  yq  y  y2  en  el  punto 
t;  vease  el  problema  34). 


*Todas  las  referencias  a  los  capftulos  11-13  se  refieren  al  texto  ampliado  Fundamentos  de  las  ecuaciones  diferen- 
ciales  y  problemas  con  valores  en  lafrontera ,  cuarta  edicion. 

'Esta  definicion  se  generaliza  a  tres  o  mas  funciones  en  el  problema  39  y  el  capftulo  6. 
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Caprtulo  4  Ecuaciones  lineales  de  segundo  order) 


Demostracion  del  lema  1.  Caso  1.  Si  y  \ (r)  +  0,  hagamos  k  igual  a  v2(r)/v|  (r)  y  con- 
sideremos  la  solucion  a  (2)  dada  por  y(t)  =  kv  ,  (/).  Esta  satisface  las  mismas  “condiciones 
iniciales”  en  t  =  t  que  y2(t): 


yM  =  =  yiW)  ; 


y'(r)  =  ^yryKr)  =  y'2(r)  , 

yiW 


donde  la  ultima  igualdad  es  consecuencia  de  (11).  Por  unicidad,  y2(0  debe  ser  la  misma  fun- 
cion  que  Ky^t)  en  I. 

Caso  2.  Si  y^r)  =  0  pero  yi(r)  #  0,  entonces  (11)  implica  que  y2(r)  =  0.  Sea 
k  =  y^r) /yiir).  Entonces  la  solucion  a  (2)  dada  por  y(t)  =  kyq(f)  (de  nuevo)  satisface  las 
mismas  “condiciones  iniciales’’  en  t  =  r  que  y2( 0: 


yM  =  ^yyiM  =  0  =  y2(r)  ; 

yl(T) 


y  (t) 


y'ib 


y'M 


y'M  =  y'i(j)  ■ 


Por  unicidad,  y2{t)  =  KV\  (t)  en  I. 

Caso  3.  Si  y  \ (r)  =  y[(r)  =  0,  entonces  yq  (t)  es  una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial 
(2)  que  satisface  las  condiciones  iniciales  y^r)  =  y'i(r)  =  0;  pero  y(t)  =  0  es  la  unica  so¬ 
lucion  a  este  problema  con  valores  iniciales.  Asi, y |  ( t)  =  0,  que  es  un  multiplo  constante  de 


Demostracion  del  teorema  2.  Ya  sabemos  que  y(t)  =  ctyt  (t)  +  c2y2 ( t)  es  una  solucion 
de  (2),  asi  que  debemos  mostrar  que  podemos  elegir  cq  y  c2  de  modo  que 

yUo)  =  ciyi(fo)  +  c2y2(to)  =  Y0 


y 

y'(to)  =  Ciyl(to)  +  c2y’2{t0)  =  Yx  . 

Pero  un  sencillo  procedimiento  algebraico  muestra  que  estas  ecuaciones  tienen  la  solucion 

_  Yay'2{ta)  —  Yp^to)  _  YiyiOo)  ~  joylOo) 

Cl  yMy&o)  ~  yl(to)y2(to)  y  C2  yMy&o)  ~  y'MyM 

siempre  que  el  denominador  no  se  anule;  el  lema  tecnico  nos  garantiza  que  se  cumple  esta 
condicion.  ■ 

Ahora  podemos  decir  que  si  yq  y  y2  son  soluciones  linealmente  independientes  de  (2) 
en  (—oo,  +oo),  entonces  (5)  es  una  solucion  general,  ya  que  cualquier  solucion  yg(t)  de 
(2)  se  puede  expresar  de  esta  forma:  basta  elegir  cq  y  c2  de  modo  que  c  \  y  \  +  c2y2  concuer- 
den  con  el  valor  de  yg  y  de  su  derivada  en  un  punto  cualquiera.  Por  unicidad,  c  ,  y  |  +  c2y2  y 
yg  deben  ser  la  misma  funcion.  Ver  figura  4.6. 

/.Como  determinar  una  solucion  general  para  la  ecuacion  diferencial  (2)?  Ya  conocemos 
la  respuesta  si  las  rafces  de  la  ecuacion  auxiliar  (3)  son  reales  y  distintas,  pues  claramente 
y i (r)  =  er,t  no  es  un  multiplo  constante  de  y2(t)  =  er2‘  si  rq  A  r2. 


'Por  ejemplo,  para  despejar  <q,  se  multiplica  la  primera  ecuacion  por  v'i(/0),  la  segunda  por  jtqPo)  y  se  restan. 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


y 


Figura  4.6  y{t0),  y'(t0)  determinan  una  unica  solucion. 


RAICES  REALES  DISTINTAS 


Si  la  ecuacion  auxiliar  (3)  tiene  rafces  reales  distintas  r,  y  r2,  entonces  y,  (t)  =  er'1  y 
y2(t)  =  er2'  son  soluciones  de  (2)  y  y(t)  =  C\erit  +  c2er-  es  una  solucion  general. 


Cuando  las  rafces  de  la  ecuacion  auxiliar  son  iguales,  solo  obtenemos  una  solucion 
no  trivial,  y1  =  e" .  Para  satisfacer  dos  condiciones  iniciales,  y(t{])  y  y’(t0),  debemos  obtener  una 
segunda  solucion  linealmente  independiente.  La  siguiente  regia  es  la  clave  para  obtener  esa  se- 
gunda  solucion. 


RAICES  REPETIDAS 


Si  la  ecuacion  auxiliar  (3)  tiene  una  rafz  repetida  r,  entonces  y  |  ( t)  =  en  y  y2(t)  =  te” 
son  soluciones  de  (2)  y  y(t)  =  (ye"  +  c2te"  es  una  solucion  general. 


Ilustraremos  este  resultado  antes  de  dar  su  demostracion. 

Determinar  una  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 
(12)  y"  +  4y'  +  4y  =  0  ,  y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  3  . 

La  ecuacion  auxiliar  para  (12)  es 

r2  +  4r  +  4  =  (r  +  2)2  =  0  . 
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Capitulo  4  Ecuaciones  lineales  de  segundo  order) 


Como  r  =  —2  es  una  rafz  doble,  (12)  debe  tener  soluciones  y,  =  e  2'  y  y2  =  te  2';  confir- 
memos  que  y2{t)  es  una  solucion: 

y2{i)  =  te~2'  , 
y'lit)  =e-2t~  2 te-2t  , 

y’i{t)  =  —2e~2t  -  2e~2'  +  4 te~2‘  =  -4e~2'  +  4fe~2'  , 

y"2  +  4y2  +  4y2  =  -4e~2'  +  4 te~2t  +  4(e~2’  -  2 te~2‘)  +  4 te~2'  =  0  . 

Observe  ademas  que  c  h  y  te  21  son  linealmente  independientes,  pues  ninguna  es  multiplo 
de  la  otra  en  (— oo,  oo).  Por  ultimo,  sustituimos  la  solucion  general  y(t)  =  cqe-2'  +  c2ie_2f 
en  las  condiciones  iniciales: 

y(0)  =  cxeQ  +  c2(0)e°  =  1  , 

y'(0)  =  -2Cle°  4-  c2e°  -  2c2(0>0  =  3  , 

y  resolvemos  las  ecuaciones  para  ver  que  Cj  =  1,  c2  =  5.  Asf,  y  =  e ~2'  +  5 te~2'  es  la  solu¬ 
cion  deseada.  ■ 

^Por  que  ocurre  que  y2 ( t )  =  te"  es  solucion  de  la  ecuacion  diferencial  (2)  cuando  r  es 
una  rafz  doble  y  no  en  otros  casos?  En  capftulos  posteriores  veremos  una  justificacion  teo- 
rica  de  esta  regia  en  circunstancias  muy  generales;  sin  embargo,  por  el  momento  solo  vere¬ 
mos  que  ocurre  si  sustituimos  y2  en  la  ecuacion  diferencial  (2): 

y2(t)  =  te"  , 
y'lit)  =  e"  +  rte"  , 

y"2{t)  =  re"  +  re"  +  rte"  =  2 re"  +  rte"  , 

ay2  +  by'2  +  cy2  =  [2 ar  +  b]e"  +  [ ar 2  +  br  +  c]te"  . 

Ahora,  si  r  es  una  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  (3),  la  expresion  en  el  segundo  corchete  se  anula. 
Sin  embargo,  si  r  es  una  rai'z  doble,  la  expresion  en  el  primer  corchete  tambien  se  anula : 

-b  ±  vlr  -  4 ac  ~b  ±  { 0) 

(13)  r  =  - -  =  • 

por  tanto,  2 ar  I  b  =  0  para  una  rafz  doble.  En  tal  caso,  y2  es  una  solucion. 

El  metodo  descrito  para  resolver  las  ecuaciones  lineales  homogeneas  de  segundo  orden 
con  coeficientes  constantes  se  aplica  a  cualquier  ecuacion  lineal  homogenea  con  coeficien- 
tes  constantes  (incluso  de  primer  orden).  En  el  capftulo  6  estudiaremos  con  detalle  las  ecua¬ 
ciones  de  orden  superior.  Por  el  momento  nos  conformaremos  con  ilustrar  el  metodo 
mediante  un  ejemplo.  Observemos  que  una  ecuacion  lineal  homogenea  de  orden  n  tiene  una 
solucion  general  de  la  forma 

y(t)  =  cjyi (t)  +  c2y2(t )  +  "•  +  c,y„{t )  , 

donde  las  soluciones  individuals  y,(/)  son  “linealmente  independientes”,  lo  que  significa 
que  y,  se  puede  expresar  como  combinacion  lineal  de  las  demas;  vease  el  problema  39. 


EJEMPLO  4  Determinar  una  solucion  general  de 
(14)  y"’  +  3 y"  -  y’  -  3y  =  0  . 
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SOLUCION  Si  tratamos  de  hallar  soluciones  de  la  forma  y  =  e",  entonces,  como  con  las  ecuaciones  de 
segundo  orden,  debemos  hallar  las  raices  de  la  ecuacion  auxiliar 

(15)  r3  +  3r2  -  r  -  3  =  0  . 

Observemos  que  r  =  1  es  una  rafz  de  la  ecuacion  anterior;  al  dividir  el  polinomio  del  lado 
izquierdo  de  (15)  entre  r  —  1  obtenemos  la  factorizacion 

(r  -  l)(r2  +  Ar  +  3)  =  (r  -  l)(r  +  l)(r  +  3)  =  0  . 

Por  tanto,  las  raices  de  la  ecuacion  auxiliar  son  1,  —1  y  —  3,  de  modo  que  tres  soluciones  de 
(14)  son  e',  e  '  y  e“3f.  La  independencia  lineal  de  estas  tres  funciones  exponenciales  se  de- 
muestra  en  el  problema  40.  Asi,  una  solucion  general  de  (14)  es 

(16)  y(t)  =  c:e'  +  c2e +  c3e~3t  ■ 

Hasta  ahora  solo  hemos  analizado  las  soluciones  exponenciales  de  una  ecuacion  li¬ 
neal  de  segundo  orden  con  coeficientes  constantes.  Tal  vez  usted  se  haya  preguntado  don- 
de  estan  las  soluciones  vibratorias  que  controlan  a  los  osciladores  masa-resorte.  En  la 
siguiente  seccion  veremos  que  estas  surgen  cuando  las  soluciones  de  la  ecuacion  auxiliar 
son  complejas. 


EJERCICIOS 


4.2 


En  los  problemas  1-12,  nolle  una  solucion  general  de  la 


ecuacion  diferencial  dada. 
1.  y"  +  5y’  +  6y  =  0 

3.  y"  +  By'  +  16y  =  0 
5.  z"  +  z!  -  z  =  0 
7.  2 u"  +  7m'  -  4m  =  0 
9.  y"  —  y'  —  lly  =  0 

11.  Aw"  +  20 w'  +  25 tv  = 

12.  3 y"  +  11/  -  ly  =  0 


2.  y"  -  y'  -  2y  =  0 
4.  y"  +  6y'  +  9y  =  0 
6.  y"  -  5y'  +  6y  =  0 
8.  6y"  +  y'  -  2y  =  0 
10.  Ay"  -  Ay'  +  y  =  0 


En  los  problemas  13-20,  resuelva  el  problema  con  valo- 
res  iniciales  dados. 


13. 

/' 

+ 

2 y’  -  8y 

=  0  ; 

?(0) 

=  3 

,  y'( o)  = 

=  -12 

14. 

y" 

+ 

/  =0  ; 

y(o) 

=  2  , 

y'(o) 

=  i 

15. 

y" 

+ 

+ 

II 

=  0  ; 

y(0)  = 

=  l  , 

y'(o)  = 

:  -3 

16. 

y" 

- 

Ay'  +  3 y 

=  0  ; 

y(0) 

=  l 

,  y'(o) 

=  1/3 

17. 

z" 

- 

2 z'  ~  2 z 

=  0  ; 

z(o) 

=  o  , 

z'(0)  = 

=  3 

18. 

y" 

- 

6 y'  +  9  y 

=  0  ; 

y(  o) 

=  2 

,  y'(°)  : 

=  25/3 

19. 

y" 

- 

Ay’  -  5 y 

=  0  ; 

y(- 

D  =  : 

5  ,  /(- 

-1)  =  9 

20. 

y" 

- 

Ay'  +  Ay 

=  0  ; 

y(D 

=  l 

,y'(i)- 

=  1 

21.  Ecuaciones  de  primer  orden  con  coeficientes  cons¬ 
tantes. 

(a)  Sustituya  y  =  ert  y  determine  la  ecuacion  auxi¬ 
liar  para  la  ecuacion  lineal  de  primer  orden 
ay1  +  by  =  0  , 

donde  ay  b  son  constantes,  con  a  0. 

(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  determinar 
la  solucion  general. 

En  los  problemas  22-25,  use  el  metodo  descrito  en  el 
problema  21  para  determinar  una  solucion  general  de  la 
ecuacion  dada. 

22.  3y'  -  7y  =  0  23.  5/  +  Ay  =  0 

24.  3z'  +  lk  =  0  25.  6 w'  -  13w  =  0 

26.  Problemas  con  valores  en  la  frontera.  Si  se  es- 
pecifican  los  valores  de  una  solucion  a  una  ecuacion 
diferencial  en  dos  puntos  distintos,  estas  condicio- 
nes  se  llarnan  condiciones  en  la  frontera.  (En  con- 
traste,  las  condiciones  iniciales  especifican  los 
valores  de  una  funcion  y  su  derivada  en  el  misrno 
punto).  La  fmalidad  de  este  ejercicio  es  mostrar  que 
los  problemas  con  valores  en  la  frontera  no  tienen 
un  teorema  de  existencia  y  unicidad  similar  al  teore- 
rna  1 .  Dado  que  toda  solucion  de 
(17)  y"  +  y  =  0 
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tiene  la  forma 

y(f)  =  C\  cos  t  +  C2  sen  t  , 
donde  ct  y  c2  son  constantes  arbitrarias,  muestre  que 

(a)  Existe  una  unica  solucion  de  (17)  que  satisfa- 
ce  las  condiciones  en  la  frontera  y(0)  =  2  y 
y{Tr/2)  =  0. 

(b)  No  existe  una  solucion  de  (17)  que  satisfaga 
y( 0)  =  2  y  y{v)  =  0. 

(c)  Existe  una  infinidad  de  soluciones  de  (17)  que 
satisfacen  _y(0)  =  2  y  y(ir)  =  —2. 


En  los  problemas  27-32,  use  la  definicion  1  para  deter  - 

minar  si  las  funciones  y1  y  y2  son  linealmente  indepen- 

dientes  en  el  intervalo  (0,1). 

27.  yj(r)  =  e_rcos2f  ;  y2(t)  =  e~'sen2t 

28.  yi{t)  =  e3t  ;  y2(t)  =  e~4t 

29.  yi{t)  =  te2>  ;  y2(?)  =  e2t 

30.  yi(t)  =  t2 cos  (in?)  ;  y2(t)  =  /2sen(ln t) 

31.  y ! (?)  =  tan2(  —  sec 2t  ;  y2(t)  =  3 

32.  yj(f)  =  0  ;  y2(f)  =  e' 

33.  Sean  y{  y  y2  dos  funciones  definidas  en  (— oo,  oo). 

(a)  Cierto  o  falso:  Si  yt  y  y2  son  linealmente  depen- 
dientes  en  el  intervalo  [ a,b ],  entonces  y{  y  y2 
son  linealmente  dependientes  en  un  intervalo 
menor  [c,  d]  C  [a,  b], 

(b)  Cierto  o  falso:  Si  yt  y  y2  son  linealmente  depen¬ 
dientes  en  el  intervalo  [ a,b ],  entonces  y{  y  y2 
son  linealmente  dependientes  en  un  intervalo 
mayor  [  C,  D  ]  D  [  a,  b  ] . 

34.  Wronskiano.  Para  cualesquiera  dos  funciones  di- 
ferenciables  y{  y  y2,  la  funcion 

(18)  w[yi,y2]W  =  yi(t)y’2(t)  ~  y’i {t)y2(t) 

se  llama  el  wronskiano 7  de  y{  y  y2.  Esta  funcion 
juega  un  papel  crucial  en  la  demostracion  del  teo- 
rema  2. 

(a)  Muestre  que  VP[y1?y2]  se  puede  expresar  de  ma- 
nera  conveniente  como  el  determinante  2X2 


W[yi  ,y2]W 


y\{t)  y2(t) 
y'i(t)  y'zW 


(b)  Sean  y\{t),  y2{t)  un  par  de  soluciones  de  la 
ecuacion  homogenea  ay"  +  by'  +  cy  =  0  (con 
a  -t  0)  en  un  intervalo  abierto  I.  Demuestre  que 
yi(t)  y  y2(t)  son  linealmente  independientes  en 


I  si  y  solo  si  su  wronskiano  nunca  se  anula  en  I. 
[Sugerencia:  Esto  solo  es  una  reformulacion  del 
lema  1]. 

(c)  Muestre  que  si  y j (?)  y  y2(t)  son  cualesquiera 
dos  funciones  diferenciables  linealmente  depen¬ 
dientes  en  I,  entonces  su  wronskiano  es  identi- 
camente  nulo  en  I. 

35.  Sean  y^f)  =  t3  y  y2(f)  =  |f ’[.  ^Son  yx  y  y2  lineal- 

mente  independientes  en  los  siguientes  intervalos? 
(a)  (0,  oo)  ,  (b)  (— oo,  0)  ,  (c)  (—00,00)  . 

(d)  Calcule  el  wronskiano  (vease  el  problema  34) 
de  estas  dos  funciones  en  (—00,  00).  (',Por  que  su 
respuesta  no  contradice  la  parte  (b)  del  proble¬ 
ma  34? 

36.  Realice  los  pasos  siguientes  para  demostrar  que  el 
wronskiano  (vease  el  problema  34)  de  cualesquiera 
dos  soluciones  yq,  y2  de  la  ecuacion  ay"  +  by'  + 
cy  =  0  esta  dada  por  la  formula  de  Abel 

W[yi,y2](<)  =  Ce~b,la  .  ten  (-00,  00)  . 
donde  la  constante  C  depende  de  y  j  y  y2. 

(a)  Muestre  que  el  wronskiano  W  satisface  la  ecua¬ 
cion  aW'  +  bW  =  0. 

(b)  Resuelva  la  ecuacion  de  primer  orden  en  la 
parte  (a). 

37.  Use  la  formula  de  Abel  del  problema  36  para  expli- 
car  por  que  el  wronskiano  de  cualquier  par  de  solu¬ 
ciones  de  ay"  +  by'  +  cy  =  0  es  identicamente  nulo 
o  bien  nunca  se  anula  en  (—00,  00). 

38.  Explique  por  que  dos  funciones  son  linealmente  de¬ 
pendientes  en  un  intervalo  I  si  y  solo  si  existen  cons¬ 
tantes  Ci  y  c2,  no  ambos  nulos ,  tales  que 

ciyiW  +  c7yi{i)  =  0  para  toda  t  en  /  . 

39.  Dependencia  lineal  de  tres  funciones.  Tres  fun¬ 
ciones  _yj (?) ,  y2(f)  y  y2{t)  son  linealmente  depen¬ 
dientes  en  un  intervalo  1  si,  en  dicho  intervalo,  al 
menos  una  de  estas  funciones  es  combinacion  lineal 
de  las  otras  dos  [por  ejemplo,  si  yj (?)  =  Cjy2(f)  + 
c2y2(t)\.  En  forma  equivalente  (compare  el  proble¬ 
ma  38),  y\,y2y  y2  son  linealmente  dependientes  en 
/  si  existen  constantes  C],  C2  y  C3,  no  todas  nulas, 
tales  que 

CiyiM  +  C2y2(t)  +  C3y3(?)  =  0  para  toda  t 
en  I. 

En  caso  contrario,  decimos  que  estas  funciones  son 
linealmente  independientes  en  /. 


iXota  historica  El  wronskiano  recibe  el  nombre  del  matematico  polaco  H.  Wronski  (1778-1863). 


Seccion  4.3 


Ecuaciones  auxiliares  con  raices  complejas 


167 


Para  cada  uno  de  los  siguientes  incisos,  determi¬ 
ne  si  las  tres  funciones  dadas  son  linealmente  depen- 
dientes  o  independientes  en  (—00,  00): 

(a)  y^t)  =  1  ,  y2(t)  =  t  ,  y3{t)  =  t 2  . 

(b)  yi{t)  =  —3  ,  y2(t)  =  5  sen2?  ,  y3(f)  =  cos 2t 

(c)  yiW  =  e'  >  yi{t)  =  te‘  ,  y3{t)  =  t2e' 

(d)  y\{t)  =  e'  ,  y2{t)  =  e~‘  ,  y3(?)  =  coshf 

40.  Use  la  definicion  en  el  problema  39  y  demuestre  que 
si  r{,r2  y  r3  son  numeros  reales  distintos,  entonces  las 
funciones  er'\  er-  y  er3<  son  linealmente  independien¬ 
tes  en  (—00,  00).  [ Sugerencia :  Suponga  lo  contrario, 
es  decir,  que  er''  =  C\er’*  +  c2er,t  para  todo  t.  Divida 
entre  er2‘  para  obtener  e(r'  ri)t  =  C\  +  c2e(r3~rz)t  y 
luego  derive  para  deducir  que  ei'r'~ri>t  y  e(r3~r2>t  son  g 
linealmente  dependientes,  lo  que  es  una  contradic- 
cion.  (^.Por  que?)]. 

En  Jos  problemas  41-46,  determine  tres  soluciones  li¬ 
nealmente  independientes  (vease  el  problema  39)  de  la 
ecuacion  diferencial  de  tercer  orden  dada  y  escriba  una 
solucion  general  como  combinacion  lineal  de  estas. 

41.  y"’  +  y"  -  6/  +  4y  =  0 


42. 

/" 

-  6y" 

-  y'  +  6y  = 

0 

43. 

z'" 

+  2  z" 

1 

1 

00 

II 

=  0 

44. 

y'" 

~  7 y” 

+  ly'  +  15y 

=  0 

45. 

y'" 

+  3  y" 

-  Ay'  -  12 y 

=  0 

46. 

wm 

+  w" 

—  Aw'  +  2  w 

=  0 

47. 

Resuelva  el  problema  con  valores  iniciales 

y'"  ~ 

y  =  0  ; 

v; 

II 

K) 

y'(o)  =  3,  y"(o)  =  -1 

48.  Resuelva  el  problema  con  valores  iniciales 
y’"  -  2 y"  -  y’  +  2y  =  0  ; 

y(0)  =  2  ,  y'(0)  =  3  ,  y"(0)  =  5  . 

49.  Use  el  rnetodo  de  Newton  u  otro  procedimiento  nu- 
rnerico  para  aproximar  las  rafces  de  la  ecuacion 
auxiliar  y  determine  soluciones  generales  de  las 
siguientes  ecuaciones: 

(a)  3y"'  +  18_y"  +  I3y'  -  1 9y  =  0  . 

(b)  yiv  -  5y"  +  5y  =  0  . 

(c)  yv  -  3yiv  -  5 y"'  +  15y"  +  Ay'  -  12 y  =  0  . 


4.3  ECUACIONES  AUXILIARES  CON  RAICES  COMPLEJAS 

La  ecuacion  armonica  simple  y"  +  y  =  0,  que  recibe  este  nombre  por  su  relacion  con  la 
vibracion  fundamental  de  un  tono  musical,  tiene  como  soluciones  y\(t)  =  cos  t  y  y2(t )  = 
sen  t.  Observe,  sin  embargo,  que  la  ecuacion  auxiliar  asociada  a  la  ecuacion  armonica  es 
r2  +  1  =  0,  que  tiene  rafces  imaginarias  r  =  ±i,  donde  i  denota  I . !  En  la  seccion  an¬ 
terior  expresamos  las  soluciones  de  una  ecuacion  lineal  de  segundo  orden  con  coeficien- 
tes  constantes  en  terminos  de  funciones  exponenciales.  Parecerfa  entonces  que  es  posible 
atribuir  un  significado  a  las  formas  eu  y  e  "  y  que  estas  “funciones”  estarfan  relacionadas 
con  cos  t  y  sen  t.  Esta  concordancia  se  logra  mediante  la  formula  de  Euler,  analizada  en 
esta  seccion. 

Cuando  b2  —  4 ac  <  0,  las  rafces  de  la  ecuacion  auxiliar 

(1)  ar 2  +  br  +  c  =  0 
asociadas  a  la  ecuacion  homogenea 

(2)  ay"  +  by'  +  cy  =  0 


1  Los  ingenieros  electricos  utilizan  con  frecuencia  el  stmbolo  j  para  denotar  V— 1, 
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son  los  numeros  complejos  conjugados 


rx  =  a  +  i/3  y  r2  =  a  —  i/3  (i 
donde  a,  (3  son  los  numeros  reales 

V4ac  -  b2 


(3) 


01  =  2a  y  13  = 


2  a 


Como  en  la  seccion  anterior,  quisieramos  garantizar  que  las  funciones  er,t  y  er-  son  solucio- 
nes  de  la  ecuacion  (2).  Esto  es  cierto,  aunque  antes  de  mostrarlo  debemos  enfrentar  ciertas 
cuestiones  fundamentales.  Por  ejemplo,  si  rx  =  a  +  i/3  es  un  niimero  complejo,  debemos 
aclarar  que  entendemos  por  la  expresion  e'a  1  Si  suponemos  que  las  leyes  de  los  exponen- 
tes  se  aplican  a  los  numeros  complejos,  entonces 

(4)  e(a+iP)‘  =  eat+ii 3t  =  ea'e'P' 


Ahora  solo  debemos  aclarar  el  significado  de  e'*3'. 

Para  esto,  supondremos  que  la  serie  de  Maclaurin  de  e  para  los  numeros  complejos  z 
es  la  misma  que  para  los  numeros  reales.  Como  i2  =  —  1,  entonces  para  6  real  tenemos 


a  ,  \  {MY 

e,e  =  1  +  (iO)  +  ~~~  + 


2! 


+ 


{wr 

n\ 


+ 


_  e2  w 3  e4  w5 


■ 11  ~h  +  h + 


a  3  /i5 

+  1-1  9  ~  3!  +  5!  + 


Ahora,  recordemos  la  serie  de  Maclaurin  para  cos  6  y  sen  0: 

n  i  02  4.  °4  -L 

cos  0  =  1  -  —  +  —  + 


sen  6  =  6 


6-+°-  + 
3!  5! 


Reconocemos  estos  desarrollos  en  la  serie  propuesta  para  e‘e  y  hacemos  la  identificacion 

(5)  e10  =  cos  0  +  i  sen  0  , 

que  se  conoce  como  formula  de  Euler. 


Al  usar  la  formula  de  Euler  (con  6  =  fit)  en  la  ecuacion  (14)  tenemos 

(6)  e(a+i/3)r  _  ga'(cos  4-  i  sen  > 

que  expresa  la  funcion  compleja  eia  1  en  terminos  de  funciones  reales  conocidas.  Al  dar 
sentido  a  el'a+'^‘,  podemos  mosti’ar  ahora  (problema  30)  que 

(7)  j/a+il3)'  =  («  +  ip)e(a+il3)t  , 


fNota  historica:  Esta  formula  aparecio  por  vez  primera  en  la  obra  monumental  de  dos  volumenes  Introduction  in 
Analysin  Infinitorum  (1748)  de  Leonhard  Euler. 
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EJEMPLO  I 


SOLUCION 


y  al  elegir  a  y  (3  como  en  (3),  tenemos  que  la  funcion  compleja  ela  +  es  en  realidad  una 
solucion  de  la  ecuacion  (2),  al  igual  que  cla  ~  asr,  la  solucion  general  esta  dada  por 

(8)  y{t)  =  Cleia+ifs)t  +  c2e{a-^' 

=  cxeat{ cos  /3r  +  i  sen  fit)  +  c2ea'(  cos  f3t  —  i  sen  fit) 

El  ejemplo  1  muestra  que,  en  general,  las  constantes  cq  y  c2  que  aparecen  en  (8)  para  un 
problema  con  valores  iniciales  dado  son  complejas. 


Usar  la  solucion  general  (8)  para  resolver  el  problema  con  valores  iniciales 
y"  +  2y'  +2y  =  0  y(0)  =  0,  y'(0)  =  2  . 

La  ecuacion  auxiliar  es  r2  +  2r  +  2  =  0,  con  rarces 

-2  ±  V4  -  8 

r  = - ^ - =  -1  ±  i  . 


Por  tanto,  si  a  =  —  1  y  /3  =  1,  una  solucion  general  esta  dada  por 
y(t)  =  cqe^cosf  +  i  sen  t)  +  c2e~\ cos  t  —  i  sen  t )  . 

Para  las  condiciones  iniciales  tenemos 

y(0)  =  c1e°(cos0  +  i  senO)  +  c2e°( cosO  —  i  senO)  =  c1  +  c2  =  0  , 
y'(0)  =  —  cqe^cosO  +  i  sen  0)  +  senO  +  i  cosO) 

— C2e°(cos  0  —  i  sen  0)  +  C2e°(~  sen  0  —  i  cos  0) 

=  (-1  +  i)ci  +  (-1  -  i)c2 
=  2  . 

Como  resultado,  cq  =  —i,  c2  =  i  y  y(t)  =  cos  t  +  i  sen  t)  +  ie~' ( cos  t  —  i  sen  t ),  o 

simplemente  2e  '  sen  t.  ■ 


La  forma  final  de  la  respuesta  en  el  ejemplo  1  sugiere  que  busquemos  una  pareja  alter- 
nativa  de  soluciones  de  la  ecuacion  diferencial  (2)  que  no  necesite  de  la  aritmetica  comple¬ 
ja,  lo  que  haremos  a  continuacion. 

En  general,  si  z(t)  es  una  funcion  con  valores  complejos  que  depende  de  la  variable  real 
t,  podemos  escribir  z(t)  =  u(t)  +  iv(t),  donde  u(t)  y  v(t)  son  funciones  con  valores  rea¬ 
les.  Las  derivadas  de  z(t)  estan  dadas  entonces  por 

dz  _  du  dv  drz  _  d2u  .drv 

dt  dt  dt  ’  dt2  dt2  dt 2 

El  siguiente  lema  muestra  que  la  solucion  con  valores  complejos  e>n  +  ,/3)'  da  lugar  a  dos  so¬ 
luciones  linealmente  independientes  con  valores  reales. 


Capitulo  4  Ecuaciones  lineales  de  segundo  order) 


SOLUCIONES  REALES  OBTENIDAS  A  PARTIR  DE  SOLUCIONES 
COM  RLE  J  AS 


Lema  2.  Sea  z{t)  =  u(t )  +  iv(t )  una  solucion  de  la  ecuacion  (2),  donde  a,  by  c 
son  numeros  reales.  Entonces  la  parte  real  u(t)  y  la  parte  imaginaria  v(t)  son  solu- 
ciones  de  (2)  con  valores  reales.' 


Demostracion.  Por  hipotesis,  az"  +  bz!  +  cz  =  0,  de  donde 

a{u"  +  iv")  +  b(u'  +  iv')  +  c(u  +  iv)  =  0  , 

( au "  +  bu'  +  cm)  +  i(av"  +  bv'  +  cv)  =  0  . 

Pero  un  numero  complejo  se  anula  si  y  solo  si  sus  partes  real  e  imaginaria  se  anulan.  Asf, 
debemos  tener 

au"  +  bit’  +  cm  =  0  y  av"  +  bv'  +  cv  =  0  , 
lo  que  significa  que  u(t)  y  v(l  )  son  soluciones  con  valores  reales  de  (2).  ■ 

A1  aplicar  el  lema  2  a  la  solucion 

e(a+ip)t  =  eat  cos  pt  +  ieatsen  ^  , 

obtenemos  lo  siguiente. 


RAICES  COMPLEJAS  CONJUGADAS 


Si  la  ecuacion  auxiliar  tiene  rafces  complejas  conjugadas  a  ±  i(3,  entonces  dos  solu¬ 
ciones  linealmente  independientes  de  (2)  son 

ea'cos  fit  y  e“fsen  (3t  , 

y  una  solucion  general  es 

(9)  y(t)  =  c{eal  cos  jit  +  c2eat  sen  fit  , 

donde  C\  y  c2  son  constantes  arbitrarias. 


En  el  analisis  anterior  estudiamos  algunos  detalles  importantes  relativos  a  los  numeros 
complejos  y  las  funciones  con  valores  complejos.  En  particular,  se  requiere  otro  analisis  pa¬ 
ra  justificar  el  uso  de  las  leyes  de  los  exponentes,  la  formula  de  Euler  e  incluso  del  hecho  de 
que  la  derivada  de  e"  es  re"  cuando  r  es  una  constante  compleja.'  '  Si  no  se  siente  a  gusto 
con  nuestras  conclusiones,  le  pedimos  que  sustituya  la  expresion  (9)  en  la  ecuacion  (2)  pa¬ 
ra  verificar  que  realmente  es  una  solucion. 


'La  demostracion  dejara  claro  que  esta  propiedad  es  valida  para  cualquier  ecuacion  diferencial  lineal  homogenea 
cuyos  coeficientes  tengan  valores  reales. 

i'tUn  tratamiento  detallado  de  estos  temas  aparece,  por  ejemplo,  en  Fundamentals  of  Complex  Analysis,  tercera  edi- 
cion,  por  E.  B.  Saff  y  A.  D.  Snider  (Prentice  Hall,  Upper  Saddle  River,  Nueva  Jersey,  2003). 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


EJEMPLO  3 


SOLUCION 


Tal  vez  se  pregunte  que  habria  pasado  al  trabajar  con  la  funcion  e(a  en  vez  de  e(a  + 
Dejaremos  como  ejercicio  verificar  que  e{a  ~  da  lugar  a  la  misma  solucion  general  (9). 

Determinar  una  solucion  general  de 

(10)  y"  +  2 y'  +  Ay  =  0  . 

La  ecuacion  auxiliar  es 

r2  +  2r  +  4  =  0  , 
con  raices 

-2  ±  V4  -  16  -2  ±  V^12 

r  2  2 

Por  tanto,  con  a  =  —  1,  /3  =  \/3,  una  solucion  general  de  (10)  es 

y(t)  =  c1e-fcos('V/3  tj  +  c2e~fsen(\//3  tj  .  ■ 

Cuando  la  ecuacion  auxiliar  tiene  raices  complejas  conjugadas,  las  soluciones  (reales) 
oscilan  con  valores  positivos  y  negativos.  Este  tipo  de  comportamiento  se  observa  en  los  re- 
sortes. 

En  la  seccion  4. 1  analizamos  la  mecanica  del  oscilador  masa-resorte  (figura  4. 1 ,  pagina  152) 
y  vimos  que  la  segunda  ley  de  Newton  implica  que  la  posicion  y(t)  de  la  masa  m  queda  des- 
crita  mediante  la  ecuacion  diferencial  de  segundo  orden 

(11)  my" it)  +  by'(t)  +  ky(t)  =  0  , 

donde  los  terminos  se  identifican  ffsicamente  como 

[inerciajy"  +  [amortiguamiento]y'  +  [rigidezjy  =  0 

Determinar  la  ecuacion  de  movimiento  de  un  sistema  de  resorte  cuando  m  =  36  kg,  b  =  12 
kg/seg  (que  es  equivalente  a  12  N-seg/m),  k  =  37  kg/seg2,  y(0)  =  0.7  myy'(O)  =0.1  m/seg. 
Hallar  tambien  y(10),  el  desplazamiento  despues  de  10  segundos. 

La  ecuacion  de  movimiento  esta  dada  por  y(t),  la  solucion  del  problema  con  valores  inicia- 
les  para  los  valores  dados  por  m,  b,  k,  v(0)  y  y'(0).  Es  decir,  buscamos  la  solucion  a 

(12)  36y"  +  12/  +  37y  =  0  ,  y(0)  =  0.7  ,  y'(0)  =  0.1  . 

La  ecuacion  auxiliar  para  (12)  es 

36r2  +  12r  +  37  =  0  , 
con  raices 

-12  ±  Vl44  -  4(36)(37)  -12  ±  12Vl  -  37  1^. 

r  72  72  6  ~  ‘ 

Por  tanto,  con  a  =  — 1/6,  /3  =  1,  el  desplazamiento  y(t)  se  puede  expresar  en  la  forma 

(13)  y{t)  =  C|e_r/6  cos  t  +  c2e^^6sent  . 
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EJEMPLO  4 


Podemos  hallar  cq  y  c2  sustituyendo  y(t)  y  y'{t)  en  las  condiciones  iniciales  dadas  en  (12). 
A1  derivar  (13)  obtenemos  una  formula  para  y'{t): 


y'(t ) 


+  c2  )e  ‘l6cos  t  + 


'I6  sen  t  . 


A1  sustituir  en  las  condiciones  iniciales,  se  obtiene  el  sistema 

Cl  =  0.7  , 
c. 

~-^  +  c2  =0.1  . 

A1  resolver,  vemos  que  cq  =  0.7  y  c2  =  1.3/6.  Con  estos  valores,  la  ecuacion  de  movimien- 
to  se  convierte  en 


y(t)  =  0.1  e^6  cost  + 

6 


sen  t  , 


y 


y(l0)  =  0.7e~5/3cos  10  +  ^e~5/3sen  10  «  -0.13  m.  ■ 

6 

Del  ejemplo  3  vemos  que  cualquier  ecuacion  diferencial  de  segundo  orden  con  coefi- 
cientes  constantes  ay"  +  by'  +  cy  =  0  se  puede  interpretar  como  la  descripcion  de  un  sis¬ 
tema  masa-resorte  con  masa  a,  coeficiente  de  amortiguamiento  /;.  rigidez  del  resorte  c  y 
desplazamiento  y,  si  estas  constantes  tienen  un  sentido  ffsico;  es  decir,  si  a  es  positiva  y  b, 
c  son  no  negativas.  Nuestro  analisis  en  la  seccion  4. 1  y  las  bases  ffsicas  sugieren  que  vere- 
mos  soluciones  oscilatorias  amortiguadas  en  este  caso.  Esto  es  consistente  con  la  ecuacion 
(9).  Con  a  =  my  c  =  k,  la  tasa  de  decaimiento  exponencial  a  es  igual  a  —b/(2m)  y  la  fre- 
cuencia  angular  /3  es  igual  a  V4 mk—b2/ {2m),  debido  a  la  ecuacion  (3). 

Asf,  es  un  poco  sorprendente  que  las  soluciones  de  la  ecuacion  y"  +  4y'  +  4y  =  0  no 
oscilen;  la  solucion  general  aparecio  en  el  ejemplo  3  de  la  seccion  4.2  (pagina  163)  como 
Ci<?  2;  +  c2e  r2'.  El  significado  ffsico  de  esto  es  simplemente  que  cuando  el  coeficiente  de 
amortiguamiento  b  es  muy  alto,  la  friccion  resultante  evita  la  oscilacion  de  la  masa.  En  vez 
de  pasar  por  el  punto  de  equilibrio  del  resorte,  solo  se  asienta  poco  a  poco.  Esto  podrfa  ocu- 
rrir  si  una  masa  ligera  y  un  resorte  debil  se  sumergen  en  un  fluido  viscoso. 

La  formula  anterior  para  la  frecuencia  de  oscilacion  (3  muestra  que  no  hay  oscilaciones 
para  b  >  V 4mk.  Este  fenomeno  de  sobreamortiguamiento  se  analiza  con  detalle  en  la  sec¬ 
cion  4.8. 

Es  muy  revelador  contemplar  las  predicciones  de  la  analogfa  masa-resorte  cuando  los 
coeficientes  b  y  c  en  la  ecuacion  ay"  +  by'  +  cy  =  0  son  negativos. 


Interpretar  la  ecuacion 

(14)  36y"  -  12 y'  +  31  y  =  0 


en  terminos  del  sistema  masa-resorte. 
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SOLUCION 


EJEMPLO  5 


SOLUCION 


La  ecuacion  (14)  es  una  alteration  menor  de  la  ecuacion  (12)  en  el  ejemplo  3;  la  ecuacion 
auxiliar  36 r2  —  1 2r  +  37  tiene  raices  r  =  (  +  )6  ±  i.  Asl,  su  solucion  general  es 

(15)  y(t)  =  c1e+f|/6  cos  t  +  c2e+ll6  sen  t  . 

A1  comparar  la  ecuacion  (14)  con  el  modelo  masa-resorte 

(16)  [inercia]/'  +  [ amortiguamiento  ly '  +  [rigidezjj  =  0  , 

tenemos  un  coeficiente  de  amortiguamiento  negativo  b  =  — 12,  que  da  lugar  a  una  fuerza  de 
friction  /-’|neci(ln  =  —by' ,  la  cual  imparte  energla  al  sistema  en  vez  de  quitarsela.  El  incre- 
mento  en  energla  con  el  tiempo  se  traducira  entonces  en  oscilaciones  de  cada  vez  mayor  am- 
plitud,  de  acuerdo  con  la  formula  (15);  una  grafica  tlpica  aparece  en  la  figura  4.7.  ■ 


y 


Figura  4.7  Grafica  solucion  para  el  ejemplo  4 


Interpretar  la  ecuacion 

(17)  y"  +  5/  -  6y  =  0 

en  terminos  del  sistema  masa-resorte. 

Al  comparar  la  ecuacion  dada  con  (16),  vemos  un  resorte  con  una  rigidez  negativa  k  =  —  6. 
^Que  significa  esto?  Cuando  la  masa  se  aleja  del  punto  de  equilibrio  del  resorte,  el  resorte 
repele  la  masa  con  una  fuerza  Fresorte  =  —ky  que  se  intensifica  cuando  el  desplazamiento  au- 
menta.  Es  claro  que  el  resorte  '‘exilia"  a  la  masa  hacia  (mas  o  menos)  infinito  y  esperamos 
que  todas  las  soluciones  y{t)  tiendan  a  ±oo  al  aumentar  t  (excepto  la  solucion  de  equilibrio 
y{t)  =  0). 

De  hecho,  en  el  ejemplo  1  de  la  seccion  4.2  mostramos  que  la  solucion  general  a  la 
ecuacion  (17)  es 


(18)  Cie'  +  c2e  6‘  . 
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En  realidad,  si  examinamos  las  soluciones  y(t  )  que  comienzan  con  un  desplazamiento  uni- 
tario  >’(())  =  1  y  velocidad  y'(0)  =  v0,  vemos  que 

(19)  y(i)  =  ^e'  +  ^C-6(, 

y  las  graficas  de  la  figura  4.8  confirman  nuestra  prediction  de  que  todas  las  soluciones  (que 
no  sean  de  equilibrio)  divergen,  excepto  aquella  con  v0  =  —6. 


y 


Figura  4.8  Graficas  solucion  para  el  ejemplo  4 


^Cual  es  el  significado  ffsico  de  esta  solucion  acotada  aislada?  Es  claro  que  si  la  masa 
recibe  una  velocidad  inicial  hacia  adentro  de  —6,  apenas  tendra  la  energfa  suficiente  para  su- 
perar  el  efecto  del  resorte  que  la  empuja  hacia  +oo,  pero  no  la  suficiente  para  cruzar  el  pun- 
to  de  equilibrio  (y  ser  empujada  a  — oo).  Asf,  tiende  en  forma  asintotica  a  la  (delicada) 
position  de  equilibrio  y  =  0.  ■ 

En  la  seccion  4.7  veremos  que  al  asumir  mayor  libertad  en  la  interpretation  masa-resor- 
te  podremos  predecir  caracteristicas  cualitativas  de  ecuaciones  mas  complejas. 

En  esta  seccion  hemos  supuesto  que  los  coeficientes  a,  b  y  c  de  la  ecuacion  diferen- 
cial  eran  numeros  reales.  Si  ahora  permitimos  que  sean  constantes  complejas,  las  rafces 
rx  y  r2  de  la  ecuacion  auxiliar  (1)  tambien  son  complejas  en  general,  aunque  no  necesa- 
riamente  conjugadas  entre  si.  Cuando  rl  Z  r2,  una  solucion  general  de  la  ecuacion  (2) 
mantiene  la  forma 

y{t)  =  cier'<  +  c2er *  , 

pero  Cj  y  c2  son  ahora  constantes  complejas  arbitrarias,  por  lo  que  debemos  recurrir  a  los 
arduos  calculos  del  ejemplo  1 . 

Observemos  tambien  que  una  ecuacion  diferencial  compleja  puede  considerarse  como 
un  sistema  de  dos  ecuaciones  diferenciales  reales,  pues  siempre  podemos  trabajar  por  sepa- 
rado  con  sus  partes  real  e  imaginaria.  Los  sistemas  se  analizan  en  los  capftulos  5  y  9. 
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EJERCICIOS 


4.3 


En  los  problemas  1-8,  la  ecuacion  auxiliar  para  la  ecua¬ 
cion  diferencial  dada  dene  raices  complejas.  Determine 


una  solucion  general. 

1.  y"  +  9y  =  0 
3.  z"  ~  6 z'  +  10z  =  0 
5.  w"  +  4 w'  +  6vv  =  0 
7.  Ay"  -  Ay'  +  26y  =  0 


2.  y"  +  y  =  0 
4.  y"  -  10/  +  26y  =  0 
6.  y"  -  Ay'  +  ly  =  0 
8.  Ay"  +  Ay'  +  6y  —  0 


En  los  problemas  9-20,  determine  una  solucion  ge¬ 
neral. 


9.  v"  -  8/  +  ly  =  0 
11.  z"  +  10z'  +  25z  =  0 
13.  y"  +  2 y'  +  5y  =  0 
15.  /'  +  10/  +  Aly  =  0 
17.  /'  -  /  +  7y  =  0 
19.  /"  +  /'  +  3/  -  5y  =  0 


10.  /'  +  Ay'  +  8y  =  0 
12.  u"  +  lu  =  0 
14.  y"-2y'  +  26y  =  0 
16.  /  -  3/  -  lly  =  0 
18.  2/'  +  13/  —  7y  =  0 
20.  /"  -  /'  +  2y  =  0 


En  los  problemas  21-27,  resuelva  el  problema  con  valo- 
res  iniciales  dado. 


21. 

+  2/  +  2y  = 

=  0  ; 

y  (0)  = 

=  2  , 

y'(o)  =  1 

22. 

y" 

+  2/  +  17y 

=  0  ; 

y(o)  = 

1  , 

y'(o)  =  -1 

23. 

w" 

—  4vr'  +  2  w 

=  0  ; 

w(o)  = 

:0  , 

w/(0)  =  1 

24. 

y" 

+  9y  =  0  ; 

y(o)  = 

1  , 

y'(o)  =  1 

25. 

y" 

-  2/  +  2y  = 

=  0  ; 

y  W  = 

y'M=o 

26. 

y" 

-  2/  +  y  = 

0  ; 

y(o)  = 

1  , 

y'(o)  =  -2 

27. 

r 

-Ay"+ly'  - 

0 

II 

;  y(o) 

=  1 

O 

II 

V, 

/'(0)  =  0 


28.  Para  ver  el  efecto  de  la  variation  del  parametro  b  en 
el  problema  con  valores  iniciales 

y"  +  by'  +  Ay  =  0  ;  y(0)  =  1  ,  /( 0)  =  0  , 

resuelva  el  problema  para  b  =  5,  4  y  2  y  bosqueje 
las  soluciones. 

29.  Determine  una  solucion  general  de  las  siguientes 
ecuaciones  de  orden  superior. 

(a)  /"  -/'+/  +  3y  =  0 

(b)  /"  +  2 y"  +  5/  -26y  =  0 

(c)  /v  +  13/'  +  36y  =  0 

30.  Use  la  representation  para  e^a+ en  (6)  y  verifique 
la  formula  de  derivacion  (7). 

31.  Use  la  analogfa  masa-resorte  para  predecir  el  com- 
portamiento  de  la  solucion  al  problema  con  valores 


iniciales  dado,  cuando  t  —>  +oo.  Luego  confirme  su 
prediccion  resolviendo  el  problema. 

(a)  y"  +  16 y  =  0  ;  y{0)  =  2  ,  y'(o)  =  0 

(b)  y"  +  100y'  +  y  =  0  ;  y((i)  =  1  ,  y'(0)  =  0 

(c)  y"  -  6/  +  8y  =  0  ;  y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  0 

(d)  y"  +  2 y'  -  3y  =  0  ;  y(0)  =  -2  ,  y'(0)  =  0 

(e)  /'  -  /  -  6y  =  0  ;  y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  1 

32.  Resorte  en  vibracion  sin  amortiguamiento.  Un 

resorte  en  vibracion  con  amortiguamiento  puede 
modelarse  mediante  el  problema  con  valores  inicia¬ 
les  (11)  del  ejemplo  3  haciendo  b  =  0. 

(a)  Si  m  =  10  kg,  k  =  250  kg/seg2,  y(0)  =  0.3  m  y 
/( 0)  =  —0.1  m/seg,  determine  la  ecuacion  de 
movimiento  para  este  resorte  en  vibracion  con 
amortiguamiento. 

(b)  Cuando  la  ecuacion  de  movimiento  tiene  la  for¬ 
ma  en  (9),  se  dice  que  el  movimiento  es  oscila- 
torio  con  frecuencia  /3/2tt.  Determine  la 
frecuencia  de  oscilacion  para  el  sistema  de  re¬ 
sorte  de  la  parte  (a). 

33.  Resorte  en  vibracion  con  amortiguamiento.  Use 

el  modelo  de  un  resorte  en  vibracion  con  amortigua¬ 
miento  analizado  en  el  ejemplo  3: 

(a)  Determine  la  ecuacion  de  movimiento  para  el 
resorte  en  vibracion  con  amortiguamiento  si 
m  =  10  kg,  b  =  60  kg/seg,  k  =  250  kg/seg2, 
y( 0)  =  0.3  m  y  /( 0)  =  —0.1  m/seg. 

(b)  Determine  la  frecuencia  de  oscilacion  para  el 
sistema  de  resorte  de  la  parte  (a).  [ Sugerencia : 
Vease  la  definicion  de  frecuencia  dada  en  el  pro¬ 
blema  32(b)], 

(c)  Compare  los  resultados  de  los  problemas  32  y 
33  y  determine  el  efecto  del  amortiguamiento 
sobre  la  frecuencia  de  oscilacion.  6Quc  otros 
efectos  tiene  sobre  la  solucion? 

34.  Circuito  en  serie  RLC.  En  el  estudio  de  un  circui- 
to  electrico  consistente  en  una  resistencia,  un  con- 
densador,  un  inductor  y  una  fuerza  electromotriz 
(vease  la  figura  4.9  de  la  pagina  176),  llegamos  a  un 
problema  con  valores  iniciales  de  la  forma 

(20)  Lft+RI  +  ^  =  E(t)  ; 

9(0)  =  9o  , 

/( 0)  =  /„  , 
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donde  L  es  la  inductancia  en  henrios,  R  es  la  resis- 
tencia  en  ohms,  C  es  la  capacidad  en  faradios,  E(t ) 
es  la  fuerza  electromotriz  en  voltios,  q(t)  es  la  car- 
ga  en  coulombs  sobre  el  condensador  en  el  instante 
t  e  I  =  dq/dt  es  la  corriente  en  amperios.  Determine 
la  corriente  en  el  instante  t  si  la  carga  inicial  sobre  el 
condensador  es  nula,  la  corriente  inicial  es  nula,  L  = 
10  H,  R  =  20  Cl,  C  =  (6260)" 1  F  y  E(t)  =  100  V. 
[Sugerencia:  Derive  ambos  lados  de  la  ecuacion  di- 
ferencial  en  (20)  para  obtener  una  ecuacion  lineal 
homogenea  de  segundo  orden  para  I(t).  Luego  use 
(20)  para  determinar  dl/dt  en  t  =  0], 


36.  Aunque  la  forma  (9)  de  la  solucion  general  real  es 
conveniente,  tambien  se  puede  usar  la  forma 

(21)  d{e(a+iti)t  +  d2e(a~i^i'), 

para  resolver  problemas  con  valores  iniciales,  como 
se  mostro  en  el  ejemplo  1.  Los  coeficientes  d{  y  d2 
son  constantes  complejas. 

(a)  Use  la  forma  (21)  para  resolver  el  problema  21. 
Verifique  que  su  forma  es  equivalente  a  la  dedu- 
cida  mediante  (9). 

(b)  Muestre  que,  en  general,  d{  y  d2  en  (21)  deben 
ser  complejos  conjugados  para  que  la  solucion 
sea  real. 


R 

AA/V 


■vMiU- 

L 


q(t) 


Figura  4.9  Circuito  en  serie  RLC 


37.  Las  ecuaciones  auxiliares  para  las  siguientes  ecua¬ 
ciones  diferenciales  tienen  rafces  complejas  repeti- 
das.  Adapte  el  procedimiento  de  “rafces  repetidas” 
de  la  seccion  4.2  para  determinar  sus  soluciones  ge- 
nerales: 

(a)  yiv  +  2 y"  +  y  =  0  . 

(b)  yiv  +  Ay'"  +  12y"  +  16y'  +  16y  =  0  . 
[Sugerencia:  La  ecuacion  auxiliar  es  (r2  +  2 r  + 
4)2  =  0], 


35.  Puerta  de  doble  accion.  El  movimiento  de  una 
puerta  de  doble  accion  con  un  tornillo  de  ajuste  que 
controla  la  cantidad  de  friccion  sobre  las  bisagras 
se  representa  mediante  el  problema  con  valores  ini¬ 
ciales 

19"  +  b0'  +  kd  =  0  ;  9(0)  =  90  ,  9'( 0)  =  u0  , 
donde  9  es  el  angulo  de  apertura  de  la  puerta,  /  es  el 
momenta  de  inercia  de  la  puerta  en  torno  de  sus  bi¬ 
sagras,  b  >  0  es  una  constante  de  amortiguamiento 
que  varfa  con  la  cantidad  de  friccion  sobre  la  puerta, 
k  >  0  es  la  constante  de  resorte  asociada  a  la  puer¬ 
ta,  90  es  el  angulo  inicial  de  apertura  de  la  puerta  y 
v0  es  la  velocidad  angular  inicial  impartida  a  la 
puerta  (vease  figura  4.10).  Si  1,  k  estan  fijos,  deter¬ 
mine  los  valores  de  b  para  los  que  la  puerta  no  con- 
tinuara  oscilando  al  cerrarse. 


Figura  4.10  Vista  superior  de  una  puerta  de  doble  accion 


38.  Ecuaciones  de  Cauchy-Euler.  Una  clase  impor- 
tante  de  ecuaciones  diferenciales  con  coeficientes 
variables  son  aquellas  que  pueden  expresarse  en  la 
forma 

.d2y  dy  ,  , 

(22)  ax2 — ,  +  bx  , — h  cy  —  h(x)  , 

dx  dx 

donde  a,  b  y  c  son  constantes  y  y(x)  es  la  funcion 
incognita.  Tales  ecuaciones  reciben  el  nombre  de  ecua¬ 
ciones  de  Cauchy-Euler  o  equidimensionales.  El  ob- 
jetivo  de  este  problema  es  mostrar  que  la  sustitucion 
x  =  e’  transforma  (22)  en  una  ecuacion  con  coeficien¬ 
tes  constantes  en  la  nueva  variable  independiente  t. 

(a)  Use  la  regia  de  la  cadena  para  mostrar  que  para 
x  =  e\ 

dy  dy 

dt  dx 

(b)  Derive  la  ecuacion  de  la  parte  (a)  con  respecto 
de  t  para  obtener 

d2y  dy  9  d2y 

— V  =  -j-  +  x  — 9  . 

dt2  dt  dx2 

(c)  Sustituya  las  formulas  de  las  partes  (a)  y  (b)  en  la 
ecuacion  (22)  para  obtener  el  coeficiente  constante 

d2y  dy  . 

^  aht2  +  b  ~  U ^dt  +  Cy  =  ' 
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39.  Para  determinar  una  solucion  general  de  la  ecuacion 
de  Cauchy-Euler 


3x 


,dzy 

dx 


dy 


2  +  Uxix~2y  =  0 


x  >  0 


complete  los  pasos  siguientes. 

(a)  Use  la  sustitucion  x  =  e'  del  problema  38  y 
obtenga  de  (23)  la  ecuacion  con  coeficientes 
constantes 


d2y  dy 


dt 1 


8-7 —  3y  =  0 
dt  J 


(b)  Muestre  que  la  ecuacion  de  la  parte  (a)  tiene  la 
solucion  general 

y(t)  =  c^l 3  +  c2e~3'  . 


(c)  Exprese  y  en  terminos  de  la  variable  original  x 
para  obtener 

y(x)  =  cpt1/3  +  c2x~3  parax  >  0  . 

En  los  problemas  40-44,  use  la  tecnica  del  problema  38 
para  obtener  una  solucion  general  de  cada  una  de  las  si¬ 
guientes  ecuaciones  de  Cauchy-Euler  para  x  >  0. 

40.  x2y"{x)  +  lxy’{x)  -  ly{x)  =  0 

nd2y  dy 

41.  x~ — V  +  2x-7 - 6y  =  0 

dx2  dx 

42.  x2y"(x)  —  3xy'(x)  +  6 y(x)  =  0 

43.  x2y"(x)  +  9 xy'{x)  +  17y(jc)  =  0 

44.  x2y"(x)  +  3 xy'(x)  +  5 y(x)  =  0 


4.4  ECUACIONES  NO  HOMOGENEAS:  EL  METODO 
DE  COEFICIENTES  INDETERMINADOS 


En  esta  seccion  usaremos  una  “estimacion  juiciosa”  y  deduciremos  un  procedimiento  sencillo 
para  determinar  una  solucion  de  una  ecuacion  lineal  no  homogenea  con  coeficientes  constantes 

(1)  ay"  +  by'  +  cy  =  /(f)  , 

donde  la  no  homogeneidad  /(f)  es  un  unico  termino  de  un  tipo  especial.  Nuestra  experien- 
cia  en  la  seccion  4.3  indica  que  (1)  tendra  una  infinidad  de  soluciones.  Por  el  momento  nos 
conformaremos  con  obtener  una  solucion  particular.  Para  motivar  el  procedimiento,  veamos 
primero  algunos  ejemplos  ilustrativos. 

EJEMPLO  I  Determinar  una  solucion  particular  de 

(2)  y"  +  3 y'  +  2y  =  3t  . 

SOLUCION  Necesitamos  hallar  una  funcion  y{t)  tal  que  la  combinacion  y"  +  3_y'  +  2 y  sea  una  funcion 
lineal  de  f,  a  saber,  3f.  /  Que  tipo  de  funcion  y  “termina”  como  una  funcion  lineal  despues 
de  combinar  sus  derivadas  de  orden  cero,  uno  y  dos?  Una  respuesta  inmediata  es  otra  fun- 
cion  lineal,  asf  que  hacemos  la  prueba  con  v ,  ( / )  =  At  y  trataremos  de  hacer  corresponder 
y'[  +  3 y\  +  2yx  con  3 f. 

Tal  vez  usted  haya  notado  por  que  esto  no  funciona:  y{  =  At,  y{  =  A  y  y{'  =  0  im- 
plica  que 

y'[  +  3y\  +  2yx  =  3A  +  2Af  , 

y  para  que  esto  sea  igual  a  3f,  necesitamos  que  A  =  0  y  que  A  =  3/2.  Tendrfamos  mejor 
suerte  si  agregamos  un  termino  constante  a  la  funcion  de  prueba:  y2(t)  =  At  +  B.  Entonces 
y'l  =  A,  y"2  =  0  y 

y"2  +  3y2  +  2y2  =  3A  +  2(Af  +  B)  =  2 At  +  (3A  +  2 B)  , 

lo  que  concuerda  exitosamente  con  3f  si  2A  =  3  y  3A  +  2B  =  0.  A1  resolver  este  sistema  te- 
nemos  que  A  =  3/2  y  B  =  —9/4.  Asf,  la  funcion 

M  3  9 

y2(t)  =  2'~  4 

es  una  solucion  de  (2).  ■ 


J-L  LUiU 


D/3/UO 


iiiau 


irciy  j-iici  x  /  o 
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El  ejemplo  1  sugiere  el  metodo  siguiente  para  determinar  una  solucion  particular  de  la 
ecuacion 


ay"  +  by’  +  cy  =  Ctm,  m  =  0,  1,2,...; 
a  saber,  proponemos  una  solucion  de  la  forma 

yP{t)  =  Amtm  +  +  Ait  +  A0  , 

con  coeficientes  indeterminados  Ap  y  hacemos  corresponder  las  potencias  de  t  en  ay"  +  by1 
+  cy  con  Cf". 1  Este  procedimiento  implica  resolver  m  +  1  ecuaciones  lineales  con  m  +  1 
incognitas  A0,  A  h...,  Am  con  la  esperanza  de  que  tengan  solucion.  La  tecnica  se  llama  el  me¬ 
todo  de  coeficientes  indeterminados.  Como  lo  muestra  el  ejemplo  1,  debemos  conservar 
todas  las  potencias  t"\  t'"  \  tl,  t°  de  la  solucion  de  prueba,  aunque  no  esten  presentes 
en  la  no  homogeneidad  f(t). 


EJEMPLO  2  Determinar  una  solucion  particular  de 
(3)  y"  +  3/  +2y=  10c3r  . 

SOLUCION  Suponemos  que  yp(t)  =  Ae 3',  pues  entonces  y'p  y  y"p  mantendran  la  forma  exponencial: 
y"p  +  3  y'p  +  2 yp  =  9 Ae3'  +  3(3  Ae3')  +  2  {Ae3‘)  =  20 Ae3'. 

A1  hacer  20 Ae3r  =  10e3'  y  despejar  A  tenemos  que  A  =  1/2;  asf, 

yP(t)  =  Y 

es  una  solucion  de  (3).  ■ 


EJEMPLO  3  Determinar  una  solucion  particular  de 

(4)  y"  +  3 y'  +2 y  =  sen  t  . 


SOLUCION  Nuestra  accion  inicial  seria  suponer  que  y\{t)  =  A  sen  t,  pero  esto  fracasa  pues  las  deriva- 
das  introducen  terminos  con  cosenos: 

y j  +  3 y[  +  2y |  =  —A  sen  t  +  3A  cos  t  +  2A  sen  t  =  A  sen  t  +  3A  cos  t  , 

y  al  hacer  corresponder  esto  con  sen  t  debera  ocurrir  que  A  sea  igual  a  1  y  a  0.  Asf,  inclui- 
mos  el  termino  del  coseno  en  la  solucion  de  prueba: 

yp(t)  =  A  sen  t  +  B  cos  t  , 
y'p (t)  =  A  cos  t  —  B  sen  t  , 
y"p(t )  =  —A  sen  t  —  B  cos  t  , 


f  En  este  caso,  el  coeficiente  de  tk  en  ay"  +  by'  +  cy  se  anula  para  k  ?  m  y  es  igual  a  C  para  k  =  m. 
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EJEMPLO  4 

SOLUCION 


de  modo  que  (4)  se  convierte  en 

y'p(t)  +  3 y'p(t)  +  2 yp(t)  =  —A  sen  t  —  B  cos  t  +  3 A  cos  t  —  3 B  sen  t 

+  2 A  sen  t  +  2B  cos  t 
=  (A  —  3Z?)sen  t  +  (B  +  3A)cos  t 
=  sen  t  . 

Las  ecuaciones  A  —  3B  =  1,  fi  +  3A  =  0  tienen  la  solucion  A  =  0.1,  B  =  —0.3.  Asf, 
la  funcion 


yp(t)  =0.1  sen  t  —  0.3  cos  t 
es  una  solucion  particular  de  (4).  ■ 

Mas  en  general,  para  una  ecuacion  de  la  forma 

(5)  ay"  +  by'  +  cy  =  C  sen  fit  (o  C  cos  fit)  , 

el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  sugiere  intentar  con 

(6)  yp(t)  =  A  cos  jit  +  B  sen  j3t 

y  resolver  (5)  en  terminos  de  las  incognitas  Ay  B. 

Si  comparamos  la  ecuacion  (5)  con  la  ecuacion  del  sistema  masa-resorte 

(7)  linercia]  X  y"  +  [amortiguamiento]  X  y'  +  [rigidez]  X  y  =  Externa  , 

podemos  interpretar  (5)  como  la  descripcion  de  un  oscilador  amortiguado,  perturbado  con 
una  fuerza  sinusoidal.  Asf,  de  acuerdo  con  nuestro  analisis  de  la  seccion  4.1,  es  de  esperar 
que  a  largo  plazo  la  masa  responda  moviendose  en  sincronfa  con  la  sinusoide.  En  otras  pa- 
labras,  la  forma  (6)  es  sugerida  por  la  experiencia  ffsica  y  matematica.  En  la  seccion  4.9  se 
dara  una  descripcion  completa  de  los  osciladores  forzados. 

Determinar  una  solucion  particular  de 

(8)  y"  +  4 y  =  5 t2e'  . 

Nuestra  experiencia  con  el  ejemplo  1  sugiere  que  consideremos  una  solucion  de  prueba 
de  la  forma  yp{t)  =  (At1  +  Bt  +  C)e',  para  corresponder  a  la  no  homogeneidad  en  (8). 
Vemos  que 

yp  =  (At2  +  Bt  +  C)e '  , 
y'p  =  (2 At  +  B)e‘  +  (At1  +  Bt  +  C)e‘  , 
y"p  =  2 Ae'  +  2(2 At  +  B)e‘  +  (At1  +  Bt  +  C)e’  , 
y”p  +  4yp  =  e‘(2  A  +  2B  +  C  +  4C)  +  te‘(4A  +  B  +  4B)  +  t2e\A  +  4A) 

=  5 t2e'  . 

A1  asociar  los  terminos  semejantes  se  tiene  que  A  =  1,  B  =  —4/5,  y  C  =  — 2/25  Una  so¬ 
lucion  esta  dada  por 

yp(t)  =  (t2-^-j^e'  .m 
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Como  muestran  nuestros  ejemplos,  cuando  el  termino  no  homogeneo  f{t )  es  una  fun- 
cion  exponencial,  un  seno,  un  coseno  o  una  potencia  de  t  veces  cualquiera  de  ellas,  la  fun- 
cion  f(t)  sugiere  la  forma  de  una  solucion  particular.  Sin  embargo,  ciertas  situaciones 
obstaculizan  la  aplicacion  directa  del  metodo  de  coeficientes  indeterminados.  Considere,  por 
ejemplo,  la  ecuacion 

(9)  y"  +  y>  =  5  . 

El  ejemplo  1  sugiere  que  tratemos  con  y ,  ( t )  =  A,  un  polinomio  de  grado  cero.  Pero  la  sus- 
titucion  en  (9)  es  inutil: 

(A)"  +  (A)'  =0^5. 

El  problema  surge  porque  cualquier  funcion  constante,  como  =  A,  es  una  solucion  de 
la  ecuacion  homogenea  correspondiente  y"  +  y'  =  0,  y  el  coeficiente  indeterminado  A  se 
pierde  al  sustituir  en  la  ecuacion.  Encontraremos  la  misma  situation  si  tratamos  de  hallar 
una  solucion  de 

(10)  y"  ~  y  =  3ef 

de  la  forma  _y ,  =  Ae'.  pues  e'  es  solucion  de  la  ecuacion  homogenea  asociada  y 
[Ae 0"  -  {Ae1)  =  0  +  3e‘  . 


El  “truco”  para  refinar  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  en  estas  situaciones 
tiene  el  sabor  de  la  logica  de  la  seccion  4.2,  cuando  se  desarrollo  un  metodo  para  hallar  una 
segunda  solucion  de  las  ecuaciones  homogeneas  con  rafces  dobles.  Basicamente  agregamos 
un  factor  adicional  de  t  a  la  solucion  de  prueba  sugerida  por  el  procedimiento  basico.  En 
otras  palabras,  para  resolver  (9)  intentamos  con  yp{t)  =  At  en  vez  de  A,  y  para  resolver  (10) 
tratamos  con  yp{t)  =  Ate '  en  vez  de  Ae 

(9')  yp=  At  ,  y'p  =  A  ,  y"p  =  0  , 
y'p  +  y'P  =  o  +  a  =  5  , 

A  =  5  ,  yp(t)  =  5 1  ; 

(10')  yp  =  Ate 1  ,  y'p  =  Ae '  +  Ate *  ,  yp  =  2 Ae'  +  Ate 1  , 
y'p  —  yp  =  2 Ae'  +  Ate 1  —  Ate'  =  3e'  , 


Para  ver  por  que  esta  estrategia  resuelve  el  problema  y  para  generalizarla,  recordemos  la  for¬ 
ma  de  la  ecuacion  diferencial  original  (1),  ay"  +  by1  +  cy  =  f{t).  Su  ecuacion  auxiliar  aso¬ 
ciada  es 

(11)  ar  +  br  +  c  =  0  , 

y  si  r  es  una  rafz  doble,  entonces 

(12)  2ar  +  b  =  0 

tambien  se  cumple  [ecuacion  (13),  seccion  4.2], 
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Ahora,  supongamos  que  el  termino  f(t)  tiene  la  forma  Ct'"ert  y  que  tratamos  de  obte- 
ner  tal  f(t)  sustituyendo  yp(t)  =  ( Ant "  +  A^p"-1  +  •••  +  Ap  +  A0)e",  con  la  potencia  n 
por  determinar.  Para  simplificar  la  exposition,  solo  enumeramos  los  terminos  principales  de 

yP ,  y'P  y  y'P- 


yp  =  Antnert  +  An_1tn  1ert  +  A„_2?"  2e"  +  ( terminos  de  menor  orden,  t.m.o.) 
y'p  =  Anrt nert  +  Annf'-le"  +  An_irtn~lert  +  A„^(n  -  1  )tn~2en 
+  An-2rtn~2ert  +  (l.o.t.)  , 
y"p  =  Ay-re"  +  2Annrtn-le"  +  A„n(n  -  1 

+  An^yt"^len  +  2 An-Xr(n  —  1  )tn~2e"  +  An^2f2t "  2e"  +  (l.o.t)  . 

Entonces,  el  lado  izquierdo  de  (1)  se  convierte  en 

(13)  ayp  +  by’p  +  cyp 

=  An(ai*  +  hr  +  c)tne"  +  [A„n(2ar  +  b)  +  A),_1(ar2  +  br  +  c)]f"~  V' 

+  [. A„n(n  —  1  )a  +  Arl_1(n  —  l)(2ar  +  b)  +  A„_2(«r2  +  br  +  c)]tn~2e" 

+  (l.o.t.)  , 

y  observamos  lo  siguiente: 

Caso  1.  Si  r  no  es  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar,  el  termino  principal  de  (13)  es  A„(ar 2 
+  br  +  c)tne "  y  para  obtener/(i)  =  Cf'e"  debemos  hacer  n  =  m: 

yp(t)  =  (Amtm  +  •••  +  A,f  +  A0)e"  . 

Caso  2 .  Si  r  es  una  rafz  simple  de  la  ecuacion  auxiliar,  se  cumple  (1 1)  y  el  termino  prin¬ 
cipal  en  (13)  es  Ann(2ar  +  b)tn^le"  y  para  obtener  f(t)  =  Cf'e"  debemos  hacer  n  =  m  +  1: 

yP(t)  =  (Am+itm  +  l  +  Amtm  +  ■■■  +  A,r  +  A0)e"  . 

Sin  embargo,  ahora  puede  prescindirse  del  ultimo  termino  A0e",  pues  este  resuelve  la  ecua¬ 
cion  homogenea  asociada,  de  modo  que  podemos  factorizar  t  y  renumerar  los  coeficientes 
para  escribir 

yp(t)  =  t(Amtm  +  ■■■  +  Ap  +  A0)e"  . 

Caso  3.  Si  r  es  una  rafz  doble  de  la  ecuacion  auxiliar,  se  cumplen  (11)  y  (12)  y  el 
termino  principal  en  (13)  es  Ann(n  —  1  )atn^2e"\  para  obtener  f(t)  =  Cf'e"  debemos  ha¬ 
cer  n  =  m  +  2: 

yP(t)  =  Um+2 tm+2  +  Am+ltm+l  +  •••  +  A2t2  +  Ad  +  A0)e"  , 

pero  de  nuevo  cancelamos  las  soluciones  de  la  ecuacion  homogenea  asociada  y  renumera- 
mos  para  escribir 

yP(t)  =  t2(Amtm  +  •••  +  Ap  +  A0)e"  . 

Resumimos  esto  mediante  la  siguiente  regia. 


J-L  LUiU 


D/3/UO 


iiiau 


Jr  ciy  joz 
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RAICES  REALES  DISTINTAS 


Para  hallar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  diferencial  ay"  +  by'  +  cy  = 
Ct"’erl,  use  la  forma 

(14)  yp(t)  =  t\Amf  +  •••  +  Ait  +  A0)e'‘  , 

con 

(i)  5  =  0  si  r  no  es  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada; 

(ii)  s  =  1  si  r  es  rafz  simple  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada;  y 

(iii)  5  =  2  si  r  es  rafz  doble  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada. 

Para  hallar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  diferencial  ay"  +  by'  +  cy  = 
Cfeat  cos  fit  o  ay"  +  by'  +  cy  =  Cf"eat  sen  [it,  use  la  forma 

(15)  yp(t)  =  f(Amtm  +  •••  +  Att  +  A0)eat  cos  [it 

+  f(Bmtm  +  •••  +  Bxt  +  B0)eat  sen  (it  , 

con 

(iv)  s  =  0  si  a  +  ifi  no  es  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada;  y 

(v)  s  =  1  si  a  +  ifi  es  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada. 


[La  forma  (15)  se  deduce  facilmente  de  (14)  haciendo  r  =  a  +  ifi  y  considerando  las  partes 
real  e  imaginaria,  como  en  la  seccion  4.3  anterior]. 

Observation  1.  La  no  homogeneidad  Ct'n  corresponde  al  caso  en  que  r  =  0. 

Observation  2.  La  justificacion  rigurosa  del  metodo  de  coeficientes  indeterminados  |in- 
cluyendo  el  analisis  de  los  terminos  que  descartamos  en  (13)],  sera  presentada  en  un  contex- 
to  mas  general  en  el  capftulo  6. 


EJEMPLO  5  Determinar  la  forma  de  una  solucion  particular  a 
(16)  y"  +  2y' -  3y  =  f{t)  , 
donde  f(t)  es  igual  a 

(a)  7cos3 1  (b)  2fe'senf  (c)  r2cos7rf  (d)  5e~3'  (e)  3 te'  (f)  t2e‘ 

SOLUCION  La  ecuacion  auxiliar  de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente  a  (16),  r2  +  2r  —  3  =  0, 
tiene  rafces  rx  =  1  y  r2  =  —3.  Observe  que  las  funciones  en  (a),  (b)  y  (c)  estan  asociadas  a 
rafces  complejas  (debido  a  los  factores  trigonometricos).  Estas  son  claramente  distintas  de 
r j  y  r2,  de  modo  que  las  formas  de  las  soluciones  corresponden  a  (15)  con  5  =  0: 


(a)  yp(t)  =  Acos3f  +  Bsen3f 
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EJEMPLO  6 


SOLUCION 


EJEMPLO  7 


SOLUCION 


(b)  yp(t)  =  (A^  +  A0)e'  cos  t  +  (Bxt  +  B0)e'  sen  t 

(c)  yp(t)  =  (Ait2  +  A^  +  Ac)  cos  7 Tt  +  ( B2t 2  +  B\t  +  B0)scn  irt 

Para  la  no  homogeneidad  en  (d)  apelamos  a  (ii)  y  consideramos  yp(t)  =  Ate~3',  pues 
—  3  es  una  rafz  simple  de  la  ecuacion  auxiliar.  De  manera  analoga,  para  (e)  consideramos 
yp(t)  =  t{Axt  +  A0)e'  y  para  (f)  usamos  yp(t)  =  t(A2t2  +  Axt  +  A0)er.  ■ 


Determinar  la  forma  de  una  solucion  particular  a 

y"  -2 y'  +  y  =  f(t)  , 

para  el  mismo  conjunto  de  no  homogeneidades  del  ejemplo  5. 

En  este  caso,  la  ecuacion  auxiliar  para  la  ecuacion  homogenea  correspondiente  es  r 2  -  -  2r  4- 
1  =  (r  —  l)2  =  0,  con  la  rafz  doble  r  =1.  Esta  rafz  no  esta  ligada  a  las  no  homogeneidades 
(a)  a  (d),  de  modo  que  podemos  usar  las  mismas  formas  de  prueba  para  (a),  (b)  y  (c)  del 
ejemplo  anterior,  mientras  que  y(t)  =  Ae  sirve  para  (d). 

Como  r  =  1  es  una  rafz  doble,  tenemos  que  s  =  2  en  (14)  y  las  formas  de  prueba  para 
(e)  y  (f)  deben  cambiarse  por 

(e)  yp(t)  =  t2(A{t  +  A0)e‘ 

(f)  yP(t)  =  t2(A2t2  +  A^  +  A0)e' 

respectivamente,  de  acuerdo  con  (iii).  ■ 


Determinar  la  forma  de  una  solucion  particular  a 

y"  —  2y'  +2 y  =  5te'  cos  t  . 

Ahora,  la  ecuacion  auxiliar  para  la  ecuacion  homogenea  correspondiente  es  r 2  —  2 r  +2  =  0 
y  tiene  raices  complejas  /q  =  1  +  i,  r2  =  1  —  i.  Como  la  no  homogeneidad  implica  a  eM  cos 
1 3t  con  a  =  /3  =  1 ,  es  decir,  a  +  i/3  =  1  +  i  =  rx,  la  solucion  toma  la  forma 

yp(t)  =  t(A{t  +  A0)e'  cos  t  +  t(Bxt  +  B0)e'  sen  t  .  ■ 

La  no  homogeneidad  tan  t  en  una  ecuacion  como  y"  +  y'  +  y  =  tan  t  no  tiene  una  de 
las  formas  para  las  que  puede  usarse  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados;  por  ejemplo, 
las  derivadas  de  la  “solucion  de  prueba”  y(t)  =  A  tan  t  pueden  complicarse,  y  no  es  claro 
que  terminos  adicionales  deban  agregarse  para  obtener  una  solucion.  En  la  seccion  4.6 
analizaremos  un  procedimiento  diferente  que  puede  controlar  tales  terminos  no  homoge- 
neos.  Recuerde  que  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  se  aplica  solo  a  no  homo¬ 
geneidades  que  sean  polinomios,  exponenciales,  senos  o  cosenos,  o  productos  de  estas 
funciones.  El  principio  de  superposicion  de  la  seccion  4.5  muestra  la  forma  de  extender  el 
metodo  a  las  sumas  de  tales  no  homogeneidades.  Ademas,  proporciona  la  clave  para  armar 
una  solucion  general  de  (1)  que  sirva  para  los  problemas  con  valores  iniciales,  lo  que  hemos 
evitado  hasta  el  momento  en  nuestros  ejemplos. 
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En  los  problemas  1-8,  decida  si  puede  aplicarse  o  no  el 
metodo  de  coeficientes  indeterminados  para  encontrar 
una  solucion  particular  de  la  ecuacion  dada. 

1.  y"  +  2 y'  -  y  =  t~le‘ 

2.  5 y"  -  3y'  +  2 y  =  t 3  cos  At 

3.  a"  +  5a-'  -  3a  =  3' 

4.  2y"(a)  -  6y'(a)  +  y(a)  =  ( sena)/e4* 

5.  y"(0)  +  3y'(0)  —  y(0)  =  sec  0 

6.  2<w"  (a)  —  3<w(a)  =  4a  sen2a  +  4acos2a 

7.  ty"  —  y'  +  2 y  =  sen  3 1 

8.  8z'(a)  —  2z(a)  =  3xwoe4x  cos  25a 

En  los  problemas  9-26,  determine  una  solucion  particu¬ 
lar  de  la  ecuacion  diferencial. 

9.  y"  +  3 y  =  -9 

10.  y"  +  2 y'  -  y  =  10 

11.  2 z"  +  Z  =  9e2t 

12.  2a'  +  a  =  3 t2 

13.  y"  -  y'  +  9y  =  3  sen  3? 

14.  y"( a)  +  y(a)  =  2" 

rf2v  rfv 

15.  — 7  —  5-f-  +  6v  =  xex 

dx2  dx 

16.  d"  (t)  —  d(t)  =  t  sen  t 

17.  y"  -  2 y'  +  y  =  8e‘ 

18.  y"  +  Ay  =  8  sen  2t 

19.  4y"  +  11/  -  3y  =  -2re“3' 


20.  y"  +  Ay  =  16r  sen  2; 

21.  a"(f)  —  Ax' (t)  +  4a(f)  =  fe2' 

22.  a"(?)  —  2a' (f)  +  a(f)  =  24f2e; 

23.  y"(6»)  -  7/(0)  =  e2 

24.  /M  +  yW  =  4a  cos  a 

25.  y"  +  2y'  +  4y  =  1  lie2' cos  3 1 

26.  y"  +  2 y'  +  2y  =  4re_'cos  f 

Ur;  /os  problemas  27-32,  determine  la  forma  de  una  so¬ 
lution  particular  de  la  ecuacion  diferencial.  (No  evalue 
los  coeficientes). 

27.  y"  +  9y  =  At 3  sen  3 1 

28.  y"  +  3y'  -  7y  =  r4e' 

29.  y"  —  6y'  +  9y  =  5 f6e3' 

30.  y"  -  2y'  +  y  =  7e'cosf 

31.  y"  +  2y'  +  2y  =  SfV'  sen  t 

32.  y"  -  y'  -  12y  =  2f6e“3' 

En  los  problemas  33-36,  use  el  metodo  de  coeficientes 
indeterminados  para  hallar  una  solution  particular  de 
la  ecuacion  de  orden  superior  dada. 

33.  y'"  —  y"  +  y  =  sen  t 

34.  2 y'"  +  3y"  +  y'  -  4y  =  e-' 

35.  y'"  +  y"  -  2y  =  fe' 

36.  y(4)  -  3y"  -  8y  =  sen  t 


4.5  EL  PRINCIPIO  DE  SUPERPOSICION  Y  REVISION 
DE  LOS  COEFICIENTES  INDETERMINADOS 

El  siguiente  teorema  describe  el  principio  de  superposicion,  una  observacion  sencilla  que, 
sin  embargo,  dota  al  conjunto  solucion  de  nuestras  ecuaciones  de  una  estructura  poderosa. 
Extiende  la  aplicabilidad  del  metodo  de  coeficientes  indeterminados  y  nos  permite  resolver 
problemas  con  valores  iniciales  para  ecuaciones  diferenciales  no  homogeneas. 
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EJEMPLO  I 


SOLUCION 


PRINCIPIO  DE  SUPERPOSICION 


Teorema  3.  Sea  _y ,  una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial 

ay"  +  by'  +  cy  =  fit)  , 
y  sea  y2  una  solucion  de 

ay"  +  by’  +  cy  =  f2(t)  . 

Entonces,  para  cualesquiera  constantes  cx  y  c2,  la  funcion  clyl  +  c2y2  es  una  solu¬ 
cion  de  la  ecuacion  diferencial 

ay"  +  by* 1 2  +  cy  =  cjft)  +  c2f2{t) 


Demostracion.  Esto  es  directo;  al  sustituir  y  reordenar  tenemos  que 

a(ciyi  +  c2y2)"  +  b(c]y1  +  c2y2)’  +  cicyyi  +  c2y2) 

=  Ci  (ay"  +  by\  +  cyx)  +  c2(ay2  +  by’2  +  cy2 ) 

=  c  if  lit)  +  C2f2.it)  ■  ■ 

Determinar  una  solucion  particular  de 

(1)  y"  +  3  y’  +  2y  =  3 1  +  10e3 4 5'  y 

(2)  y"  +  3y'  +  2y  =  -9 1  +  20e3'  . 

En  el  ejemplo  1  de  la  seccion  4.4  vimos  que  yft)  =  3t/2  —  9/4  era  una  solucion  de  y"  + 
3 y’  +2 y  =  3f;  en  el  ejemplo  2  vimos  que  y2(t)  =  e3,/2  resuelve  y"  +  3y'  +  2y  =  10e3'. 
Asf,  por  superposicion,  yi  +  y2  =  3t/2  —  9/4  +  e3,/2  resuelve  la  ecuacion  (1). 

El  lado  derecho  de  (2)  es  igual  a  menos  tres  veces  (3 1)  mas  dos  veces  (10e3').  Por  tan- 
to,  esta  misma  combinacion  de  y  y2  resuelve  (2): 

y(f)  =  — 3yx  +  2y2  =  -3(3f/2  -  9/4)  +  2{e3,/2)  =  -9t/2  +  27/4  +  e3t  .  ■ 

Si  consideramos  una  solucion  particular  yp  de  una  ecuacion  no  homogenea  como 

(3)  ay"  +  by'  +  cy  =  f{t) 

y  la  agregamos  a  una  solucion  general  c ,  v  1  +  c2y2  de  la  ecuacion  homogenea  asociada  a  (3), 

(4)  ay"  +  by'  +  cy  =  0  , 
la  suma 

(5)  y(f)  =  yjf)  +  ciyft)  +  c2y2(f) 

es,  de  acuerdo  con  el  principio  de  superposicion.  de  nuevo  una  solucion  de  (3): 
aiyp  +  cxyi  +  c^)"  +  b[yp  +  c\yi  +  C2y2)'  +  c(yp  +  Cjyj  +  cyyf) 

=  /W  +0  +  0  =fit)  . 
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Como  (5)  contiene  dos  parametros,  es  de  esperar  que  sea  posible  elegir  C\  y  C2  para  que  sa- 
tisfagan  condiciones  iniciales  arbitrarias.  Es  facil  verificar  que  esto  ocurre. 


EXISTENCIA  Y  UNICIDAD:  CASO  NO  HOMOGENEO 


Teorema  4.  Para  cualesquiera  numeros  reales  a,  b,  c,  t(h  Y0  y  Yh  supongase  que 
yp(t)  es  una  solucion  particular  de  (3)  en  un  intervalo  I  que  contiene  a  t()  y  que 
y  i  (t)  y  y2  ( t )  son  soluciones  linealmente  independientes  de  la  ecuacion  homogenea 
asociada  (4)  en  I.  Entonces  existe  una  unica  solucion  en  I  al  problema  con  valores 
iniciales 

(6)  ay"  +  by'  +  cy  =  f(t)  ,  y(t0)  =  Y0,  y'(t0 )  =  Yx  , 

y  esta  dada  por  (5),  para  la  eleccion  adecuada  de  las  constantes  C\,  c2. 


Demostracion .  Ya  hemos  visto  que  el  principio  de  superposition  implica  que  (5)  re- 
suelve  la  ecuacion  diferencial.  Para  satisfacer  las  condiciones  iniciales  en  (6)  debemos  ele¬ 
gir  las  constantes  de  modo  que 


yP(t o)  +  ciyi(fo)  +  c^Oo)  =  *o  - 
y'pit o)  +  +c2);2(fo)  =  Yl  ■ 


Pero  al  igual  que  en  la  demostracion  del  teorema  2  de  la  seccion  4.2,  un  sencillo  procedi- 
miento  algebraico  muestra  que  la  eleccion 

_  [*o  —  3;p(?o)]);2(fo)  —  [^i  —  y'pit^yiito) 
y  i  (^0)3^2  (^o)  —  y'li^yiito) 

_  [Yi  -  y;(^o)]yi(^o)  ~  [Yq  ~  yP(?o)];y'i(*o) 
yi(ro)y2(fo)  ~  y'Myiito) 

resuelve  (7),  a  menos  que  el  denominador  sea  cero,  pero  el  lema  1  de  la  seccion  4.2  nos  ga- 
rantiza  que  esto  no  ocurre. 

^Por  que  es  unica  la  solucion?  Si  y\(t  )  fuese  otra  solucion  de  (6),  entonces  la  diferen- 
ciayn (0  =  yp(t)  +  cxyx(t)  +  c2y2{t)  ~  Yi{t)  satisfarfa 

f  ay'll  +  by  a  +  cyu  =  f{t)  -  f{t)  =  0  , 

(8)  I  yn(fo)  =  Y0  -  Y0  =  0  ,  y'u{t0)  =  Y,  -  Y,  =  0  . 


Pero  el  problema  con  valores  iniciales  (8)  admite  la  solucion  identicamente  nula,  y  el  teore¬ 
ma  1  de  la  seccion  4.2  se  aplica  debido  a  que  la  ecuacion  diferencial  en  (8)  es  homoge¬ 
nea.  En  consecuencia,  (8)  tiene  solamente  la  solucion  identicamente  nula.  Asf,  yn  +  0  y 
yi  =  yP+  ciyi  +  c2y2.  m 


Estas  deliberaciones  nos  llevan  a  decir  que  y  =  yp+  c  1  y  1  +  c2y2  es  una  solucion  gene¬ 
ral  de  la  ecuacion  no  homogenea  (3),  ya  que  cualquier  solucion  yg(t)  se  puede  expresar  de 
esta  forma.  (Demostracion:  Como  en  la  seccion  4.2,  simplemente  elegimos  Cj  y  c2  de  mo¬ 
do  que  yp  +C|>’|  +  c2y2  concuerde  con  el  valor  y  la  derivada  de  yg  en  cualquier  punto\  por 
unicidad,  yp+  c  1  y  1  +  c2y2  y  yg  deben  ser  la  misma  funcion). 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


EJEMPLO  3 


SOLUCION 


Dado  que  yp(t )  =  t2  es  una  solucion  particular  de 
y"  -y  =  2- t2  , 

encontrar  una  solucion  general  y  una  solucion  que  satisfaga  y(0)  =  1,  y'(0)  =  0. 

La  ecuacion  homogenea  correspondiente 

y"  ~  y  =  o  , 

tiene  la  ecuacion  auxiliar  asociada  r2  —  1  =  0.  Como  r  =  ±  1  son  las  rafces  de  esta  ecua¬ 
cion,  una  solucion  general  de  la  ecuacion  homogenea  es  C\e'  +  eye  A1  combinar  esto  con 
la  solucion  particular  yp(t)  =  t2  de  la  ecuacion  no  homogenea,  vemos  que  una  solucion  ge¬ 
neral  es 


y(t)  =  t2  +  Cie'  +  c2e  ’  . 

Para  cumplir  las  condiciones  iniciales,  sea 

y(0)  =  02  +  Cle°  +  c2e~°  =  1  , 

/(0)  =  2X0  +  Cle°  -  c2e'°  =  0  , 

lo  que  da  cl  =  c2  =  y.  La  respuesta  es 

y(t)  =  t2  +  ^(e‘  +  e~t)  =  t2  +  cosh  t.  ■ 

Un  sistema  masa-resorte  es  controlado  por  una  fuerza  externa  sinusoidal  (5  sen  t  +  5  cos  t). 
La  masa  es  igual  a  1,  la  constante  de  resorte  es  2  y  el  coeficiente  de  amortiguamiento  es  2, 
de  modo  que  el  analisis  de  la  seccion  4. 1  implica  que  el  movimiento  queda  descrito  median- 
te  la  ecuacion  differencial 

(9)  y"  +  2 y'  +  2y  =  5  sen  t  +  5  cos  1  . 

Si  la  masa  se  coloca  inicialmente  en  y(0)  =  1,  con  una  velocidad  )>'(())  =  2,  determine  su 
ecuacion  de  movimiento. 

La  ecuacion  homogenea  asociada  y"  +  2 y’  +  2y  =  0  fue  estudiada  en  el  ejemplo  1  de  la 
seccion  4.3;  vimos  que  las  rafces  de  la  ecuacion  auxiliar  son  —1  ±i,  lo  que  conduce  a  una 
solucion  general  c ,  e  1  cos  t  +  eye  '  sen  t. 

El  metodo  de  coeficientes  indeterminados  dice  que  debemos  tratar  de  hallar  una  solu¬ 
cion  particular  de  la  forma  A  sen  t  +  B  cos  t  para  la  primera  no  homogeneidad  5  sen  t: 

(10)  yp  =  A  sen  t  +  B  cos  t  ,  y'p  =  A  cos  t  —  B  sen  t  ,  y"p  =  —A  sen  t  —  B  cos  t  ; 

yp  +  2 y'p  +  2 yp  =  (—A  ~  2 B  +  2A)sent  +  (-B  +  2 A  +  2Z?)cosf  =  5 sent  . 

A1  igualar  coeficientes  se  requiere  que  A  =  1,  B  =  —2,  de  modo  que  yp  =  sent  —  2  cos  t. 

La  segunda  no  homogeneidad  5  cos  t  pide  la  forma  identica  para  yp  y  conduce  a  (—A 
—  2 B  +  2A)sen  t  +  (-B  +  2A  +  2 B)  cos  t  =  5  cos  t,  o  A  =  2,  B  =  1.  Por  tanto,  yp  =  2  sen 
t  +  cos  t. 

Por  el  principio  de  superposicion,  una  solucion  general  de  (9)  esta  dada  por  la  suma 

y  =  C\e~'  cos  t  +  c2e~l  sen  t  +  sen  t  —  2  cos  t  +  2  sen  t  +  cos  t 

=  cle^r  cos  t  +  c2e~t  sen  t  +  3  sen  t  —  cos  t  . 
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Las  condiciones  iniciales  son 

y(0)  =  1  =  Cie~°  cos  0  +  c2e~°  sen  0  +  3  sen  0  —  cos  0  =  cq  —  1  , 
y'{0)  =  2  =  C\  [  ~e~‘  cos  t  —  e~‘  sen  t]l=0  +  c2[  —  e~'  sen  t  +  e~{  cos  /] r=0 
+  3  cos  0  +  sen  0 
=  —Ci  +  c2  +  3  , 

como  se  requiere  que  Ci  =  2,  c2  =  1,  tenemos  que 

(11)  y(t)  =  2e~‘  cos  t  +  e~'  sen  t  +  3  sen  t  —  cos  t  .  ■ 

La  solucion  (11)  ejemplifica  las  caracteristicas  de  las  oscilaciones  forzadas  con  amorti- 
guamiento  anticipadas  en  la  seccion  4. 1 .  Existe  una  componente  sinusoidal  (3  sen  t  —  cos  t) 
en  sincroma  con  la  fuerza  de  control  (5  sen  t  +  5  cos  t)  y  una  componente  (2c  '  cos  t  +  e  ' 
sen  t)  que  se  extingue.  Cuando  el  sistema  se  “bombea”  en  forma  sinusoidal,  la  respuesta  es 
una  oscilacion  sinusoidal  sincronizada,  despues  de  una  transicion  inicial  que  depende  de  las 
condiciones  iniciales;  la  respuesta  sincronizada  es  la  solucion  particular  proporcionada  por 
el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  y  la  transicion  es  la  solucion  de  la  ecuacion  ho- 
mogenea  asociada.  Esta  interpretacion  se  analiza  con  detalle  en  las  secciones  4.8  y  4.9. 

Tal  vez  haya  observado  que  debido  a  que  las  dos  formas  de  coeficientes  indetermina¬ 
dos  en  el  ultimo  ejemplo  eran  identicas  y  destinadas  a  sumarse  entre  s(,  podrfamos  haber  uti- 
lizado  la  forma  (10)  para  concordar  con  ambas  no  homogeneidades  al  mismo  tiempo, 
obteniendo  la  condicion 

y'p  +  2y'p  +  2 yp  =  (—A  —  2B  +  2A)sen  t  +  ( —B  +  2 A  +  2Z?)cos  t  =  5  sen  t  +  5  cos  t  , 

con  solucion  yp  =  3  sen  t  —  cos  t.  El  siguiente  ejemplo  ilustra  este  procedimiento  “me- 
jorado”. 

EJEMPLO  4  Determinar  una  solucion  particular  de 

(12)  y”  -  y  =  8 te*  +  2e‘  . 

SOLUCION  Es  facil  ver  que  una  solucion  general  de  la  ecuacion  homogenea  asociada  es  C|Cf  +  c2e 

Asf,  una  solucion  particular  correspondiente  a  la  no  homogeneidad  8 te'  tiene  la  forma  t(Att 
+  A0)e',  mientras  que  para  corresponder  a  2er  se  necesita  la  forma  A0te'.  Por  tanto,  podemos 
concordar  con  ambas  con  la  primera  forma: 

yp  =  t(Axt  +  A0)e‘  =  ( Axt 2  +  A0t)e‘  , 

y'p  =  "b  A0t)e'  +  (2Axt  +  Ao)e '  =  [Ajt2  +  (2A[  +  Aq)i  +  A^e1  , 
y'p  =  [2A\t  +  (2Aj  +  Ao)]e?  +  [Aj?2  +  (2Aj  +  Aq)i  +  Ao]e( 

=  [A]f  +  (4Aj  +  Ao)f  +  (2Aj  +  2Ao)]er  . 

Asf, 

y"p-yp=  [4 Alt  +  (2 Aj  +  2A0)]e‘ 

=  8 te‘  +  2e‘  , 

lo  que  da  Aj  =  2,  A0  =  —  1,  de  modo  que  yp  =  (2 r  —  t)er.  ■ 

Generalizamos  este  procedimiento  modificando  el  metodo  de  coeficientes  indetermina¬ 
dos  como  sigue. 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


EJEMPLO  6 


SOLUCION 


METODO  DE  COEFICIENTES  INDETERMINADOS  (REVISADO) 


Para  determinar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  diferencial 
ay"  +  by'  +  cy  =  Pjt)eH  , 

donde  Pm{t)  es  un  polinomio  de  grado  m,  usamos  la  forma 

(13)  yp(t)  =  f{AJ"  +  •••  +  Alt  +  A0)en  ; 

si  r  no  es  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada,  hacemos  s  =  0;  si  r  es  una  rafz  sim¬ 
ple  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada,  hacemos  s  =  1 ;  y  si  r  es  una  rafz  doble  de  la 
ecuacion  auxiliar  asociada,  hacemos  s  =  2. 

Para  determinar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  diferencial 

ay"  +  by'  +  cy  =  Pm(t)ea‘  cos  f3t  +  Q„{t)ea‘  sen  fit  , 

donde  Pm{t)  es  un  polinomio  de  grado  m  y  Qn(t)  es  un  polinomio  de  grado  n,  usa¬ 
mos  la  forma 

(14)  yp(t)  =  ts(Aktk  +  •••  +  Ay  +  A0)eal  cos  fit 

+  ts(Bktk  +  •••  +  By  +  B0)e°"  sen  fit  , 

donde  k  es  el  maximo  de  m  y  n.  Si  a  +  ifi  no  es  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  asocia¬ 
da,  hacemos  s  =  0;  si  a  +  if3  es  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada,  hacemos  5=1. 


Escriba  la  forma  de  una  solucion  particular  de  la  ecuacion 
y"  +  2y'  +2 y  =  5e~'  sen  t  +  5t3e~‘  cos  t  . 

Las  rafces  de  la  ecuacion  homogenea  asociada  y"  +  2y'  +  2y  =  0  se  calcularon  en  el  ejem- 
plo  3,  como  —1  ±  i.  La  aplicacion  de  (14)  indica  la  forma 

yp(t)  =  f(A3f3  +  Ayt2  +  Axt  +  A0)e~fcos  t  +  tiB^t3  +  B2t2  +  By  +  B^)e^’  sen  t  .  ■ 

El  metodo  de  coeficientes  indeterminados  se  aplica  a  las  ecuaciones  diferenciales  linea- 
les  de  orden  superior  con  coeficientes  constantes.  Daremos  los  detalles  en  el  capftulo  6,  aun- 
que  el  siguiente  ejemplo  es  claro. 

Escriba  la  forma  de  una  solucion  particular  de  la  ecuacion 
y'"  +  2 y"  +  y'  =  5e~'  sen  t  +  3  +  Ite^'  . 

La  ecuacion  auxiliar  para  la  ecuacion  homogenea  asociada  es  r3  +  2 r2  +  r  =  r(r  +  l)2  =  0, 
con  una  rafz  doble  r  =  —  1  y  una  rafz  simple  r  =  0.  Termino  a  termino,  las  no  homogenei- 
dades  sugieren  las  formas 

A0  e cos  t  +  B0  e sen  t  (para  sen  t)  , 

t  A0  (para  3)  , 

f2(Ap  +  A0)e~'  (para  7 te~')  . 
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(Si  —  1  fuese  una  rafz  triple,  necesitariamos  P(Af  +  A0)e  '  para  Ite  ').  Por  supuesto,  debe- 
mos  renombrar  los  coeficientes,  de  modo  que  la  forma  general  es 

yp(t)  =  Ae~rcost  +  Be~‘sent  +  tC  +  t2{ Dt  +  E)e~'  .  ■ 


EJERCICIOS 


1.  Dado  que  yft)  =  cos  t  es  una  solucion  de 

y"  —  y'  +  y  =  sen  t 

y  que  y2{t)  =  e2t/ 3  es  una  solucion  de 
y"-y'+y  =  e2'  , 

use  el  principio  de  superposicion  para  determinar 
soluciones  de  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales: 

(a)  y"  -  y'  +  y  =  5  sen  t 

(b)  y"  -  y'  +  y  =  sen  t  -  3e2t 

(c)  y"  —  y'  +  y  =  4  sen  t  +  18e2' 

2.  Dado  que  yft)  =  (l/4)sen2f  sen  2 1  es  una  so¬ 
lucion  de  y"  +  2 y'  +  4y  =  cos  2 1  y  que 
y2(t)  =  t/4  —  1/8  es  una  solucion  de  y"  +  2 y'  + 
4y  =  t,  use  el  principio  de  superposicion  para  deter¬ 
minar  soluciones  de  lo  siguiente: 

(a)  y"  +  2 y'  +4 y  =  t  +  cos  2 1 

(b)  y"  +  2y'  +  4y  =  2t  —  3  cos  2 1 

(c)  y"  +  2 y'  +  4y  =  Ilf  —  12  cos  2 1 

En  los  problemas  3-8  se  da  una  ecuacion  no  homogenea 
y  una  solucion  particular.  Determine  una  solucion  gene¬ 
ral  para  la  ecuacion. 

3 .  y"  ~  y  =  t  ,  yp(t )  =  -t 

4.  y"  +  y'  =  1  ,  y„(f)  =  1 

5.  6"  -  6'  -  2d  =  1  -  2t  ,  0p(t )  =  t  -  1 

6.  y"  +  5y'  +  6y  =  6x2  +  lOx  +  2  +  12ex  , 
yp{x)  =  ex  +  x2 

7.  y"  =  2y'  -  y  +  2ex  ,  yp(x)  =  x2ex 

8.  y"  =  2y  +  2  tan3x  ,  yp{x)  =  tan^ 

En  los  problemas  9-16,  decida  si  el  metodo  de  coeficien¬ 
tes  indeterminados  junto  con  el  principio  de  superposi¬ 
cion  puede  aplicarse  para  determinar  una  solucion 
particular  de  la  ecuacion  dada.  No  resuelva  la  ecuacion. 

9.  3 y"  +  2y'  +  8y  =  t2  +  At  -  t2e'  sen  t 

10.  y"  -  y'  +  y  =  ( er  +  t)2 

11.  y"  —  6y'  —  4y  =  4  sen  3 1  —  e3tf  +  l/t 


12.  y"  +  y'  +  ty  =  e’  +  7 

13.  2y"  +  3y'  -  4y  =  2 1+  sen  2t  +  3 

14.  y"  —  2 y'  +  3y  =  coshr 

15.  y"  +  e'y'  +  y  =  7  +  3f 

16.  2y"  —  y'  +  6y  =  f2e_'sen  t  —  8f  cos  3 1  +  10' 

En  los  problemas  17-22,  determine  una  solucion  general 
de  la  ecuacion  diferencial. 

17.  y"  -  y  =  -Ilf  +  1 

18.  y"  -  2y'  -  3y  =  3t2  -  5 

19.  y"(x)  —  3 y'(x)  +  2 y(x)  =  exsznx 

20.  y"{0)  +  4 y(d)  =  sen  6  —  cos  6 

21.  y"(0)  +  2y'(0)  +  2y(0)  =  e~ecosd 

22.  y"(*)  +  6y'(x)  +  10y(x) 

=  10x4  +  24x3  +  2x2  -  12x  +  18 

En  los  problemas  23-30,  determine  la  solucion  del  pro- 
blema  con  valores  iniciales. 

23.  y'  —  y  =  1,  y(0)  =  0 

24.  y"  =  6f  ;  y(0)  =  3  ,  y'(0)  =  -1 

25.  z"(x)  +  z(x)  =  2e~x  ;  z{ 0)  =  0  ,  z'(0)  =  0 

26.  y"  +  9y  =  27  ;  y(0)  =  4  ,  y'(0)  =  6 

27.  y"(x)  —  y'{x)  -  2 y(x)  =  cos  x  —  sen  2x; 
y(o)  =  -7/20  ,  y'(0)  =  1/5 

28.  y"  +  y'  -  12y  =  e'  +  e2'  -  1  ; 

y(o)  =  i  ,  y'(o)  =  3 

29.  y"(0)  -  y( d)  =  sen  d  -  e29  ; 

y(o)  =  i  ,  y'(o)  =  -l 

30.  y"  +  2y'  +  y  =  t2  +  1  -  e'  ; 
y(0)  =0  ,  y'(0)  =  2 

En  los  problemas  31-36,  determine  la  forma  de  una 
solucion  particular  para  la  ecuacion  diferencial.  No 
resuelva  la  ecuacion. 

31.  y"  +  y  =  sen  t  +  t  cos  t  +  10' 

32.  y"  ~  y  =  e2'  +  te2'  +  t2e2t 
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33.  x"  —  x1  —  2x  =  e'  cos  t  —  t2  +  t  +  1 

34.  y"  +  5 y'  +6 y  =  sen  t  —  cos  2t 

35.  y"  -  4 /  +  5y  =  e5t  +  t  sen  3f  —  cos  3 1 

36.  y"  -  4 y’  +4 y  =  t2e2'  -  e2' 

En  los  problemas  37-40,  determine  una  solucion  par¬ 
ticular  de  la  ecuacion  de  orden  superior  dada. 

37.  y'"  -  2 y"  -  y'  +  2y  =  2t2  +  4t  -  9 

38.  y(4)  -  5 y"  +  4y  =  10  cos  t  -  20  sen  t 

39.  y'"  +  y"  -  2y  =  te<  +  1 

40.  y(4)  -  3y"'  +  3y"  -  y'  =  6t  -  20 


41.  Termino  Forzamiento  Discontinuo.  En  ciertos 
modelos  ffsicos,  el  termino  no  homogeneo,  o  Forza¬ 
miento  g(t)  en  la  ecuacion 

ay"  +  by'  +  cy  =  g(t) 

puede  no  ser  continuo  sino  tener  una  discontinui- 
dad  de  salto.  Si  esto  ocurre,  aun  as!  podemos  ob- 
tener  una  solucion  razonable  mediante  el  siguiente 
procedimiento.  Considere  el  problema  con  valores 
iniciales 

y"  +  2/  +  5y  =  g{t)  ;  y{ 0)  =  0  ,  y'(0)  =  0  , 

donde 


g(t) 


_  JlO  siO  <  t  <  377/2 

0  si  f  >  377/2 


(a)  Determine  una  solucion  al  problema  con  valores 
iniciales  para  0  <  t  ^  377/2. 

(b)  Determine  una  solucion  general  para  t  >  3  77/2. 

(c)  Ahora  elija  las  constantes  en  la  solucion  general 
de  la  parte  (b)  de  modo  que  la  solucion  de  la 
parte  (a)  y  la  solucion  de  la  parte  (b)  coincidan, 
junto  con  sus  primeras  derivadas,  en  t  =  377/2. 
Esto  nos  da  una  funcion  continuamente  diferen- 
ciable  que  satisface  la  ecuacion  diferencial  ex- 
cepto  en  t  =  377/2. 

42.  Vibraciones  forzadas.  Como  se  vio  en  la  seccion 
4.1,  un  resorte  en  vibracion  con  amortiguamiento 
que  recibe  una  fuerza  externa  se  puede  modelar 
mediante 

(15)  my"  +  by'  +  ky  =  g(t)  , 


(a)  Determine  la  forma  de  la  ecuacion  de  movimiento 
para  el  sistema  de  resorte  cuando  g(t)  =  sen  fit 
hallando  una  solucion  general  de  la  ecuacion 
(15). 

(b)  Analice  el  comportamiento  a  largo  plazo  de  este 
sistema.  [Sugerencia:  Considere  lo  que  ocurre  a 
la  solucion  general  obtenida  en  la  parte  (a)  cuan¬ 
do  t  — >  +00]. 

43.  Un  sistema  masa-resorte  recibe  una  fuerza  externa 
sinusoidal  g(t)  =  5  sen  t.  La  masa  es  igual  a  1,  la 
constante  de  resorte  es  igual  a  3  y  el  coeficiente  de 
amortiguamiento  es  igual  a  4.  Si  la  masa  se  coloca 
inicialmente  en  y(0)  =  1/2  y  en  reposo,  es  decir, 
y'(0)  =  0,  determine  su  ecuacion  de  movimiento. 

44.  Un  sistema  masa-resorte  recibe  una  fuerza  externa 
g{t)  =  2  sen  3 1  +  10  cos  3 1.  La  masa  es  igual  a  1,  la 
constante  de  resorte  es  igual  a  5  y  el  coeficiente  de 
amortiguamiento  es  2.  Si  la  masa  se  coloca  inicial¬ 
mente  en  y{ 0)  =  —  1,  con  velocidad  inicial  y'( 0)  = 
5,  determine  su  ecuacion  de  movimiento. 

45.  Topes.  Con  frecuencia  se  colocan  topes  en  los  ca- 
minos,  como  el  que  aparece  en  la  figura  4.11,  para 
evitar  el  exceso  de  velocidad.  La  figura  sugiere  que 
un  modelo  grueso  del  movimiento  vertical  y{t)  de 
un  auto  que  llega  al  tope  con  la  velocidad  V  esta  da¬ 
do  por 

y(t)  =  0  ,  para  t  <  —L/2V  , 


my"  +  ky 


j cos^— j  para  |f|  <  L/2V 
(0  para  L/2V  <  t  . 


(La  ausencia  de  un  termino  de  amortiguamiento  in- 
dica  que  los  amortiguadores  del  auto  no  estan  fun- 
cionando). 


y{t) 

■ .  y 

Velocidad 


cos(jtx/L ) 

^ - 


x  =  -LIT.  x  =  LIT 

Figura  4.11  Tope 


donde  m  >  0  es  la  masa  del  sistema  de  resorte,  b  >  0 
es  la  constante  de  amortiguamiento,  k  >  0  es  la 
constante  de  resorte,  g(t)  es  la  fuerza  sobre  el  siste¬ 
ma  en  el  instante  t,  y  y(t)  es  el  desplazamiento  del 
sistema  de  resorte  desde  el  equilibrio  en  el  instante 
t.  Suponga  que  b 2  <  4 mk. 


(a)  Haga  m  =  k=  lyL  =  Tr  por  conveniencia  y  re- 
suelva  este  problema  con  valores  iniciales.  Por 
tanto,  muestre  que  la  formula  para  el  movimien¬ 
to  oscilatorio  despues  que  el  auto  ha  pasado  por 
el  tope  es  y(t)  =  A  sen  t,  donde  la  constante  A 
depende  de  la  velocidad  V. 
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PI  (b)  Grafique  la  amplitud  |  A  |  de  la  solucion  y(f)  de- 
terminada  en  la  parte  (a)  contra  la  velocidad  del 
auto  V.  Use  la  grafica  para  estimar  la  velocidad 
que  produce  la  sacudida  mas  violenta  del  ve- 
hi'culo. 

46.  Muestre  que  el  problema  con  valores  en  lafrontera 
y"  +  A2y  =  sent  y(0)  =  0  ,  y(7r)  =  1  , 

tiene  solucion  si  y  solo  si  1  A  ±1,  ±2,  ±3, .... 


47.  Determine  la(s)  solucion(es)  de 
y"  +  9y  =  27cos6f 

(si  existe)  que  satisfaga  las  condiciones  en  lafronte- 


ra 

(a)  y(0)  =  -1  , 

y(  7t/6) 

(b)  y(o)  =  -1  , 

y(rr/3) 

(c)  y(o)  =  -1  , 

v(t7/3) 

4.6  VARIACION  DE  PARAMETROS 

Hemos  visto  que  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  es  un  procedimiento  sencillo  pa¬ 
ra  hallar  una  solucion  particular  cuando  la  ecuacion  tiene  coeficientes  constantes  y  el  termi- 
no  no  homogeneo  es  de  un  tipo  especial.  Aquf  presentamos  un  metodo  mas  general,  llamado 
variacion  de  parametros, '  para  hallar  una  solucion  particular. 

Considere  la  ecuacion  lineal  no  homogenea  de  segundo  orden 

(1)  ay"  +  by'  +  cy  =  g(t ) 

y  sean  (y^f),  y2(t)}  dos  soluciones  linealmente  independientes  para  la  ecuacion  homogenea 
correspondiente 

ay"  +  by1  +  cy  =  0  . 

Entonces  sabemos  que  una  solucion  general  de  esta  ecuacion  homogenea  esta  dada  por 

(2)  yh{t)  =  cyy^t)  +  cyy2{t)  , 

donde  c,  y  c2  son  constantes.  Para  hallar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  no  homoge¬ 
nea,  la  estrategia  de  la  variacion  de  parametros  consiste  en  reemplazar  las  constantes  en  (2) 
por  funciones  de  t.  Es  decir,  buscamos  una  solucion  de  (1)  de  la  forma1 1 

(3)  yP{t)  =  UiWjiW  +  v2{t)y2{t)  . 

Como  hemos  introducido  dos  funciones  incognitas  Uj(f)  y  u2(f),  es  razonable  esperar 
que  podamos  imponer  dos  ecuaciones  (requisitos)  sobre  estas  funciones.  Naturalmente,  una 
de  estas  ecuaciones  debe  provenir  de  (1).  Asf,  introducimos  yp(t)  dada  por  (3)  en  (1).  Para 
realizar  esto,  primero  debemos  calcular  yp'{t )  y  yp"(t).  De  (3)  obtenemos 

y’P  =  (v[yi  +  v'2y2)  +  («i  y'\  +  viy'i)  ■ 

Para  simplificar  los  calculos  y  evitar  las  derivadas  de  segundo  orden  para  las  incognitas  v1; 
v2,  en  la  expresion  para  y"p  imponemos  la  condicion 

(4)  vfo  +  v’2y2  =  0  . 

Asf,  la  formula  para  y'p  se  convierte  en 

(5)  y'p  =  rqyi  +  v2y'2  , 


^ Nota  historica:  El  metodo  variacion  de  parametros  fue  ideado  por  Joseph  Lagrange  en  1774. 

t+En  el  problema  36  de  los  ejercicios  2.3  desarrollamos  este  enfoque  para  ecuaciones  lineales  de  primer  orden. 

Debido  al  parecido  entre  las  ecuaciones  (2)  y  (3),  esta  tecnica  se  conoce  a  veces  como  “variacion  de  constantes”. 
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y  entonces 

(6)  y'p  =  v[y[  +  iqy"  +  v'2y'2  +  v2y"2  . 

Ahora,  al  sustituir  yp,  yp  y  yp  dadas  por  (3),  (5)  y  (6)  en  (1)  tenemos 

(7)  g  =  ay"p  +  by'p  +  cyp 

=  a(v[y[  +  rqy"  +  v^y2  +  v-yty  +  b{  vyy\  +  iqy,)  +  c{v ^  +  rq^) 
=  a(v[y[  +  v'iy2)  +  vl(ay'[  +  by[  +  cyj  +  v2(ay2  +  by2  +  cy2 ) 

=  a(v[y[  +  +0+0 

ya  que  yl  y  y2  son  soluciones  de  la  ecuacion  homogenea.  (7)  se  reduce  a 

(8)  v[y[  +  v'2y’2  =  |  . 

En  resumen,  si  podemos  hallar  vt  y  v2  que  satisfagan  (4)  y  (8),  es  decir, 


(9)  yiv'i  +  J2«2  =  0  , 
yiv'i  +  y'iv'2  =  |  ’ 

entonces  yp  dada  por  (3)  sera  una  solucion  particular  de  (1).  Para  determinar  tq  y  v2,  prime- 
ro  resolvemos  el  sistema  lineal  (9)  en  terminos  de  v[  y  v2  .  Usamos  la  regia  de  Cramer  (vea- 
se  Apendice  C)  para  obtener 


v\{t) 


-g(t)y2(t) 

aiyMy'iit)  -  y'lW^W] 


y  ”2  (t) 


_ g(t)yiU) _ 

a[yi{t)y2{t)  ~  y\{t)y2{t)] 


donde  la  expresion  en  corchetes  del  denominador  (el  Wronskiano)  nunca  se  anula  de  acuerdo 
con  el  lema  1  de  la  seccion  4.2.  Al  integrar  estas  ecuaciones  obtenemos  finalmente 


(10)  = 


-g(t)y2(t) 


a[y\{t)y'2{t)-y'it)y2{t)] 


dt  y  v2(t)  = 


g(t)y  tW 


a[y\{t)y'2{t)-y'lt)y2{t) 


dt 


Repasemos  este  procedimiento. 
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Para  determinar  una  solucion  particular  de  ay"  +  by'  +  cy  =  g: 

(a)  Se  hallan  dos  soluciones  linealmente  independientes  {y ,  (t),  y2(f)}  de  la  ecua¬ 
cion  homogenea  correspondiente  y  se  considera 

yp(t)  =  Viitjy^t)  +  v2(t)y2(t)  . 

(b)  Se  determinan  v1(t)  y  v2(t)  resolviendo  el  sistema  (9)  en  terminos  de  v[(f)  y 
v'2(t)  y  se  integra. 

(c)  Se  sustituye  iq  (t)  y  v2(t)  en  la  expresion  para  yp(t)  y  asi  obtener  una  solucion 
particular. 


Por  supuesto,  en  el  paso  (b)  se  pueden  usar  las  formulas  en  (10),  pero  rq(f)  y  1 >2(t)  son 
tan  faciles  de  derivar  que  le  recomendamos  no  memorizarlas. 
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EJEMPLO  I 


SOLUCION 


Determinar  una  solucion  general  en  (  —  73-/2,  7 r  1 2)  de 

d2y 

(11)  — 7  +  y  =  tan  t  . 

dt2 


Observe  que  dos  soluciones  independientes  de  la  ecuacion  homogenea  y"  +  y  =  0  son 
cos  t  y  sen  t.  Ahora  hacemos 

(12)  yp{t)  =  vx(t)cost  +  v2(f)sen  t 

y,  en  relacion  con  (9),  resolvemos  el  sistema 

(cosf/ui^)  +  (senf)t/2(f)  =  0  , 

(—  sen  t)v[(t)  +  (cos  t)v'2{t)  =  tan  t  , 

en  terminos  de  v[(t)  y  v'2(t).  Esto  da 

uj(f)  =  —tan  t  sen  t  , 
v'2(t)  =  tan  t  cos  t  =  sen  t  . 

A1  integrar  obtenemos 


(13)  n,(f)  =  - 


tan  t  sen  t  dt  =  — 

1  —  cos2f  . 

dt  = 


sen2f 
cos  t 


dt 


(cos  t  —  sec  t)dt 


cos  t 

=  sen  t  —  lnjsec  t  +  tan  t\  +  C\  , 


(14)  v2(t) 


sen  t  dt  =  —  cos  t  +  C2  . 


Solo  necesitamos  una  solucion  particular,  de  modo  que  igualamos  C\  y  C2  para  simpli- 
ficar  los  calculos.  Luego,  al  sustituir  u ,  ( / )  y  v2(t)  en  (12),  obtenemos 

yp(t)  =  (sen  t  —  ln|sec  t  +  tan  r|)cos  t  —  cos  t  sen  t  , 

lo  que  se  simplifica  como 

yP(t)  =  ~ (cos  t)  ln|sec  t  +  tan  t\  . 

Podemos  eliminar  los  srmbolos  de  valor  absoluto  porque  sect  +  tan  t  =  (l  +  sen  t)/ 
cos  t  >  0  para  —tt/2  <  t  <  tt/2. 

Recuerde  que  una  solucion  general  de  una  ecuacion  no  homogenea  esta  dada  por  la  su- 
ma  de  una  solucion  general  de  la  ecuacion  homogenea  y  una  solucion  particular.  En  conse- 
cuencia,  una  solucion  general  de  la  ecuacion  (11)  en  el  intervalo  (  —  77/2,  it  1 2)  es 

(15)  y(t)  =  cq  cos  t  +  c2  sen  t  —  (cos  t)  In  (sec  t  +  tan  t)  .  ■ 


Observe  que  en  el  ejemplo  anterior,  las  constantes  C|  y  C2  que  aparecen  en  (13)  y  (14) 
se  igualaron  a  cero.  De  retener  estas  constantes  arbitrarias,  el  efecto  final  serra  sumar  C\ 
cos  t  +  C2  sen  t  a  (15),  lo  que  es  claramente  redundante. 
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EJEMPLO  2  Determinar  una  solucion  particular  cn(  —tt/2,  7t/2)  de 


(16) 


d2y 

— v  +  y  =  tan  t  +  3t  —  1  . 
dt2 


SOLUCION  Si  usamos  g(t)  =  tan  t  +  3t  —  1,  el  procedimiento  de  variacion  de  parametros  nos  lleva  a 
una  solucion.  Pero  en  este  caso  es  mas  sencillo  analizar  por  separado  las  ecuaciones 

d2y 

(17)  — ,  +  y  =  tan  t  , 
dt 2 

d2y 

(18)  — j  +  y  =  3t  -  1 
dt 2 

y  luego  usar  el  principio  de  superposicion  (teorema  3,  pagina  185). 

En  el  ejemplo  1  vimos  que 

yq(t)  =  —(cos t)  ln(sec  t  +  tan  t) 

es  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  (17).  Para  la  ecuacion  (18),  podemos  aplicar  el  me- 
todo  de  coeficientes  indeterminados.  A1  buscar  una  solucion  de  (18)  de  la  forma  yr(t)  =  At 
+  B,  obtenemos  rapidamente 

y,{t)  =  31-1  . 

Por  ultimo,  aplicamos  el  principio  de  superposicion  para  obtener 

yP(t)  =  yq{t)  +  yM 

=  —(cos  t)  In  (sec  t  +  tan  t)  +  3t  —  1 
como  solucion  particular  de  la  ecuacion  (16).  ■ 

Observe  que  no  podrfamos  resolver  el  ejemplo  1  mediante  el  metodo  de  coeficientes  in¬ 
determinados  por  la  no  homogeneidad  de  tan  t .  En  el  capitulo  6  veremos  que  otra  ventaja 
importante  del  metodo  de  variacion  de  parametros  es  su  aplicabilidad  a  las  ecuaciones  cu- 
yos  coeficientes  son  funciones  de  t. 


EJERCICIOS 


4.6 


En  Jos  problemas  1-10,  determine  una  solucion  general 
de  la  ecuacion  diferenciai  usando  el  metodo  de  varia¬ 
tion  de  parametros. 


1.  y"  +  4y  =  tan  2 1  2.  y" 

3.  2x"  -  2x'  -  4x  =  2e3'  4.  y" 

5.  y"  -  2 y'  +  y  =  t^e1  6.  y" 
7.  y"{9)  +  16 y(d)  =  sec  4 6 


y  =  sec  t 
y  =  2t  +  4 
2 y'  +  y  =  e~* 


8.  y"  +  9y  =  sec2(3 1)  9.  y"  +  4 y  =  csc2(2 1) 

10.  y"  +  4y'  +  4 y  =  e~2,\nt 

En  los  problemas  11-18,  determine  una  solution  general 
de  la  ecuacion  diferenciai. 

11.  y"  +  y  =  tan2  t 
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12.  y"  +  y  =  tan  t  +  e3t  —  1 

13.  v"  +  4v  =  sec4(2f) 

14.  y"( 0)  +y( d)  =  sec3  d 

15.  y"  +  y  =  3  sec  t  —  t2  +  1 

16.  y"  +  5 y'  +  6y  =  18f2 

17.  \y"  +  2y  =  tan  2 t  -  \e' 

18.  y"  -  6y’  +  9y  =  t~3e3‘ 

19.  Exprese  la  solucion  al  problema  con  valores  ini- 
ciales 

y"  -y=  y(l)  =  0,  y'(l)=  -2, 

usando  integrales  definidas.  Use  la  integracion  nu- 
merica  (Apendice  B)  para  aproximar  las  integrales  y 
determine  una  aproximacion  de  _y(2)  con  dos  cifras 
decimales. 

20.  Use  el  rnetodo  de  variacion  de  parametros  para  mos- 
trar  que 

y(t)  =  Cj  cos  t  +  c2  sen  t  +  f(s)  sen(r  —  s)  ds 

Jo 

es  una  solucion  general  de  la  ecuacion  diferencial 

y”+y=f(t), 

donde  f(t)  es  una  funcion  continua  en  (— oo,  oo). 
[Sugerencia:  Use  la  identidad  trigonometrica  sen (t 
—  s)  =  sen  t  cos  s  —  sen  s  cos  t .] 

Ecuaciones  con  coeficientes  variables.  El  rnetodo 
de  variacion  de  parametros  tambien  se  aplica  a  ecua¬ 
ciones  con  coeficientes  variables  de  la  forma 

(19)  a(t)y"  +  b(t)y ’  +  c(t)y  =  g(t ) . 


Si  yi(t),  ^(O  son  soluciones  de  la  ecuacion  horno- 
genea  correspondiente,  linealmente  independientes 
en  un  intervalo  /  y  a{t)  +  0  en  /,  entonces  (19)  tie- 
ne  una  solucion  particular  de  la  forma  (3),  donde  v{, 
v{  quedan  determinadas  nuevamente  por  las  ecua¬ 
ciones  (9),  aunque  reemplazando  la  constante  a  por 
la  funcion  ci(t). 

En  Jos  problemas  21-24,  determine  una  solucion  par¬ 
ticular  de  la  ecuacion  con  coeficientes  variables  dado 
que  y j,  y2  son  soluciones  linealmente  independientes  de 
la  ecuacion  homogenea  correspondiente  para  t  >  0. 

21.  ty"  —  (t  +  \)y'  +  y  =  t~  ; 

>’1  =  e',  y2  =  t  +  1 

22.  t2y"  -  4 ty'  +  6y  =  t3  +  1  ; 

yi  =  t2  ,  y2  =  t3 

23.  ty"  +  (5 1  -  1 )/  -  5y  =  t2e~5'  ; 
y\  =  5t  ~  1  ,  y2  =  e~5' 

24.  ty"  +  (l  -  2 t)y'  +  (t  -  l)y  =  te‘  ; 
y\  =  e* ,  y2  =  e'  In  t 

25.  La  ecuacion  de  Bessel  de  orden  un  medio, 

x2y"(x)  +  xy'(x)  +  ^x2  -  ^y(x)  =  0 

tiene  dos  soluciones  linealmente  independientes, 

yi(x)  =  x-1/2  cos  x  y  y2(x)  =  x~*/2  sen  x  . 

Determine  una  solucion  general  de  la  ecuacion  no 
homogenea 

x2y"  +  xy'  +  (x2  -  ^  y  =  x5/2  (x  >  0) . 


4.7  CONSIDERACIONES  CUALITATIVAS  PARA 

ECUACIONES  CON  COEFICIENTES  VARIABLES 
Y  ECUACIONES  NO  LINEALES 

En  esta  seccion  analizamos  algunas  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden  con  coeficientes 
variables  y  algunas  ecuaciones  no  lineales.  Primero  mostraremos  unos  cuantos  ejemplos  pa¬ 
ra  ilustrar  las  profundas  diferencias  que  pueden  ocurrir.  Luego  mostraremos  como  la  analo- 
gfa  con  el  oscilador  masa-resorte,  discutida  en  la  seccion  4.1,  puede  aprovecharse  para 
predecir  algunas  de  las  caracterfsticas  cualitativas  de  ecuaciones  mas  complicadas. 
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Para  comenzar,  veamos  una  ecuacion  lineal  con  coeficientes  constantes,  una  ecuacion 
lineal  con  coeficientes  variables  y  dos  ecuaciones  no  lineales. 

(a)  La  ecuacion 

(1)  3  y"  +  2y'  +  4y  =  0 

es  lineal,  homogenea  con  coeficientes  constantes.  Sabemos  todo  sobre  estas  ecua¬ 
ciones;  las  soluciones  son,  en  el  peor  de  los  casos,  productos  de  polinomios  por 
exponenciales  por  sinusoides  en  t,  y  se  pueden  encontrar  soluciones  linicas  para 
cualesquiera  datos  prescritos  y(a),  y'(a)  en  cualquier  instante  t  =  a.  Tiene  la  pro- 
piedad  de  superposicion:  Si  y ,  ( / )  y  y2 ( t )  son  soluciones,  tambien  lo  es  y(t  )  = 
c\y\{t)  +  c2y2(t). 

(b)  La  ecuacion 

(2)  (1  -  i2)/'  -  2  ty'  +  2y  =  0 

tambien  tiene  la  propiedad  de  superposicion,  como  se  ve  facilmente.  La  ecuacion 
(2)  es  una  ecuacion  lineal  con  coeficientes  variables.  Es  un  caso  particular  de  la 
ecuacion  de  Legendre  (1  —  t2)y"  —  2 ty'  +  Ay  =  0,  la  cual  surge  en  el  analisis 
de  fenomenos  de  onda  y  difusion  en  coordenadas  esfericas. 

(c)  Las  ecuaciones 

(3)  y"  -  6y2  =  0  , 

(4)  y"  -  24y1l3  =  0 

no  comparten  la  propiedad  de  superposicion  debido  a  los  terminos  con  el  cuadrado  y 
la  rafz  cubica  de  y  (por  ejemplo  el  termino  cuadratico  y2  no  se  reduce  a  yj  +  y2) 
Son  ecuaciones  no  lineales. 1 

Las  soluciones  de  las  ecuaciones  lineales  con  coeficientes  variables  son  mas  complica- 
das  que  las  de  las  ecuaciones  con  coeficientes  constantes.  Por  lo  general,  se  hallan  median- 
te  laboriosas  tecnicas  con  series  de  potencias,  como  veremos  en  el  capitulo  8.  La  ecuacion 
de  Legendre  (2)  tiene  una  solucion  sencilla,  y ,  ( / )  =  t,  como  puede  verse  facilmente  median- 
te  un  calculo  mental.  Su  segunda  solucion  linealmente  independiente  para  —  1  <  t  <  1  se  to- 
ma  por  lo  general  como 

(5)  >-2W  =  |ln(f^)-l. 


Observe  en  particular  el  comportamiento  cerca  de  t  =  ±1;  jninguna  de  las  soluciones  de 
nuestras  ecuaciones  con  coeficientes  constantes  divergfa  a  un  punto  finito! 

Podriamos  haber  anticipado  el  comportamiento  problematico  para  la  ecuacion  de  Le¬ 
gendre  en  t  =  ±  1  de  haberla  escrito  como 


(6) 


2 ty'  -  2 y 
1  -t2 


f  Aunque  el  termino  cuadratico  y 2  convierte  a  la  ecuacion  (3)  en  no  lineal,  la  aparicion  de  t 2  en  (2)  no  impide  su  li- 
nealidad  (en  y). 


J-L  LUiU 


D/3/UO 


iiiau 


irctyj-iici  xyo 
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Esta  forma  muestra  claramente  que  la  segunda  derivada  “explota”  en,  digamos,  t  =  1,  a  me- 
nos  que  y ' ( 1 )  y  y(l)  sean  iguales  [llevando  la  fraction  en  (6)  a  la  forma  indeterminada  0/0]. 
De  hecho,  para  nuestra  solucion  bien  comportada  y1  (t)  =  t,  tenemos  que  yq(l)  =  y'i(l)  =  1. 
Es  facil  generalizar  lo  anterior:  Una  ecuacion  con  coeficientes  variables 

a2{t)y"  +  fli(f)y'  +  a0(t)y  =  0 

no  garantiza  el  tener  una  solucion  que  cumpla  con  datos  iniciales  especificados  en  forma  ar- 
bitraria  y(a ),  y'(a )  en  t  =  a  si  el  punto  a  es  un  cero  del  coeficiente  principal  a2(t).  Tales 
puntos  se  identifican  con  mayor  precision  como  “puntos  singulares”  en  el  capitulo  8. 

No  existen  procedimientos  generales  para  resolver  ecuaciones  no  lineales.  Sin  embar¬ 
go,  el  siguiente  lema  es  muy  util  en  ciertas  situaciones,  como  las  ecuaciones  (3)  y  (4). 
Tiene  una  interpretacion  fisica  en  extremo  significativa,  que  exploraremos  en  el  proyecto  E 
del  capitulo  5;  por  ahora  solo  ofreceremos  la  tentacion  al  lector  mediante  un  nombre  su- 
gerente. 


EL  LEMA  DE  LA  INTEGRAL  DE  LA  ENERGIA 


Lema  3.  Sea  y(t)  una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial 

(7)  y"  =f{y) 

donde  f(y)  es  una  funcion  continua  que  no  depende  de  y'  ni  de  la  variable  inde- 
pendiente  t.  Sea  F(y  )  una  integral  indefinida  de  /Yy);  es  decir, 

Entonces  la  cantidad 

(8)  E{t)--=\y'{t)2-F(y(t)) 
es  constante,  esto  es, 

0>  -  0  . 


Dernostracion . 
cion  diferencial  (7): 


Esto  es  inmediato;  insertamos  (8),  derivamos  y  aplicamos  la  ecua- 


d_ 

dt 


|y(<)2  -  F(y[tj) 


-y'b"  -/W] 

=  0  .  ■ 
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EJEMPLO  I 

SOLUCION 


EJEMPLO  2 

SOLUCION 


Como  resultado,  una  ecuacion  de  la  forma  (7)  se  puede  reducir  a 


(10)  \{y')2  -  F{y)  =  K  , 

para  cierta  constante  K,  que  es  equivalente  a  la  ecuacion  separable  de  primer  orden 

%  -  ±V2lf  (r)  +  k) 


con  la  solution  implfcita  a  dos  parametros  (seccion  2.2) 


(ID 


t  =  ± 


dy 

V2  [F(y)  +  K\ 


+  c 


Usaremos  la  formula  (11)  para  ilustrar  algunas  caracterfsticas  excepcionales  de  las 
ecuaciones  no  lineales. 


Aplicar  el  lema  de  la  integral  de  la  energfa  para  explorar  las  soluciones  de  la  ecuacion  no  li¬ 
neal  y"  =  6y2,  dada  en  (3). 


Como  6y2  =  —  (2y3),  la  forma  de  solution  (11)  se  convierte  en 


t  =  ± 


dy 


V2[2  y3  +  K] 


+  c 


Para  simplificar  los  calculos  consideramos  el  signo  positivo  en  las  soluciones,  con  K  =  0. 
Entonces  vemos  que  t  =  f  \y~^2  dy  =  — y-1/2  +  c,  o 

(12)  y(t)  =  (c  -  tY2  , 


para  cualquier  valor  de  la  constante  c. 

Es  claro  que  esta  ecuacion  es  un  enigma;  las  soluciones  pueden  explotar  en  t  =  1,  t  = 
2,  t  =  it  o  en  cualquier  otro  lugar;  ademas,  jla  ecuacion  3  no  proporciona  pistas  de  por  que 
esto  debe  ocurrir!  Por  otro  lado,  hemos  encontrado  una  familia  infinita  de  soluciones  lineal- 
mente  independientes  por  pares  (en  vez  de  las  dos  esperadas).  Aun  asf  no  podemos  formar 
con  ellas  una  solution  que  satisfaga  (por  ejemplo)  v(0 )  =  1,  y'(0)  =  3;  todas  nuestras  solu¬ 
ciones  (12)  cumplen  que  y'(0)  =  2y(0)3/2  y  la  ausencia  de  un  principio  de  superposition  evi- 
ta  el  uso  de  combinaciones  lineales  c1y1(f)  +  02^2(0-  ® 


Aplicar  el  lema  de  la  integral  de  la  energfa  para  explorar  las  soluciones  de  la  ecuacion  no  li¬ 
neal  y"  =  24ym,  dada  en  (4). 

Como  24 y1!3  =  J^(l8y4/3),  la  formula  (11)  da 

dy 

t  =  —  —  +  c 

J  V2[18 y4/3  +  K] 

De  nuevo  consideramos  el  signo  positivo  y  nos  enfocamos  en  soluciones  con  K  =  0.  Lue- 
go  vemos  que  t  =  ym / 2  +  c.  En  particular,  y\(t)  =  8r3  es  una  solucion  y  satisface  las  con- 
diciones  iniciales  v(0)  =  0,  _y'(0)  =  0.  Pero  observe  que  )h ( t )  +  0  tambien  es  solucion  de 
(4)  j  y  satisface  las  mismas  condiciones  iniciales !  Por  tanto,  la  caracterfstica  de  unicidad,  ga- 
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EJEMPLO  3 

SOLUCION 


rantizada  para  ecuaciones  lineales  con  coeficientes  constantes  por  el  teorema  1  de  la  seccion 
4.2,  puede  fallar  en  el  caso  no  lineal. 

Asf,  estos  ejemplos  han  demostrado  algunas  violaciones  a  las  propiedades  de  existencia 
y  unicidad  (al  igual  que  el  “ser  finitas”)  que  aparecian  en  el  caso  de  coeficientes  constantes. 
No  debe  sorprendernos  entonces  que  las  tecnicas  de  solucion  para  las  ecuaciones  con  coefi¬ 
cientes  variables  y  no  lineales  de  segundo  orden  sean  mas  complicadas,  si  existen.  Recuer- 
de,  sin  embargo,  que  en  la  seccion  4.3  vimos  que  nuestra  familiaridad  con  la  ecuacion  del 
oscilador  masa-resorte 

(13)  Sterna  =  [inertia]/'  +  [amortiguamiento]/  +  [rigidezjy 

=  my"  +  by'  +  ky 

nos  ayudo  a  hacer  una  idea  de  las  caracterfsticas  cualitativas  de  las  soluciones  de  otras  ecua¬ 
ciones  con  coeficientes  constantes.  (Vease  la  figura  4.1,  pagina  152).  Llevando  a  otro  nivel 
estas  analogfas,  tambien  podemos  anticipar  algunas  caracterfsticas  de  las  soluciones  en  los 
casos  de  coeficientes  variables  y  no  lineales.  Una  de  las  ecuaciones  diferenciales  lineales  de 
segundo  orden  con  coeficientes  variables  mas  sencillas  es 

(14)  y"  +  ty  =  0  . 

Usar  la  analogfa  masa-resorte  para  predecir  la  naturaleza  de  la  solucion  a  la  ecuacion  (14) 
para  t  >  0. 

Al  comparar  (13)  con  (14),  vemos  que  la  segunda  ecuacion  describe  un  oscilador  masa-re¬ 
sorte,  donde  la  rigidez  del  resorte  varfa  con  el  tiempo;  de  hecho,  se  vuelve  cada  vez  mas 
rfgido  al  transcurrir  el  tiempo  [“k”  =  t  en  la  ecuacion  (14)].  Asf,  desde  el  punto  de  vista  ff- 
sico,  es  de  esperar  que  haya  oscilaciones  cuya  frecuencia  aumente  con  el  tiempo,  mientras 
que  la  amplitud  de  las  oscilaciones  disminuye  (debido  a  que  el  resorte  es  cada  vez  mas  diff- 
cil  de  estirar).  Obtenida  mediante  calculos  numericos,  la  solucion  de  la  figura  4.12  exhibe 
precisamente  este  comportamiento. 


Observation.  Los  esquemas  para  el  calculo  numerico  de  las  soluciones  a  ecuaciones  de 
segundo  orden  apareceran  en  la  seccion  5.3.  Si  se  dispone  de  tales  esquemas,  ;_por  que  el 
analisis  cualitativo  desarrollado  en  esta  seccion?  La  respuesta  es  que  los  metodos  numericos 
solo  proporcionan  aproximaciones  de  las  soluciones  a  problemas  con  valores  iniciales  y  su 
exactitud  puede  ser  diffcil  de  predecir  (en  especial  para  las  ecuaciones  no  lineales).  Por 
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EJEMPLO  4 


ejemplo,  los  metodos  numericos  suelen  ser  ineficaces  cerca  de  puntos  singulares  o  en  los  gran- 
des  intervalos  necesarios  para  estudiar  el  comportamiento  asintotico.  En  este  punto,  los 
argumentos  cualitativos  pueden  revelar  lo  razonable  de  la  solucion  numerica. 

Es  facil  verificar  (problema  1)  que  si  y(t)  es  una  solucion  de  la  ecuacion  de  Airy 
(15)  y"  -  ty  =  0  , 

entonces  y(—t)  resuelve  /'  +  ty  =  0,  de  modo  que  las  “funciones  de  Airy”  exhiben  el  com¬ 
portamiento  que  se  muestra  en  la  figura  4.12  para  tiempos  negativos.  Para  t  positiva,  la  ecua¬ 
cion  de  Airy  tiene  una  rigidez  negativa  “k”  =  —  t,  cuya  magnitud  aumenta  con  el  tiempo. 
Como  observamos  en  la  seccion  4.3,  la  rigidez  negativa  tiende  a  reforzar  y  no  a  oponerse  a 
los  desplazamientos,  de  modo  que  las  soluciones  y(l)  crecen  rapidamente  con  el  tiempo 
(positivo).  La  solucion  conocida  como  la  funcion  de  Airy  del  segundo  tipo  Bi(f),  que  apa- 
rece  en  la  figura  4.13,  se  comporta  conforme  a  lo  esperado. 


En  la  seccion  4.3  seiialamos  tambien  que  los  sistemas  masa-resorte  con  rigidez  del  re- 
sorte  negativa  pueden  tener  soluciones  aisladas  acotadas  si  el  desplazamiento  y{ 0)  y  la  ve- 
locidad  y'(0)  iniciales  se  eligen  precisamente  para  contraatacar  la  fuerza  repulsiva  del 
resorte.  La  funcion  de  Airy  del  primer  tipo  Ai(f),  que  tambien  aparece  en  la  figura  4.13,  es 
tal  solucion  del  “resorte  de  Airy”;  la  velocidad  inicial  dirigida  hacia  dentro  es  apenas  la  ade- 
cuada  para  superar  el  empuje  hacia  afuera  del  resorte  cada  vez  mas  rfgido,  y  la  masa  tiende 
a  un  estado  de  equilibrio  delicado  y(t)  =  0. 

Ahora  veamos  la  ecuacion  de  Bessel,  que  surge  del  analisis  de  fenomenos  de  ondas  o 
difusion  en  coordenadas  cilfndricas.  La  ecuacion  de  Bessel  de  orden  n  se  escribe 

(16)  /  +  \y'  +  (\-  jjy  =  0  . 

Es  claro  que  hay  irregularidades  en  t  =  0.  analogas  a  aquellas  en  t  =  ±1  para  la  ecuacion 
de  Legendre  (2);  en  el  capitulo  8  estudiaremos  esto  con  detalle. 

Aplicar  la  analogfa  masa-resorte  para  predecir  caracterfsticas  cualitativas  de  las  soluciones 
a  la  ecuacion  de  Bessel  para  t  >  0. 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


A1  comparar  (16)  con  el  paradigma  (13),  observamos  que: 

•  la  inercia  “m”  =  1  se  fija  en  la  unidad. 

•  existe  un  amortiguamiento  positivo  (“Z>”  =  I/O,  aunque  se  debilita  con  el  tiempo;  y 

•  la  rigidez  (“&”  =  1  -  n2/ 1 2)  es  positiva  cuando  t  >  n  y  tiende  a  1  cuando  t  — »  +oo. 

Asf,  es  de  esperar  que  las  soluciones  oscilen  con  amplitudes  que  disminuyen  lentamente 
(debido  al  amortiguamiento)  y  la  frecuencia  de  la  oscilacion  debe  asentarse  en  un  valor 

constante  (dado  por  \Zkjm  =  1  radian  por  unidad  de  tiempo,  de  acuerdo  con  los  procedi- 
mientos  de  la  section  4.3).  Las  graficas  de  las  funciones  de  Bessel  Jn(t)  y  Yn{t)  del  primer  y 
segundo  tipo  de  orden  n  =  2,  ejemplifican  estas  predicciones  cualitativas;  vease  la  figura  4.14. 
El  efecto  de  las  singularidades  en  el  coeficiente  en  t  =  0  se  manifiesta  en  la  grafica  de  Yx/2(t). 


Figura  4.14  Funciones  de  Bessel 


Aunque  la  mayorla  de  las  funciones  de  Bessel  deben  calcularse  con  metodos  de  series 
de  potencias,  si  el  orden  n  es  la  mitad  de  un  entero,  entonces  Jn(t)  y  Yn(t)  tienen  expresiones 
expllcitas.  De  hecho,  sen  t  y  Y1j2{t)  =  —  cos  t.  Usted  puede  verificar  di- 

rectamente  que  estas  funciones  resuelven  la  ecuacion  (16). 

Dar  un  analisis  cualitativo  de  la  ecuacion  de  Bessel  modificada  de  orden  n: 

(17)  /  +  ]y’  n^jy  =  0  . 

Esta  ecuacion  tambien  exhibe  una  masa  unitaria  y  un  amortiguamiento  positivo  decrecien- 
te.  Sin  embargo,  la  rigidez  converge  ahora  a  menos  uno.  Esperamos  entonces  que  las  solu¬ 
ciones  tlpicas  diverjan  cuando  t  — >  +  oo.  La  funcion  de  Bessel  modificada  del  primer  tipo 
4(0  de  orden  n  =  2  que  aparece  en  la  figura  4.15  sigue  esta  prediccion,  mientras  que  la  fun¬ 
cion  de  Bessel  modificada  del  segundo  tipo  Kn(t)  de  orden  n  =  2  que  aparece  en  la  figura 
4.15  exhibe  el  mismo  tipo  de  equilibrio  entre  la  posicion  y  la  velocidad  inicial  que  tem'amos 
para  la  funcion  de  Airy  Ai(0-  De  nuevo,  es  evidente  el  efecto  de  la  singularidad  en  t  —  0.  ■ 
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EJEMPLO  6 


SOLUCION 


Usar  el  modelo  masa-resorte  para  predecir  caracteristicas  cualitativas  de  las  soluciones  a  la 

ecuacion  de  Duffing  no  lineal 

(18)  y"  +  y  +  y3  =  y"  +  (1  +  y2)y  =  0  . 

Aunque  la  ecuacion  (18)  es  no  lineal,  puede  compararse  con  el  paradigma  (13)  si  pensamos 
en  una  masa  unitaria,  sin  amortiguamiento  y  una  rigidez  (positiva)  “k”  =  1  +  y2,  que  au- 
menta  cuando  el  desplazamiento  y  crece.  (Este  efecto  de  rigidez  creciente  aparece  en  cier- 
tos  colchones  por  razones  terapeuticas).'  Tal  resorte  es  cada  vez  mas  rfgido  cuando  la  masa 
se  aleja,  aunque  regresa  a  su  valor  original  cuando  la  masa  regresa.  Estas  excursiones  de 
gran  amplitud  deben  oscilar  mas  rapido  que  las  de  baja  amplitud,  y  las  formas  sinusoidales 
en  las  graficas  de  y(t)  deben  “pellizcarse”  en  sus  picos.  Estas  predicciones  cualitativas  se 
muestran  en  las  soluciones  numericas  de  la  figura  4.16.  ■ 


y 


La  fascinante  ecuacion  de  van  der  Pol 
(19)  /  -  (1  -  y2)y'  +y  =  0 

surgio  en  el  estudio  de  las  oscilaciones  electricas  observadas  en  los  tubos  de  vacfo. 


Los  editores  opinaron  que  es  mejor  dejar  a  la  imaginacion  las  graficas  de  las  oscilaciones  en  un  colchon  tera- 
peutico. 


Capitulo  4  Ecuaciones  lineales  de  segundo  orden 


EJEMPLO  7 

SOLUCION 


EJEMPLO  8 
SOLUCION 


Predecir  el  comportamiento  de  las  soluciones  a  la  ecuacion  (19)  usando  el  modelo  masa-re- 
sorte. 

A1  comparar  con  el  paradigma  (13),  observamos  una  masa  y  rigidez  unitarias,  amortigua- 
miento  positivo  [“b"  =  —  (1  —  y2)]  cuando  |y(f)  |  <  1.  Asi,  la  friction  amortigua  los  movi- 
mientos  de  alta  amplitud  pero  energiza  las  oscilaciones  pequenas.  El  resultado  es  que  todas 
las  soluciones  (no  nulas)  tienden  a  un  ciclo  lunite  tal  que  la  friccion  sufrida  cuando  y(t)  \  >  1 
se  compensa  con  el  empuje  de  friccion  negativa  cuando  \y(t)  |  <  1 .  La  figura  4. 17,  generada 
por  computadora,  muestra  la  convergencia  al  ciclo  limite  para  algunas  soluciones  a  la  ecua¬ 
cion  de  van  der  Pol.  ■ 


y 


Figura  4.17  Soluciones  a  la  ecuacion  de  van  der  Pol 


O 


Por  ultimo,  consideremos  el  movimiento  del  pendulo  que  aparece  en  la  figura  4.18.  Es- 
te  movimiento  se  mide  mediante  el  angulo  8{t)  que  forma  el  pendulo  en  el  instante  t  con  la 
recta  vertical  que  pasa  por  O.  Como  muestra  el  diagrama,  la  componente  de  gravedad,  que 
ejerce  una  torca  sobre  el  pendulo  y  por  ende  acelera  la  velocidad  angular  dO/dt,  esta  dada 
por  —mg  sen  6.  En  consecuencia,  el  analogo  rotacional  de  la  segunda  ley  de  Newton,  torca 
igual  a  la  razon  de  cambio  del  momento  angular ,  indica  (vease  el  problema  7) 

(20)  mf20"  =  —ting  sen  6  , 
o  bien 

(21)  mO"  +  sen  0  =  0. 


Dar  un  analisis  cualitativo  del  movimiento  del  pendulo. 
Si  escribimos  (21)  como 


mO"  + 


mg  send 

IT  0 


6  =  0 


y  comparamos  con  el  paradigma  (13),  vemos  una  masa  fija  m ,  amortiguamiento  nulo  y  una 
rigidez  dada  por 


o\|a 
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La  grafica  de  esta  rigidez  aparece  en  la  figura  4.19,  donde  vemos  que  los  movimientos  de 
baja  amplitud  son  controlados  por  una  rigidez  de  resorte  casi  constante  e  igual  a  mgj€,  las 
consideraciones  de  la  seccion  4.3  dictan  la  conocida  formula 


'mg\  sen0 


U )  a 

> 

mg/Z 

-2ji 

2ji 

ji  \ 

Figura  4.19  "Rigidez"  del  pendulo 


para  la  frecuencia  angular  de  las  oscilaciones  casi  sinusoidales.  Vease  la  figura  4.20,  que 
compara  una  solucion  de  la  ecuacion  (21)  generada  por  computadora  con  la  solucion  de  la 
ecuacion  con  rigidez  constante  con  las  mismas  condiciones  iniciales. 1 

Sin  embargo,  para  movimientos  mayores,  la  rigidez  decreciente  distorsiona  la  na- 
turaleza  sinusoidal  de  la  grafica  de  6(t)  y  reduce  la  frecuencia.  Esto  es  evidente  en  la  fi¬ 
gura  4.21. 


0 


Figura  4.21  Movimiento  del  pendulo  con  alta  amplitud 


Por  ultimo,  si  el  movimiento  tiene  tanta  energfa  que  6  alcanza  el  valor  tt,  la  rigidez  cam- 
bia  de  signo  e  incita  al  desplazamiento;  el  pendulo  pasa  el  apice  y  aumenta  su  velocidad  al 
caer;  este  movimiento  giratorio  se  repite  en  forma  continua.  Vease  la  figura  4.22  en  la  pagi- 
na  206.  ■ 


lisla  ultima  se  identifica  como  la  ecuacion  linealizada  en  el  proyecto  D. 


206 


Capitulo  4 


Ecuaciones  lineales  de  segundo  orden 


4 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 — ►  t 

k  2k  3ji  4k  5k  6k 


Figura  4.22  Movimiento  del  pendulo  con  gran  amplitud 


El  calculo  de  las  soluciones  a  la  ecuaciones  de  Legendre,  Bessel  y  Airy  y  el  analisis  de 
las  ecuaciones  no  lineales  de  Duffing,  van  der  Pol  y  el  pendulo,  constituyeron  un  reto  para 
muchos  de  los  grandes  matematicos  del  pasado.  Asi,  es  gratificante  observar  que  el  analisis 
cualitativo  aqui  desarrollado  descubre  sus  principales  caracteristicas. 


EJERCICIOS 


4.7 


1.  Muestre  que  si  y(t)  satisface  y"  —  ty  =  0,  entonces 
y(—t)  satisface  y"  +  ty  =  0. 

2.  Use  el  paradigma  (13).  ^Cuales  son  la  inercia, 
el  amortiguamiento  y  la  rigidez  en  la  ecuacion 
y"  —  6y2  =  0?  Si  y  >  0,  ^cual  es  el  signo  de  la 
“constante  de  rigidez”?  ^Su  respuesta  ayuda  a  ex- 
plicar  el  comportamiento  de  fuga  de  las  soluciones 
y(t)  =  1  /(c  -  tfi 

3.  Trate  de  predecir  las  caracteristicas  cualitativas  de  la 
solucion  a  y"  —  6 y2  =  0  que  satisface  las  condicio- 
nes  iniciales  y(0)  =  —  1,  y'( 0)  =  — 1.  Compare  con  la 
figura  4.23,  generada  por  computadora.  [Sugeren- 
cia :  Analice  el  signo  de  la  rigidez  del  resorte]. 


y 


Figura  4.23  Solucion  para  el  problema  3 


4.  Muestre  que  las  tres  soluciones  1/(1  —  t)2,  1/(2  —  t)2 
y  1/(3  —  t)2  de  y"  —  6yz  =  0  son  linealmente  inde- 
pendientes  en  (  —  1,1).  (Vease  el  problema  39  de  los 
ejercicios  4.2,  pagina  166). 

5.  (a)  Use  el  lerna  de  la  integral  de  la  energia  para  de- 

ducir  la  familia  de  soluciones  y(t)  =  1  /(t  —  c)  a 
la  ecuacion  y"  =  2y3. 

(b)  Para  c  A  0,  muestre  que  estas  soluciones  son  li¬ 
nealmente  independientes  por  parejas,  para  dis- 
tintos  valores  de  c  en  un  intervalo  adecuado  en 
tomo  de  t  =  0. 

(c)  Muestre  que  ninguna  de  estas  soluciones  satisfa¬ 
ce  las  condiciones  iniciales  y(0)  =  1,  y'( 0)  =  2. 

6.  Use  el  lema  de  la  integral  de  la  energia  para  mos- 
trar  que  los  movimientos  del  oscilador  masa-resorte 
libre  sin  amortiguamiento  my"  +  ky  =  0  cumplen 

m(y’)2  +  ky2  =  constante  . 

7.  Ecuacion  del  pendulo.  Para  deducir  la  ecuacion 
del  pendulo  (21),  realice  los  pasos  siguientes. 

(a)  El  momento  angular  de  la  masa  del  pendulo  m 
medido  en  tomo  del  soporte  O  de  la  figura  4.18 
en  la  pagina  204  esta  dado  por  el  producto  de  la 
longitud  del  "brazo  de  palanca"  £  y  el  compo- 
nente  del  momento  vectorial  mv  perpendicular 
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al  brazo  de  la  palanca.  Muestre  que  esto  da  co- 
mo  resultado 

.  o2  d6 

momento  angular  =  mx  ,  , 

(b)  La  torca  producida  por  la  gravedad  es  igual  al 
producto  de  la  longitud  del  brazo  de  palanca  ( 
por  la  componente  de  la  fuerza  (vectorial)  de 
gravedad  mg  perpendicular  al  brazo  de  palanca. 
Muestre  que  esto  implica 

torca  =  ~(mg  sen  0  . 

(c)  Ahora  use  la  ley  de  Newton  para  el  movimien- 
to  rotacional  y  deduzca  la  ecuacion  del  pendu- 
lo  (20). 

8.  Use  el  lema  de  la  integral  de  la  energia  para  mostrar 
que  los  movimientos  del  pendulo  cumplen 

(0')2  *  „ 

- cos  0  =  constante  . 

2  ( 

9.  Use  el  resultado  del  problema  8  para  determinar  el 
valor  de  0'( 0),  la  velocidad  initial  que  debe  impartir- 
se  a  un  pendulo  en  reposo,  para  que  este  tienda  (pe- 
ro  no  cruce)  el  apice  de  su  movimiento.  Haga  (  =  g. 

10.  Use  el  resultado  del  problema  8  para  demostrar  que 
si  el  pendulo  de  la  figura  4.18  se  libera  desde  el  re¬ 
poso  con  un  angulo  a,  0  <  a  <  it,  entonces 
|0«l  <  a  a  para  toda  t.  [ Sugerencia :  Las  conditio¬ 
ns  iniciales  son  0(0 )  =  a,  6'( 0)  =  0;  muestre  que 
la  constante  del  problema  8  es  igual  a  ~(g/()  cos  a], 

11.  Use  la  analogfa  nrasa-resorte  para  explicar  la  natura- 
leza  cualitativa  de  las  soluciones  de  la  ecuacion  de 
Rayleigh 

(22)  [i  -  (/)2]/  +y  =  0 

que  aparecen  en  las  figuras  4.24  y  4.25. 


y 


Figura  4.24  Solucion  de  la 
ecuacion  de  Rayleigh 


Figura  4.25  Solucion  de  la 
ecuacion  de  Rayleigh 


12.  Verifique  que  la  funcion  y2(t)  en  la  ecuacion  (5)  re- 
suelve  la  ecuacion  de  Legendre  (2). 

13.  La  figura  4.26  de  la  pagina  208  contiene  las  graficas 
de  soluciones  a  las  ecuaciones  de  Duffing,  Airy  y 
van  der  Pol.  Trate  de  relacionar  la  solucion  con  la 
ecuacion. 

14.  Verifique  que  las  formulas  para  las  funciones  de 
Bessel  J\/2(t),  Li/2(0  realmente  resuelven  la  ecua¬ 
cion  (16). 

15.  Use  la  analogfa  con  el  oscilador  masa-resorte  para 
decidir  si  todas  las  soluciones  de  las  siguientes  ecua¬ 
ciones  diferenciales  permanecen  acotadas  cuando 
t  — >  +  oo. 

(a)  y"  +  f-y  =  0  (b)  y"  -  t2y  =  0 

(c)  y"  +  y5  =  0  (d)  y"  +  y6  =  0 

(e)  y"  +  (4  +  2  cos  t)y  =  0  (ec.  de  Mathieu) 

(f)  y"  +  ty'  +  y  =  0  (g)  y"  ~  ty'  -  y  =  0 

16.  Use  el  lema  de  la  integral  de  la  energia  para  mostrar 
que  toda  solucion  de  la  ecuacion  de  Duffing  (18) 
pemranece  acotada;  es  decir,  que  |  y(t)  \  <  M  para 
cierta  M.  [Sugerencia:  Justifique  primero  que  y2/ 2 
+  yA/4  <  K  para  alguna  K ]. 

17.  Dfa  del  juicio  final.  La  Tierra  gira  en  tomo  del  Sol 
en  una  orbita  casi  circular  con  radio  r  =  a,  comple- 
tando  una  vuelta  en  el  tiernpo  T  =  2i T(a3/GM)1^2, 
que  es  un  ano  terrestre;  aqur,  M  es  la  nrasa  del  Sol  y 
G  es  la  constante  de  gravitation  universal.  La  fuer¬ 
za  gravitational  del  Sol  sobre  la  Tierra  esta  dada  por 
GMm/r2,  donde  m  es  la  masa  de  la  Tierra.  Por  lo 
tanto,  si  la  Tierra  “se  detuviese”,  perdiendo  su  velo¬ 
cidad  orbital,  seguirfa  una  lfnea  recta  hacia  el  Sol,  de 
acuerdo  con  la  segunda  ley  de  Newton: 

d2r  GMm 
m—r  = - . 
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Si  esta  catastrofe  ocurre,  ^que  fraccion  del  ano  nor¬ 
mal  T  tardarfa  la  Tierra  en  estrellarse  contra  el  Sol 
(es  decir,  en  alcanzar  r  =  0)?  [ Sugerencia :  Use  el  le- 


ma  de  la  integral  de  la  energia  y  las  condiciones  ini 
dales  r(0)  =  a,  r'( 0)  =  0]. 


y 

A  A 

A 

All 


(c) 

Figura  4.26  Graficas  solucion  para  el  problema  1 3 


UNA  MIRADA  DE  CERCA  A  LAS  VIBRACIONES 
M  EC  AN  1C  AS  LIBRES 


En  esta  seccion  regresamos  al  sistema  masa-resorte  de  la  figura  4.1  (pagina  152)  y  analiza- 
remos  su  movimiento  con  mas  detalle.  La  ecuacion  que  lo  describe  es 


(1) 


[inercial — ^  +  [  amortiguamiento  ]  —  +  [rigidezjy 


dt~ 


dt 


=  my"  +  by'  +  ky  . 


Nos  centraremos  en  un  caso  sencillo,  cuando  b  =  0  y  Fcxtema  =  0,  llamado  el  caso  libre 
sin  amortiguamiento.  Entonces,  la  ecuacion  (1)  se  reduce  a 


(2) 


+  ky  =  0 


y,  al  dividir  entre  m,  se  tiene 
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donde  co  =  V kjm .  La  ecuacion  auxiliar  asociada  a  (3)  es  r2  +  or  =  0,  que  tiene  raices  com- 
plejas  conjugadas  ±a>i.  Por  tanto,  una  solution  general  de  (3)  es 

(4)  y(f)  =  Ci  cos  oit  +  C2  sen  cot  . 

Podemos  expresar  y(t)  en  la  forma  mas  conveniente 

(5)  y{t)  =  A  sen  [cot  +  <f>)  , 

con  A  >  0,  haciendo  C\  =  A  sen  <f>  y  C2  =  A  cos  </>.  Es  decir, 

A  sen (cot  +  cp)  =  A  cos  cot  sen  cf>  +  A  sen  cot  cos  cf> 

=  C\  cos  cot  +  C2  sen  cot  . 

A1  despejar  A  y  cf>  en  terminos  de  C\  y  C2,  se  tiene 

(j 

(6)  A  =  Vcf  +  C\  y  tan  ^  ^  , 

donde  el  cuadrante  en  que  se  encuentra  <l>  queda  determinado  por  los  signos  de  C\  y  C2.  Es- 
to  se  debe  a  que  sen  cl>  tiene  el  mismo  signo  que  Cx  (sen  (f>  =  C , /A )  y  cos  <f>  tiene  el  mismo 
signo  que  C2  (cos  cf>  =  C2/A).  Por  ejemplo,  si  C1  >  Oy  C2  <  0,  entonces  <f>  esta  en  el  se- 
gundo  cuadrante.  (Observe  que  en  particular  <fr  no  es  simplemente  el  arco  tangente  de  C'J C2, 
que  estaria  en  el  cuarto  cuadrante). 

Es  evidente  de  (5)  que,  como  dijimos  en  la  seccion  4.1,  el  movimiento  de  una  masa 
en  un  sistema  libre  sin  amortiguamiento  no  es  mas  que  una  onda  sinusoidal,  o  lo  que  se 
llama  un  movimiento  armonico  simple.  (Vease  la  figura  4.27).  La  constante  A  es  la  ampli- 
tud  del  movimiento  y  <f>  es  el  angulo  fase.  El  movimiento  es  periodico  con  periodo  27 t/co, 
y  frecuencia  natural  u>/2tt,  donde  co  =  \Zkfm.  El  periodo  se  mide  en  unidades  de  tiempo  y 
la  frecuencia  natural  en  periodos  (o  ciclos)  por  unidad  de  tiempo.  La  constante  co  es  la  fre¬ 
cuencia  angular  para  la  funcion  seno  en  (5)  y  se  mide  en  radianes  por  unidad  de  tiempo. 
En  resumen: 

frecuencia  angular  =  co  =  V k/m  (radianes/ segundo) 
frecuencia  natural  =  co/2tt  ciclos/ segundo) 
periodo  =  2tt/co  (segundo) 


y 


Figura  4.27  Movimiento  armonico  simple  con  vibraciones  libres  sin  amortiguamiento 
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EJEMPLO  I 


SOLUCION 


Observe  que  la  amplitud  y  el  angulo  fase  dependen  de  las  constantes  C\  y  C2,  que  a  su 
vez  quedan  determinadas  por  la  posicion  y  velocidad  iniciales  de  la  masa.  Sin  embargo,  el 
periodo  y  la  frecuencia  dependen  solo  de  k  y  m  y  no  de  las  condiciones  iniciales. 


Se  fija  una  masa  de  1/8  kg  a  un  resorte  con  rigidez  k  =  16  N/m,  como  se  muestra  en  la  fi- 
gura  4.1.  La  masa  se  desplaza  1/2  m  a  la  derecha  del  punto  de  equilibrio  y  luego  se  le  im- 

parte  una  velocidad  hacia  afuera  (hacia  la  derecha)  de  \/ 2  m/seg.  Despreciando  cualesquie- 
ra  fuerzas  de  amortiguamiento  o  externas  que  puedan  estar  presentes,  determinar  la  ecuacion 
de  movimiento  de  la  masa,  junto  con  su  amplitud,  periodo  y  frecuencia  natural.  ^Despues  de 
cuanto  tiempo  pasa  la  masa  por  el  punto  de  equilibrio? 


Como  tenemos  un  caso  de  vibracion  libre  sin  amortiguamiento,  la  ecuacion  de  movimiento 
es  (3).  Asi,  vemos  que  la  frecuencia  angular  es 


co 


8\/2  rad/seg  . 


A1  sustituir  este  valor  de  co  en  (4)  se  tiene 

(7)  y(t)  =  C,  cos(8\/2f)  +  C2sen(8\/2f)  . 

Ahora  usamos  las  condiciones  iniciales  y(0)  =  1/2  m  y  y'(0)  =  \Zl  m/seg,  para  hallar  C\ 
y  C2  en  (7).  Es  decir, 

1/2  =  y(0)  =  Q  , 

V2  =  y'(0)  =  8V2C2  , 

de  modo  que  Cx  =  1/2  y  C2  =  1/8.  Por  tanto,  la  ecuacion  de  movimiento  de  la  masa  es 


(8)  y[t)  =  ^-cos(8\/2f)  +  ^-sen(8\/2r)  . 

Para  expresar  y(t)  en  la  forma  alternativa  (5),  hacemos 

A  =  VCi  +  C\  =  V(l/2)2  +  (1/8)2  =  , 

C,  1/2 

tan</,  =  Q=T/8=4' 

Como  Cj  y  C2  son  ambos  positivos,  cf>  esta  en  el  primer  cuadrante,  de  modo  que  cf)  =  arctan 
4  ~  1.326.  Por  tanto, 

(9)  y{t)  =  sen  (8  V2f  +  </>)  . 

Asl,  la  amplitud  A  es  V  l  7  /8m,  y  el  angulo  fase  cf>  es  aproximadamente  1.326  radianes.  El 
periodo  es  P  =  2n t/oj  =  2tt /f8V2)  =  \Z2tt/ 8  segundos,  y  la  frecuencia  natural  es  1/P  = 
8/ (y/2 77)  ciclos  por  segundo. 

Por  ultimo,  para  determinar  el  momento  en  que  la  masa  pasara  por  la  posicion  de  equi¬ 
librio,  y  =  0,  debemos  resolver  la  ecuacion  trigonometrica 

(10)  y(f)  =  sen  (8  V2t  +  </>)=  0 
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en  terminos  de  t.  La  ecuacion  (10)  se  satisface  siempre  que 

mr  —  <f>  mr  —  1.326 

8V2  8V2 

donde  n  es  entero.  A1  hacer  n  =  I  en  ('ll)  determinamos  el  primer  instante  t  en  que  la  masa 
cruza  la  position  de  equilibrio: 


(11)  8\/2 1  +  (f>  =  mr  o  t 


tt  —  <f> 

8V2 


0.16  seg  .  ■ 


Por  supuesto,  en  la  mayoria  de  las  aplicaciones  del  analisis  de  vibraciones  existe  cierto 
tipo  de  fuerza  de  friction  o  de  amortiguamiento  que  afecta  las  vibraciones.  Esta  fuerza  pue- 
de  deberse  a  algun  componente  del  sistema,  como  un  amortiguador  en  un  auto,  o  bien  un 
medio  que  rodea  al  sistema,  como  el  aire  o  algun  liquido.  Ahora  estudiaremos  los  efectos  del 
amortiguamiento  sobre  las  vibraciones  libres,  de  modo  que  la  ecuacion  (2)  se  generaliza  a 


(12) 


d2y  dy 

m y  +  b - 1-  ky  =  0  . 

dt1  dt 


La  ecuacion  auxiliar  asociada  a  (12)  es 

(13)  mr 2  +  br  +  k  =  0  , 
y  sus  rafces  son 

(14)  ^  ±  V^" 


2m 


4 mk  b  ^  1  ,  /To  1  T 

- =  -—  ±  —  Vb~  -  4 mk  . 

2m  2m 


Como  vimos  en  las  secciones  4.2  y  4.3,  la  forma  de  la  solucion  a  (12)  depende  de  la  na- 
turaleza  de  estas  rafces  y,  en  particular,  del  discriminante  b1  —  4 mk. 


Movimiento  subamort iguado  u  oscilatorio  (b2  <  4 mk) 

Cuando  b 2  <  4 mk,  el  discriminante  b2  —  4 mk  es  negativo  y  existen  dos  rafces  complejas 
conjugadas  de  la  ecuacion  auxiliar  (13).  Estas  rafces  son  a  ±  f/3,  donde 

(15)  «=-£.  «  = 

Por  tanto,  una  solucion  general  de  (12)  es 

(16)  y(t)  =  e“'(C!  cos  fit  +  C2  sen  fit)  . 

Como  en  el  caso  del  movimiento  armonico  simple,  podemos  expresar  y(t)  en  la  forma 
alternativa 

(17)  y{t)  =  Aeat  sen(/3r  +  4>)  , 

donde  A  =  V C\  +  C\  y  tan  (b  =  CjC2.  Ahora  es  evidente  que  y(t)  es  el  producto  de  un 

factor  de  amortiguamiento  exponencial, 

Aeat  =  AeHbl2m)‘  , 

y  un  factor  sinusoidal  sen(/3f  +  tb).  que  produce  el  movimiento  oscilatorio.  Debido  a  que  el 
factor  seno  varfa  entre  —  1  y  1  con  periodo  2tt//3.  la  solucion  y(t)  varfa  entre  —Aeal  y  Aeat 


Capitulo  4  Ecuaciones  lineales  de  segundo  orden 


con  cuasiperiodo  P  =  2tt / /3  =  4m  tt j  \/ 4mk  —  b1  v  cuasifrecuencia  1  /P.  Ademas,  como 
b  y  in  son  positivos,  a  =  —fill-in  es  negativo,  de  modo  que  el  factor  exponencial  tiende  a 
cero  cuando  t  — >  +oo.  En  la  figura  4.28  aparece  la  grafica  de  una  solucion  tlpica.  El  siste- 
ma  se  llama  subamortiguado,  pues  no  hay  un  amortiguamiento  suficiente  (b  es  demasiado 
pequeno)  para  evitar  que  el  sistema  oscile. 


y 


Es  facil  ver  que  cuando  b  — >  0,  el  factor  de  amortiguamiento  tiende  a  la  constante  A  y 
la  cuasifrecuencia  tiende  a  la  frecuencia  natural  del  movimiento  armonico  subamortiguado 
correspondiente.  La  figura  4.28  demuestra  que  los  valores  de  t  donde  la  grafica  de  y(t)  toca 
a  las  curvas  exponenciales  ±  Aeat  son  cercanos  (pero  no  iguales)  a  los  mismos  valores  de  t 
donde  y(t)  alcanza  sus  valores  maximos  y  mmirnos  (vease  el  problema  13). 

Movimiento  sobreamortiguado  (  b2  >  4m k) 

Cuando  b 2  >  4 ink,  el  discriminante  h1  —  4 mk  es  positivo  y  hay  dos  rafces  reales  distintas  de 
la  ecuacion  auxiliar  (13): 


(18)  rj 


b_ 

2m 


+ 


—  \//r  —  4 mk  , 
2m 


\/ b2  —  4 ink  . 
2m 


Por  tanto,  en  este  caso  una  solucion  general  de  (12)  es 
(19)  y(t)  =  C ^  +  C2eri‘  . 

Es  claro  que  r2  es  negativa  y  como  b2>b 2  -  4 mk  (es  decir,  b  >  \/b2  —  4 mk),  se  sigue  que 
r,  tambien  es  negativa.  Por  tanto,  cuando  t  — »  +cxd,  las  dos  exponenciales  en  (19)  decaen  y 
y(t)  — >  0.  Ademas,  como 

y'{t)  =  Cirie ^  +  C2r2er*  =  er'\Cxrx  +  C2r2e^‘)  , 

vemos  que  la  derivada  es  identicamente  nula  (cuando  Ci  =  C2  =  0)  o  se  anula  a  lo  mas 
en  un  valor  de  t  (cuando  el  factor  entre  parentesis  se  anula).  Si  se  ignora  la  solucion  trivial 
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EJEMPLO  2 


y(t)  =  0,  esto  implica  que  y(t)  tiene  a  lo  mas  un  maximo  o  mmimo  local  para  t  >  0.  Por  tan- 
to,  y(f)  no  oscila.  Esto  deja,  desde  un  punto  de  vista  cualitativo,  solo  tres  posibilidades  para 
el  movimiento  de  y(t),  de  acuerdo  con  las  condiciones  iniciales;  estas  se  ilustran  en  la  figu- 
ra  4.29.  El  caso  en  que  b 1  >  4 rnk  se  llama  un  movimiento  sobreamortiguado. 


y 


No  hay 
maximos 
ni  mi'nimos 
locales 

*~  — — ►  t 


y 

Vx 

(  \ 

\ 

\  Un 

maximo 

local 

\ 

- '  "  —  >  t 


y 


Un 

mfnimo 

local 

- ^  t 


(a) 


(b) 

Figura  4.29  Vibraciones  sobreamortiguadas 


(c) 


Movimiento  criticamente  amortiguado  (b2  =  4mA) 

Cuando  b 2  =  4 rnk,  el  discriminante  b 2  -  4mk  se  anula  y  la  ecuacion  auxiliar  tiene  la  rafz  re- 
petida  -b/2m.  Por  tanto,  una  solucion  general  de  (12)  es 

(20)  y{t)  =  (C,  +  C2t)e-^‘  . 

Para  comprender  el  movimiento  descrito  por  y(f)  en  (20),  primero  consideramos  el  com- 
portamiento  de  y(t)  cuando  t  —>■  +oo.  Por  la  regia  de  L'Hopital, 


(21) 


lfm  y(t)  =  lfm 

t—>+ oo  /— >+oo 


C\  +  c2t 

e(bl2m)t 


lfm 

t— »+oo 


C2 

(, bl2m)e{bl2m)t 


=  0 


(recuerde  que  b/2m  >  0).  Por  tanto,  y(t)  se  extingue  hasta  anularse  cuando  t  —>■  +oo.  A  con- 
tinuacion,  como 

/(,)  -  (c,  -  ACl  _  ^c2, ),-(*/-)• . 

vemos  de  nuevo  que  una  solucion  no  trivial  puede  tener  a  lo  mas  un  maximo  o  un  minimo 
local  para  t  >  0,  de  modo  que  el  movimiento  no  es  oscilatorio.  Si  b  fuese  ligeramente  menor, 
habrfa  oscilaciones.  Asf,  el  caso  especial  en  que  b 1  =  4-mk  es  un  movimiento  criticamente 
amortiguado.  Cualitativamente,  los  movimientos  criticamente  amortiguados  son  similares 
a  los  movimientos  sobreamortiguados  (vease  de  nuevo  la  figura  4.29). 


Supongase  que  el  movimiento  de  un  sistema  masa-resorte  con  amortiguamiento  queda  des¬ 
crito  mediante 

(22)  dy^  +  bdj  +  25y  =  0  ;  y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  0  . 

dt  dt 

Determine  la  ecuacion  de  movimiento  y  bosqueje  su  grafica  para  los  tres  casos  en  que  b  = 
6,  10  y  12. 


-Mui 
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CION  La  ecuacion  auxiliar  para  (22)  es 

(23)  r2  +  br  +  25  =  0  , 
cuyas  raices  son 

(24)  r  =  ±  |  Vb2  -  100  . 

Caso  1.  Cuando  b  =  6,  las  rafces  de  (24)  son  —  3  ±  4 i.  Este  es  entonces  un  caso  de 
subamortiguamiento  y  la  ecuacion  de  movimiento  tiene  la  forma 

(25)  y(t)  =  C\e^2t  cos  4t  +  sen  At  . 

A1  hacer  v(0)  =  1  y  y'(0)  =  0  se  obtiene  el  sistema 
C,  =  1  ,  -3 Cj  +  4C2  =  0  , 

cuya  solucion  es  C\  =  1,C2  =  3/4.  Para  expresar  y(t)  como  el  producto  de  un  factor  de 
amortiguamiento  y  un  factor  sinusoidal  [recuerde  la  ecuacion  (17)],  hacemos 

/ — ^ - y  5  C\  4 

A  =  VC i  +  Cl  =  ^  ,  tan  4>  =  —  =  -  , 

donde  <J>  es  angulo  en  el  primer  cuadrante,  pues  C|  y  C2  son  ambos  positivos.  Entonces 

(26)  y(t)  =  ^-e_3fsen(4f  +  </>)  , 

donde  </>  =  arctan  (4/3)  ~  0.9273.  El  movimiento  de  resorte  subamortiguado  se  muestra  en 
la  figura  4.30(a). 


e-3,sen(4f  +  0.9273) 


y 


(b) 


Figura  4.30  Soluciones  para  diversos  valores  de  b 
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EJEMPLO  3 


Caso  2.  Cuando  b  =  10,  solo  hay  una  rafz  (repetida)  a  la  ecuacion  auxiliar  (23),  a 
saber,  r  =  —5.  Este  es  un  caso  de  amortiguamiento  critico,  y  la  ecuacion  de  movimiento  tie- 
ne  la  forma 

(27)  y(t)  =  (C,  +  C2t)e~5t  . 

A1  hacer  y(0)  =  1  y  y'(0)  =  0  tenemos 
C,  =  1  ,  C2  -  5Q  =  0  , 
de  modo  que  C\  =  1 ,  C2  =  5.  Asi, 

(28)  y(t)  =  (1  +  5 t)e~5'  . 

La  grafica  de  y (t)  dada  en  (28)  se  representa  mediante  la  curva  inferior  de  la  figura  4.30(b). 
Observe  que  y(t)  se  anula  solo  para  t  =  — 1/5  y  por  tanto  no  cruza  el  eje  t  para  t  >  0. 

Caso  3.  Cuando  b  =  12,  las  raices  de  la  ecuacion  auxiliar  son  —6  ±  V  1 1 .  Este  es 
un  caso  de  sobreamortiguamiento  y  la  ecuacion  de  movimiento  tiene  la  forma 

(29)  y{t)  =  C1eH+v'lI)f  +  C2e(_6_VTI)r  . 

A1  hacer  y(0)  =  1  y  y'(0)  =  0  tenemos 

q  +  c2  =  i  ,  (-6  +  vTT)c1  +  (-6  -  vTT)c2  =  0  , 

de  donde  C\  =  (l  1  +  6VTT)  / 22  y  C2  =  (ll  —  6\/lT)  / 22.  Por  tanto, 

(30»  y(0  -  i-|Vne(-vr7>  +  n^yn(-^> 

=  ;l'  (ll  +  6VII  +  (ll  -  6VTT)e~2v,TT'}  . 

La  grafica  de  este  movimiento  sobreamortiguado  se  representa  mediante  la  curva  superior 
en  la  figura  4.30  (b).  ■ 

Es  interesante  observar  en  el  ejemplo  2  que  cuando  el  sistema  esta  subamortiguado 
( b  =  6),  la  solucion  tiende  a  cero  como  e  3f;  cuando  el  sistema  esta  crfticamente  amortigua- 
do  ( b  =  10),  la  solucion  tiende  a  cero  casi  como  e  5t]  y  cuando  el  sistema  esta  sobreamorti¬ 
guado  (b=  12),  la  solucion  tiende  a  cero  como  =  e-2-68'.  Esto  significa  que  si  el 

sistema  esta  subamortiguado,  no  solo  oscila  sino  que  se  extingue  mas  lentamente  que  en  el  ca¬ 
so  crfticamente  amortiguado.  Ademas,  si  el  sistema  esta  sobreamortiguado,  de  nuevo  se  ex¬ 
tingue  mas  lentamente  que  en  el  caso  critico  (lo  que  coincide  con  nuestra  intuicion  ffsica  de 
que  las  fuerzas  de  amortiguamiento  limitan  el  retorno  al  equilibrio). 


Una  masa  de  1  / 4  de  kg  esta  unida  a  un  resorte  con  una  rigidez  de  4  N/m  como  se  muestra  en 
la  figura  4.31(a)  de  la  pagina  216.  La  constante  de  amortiguamiento  b  para  el  sistema  es 
de  1  N-seg/m.  Si  la  masa  se  desplaza  1/2  m  a  la  izquierda  y  recibe  una  velocidad  inicial  de 
1  m/seg  a  la  izquierda,  determine  la  ecuacion  de  movimiento.  ^Cual  es  el  maximo  despla- 
zamiento  que  alcanzara  la  masa? 
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y 


b  =  1  N-sec/m 


Equilibrio 


-.5 


\ 


El  desplazamiento  maximo 
es  y(0.096)  =  -0.55  m 


(a) 


(b) 


Figura  4.31  Sistema  masa-resorte  y  grafica  del  movimiento  para  el  ejemplo  3 


CION  A1  sustituir  los  valores  de  m,  b  y  k  en  la  ecuacion  (12)  e  imponer  las  condiciones  iniciales, 


obtenemos  el  problema  con  valores  iniciales 


Los  signos  negativos  de  las  condiciones  iniciales  indican  el  hecho  de  que  los  desplazamien- 
tos  y  el  empuje  inicial  son  hacia  la  izquierda. 

Se  puede  verificar  facilmente  que  la  solution  a  (31)  es 


(32)  y(t)  =  -  V2' 


o  bien, 


(33) 


donde  tan  <b  =  V^/2y  (b  esta  en  el  tercer  cuadrante  pues  C,  =  — 1/2  y  C2  =  — 1/V^  son 


ambos  negativos.  (Vease  un  bosquejo  de  y(t)  en  la  figura  4.31(b)). 

Para  determinar  el  desplazamiento  maximo  desde  el  equilibrio,  debemos  determinar  el 
valor  maximo  de  | y(t)  \  sobre  la  grafica  de  la  figura  4.31(b).  Como  y(t)  se  extingue  en  forma 
exponencial,  esto  ocurrira  en  el  primer  punto  crftico  de  y(t).  A1  calcular  y’(t)  de  (32),  igua- 
lar  a  cero  y  resolver  se  tiene 
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Asf,  la  primera  rafz  positiva  es 

t  =  — ^—=  arctan  ~  0.096  . 

2V3  5 

A1  sustituir  este  valor  para  t  en  la  ecuacion  (32)  o  (33)  se  tiene  que  y(0.096)  0.55.  Por 

tanto,  el  desplazamiento  maximo  es  aproximadamente  0.55  m  y  aparece  a  la  izquierda  del 
equilibrio.  ■ 


EJERCICIOS 


4.8 


Todos  los  problemas  se  refieren  a  la  configuracion  ma- 
sa-resorte  que  aparece  en  lafigura  4.1,  pdgina  152. 

1.  Una  masa  de  3  kg  esta  unida  a  un  resorte  con  rigi- 
dez  k  =  48  N/m.  La  masa  se  desplaza  1/2  m  a  la  iz¬ 
quierda  del  punto  de  equilibrio  y  recibe  una 
velocidad  de  2  rn/seg  hacia  la  derecha.  La  fuerza  de 
amortiguamiento  es  despreciable.  Determine  la 
ecuacion  de  movimiento  de  la  masa,  junto  con  su 
amplitud,  periodo  y  frecuencia.  ^Cuanto  tiempo 
despues  de  su  liberacion  pasa  la  masa  por  la  posi¬ 
cion  de  equilibrio? 

2.  Una  masa  de  2  kg  esta  unida  a  un  resorte  con  ri- 
gidez  k  =  50  N/m.  La  masa  se  desplaza  1/4  m  a  la 
izquierda  del  punto  de  equilibrio  y  recibe  una  velo¬ 
cidad  de  1  m/seg  hacia  la  izquierda.  Desprecie  la 
fuerza  de  amortiguamiento  y  determine  la  ecuacion 
de  movimiento  de  la  masa,  junto  con  su  amplitud, 
periodo  y  frecuencia.  ^Cuanto  tiempo  despues  de  su 
liberacion  pasa  la  masa  por  la  posicion  de  equili¬ 
brio? 

3.  El  movimiento  de  un  sistema  masa-resorte  con 
amortiguamiento  queda  descrito  por 

y"{t)  +  by'(t)  +  16 y(t)  =  0  ; 

y(0)  =  1  ,  /(0)  =  0  . 

Determine  la  ecuacion  de  movimiento  y  bosqueje  su 
grafica  para  b  =  0,  6,  8  y  10. 

4.  El  movimiento  de  un  sistema  masa-resorte  con 
amortiguamiento  queda  descrito  por 

y"{t)  +  by  '(f)  +  64 y{t)  =  0  ; 

y(0)  =  1  ,  /( 0)  =  0  . 

Determine  la  ecuacion  de  movimiento  y  bosqueje  su 
grafica  para  b  =  0,  10,  16  y  20. 

5.  El  movimiento  de  un  sistema  masa-resorte  con 
amortiguamiento  queda  descrito  por 

y"(t)  +  10/ (f)  +  ky{t)  =  0  ; 

y( o)  =  i  ,  /( o)  =  o  . 


Determine  la  ecuacion  de  movimiento  y  bosqueje  su 
grafica  para  k  =  20,  25  y  30. 

6.  El  movimiento  de  un  sistema  masa-resorte  con 
amortiguamiento  queda  descrito  por 

y"{t)  +  4/M  +  ky{t)  =  0  ; 
y(0)  =  1  ,  /( 0)  =  0  . 

Determine  la  ecuacion  de  movimiento  y  bosqueje  su 
grafica  para  k  =  2,  4  y  6. 

7.  Una  masa  de  1/8  kg  se  une  a  un  resorte  con  rigidez 
16  N/m.  La  constante  de  amortiguamiento  para  el 
sistema  es  2  N-seg/m.  Si  la  masa  se  mueve  3/4  m  a 
la  izquierda  del  equilibrio  y  recibe  una  velocidad 
inicial  hacia  la  izquierda  de  2  m/ seg,  determine  la 
ecuacion  de  movimiento  de  la  masa  y  de  su  factor  de 
amortiguamiento,  cuasiperiodo  y  cuasifrecuencia. 

8.  Una  masa  de  20  kg  se  une  a  un  resorte  con  rigidez 
200  N/m.  La  constante  de  amortiguamiento  para 
el  sistema  es  140  N-seg/m.  Si  la  masa  se  mueve 
25  cm  a  la  derecha  del  equilibrio  y  recibe  una  ve¬ 
locidad  inicial  hacia  la  izquierda  de  1  m/seg, 
/_cuando  regresara  por  vez  primera  a  su  posicion 
de  equilibrio? 

9.  Una  masa  de  2  kg  se  une  a  un  resorte  con  rigidez 
40  N/m.  La  constante  de  amortiguamiento  para  el 
sistema  es  8V5  N-seg/m.  Si  la  masa  se  mueve  10 
cm  a  la  derecha  del  equilibrio  y  recibe  una  veloci¬ 
dad  inicial  de  2  m/ seg  hacia  la  derecha,  ^cual  sera 
el  desplazamiento  maximo  con  respecto  del  equi¬ 
librio? 

10.  Una  masa  de  1/4  kg  se  une  a  un  resorte  con  rigidez 
8  N/m.  La  constante  de  amortiguamiento  para  el 
sistema  es  1/4  N-seg/m.  Si  la  masa  se  mueve  lrn  a 
la  izquierda  del  equilibrio  y  se  libera,  ^cual  sera  el 
desplazamiento  maximo  hacia  la  derecha? 


)  -L  LU1U  ‘i 
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11.  Una  masa  de  1  kg  se  une  a  un  resorte  con  rigidez 
100  N/m.  La  constante  de  amortiguamiento  para  el 
sistema  es  0.2  N-seg/m.  Si  la  masa  se  empuja  hacia 
la  derecha  desde  la  posicion  de  equilibrio  con  una 
velocidad  de  1  m/seg,  ^cuando  alcanzara  su  despla- 
zamiento  maximo  hacia  la  derecha? 

12.  Una  masa  de  1/4  kg  se  une  a  un  resorte  con  rigidez 
8  N/m.  La  constante  de  amortiguamiento  para  el 
sistema  es  2  N-seg/m.  Si  la  masa  se  rnueve  50  cm  a 
la  izquierda  del  equilibrio  y  recibe  una  velocidad 
inicial  de  2  m/ seg  hacia  la  izquierda,  ^cuando  alcan¬ 
zara  la  masa  su  desplazamiento  maximo  hacia  la  iz¬ 
quierda? 

13.  Muestre  que  para  el  sistema  subamortiguado  del 
ejemplo  3,  los  instantes  en  que  la  curva  solucion  y(t) 
en  (33)  tocalas  curvas  exponenciales  ±V7/12e-2' 


no  son  los  mismos  valores  de  t  para  los  que  la  fun- 
cion  y(t )  alcanza  sus  extremos  relativos. 

14.  Para  un  sistema  subamortiguado,  verifique  que 

cuando  b  — »  0  el  factor  de  amortiguamiento  tiende  a 
la  constante  A  y  la  cuasifrecuencia  tiende  a  la  fre- 
cuencia  natural  /  (2  tt). 

15.  (',Puede  deducirse  el  valor  de  la  constante  de  amorti¬ 
guamiento  b  observando  el  movimiento  de  un  siste¬ 
ma  subamortiguado?  Suponga  que  la  masa  m  es 
conocida. 

16.  Una  masa  unida  a  un  resorte  oscila  con  un  periodo 
de  3  seg.  Despues  de  agregar  2  kg,  el  periodo  se  con- 
vierte  en  4  segundos.  Si  se  desprecia  las  fuerzas  de 
amortiguamiento  o  extemas,  determine  cuanta  masa 
se  adjunto  originalmente  al  resorte. 


4.9  UNA  MIRADA  DE  CERCA  A  LAS  VIBRACIONES 
M  EC  AN  1C  AS  FORZADAS 


Ahora  consideraremos  las  vibraciones  de  un  sistema  masa-resorte  al  aplicarle  una  fuerza  ex¬ 
terna.  En  particular  nos  interesa  la  respuesta  del  sistema  a  un  termino  de  fuerza  sinusoidal. 
Como  paradigma,  investigaremos  el  efecto  de  una  funcion  de  fuerza  coseno  sobre  el  siste¬ 
ma  descrito  por  la  ecuacion  diferencial 


(1) 


d2y  dy 


donde  F0  y  y  son  constantes  no  negativas  y  0  <  h1  <  4mk  (de  modo  que  el  sistema  esta  suba¬ 
mortiguado). 

Una  solucion  de  (1)  tiene  la  forma  y  =  yh  +  yp,  donde  yp  es  una  solucion  particular  y  yh 
es  una  solucion  general  de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente.  En  la  ecuacion  (17)  de 
la  seccion  4.8  vimos  que 


(2)  yh(t)  =  Ae-^‘  sen^4”^  b~  t  +  $J  , 
donde  Ay  cf>  son  constantes. 

Para  determinar  yp,  podemos  usar  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  (seccion 
4.4).  Por  la  forma  del  termino  no  homogeneo  sabemos  que 

(3)  yp(t)  =  A,  cos  yt  +  A2  sen  yt  , 

donde  Axy  A2  son  constantes  por  determinar.  Al  sustituir  esta  expresion  en  la  ecuacion  (1) 
y  simplificar  tenemos 

(4)  [{k  —  my1)A1  +  byA2\cosyt  +  [(&  —  my2)A2  —  byA\\s,e.nyt  =  F0cosyt  . 
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A1  igualar  los  coeficientes  correspondientes  de  ambos  lados,  obtenemos 

{k  -  my2)Ax  +  byA2  =  F0  , 

~byAx  +  (k  —  my2)A2  =  0  . 


Resolvemos  para  obtener 

F0{k  -  my2) 


(5) 


^1  _ 


(, k  —  my2)2  +  b2y2 

Por  tanto,  una  solucion  particular  de  (1)  es 


A2  — 


Fpby 

(, k  -  my2)2  +  b2y2 


(6)  yp{t)  = 


;[  (k  —  my2) cos  yt  +  by  sen  yt]  . 


(k  —  my2)2  +  b2y2 
La  expresion  entre  corchetes  puede  escribirse  como 

\/(fc  —  my2)2  +  b2y2  sen(yr  +  0)  , 
de  modo  que  podemos  expresar  yp  en  la  forma  alternativa 

F0 


(7)  yP(t)  = 


y/ (k  —  my2)2  +  b2y 2 


sen 


{yt  +  o)  , 


donde  0  =  AjA2  =  (k  —  my2) /(by)  y  el  cuadrante  en  que  se  encuentra  0  queda  determina- 
do  por  los  signos  de  Ax  y  A2. 

A1  combinar  las  ecuaciones  (2)  y  (7)  tenemos  la  siguiente  representacion  de  una  solu¬ 
cion  general  a  (1)  en  el  caso  0  <  b2  <  4m k: 

(8)  y(t)  =  Ae~(bl2m^ senf—  t  +  (f>)  H -  =  sen(yf  +  0)  . 

V  2m  v  V(k  -  my2)2  +  b2y2 

La  solucion  (8)  es  la  suma  de  dos  terminos.  El  primero,  y/,  representa  una  oscilacion  amor- 
tiguada  y  depende  solo  de  los  parametros  del  sistema  y  las  condiciones  iniciales.  Debido  al 
factor  de  amortiguamiento  Ae^(bFni)\  este  termino  tiende  a  cero  cuando  t  — >  +oo.  En  con- 
secuencia  se  conoce  como  la  parte  transitoria  de  la  solucion.  El  segundo  termino  yp  en  (8) 
es  el  resultado  de  la  funcion  de  fuerza  externa/(f)  =  F0  cos  yt.  Como  la  funcion  de  fuerza, 
yp  es  una  sinusoide  con  frecuencia  angular  y.  Es  la  solucion  smcrona  que  anticipamos  en  la 
seccion  4.1.  Sin  embargo,  yp  esta  desfasada  de/(f)  (por  el  angulo  0  —  7r/2)  y  su  magnitud 
difiere  por  el  factor 


V  ( k  —  my2)2  +  b2y2 

Al  extinguirse  el  termino  transitorio,  el  movimiento  del  sistema  masa-resorte  se  convierte 
esencialmente  en  el  del  segundo  termino  yp  (vease  la  figura  4.32  en  la  pagina  220).  Por  tan¬ 
to,  este  termino  se  llama  la  solucion  de  estado  estable.  El  factor  que  aparece  en  (9)  se  co¬ 
noce  como  ganancia  de  frecuencia  o  factor  de  ganancia,  pues  representa  la  razon  entre  la 
magnitud  de  la  respuesta  sinusoidal  y  la  magnitud  de  la  fuerza  de  entrada.  Observe  que  es¬ 
te  factor  depende  de  la  frecuencia  y  y  tiene  unidades  de  longitud/fuerza. 
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EJEMPLO  I 


SOLUCION 


y 


Una  masa  de  10  kg  esta  unida  a  un  resorte  con  rigidez  k  =  49  N/m.  En  el  instante  t  = 
0  se  aplica  una  fuerza  externa  /(f)  =  20  cos  4 1  N  al  sistema.  La  constante  de  amor- 
tiguamiento  para  el  sistema  es  3  N— seg/m.  Determinar  la  solucion  de  estado  estable 
para  el  sistema. 

Al  sustituir  los  parametros  dados  en  la  ecuacion  (1)  obtenemos 

d2y  dy 

(10)  10  ~4  +  3—  +  49y  =  20  cos  4 1  , 

dt2dt 

donde  y(t)  es  el  desplazamiento  (desde  el  equilibrio)  de  la  masa  en  el  instante  t. 

Para  determinar  la  respuesta  de  estado  estable,  debemos  producir  una  solucion  par¬ 
ticular  de  (10)  que  sea  sinusoidal.  Podemos  lograr  esto  mediante  el  metodo  de  coeficientes 
indeterminados,  estimando  una  solucion  de  la  forma  Al  cos  4r  +  A2  sen  At.  Pero  as!  fue 
como  dedujimos  la  ecuacion  (7).  Asi,  sustituimos  directamente  en  (7)  y  vemos  que 

90 

(11)  yp(t)  =  ,  "  sen(4 1  +  0)  »  (0.18)  sen(4f  +  9)  , 

V(49  -  160)2  +  (9)  (16) 

donde  tan  9  =  (49  -  1 60)/l 2  ~  —9.25.  Como  el  numerador  (49  -  160)  es  negativo  y  el 
denominador  12  es  positivo,  9  es  un  angulo  en  el  cuarto  cuadrante.  Asl, 

9  =  arctan(— 9.25)  «  -1.46  , 


y  la  solucion  de  estado  estable  esta  dada  (aproximadamente)  por 
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El  ejemplo  anterior  ilustra  un  punto  importante  ya  marcado  antes.  La  respuesta  de 
estado  estable  (12)  a  la  funcion  de  fuerza  sinusoidal  20  cos  4r  es  una  sinusoide  de  la 
misma  frecuencia  pero  distinta  amplitud.  El  factor  de  ganancia  [vease  (9)]  en  este  caso  es 
(0.18)/20  =  0.09  m/N. 

En  general,  la  amplitud  de  la  solution  de  estado  estable  a  la  ecuacion  (1)  depende  de  la 
frecuencia  angular  y  de  la  funcion  de  fuerza  y  esta  dada  por  A(y)  =  F0  M(y),  donde 


(13) 


M(y)  ■= 


1 

\/ (k  —  my2)2  +  b2y2 


es  la  ganancia  de  frecuencia  [vease  (9)].  Esta  formula  es  valida  incluso  cuando  b2  >  Amk. 
Para  un  sistema  dado  ( m ,  b  y  k  fijos),  con  frecuencia  es  de  interes  conocer  la  forma  en 
que  este  sistema  reacciona  a  entradas  sinusoidales  de  varias  frecuencias  (y  es  una  variable). 
Para  este  fin  es  muy  util  la  grafica  de  la  ganancia  M(y),  conocida  como  curva  de  respuesta 
de  frecuencia,  o  curva  de  resonancia  para  el  sistema. 

Para  trazar  la  curva  de  respuesta  de  frecuencia,  primero  observamos  que  para  y  =  0  te¬ 
ll  em  os  M(0)  =  1/k.  Por  supuesto,  y  =  0  implica  que  la  fuerza  F0  cos  yt  es  estatica;  no  hay 
movimiento  en  el  estado  estable,  de  modo  que  este  valor  de  M( 0)  es  adecuado.  Observe  tam- 
bien  que  cuando  y  — >  oo  la  ganancia  M(y)  — >  0;  la  inercia  del  sistema  limita  la  medida  en 
que  puede  responder  a  vibraciones  muy  rapidas.  Como  ayuda  adicional  para  describir  la  gra¬ 
fica,  calculamos  de  (13) 


2  m2y\y2  —  (-  — 

s-i  A\  .  At  (  \  '  L  '  \m  2m  J  J 

(14)  M  (y)  =  -  j- - — - - 

[(&  —  my2)2  +  b2 y  J  ' 

Se  sigue  de  (14)  que  M’(y)  =  0  si  y  solo  si 


(15) 


n  —  l k  1,2 

7  =  0  „  T.T, 


Ahora,  cuando  el  sistema  esta  sobreamortiguado  o  crfticamente  amortiguado,  de  modo 
que  b2  &  Amk  >  2mk,  el  termino  dentro  del  radical  en  (15)  es  negativo,  y  por  tanto  M'(y)  =  0 
solo  cuando  y  =  0.  En  este  caso,  cuando  y  crece  desde  0  hasta  infinito,  M(y)  decrece  desde 
M{ 0)  =  1/k  hasta  el  valor  lfmite  cero. 

Cuando  b2  <  2 ink  (lo  que  implica  que  el  sistema  esta  subamortiguado),  entonces  yr  es 
real  y  positivo,  y  es  facil  verificar  que  M( y)  tiene  un  maximo  en  y,..  A1  sustituir  y,.  en  (13) 
se  tiene 


(16)  M{  yr) 


1 lb 


El  valor  yr/27r  se  llama  la  frecuencia  de  resonancia  para  el  sistema.  Cuando  el  sistema  es 
estimulado  por  una  fuerza  externa  a  esta  frecuencia,  se  dice  que  esta  en  resonancia. 

Para  ilustrar  el  efecto  de  la  constante  de  amortiguamiento  b  sobre  la  curva  de  resonan¬ 
cia,  consideramos  un  sistema  en  que  m  =  k  =  1 .  En  este  caso,  las  curvas  de  respuesta  de  fre¬ 
cuencia  estan  dadas  por 


(17)  M M  =  ^  rT  , 

V(1  -  y2)2  +  b2y2 

y  para  b  <  \/2,  la  frecuencia  de  resonancia  es  y,./27 r  =  ( 1/27t)\ / 1  —  b2/ 2.  La  figura  4.33 
de  la  pagina  222  exhibe  las  graficas  de  las  curvas  de  respuesta  de  frecuencia  para  b  =  1/4, 
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M(7) 


Figura  4.33  Curvas  de  frecuencia  de  respuesta  para  diversos  valores  de  b 


1/2,  1 ,  3/2  y  2.  Observe  que  cuando  b 0  la  magnitud  maxima  de  la  ganancia  de  frecuen¬ 
cia  aumenta  y  la  frecuencia  de  resonancia  y,./27r  para  el  sistema  amortiguado  se  acerca  a 
'S/k/mj  2  77  =  1/277,  la  frecuencia  natural  del  sistema  no  amortiguado. 

Para  entender  lo  que  esta  ocurriendo,  considere  el  sistema  no  amortiguado  (/;  =  0)  con 
termino  de  fuerza  F0  cos  yt.  Este  sistema  queda  descrito  por 


(18) 


+  ky 


F0  cos  yt  . 


Una  solucion  general  de  (18)  es  la  suma  de  una  solucion  particular  y  una  solucion  general 
de  la  ecuacion  homogenea.  En  la  seccion  4.8  mostramos  que  esta  ultima  describe  al  movi- 
miento  armonico  simple: 

(19)  yh(t)  =  A  sen(wf  +  </>),  to  \/kJm  . 

La  formula  para  la  solucion  particular  dada  en  (7)  es  valida  para  b  =  0,  siempre  que 
y  =£  co  =  \/ k I m.  Sin  embargo,  cuando  b  =  0  y  y  =  to,  la  forma  que  usamos  con  los  coe- 
ficientes  determinados  para  deducir  (7)  no  funciona,  debido  a  que  cos  cot  y  sen  cot  son  solu- 
ciones  de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente.  La  forma  correcta  es 
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que  conduce  a  la  solucion 

(21)  yp(t)  =  ^ttsenMt- 

[La  verification  de  (21)  es  directa].  Por  tanto,  en  el  caso  de  resonancia  no  amortiguada 
(cuando  y  =  to),  una  solucion  general  de  (18)  es 

(22)  y(f)  =  A  sen(<wf  +  ip)  +  °  t  sen  ait  . 

2m  to 

Regresando  a  la  cuestion  de  resonancia,  observe  que  la  solucion  particular  en  (21)  oscila 
entre  ±(F0f)/(2mw).  Por  tanto,  cuando  t  — »  +oo  la  magnitud  maxima  de  (21)  tiende  a  oo 
(vease  la  figura  4.34). 


yP 


Figura  4.34  Oscilacion  no  amortiguada  de  la  solucion  particular  en  (21) 


Es  claro  del  analisis  anterior  que  si  la  constante  de  amortiguamiento  b  es  muy 
pequena,  el  sistema  queda  sujeto  a  grandes  oscilaciones  cuando  la  funcion  de  fuerza 
tiene  una  frecuencia  cercana  a  la  frecuencia  de  resonancia  del  sistema.  Son  estas  grandes 
vibraciones  en  la  resonancia  las  que  preocupan  a  los  ingenieros.  De  hecho,  se  sabe  que 
las  vibraciones  de  resonancia  han  provocado  el  rompimiento  de  las  alas  de  los  aviones,  el 
colapso  de  los  puentes1  y  (algo  menos  catastrofico)  que  los  vasos  de  vino  se  hagan  anicos. 

Cuando  el  sistema  masa-resorte  cuelga  verticalmente  como  en  la  figura  4.35  de  la 
pagina  224,  la  fuerza  de  gravedad  debe  tomarse  en  cuenta.  Esto  se  logra  facilmente.  Si  v  se 
mide  hacia  abajo  desde  la  position  en  que  el  resorte  no  esta  estirado,  la  ecuacion  corres- 
pondiente  es 

my"  +  by'  +  ky  =  mg  , 


'Un  analisis  interesante  de  uno  de  tales  desastres,  el  del  puente  Tacoma  Narrows  en  el  estado  de  Washington,  aparece 
en  Differential  Equations  and  Their  Applications ,  cuarta  edicion,  por  M.  Braun  (Springer- Verlag,  Nueva  York, 
1993).  Los  investigadores  siguen  tratando  de  entender  este  desastre;  veanse  los  artfculos  “Large- Amplitude 
Periodic  Oscillations  in  Suspension  Bridges:  Some  New  Connections  with  Nonlinear  Analysis”,  por  A.  C.  Lazer 
y  P.  J.  McKenna,  SIAM  Review,  vol.  32  (1990):  537-578,  o  “Still  Twisting”,  por  Henry  Petroski,  American 
Scientist ,  vol.  19  (1991):  398-401. 
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(a) 


yp  =  mg/k 
i 


mg/k 


(b) 


(c) 


Figura  4.35  Resorte  (a)  en  posicion  natural,  (b)  en  equilibrio,  (c)  en  movimiento 


y  si  el  lado  derecho  se  reconoce  como  un  termino  de  fuerza  sinusoidal  con  frecuencia  nula 
(mg  cos  Of),  entonces  la  respuesta  sincrona  de  estado  estable  es  una  constante  igual  a  yp(t) 
=  mg/k.  Ahora,  si  redefinimos  de  modo  que  y(t)  se  mida  desde  este  nivel  (real)  de  equili¬ 
brio,  como  se  indica  en  la  figura  4.35  (c), 


JWevaM  “  mSlk  > 


entonces  la  ecuacion 

my"  +  by'  +  ky  =  mg  +  Fext(t ) 
se  simplifica;  vemos  que 

wy'nueva  +  ^nueva  +  ^nueva  =  m{y  -  mg/k)"  +  b{y  -  mg/k)’  +  k{y  -  mg/k) 

=  my"  +  by'  +  ky  —  mg 
=  mg  +  Fext(f)  -  mg  , 

o  bien 

(23)  my  nueva  nueva  ^Vnucva  ^ext(^)  ■ 

Asf,  la  fuerza  gravitacional  se  puede  ignorar  si  y(t)  se  mide  desde  la  posicion  de  equilibrio. 
A1  adoptar  esta  convencion,  podemos  eliminar  el  subindice  de  aquf  en  adelante. 

EJEMPLO  2  Suponga  que  el  sistema  masa-resorte  del  ejemplo  1  cuelga  en  forma  vertical.  Determinar  la 
solucion  de  estado  estable. 

SOLUCION  Esto  es  trivial;  la  solucion  de  estado  estable  es  identica  a  la  que  calculamos  antes, 

yp(t)  =  7 7  2°„  7  .  .  ,  sen(4f  +  9) 

V(49  -  160)2  +  (9)  (16) 

[ecuacion  (11)],  pero  ahora  y;,  se  mide  desde  la  posicion  de  equilibrio,  que  es  mg/k  =  10  X 
~  9.8/49  =  2  m  por  debajo  de  la  posicion  del  resorte  sin  estirar.  ■ 


EJEMPLO  3 


Un  peso  de  64  libras  se  une  a  un  resorte  vertical,  haciendo  que  se  estire  3  pulgadas  al  llegar 
al  reposo  en  el  equilibrio.  La  constante  de  amortiguamiento  para  el  sistema  es  3  lb-seg/pie. 
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Se  aplica  una  fuerza  externa  fit)  =  3  cos  12 1  libras  al  peso.  Determinar  la  solucion  de  estado 
estable  para  el  sistema. 

Si  un  peso  de  64  libras  estira  un  resorte  en  3  pulgadas  (0.25  pies),  entonces  la  rigidez  del  resorte 
debe  ser  64/0.25  =  256  libras/pie.  Asf,  si  medimos  el  desplazamiento  desde  el  nivel  (real)  de 
equilibrio,  la  ecuacion  (23)  se  convierte  en 

(24)  my"  +  by'  +  ky  =  3  cos  12 1  , 

con  b  =  3  y  k  =  256.  Pero  recordemos  que  la  unidad  de  masa  en  el  sistema  ingles  es  el  slug, 
que  es  igual  al  peso  dividido  entre  la  constante  de  aceleracion  gravitacional  g  ~  32  pies/ 
seg2  (tabla  3.2,  pagina  110).  Por  tanto,  m  en  la  ecuacion  (24)  es  64/32  =  2  slugs  y  tenemos 

2 y"  +  3 y'  +  256 y  =  3  cos  12 1  . 

La  solucion  de  estado  estable  esta  dada  por  la  ecuacion  (6)  con  F0  =  3  y  y  =  12: 

yJt)  = - - - - [(256  -  2  •  122)cos  I2t  +  3  •  12  sen  12/1 

P  (256  —  2  •  122)2  +  32  •  122  J 

=  -^—(—8  cos  12/  +  9  sen  12/)  .  ■ 

580  v  ' 


EJERCICIOS 


En  I  os  problemas  siguientes,  haga  g  =  32  pies /seg2 
para  el  sistema  ingles  y  g  =  9.8  ml  seg2  para  el  sistema 
mks. 

1.  Bosqueje  la  curva  de  respuesta  de  frecuencia  (13) 
para  el  sistema  en  que  m  =  4,  k  =  1,  b  =  2. 

2.  Bosqueje  la  curva  de  respuesta  de  frecuencia  (13) 
para  el  sistema  en  que  m  =  2,  k  =  3,  b  =  3. 

3.  Determine  la  ecuacion  de  movimiento  para  un  sis¬ 
tema  no  amortiguado  en  resonancia  descrito  por 

d2y 

— V  +  9v  =  2  cos  3 1  ; 

dt2  * 

y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  0  . 

Bosqueje  la  solucion. 

4.  Determine  la  ecuacion  de  movimiento  para  un  sis¬ 
tema  no  amortiguado  en  resonancia  descrito  por 


dry 

— 7  +  v  =  5  cos  t  ; 
dt2  7 

y(0)  =  0  ,  y'(o)  =  1 

Bosqueje  la  solucion. 


5.  Un  sistema  no  amortiguado  queda  descrito  por 


+  ky  =  Fq  cos  yt  ; 


y(0)  =  y'(0)  =  0  , 
donde  y  +  co  '■=  \Zk/m. 

(a)  Determine  la  ecuacion  de  movimiento  del  sis¬ 
tema. 

(b)  Use  identidades  trigonometricas  para  mostrar 
que  la  solucion  puede  escribirse  en  la  forma 


y(t)  = 


2F0 

m((o 2  —  y2) 


(c)  Cuando  y  esta  cerca  de  co,  entonces  co  —  y  es 
pequeno,  mientras  que  co  +  y  es  relativamente 
grande  en  comparacion  con  co  —  y.  Por  tanto, 
y(t)  puede  verse  como  el  producto  de  una  fun- 
cion  sinusoidal  con  variacion  lenta,  sen[(cu  — 
y)t/2\  y  una  funcion  sinusoidal  con  variacion 
rapida,  sen[(<n  +  y)t/ 2].  El  efecto  neto  es  una 
funcion  sinusoidal  y(t)  con  frecuencia  (co  — 
y)/4i t,  que  sirve  como  la  amplitud  variable  con 
el  tiempo  de  una  funcion  sinusoidal  con  fre¬ 
cuencia  (co  +  y)l4,rr.  Este  fenomeno  vibratorio 
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se  conoce  como  latidos  y  se  usa  para  afinar  ins- 
trumentos  de  cuerda.  Este  mismo  fenomeno  se 
llama  en  electronica  modulation  de  la  ampli- 
tud.  Para  ilustrar  este  fenomeno,  bosqueje  la 
curva  y(t)  para  F0  =  32,  m  =  2,  co  =  9  y  y  =  7. 

6.  Deduzca  la  formula  para  yp(t)  dada  en  (21). 

7.  Los  amortiguadores  en  autos,  aviones,  etcetera, 
pueden  describirse  como  sistemas  masa-resorte  for- 
zados  sobreamortiguados.  Deduzca  una  expresion 
analoga  a  la  ecuacion  (8)  para  la  solucion  general  de 
la  ecuacion  diferencial  (1)  cuando  b 2  >  4 mk. 

8.  La  respuesta  de  un  sistema  sobreamortiguado  a  una 
fuerza  constante  queda  descrita  mediante  la  ecuacion 
(1)  con  m  =  2,  b  =  8,  k  =  6,  F0  =  18  y  y  =  0.  Si  el 
sistema  parte  del  reposo  [y(0)  =  y'(0)  =  0],  calcule 
y  bosqueje  el  desplazamiento  y(t).  ^Cual  es  el  valor 
lfmite  de  y(t)  cuando  t  — >  +oo?  Interprete  esto  ffsi- 
camente. 

9.  Una  masa  de  8  kg  se  une  a  un  resorte  que  cuelga 
desde  el  techo,  haciendo  que  el  resorte  se  estire  1.96 
m  hasta  llegar  al  reposo  en  equilibrio.  En  el  instante 
t  =  0  se  aplica  una  fuerza  externa  F(t)  =  cos  2 1  N 
al  sistema.  La  constante  de  amortiguamiento  del  sis¬ 
tema  es  3  N-seg/m.  Determine  la  solucion  de  esta- 
do  estable  para  el  sistema. 

10.  Muestre  que  el  periodo  del  movimiento  armonico 
simple  de  una  masa  que  cuelga  de  un  resorte  es 


2tt\/ l  jg,  donde  1  denota  la  cantidad  (mas  alia  de  su 
longitud  natural)  que  se  estira  el  resorte  cuando  la 
masa  esta  en  equilibrio. 

11.  Una  masa  con  un  peso  de  8  libras  se  une  a  un  resor¬ 
te  que  cuelga  del  techo  y  alcanza  el  reposo  en  su  po¬ 
sition  de  equilibrio.  En  t  =  0  se  aplica  una  fuerza 
externa  F(t)  =  2  cos  2 1  libras  al  sistema.  Si  la  cons¬ 
tante  de  resorte  es  10  libras/pie  y  la  constante  de 
amortiguamiento  es  1  lb-seg/pie,  determine  la  ecua¬ 
cion  de  movimiento  de  la  masa.  ^Cual  es  la  frecuen- 
cia  de  resonancia  para  el  sistema? 

12.  Una  masa  de  2  kg  se  une  a  un  resorte  que  cuelga  del 
techo,  haciendo  que  el  resorte  se  estire  20  cm  hasta 
llegar  al  reposo  en  equilibrio.  En  el  instante  t  =  0,  la 
masa  se  desplaza  5  cm  por  debajo  de  la  position  de 
equilibrio  y  se  libera.  En  este  mismo  instante  se 
aplica  una  fuerza  externa  F{t)  =  0.3  cos  t  N  al  siste¬ 
ma.  Si  la  constante  de  amortiguamiento  para  el  sis¬ 
tema  es  5  N-seg/m,  determine  la  ecuacion  de 
movimiento  para  la  masa.  ^Cual  es  la  frecuencia  de 
resonancia  para  el  sistema? 

13.  Una  masa  que  pesa  32  libras  se  une  a  un  resorte  que 
cuelga  del  techo  y  llega  al  reposo  en  su  position  de 
equilibrio.  En  el  instante  t  =  0  se  aplica  una  fuerza 
externa  F(t)  =  3  cos  At  libras  al  sistema.  Si  la  cons¬ 
tante  de  resorte  es  5  libras/pie  y  la  constante  de 
amortiguamiento  es  2  libras-seg/pie,  determine  la 
solucion  de  estado  estable  para  el  sistema. 


Resumen  del  capitulo 

En  este  capitulo  analizamos  la  teorfa  de  las  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden  con  coe- 
ficientes  constantes  y  presentamos  metodos  para  resolver  estas  ecuaciones.  Tambien  estudia- 
mos  la  description  matematica  de  los  sistemas  mecanicos  en  vibration  y  vimos  como  la 
analogfa  masa-resorte  puede  usarse  para  predecir  caracterfsticas  cualitativas  de  las  solucio- 
nes  a  algunas  ecuaciones  no  lineales  con  coeficientes  variables. 

Las  caracterfsticas  importantes  y  las  tecnicas  de  solucion  para  el  caso  lineal  se  enu- 
meran  a  continuation. 

Ecuaciones  lineales  homogeneas  (coeficientes  constantes) 

ay"  +  by'  +  cy  =  0,  a(¥=  0),  b,  c  constante  . 


Soluciones  linealmente  independientes:  yq,  y2-  Dos  soluciones  yi  y  v2  a  la  ecuacion 
homogenea  en  el  intervalo  I  son  linealmente  independientes  en  I  si  ninguna  de  las  funciones 
es  un  multiplo  de  la  otra  en  I.  Esto  sera  cierto  si  su  Wronskiano, 


Resumen  del  capitulo 
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es  distinto  de  cero  para  algun  (y  por  tanto  para  todo)  t  en  I. 

Solucion  general  de  una  ecuacion  homogenea:  c, y,  +  c2J2-  Si  yl  y  y2  son  soluciones  li- 
nealmente  independientes  de  la  ecuacion  homogenea,  entonces  una  solucion  general  es 


y(t)  =  emit)  +  C2y2(t)  , 


donde  cx  y  c2  son  constantes  arbitrarias. 


Forma  de  la  solucion  general.  La  forma  de  una  solucion  general  para  una  ecuacion  ho¬ 
mogenea  con  coeficientes  constantes  depende  de  las  rafees 


r  1  = 


— b  +  \/b2  —  4 ac 
2  a 


r2  = 


-b  -  Vb2  -  4 ac 

2  a 


de  la  ecuacion  auxiliar 

ar 2  +  br  +  c  =  0  ,  a^O. 

(a)  Cuando  b1  —  4 ac  >  0,  la  ecuacion  auxiliar  tiene  dos  rafees  reales  distintas  r,  y  r2 
y  una  solucion  general  es 

y(t)  =  c ^  +  c2er*  . 

(b)  Cuando  b2  -  4 ac  =  0,  la  ecuacion  auxiliar  tiene  una  rafz  real  repetida  r  =  rx  =  r2 
y  una  solucion  general  es 

y{t)  =  cxert  +  c2ten  . 

(c)  Cuando  b 1  -  4ac  <  0,  la  ecuacion  auxiliar  tiene  rafees  complejas  conjugadas  r  = 
a  ±  i/3  y  una  solucion  general  es 

y(t)  =  cxeM  cos  /3r  +  c2e°“  sen  fit  . 


Ecuaciones  lineales  no  homogeneas  (coeficientes  constantes) 

ay"  +  by'  +  cy  =  g{t) 

Solucion  general  de  una  ecuacion  no  homogenea:  yp  +  ctyx  +  c2y2-  Si  yp  es  una  solucion 
particular  de  la  ecuacion  no  homogenea  y  y  t ,  y2  son  soluciones  linealmente  independientes 
de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente,  entonces  una  solucion  general  es 

y(t)  =  yp{t)  +  +  c2y2(t)  , 

donde  y  c2  son  constantes  arbitrarias. 

Dos  metodos  para  hallar  una  solucion  particular  yp  son  los  de  coeficientes  indetermina- 
dos  y  variacion  de  parametros. 
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Coeficientes  indeterminados:  g(t)  =  pn{t)eat 


.  Si  el  lado  derecho  g(t )  de  una 


ecuacion  no  homogenea  con  coeficientes  constantes  es  un  polinomio  una  exponencial 
de  la  forma  eat,  una  funcion  trigonometrica  de  la  forma  cos  fit  o  sen  fit,  o  cualquier  produc- 
to  de  estos  tipos  de  funciones,  entonces  se  puede  hallar  una  solucion  particular  de  una  for¬ 
ma  adecuada.  La  forma  de  la  solucion  particular  implica  ciertos  coeficientes  por  determinar 
y  depende  de  que  a  +  i(3  sea  una  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  correspondiente.  Vease  el 
cuadro  resumen  en  la  pagina  189.  Los  coeficientes  por  determinar  se  hallan  sustituyendo  la 
forma  en  la  ecuacion  diferencial  e  igualar  los  coeficientes  de  terminos  semejantes. 


Variation  de  parametros:  y(t)  =  viWj’iW  +  LtWjiW.  Si  yi  y  y2  son  dos  soluciones  li- 
nealmente  independientes  de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente,  entonces  una  solu¬ 
cion  particular  de  la  ecuacion  no  homogenea  es 

y(t)  =  "tW^iM  +  v2(t)y2{t)  , 
donde  v\  y  v2  se  determinan  mediante  las  ecuaciones 

v'iyi  +  v2y2  =  o 
v[yi  +  viy'i  =  sit)  I  a  . 

Principio  de  superposition.  Si  y ,  y  y2  son  soluciones  a  las  ecuaciones 

ay"  +  by'  +  cy  =  gj  y  ay"  +  by'  +  cy  =  g2  , 
respectivamente,  entonces  C!  y  |  +  c2  y2  es  una  solucion  de  la  ecuacion 
ay"  +  by'  +  cy  =  +  c2g2  . 

El  principio  de  superposicion  permite  determinar  una  solucion  particular  cuando  el  termino 
no  homogeneo  es  la  suma  de  no  homogeneidades  para  los  que  puedan  calcularse  soluciones 
particulares. 


PROBLEMAS  DE  REPASO 


En 

los  problemas  1-28, 

determine  una  solucion  general 

12. 

2  y" 

"  -  3 y"  - 

-  12y'  +  20y  =  1 

de  la  ecuacion  diferencial  dada. 

13. 

y" 

+  16y  = 

te' 

1. 

y"  +  8 y'  -  9y  =  0 

2. 

49 y" 

+  14y' +  y 

=  0 

14. 

v" 

-  4v’  + 

Iv  =  0 

3. 

4y"  -  4y'  +  lOy  = 

0 

4. 

9y"- 

-  30y'+25y 

=  0 

15. 

3  y" 

+  10y" 

+  9y'  +  2y  =  0 

5. 

6y"  -  lly'  +  3y  = 

0 

6. 

y”  + 

8y'  -  14y  = 

=  0 

16. 

ym 

+  3y"  + 

5y '  +  3y  =  0 

7. 

36y"  +  24y'  +  5y  = 

0 

8. 

25  y" 

+  20y'  +  4y 

=  0 

17. 

y'" 

+  10y'  - 

-  1  ly  =  0 

9. 

\6z" ~  56z'  +  49z  = 

0 

10. 

u"  + 

lit/  =  0  . 

18. 

yW 

=  120/ 

II.1 

t2 x"(t )  +  5  x(t)  =  0 

, 

t 

>  0 

19. 

4  y" 

"  +  8y"  - 

-  lly'  +  3y  =  0 

^Vease  el  analisis  de  las  ecuaciones  de  Cauchy-Euler  en  el  problema  38  de  los  ejercicios  4.3,  en  la  pagina  176. 


Ejercicios  de  escritura  tecnica 
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20.  2y"  —  y  =  t  sen  t 

21.  y"  -  3y'  +  ly  =  It1 2  -  e‘ 

22.  y"  -  8y'  -  33y  =  546  sen  t 

23.  y"{ 6)  +  16y(fl)  =  tan  40 

24.  10 y"  +y'  -  3y  =  t  -  e'l2 

25.  4 y"  -  12 y'  +  9y  =  e5t  +  e3' 

26.  y"  +  6 y'  +  15y  =  e2t  +  75 

27.  Vy"  +  2xy'  —  2y  =  6x~2  +  3x  ,  x  >  0 

28.  =  5x-1y'  —  13x_2y  ,  x  >  0 

En  los  problemas  29-36,  determine  la  solution  al  proble- 
ma  con  valores  initiates  dado. 

29.  y"  +  4 y'  +  7y  =  0 

y(o)  =  l  ,  '  y'(o)  =  -2 

30.  y"(0)  +  2 y'(6)  +  y(6)  =  2  cos  d 

y(0)  =  3  ,  y'(0)  =  0 

31.  y"  —  2 y'  +  lOy  =  6  cos  3 1  —  sen  3 1 

y(0)  ='2  ,  y'(0)  =  -8 

32.  4y"  -  4y'  +  5y  =  0 

y(0)  =  1  ,  y'(0) - 11/2 

33.  y”'  -  12 y"  +  27y'  +  40y  =  0 

y(0)  =  -3  ,  y'(0)  =  -6  ,  y"(o)  =  — 12 

34.  y"  +  5y'  -  14y  =  0 

y(0)  =  5  ,  y'(0)  =  1 


35.  y"(d)  +  y(6)  =  sec  6  ;  y(0)  =  1  ,  y'(o)  =  2 

36.  9y"  +  12y'  +  4y  =  0 

y(0)  =  -3  ,  y'(0)  =  3 

37.  Use  la  analogla  oscilador  masa-resorte  para  decidir 
si  todas  las  soluciones  a  cada  una  de  las  siguien- 
tes  ecuaciones  diferenciales  estan  acotadas  cuando 
t  — »  +  00. 

(a)  y"  +  t4y  =  0  (b)  y"  -  t4y  =  0 

(c)  y"  +  y7  =  0  (d)  y"  +  y8  =  0 

(e)  y"  +  (3  +  sen  t)y  =  0  (f)  y"  +  fy'  +  y  =  0 

(g)  y"  -  fy'  -  y  =  0 

38.  Una  masa  de  3  kg  se  une  a  un  resorte  con  rigidez  k  = 
75  N/m,  como  en  la  figura  4.1,  pagina  152.  La  masa 
se  desplaza  1/4  m  a  la  izquierda  y  recibe  una  veloci- 
dad  de  1  m/ seg  a  la  derecha.  La  fuerza  de  amortigua- 
miento  es  despreciable.  Determine  la  ecuacion  de 
movimiento  de  la  masa  as!  como  su  amplitud,  perio- 
do  y  frecuencia.  ^Cuanto  tiempo  despues  de  su  libe- 
racion  ocurre  que  la  masa  pasa  por  la  posicion  de 
equilibrio? 

39.  Un  peso  de  32  libras  se  une  a  un  resorte  vertical,  ha- 
ciendo  que  se  estire  6  pulgadas  al  llegar  al  reposo  en 
equilibrio.  La  constante  de  amortiguamiento  para  el 
sistema  es  2  libras-seg/pie.  Se  aplica  una  fuerza  ex¬ 
terna  F(t )  =  4  cos  8 1  libras  al  peso.  Determine  la  so¬ 
lution  de  estado  estable  del  sistema.  ^Cual  es  su 
frecuencia  resonante? 


EJERCICIOS  DE  ESCRITURA  TECNICA 


1.  Compare  los  dos  metodos  (coeficientes  indetermina- 
dos  y  variation  de  parametros)  para  determinar  una 
solution  particular  de  una  ecuacion  no  homogenea. 
^Cuales  son  las  ventajas  y  desventajas  de  cada  uno? 


2.  Considere  la  ecuacion  diferencial 

dry  dy 

-^  + 2b—  +  y  =  0  , 

dx “  dx 


donde  b  es  una  constante.  Describa  la  forma  en  que 
cambia  el  comportamiento  de  las  soluciones  a  esta 
ecuacion  cuando  b  varfa. 

3.  Considere  la  ecuacion  diferencial 


d2y 

dx2 


+  cy  =  0  , 


donde  c  es  constante.  Describa  la  forma  en  que  cam¬ 
bia  el  comportamiento  de  las  soluciones  a  esta  ecua¬ 
cion  cuando  c  varfa. 

4.  Para  estudiantes  con  conocimientos  de  algebra  li¬ 
neal:  Compare  la  teorfa  para  ecuaciones  lineales  de 
segundo  orden  con  la  de  sistemas  de  n  ecuaciones  li¬ 
neales  en  n  incognitas  cuya  matriz  de  coeficientes 
tiene  rango  n  -  2.  Use  la  terminologla  del  algebra  li¬ 
neal  (por  ejemplo,  subespacio,  base,  dimension, 
transformation  lineal  y  nucleo.  Analice  ecuaciones 
homogeneas  y  no  homogeneas. 


'  Ver  la  discusion  de  las  ecuaciones  de  Cauchy-Euler  en  el  problema  38  del  ejercicio  4.3  en  la  pagina  176. 
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Proyectos  de  grupo  para  el  capitulo  4 


4.  Coeflcientes  indeterminados  y  aritmetica  compleja 

La  tecnica  de  coeflcientes  indeterminados  descrita  en  la  seccion  4.5  se  puede  mejorar  con  la 
ayuda  de  la  aritmetica  compleja  y  las  propiedades  de  la  funcion  exponencial  compleja.  Las 
formulas  esenciales  son 

e(a+if3),  =  e«(cos  pf  +  l  sen  ^ 


j_  e(a+il3)t  =  (a  +  /J8)e(“+^>  , 

Re  £>+'«'  =  e“f  cos  fit  ,  Im  e{a+ip)t  =  e°“  sen  /3t  , 
y  mas  en  general, 

(1)  Re[(«  +  ib)e{a+ip)']  =  eat(a  cos  fit  —  b  sen  fit)  , 

(2)  Im  [  («  +  ib)e{a+ip)']  =  ea,{b  cos  fit  +  a  sen  fit)  . 


Ahora  consideremos  una  ecuacion  de  segundo  orden  de  la  forma 
(3)  L[y]  ■=  ay"  +  by'  +  cy  =  g  , 


donde  a,  b  y  c  son  numeros  reales  y  g  tiene  la  forma  particular 

(4)  g(t)  =  e°“[{anf‘  +  •  •  •  +  a^t  +  a0)cos  pt  +  (bntn  +  •  •  •  +  bxt  +  60)sen  fit]  , 

donde  los  af  s,  bfs,  a  y  fi  son  numeros  reales.  Tal  funcion  se  puede  expresar  siempre  corno  la 
parte  real  o  imaginaria  de  una  funcion  que  implica  a  la  exponencial  compleja.  Por  ejemplo,  si 
usarnos  la  ecuacion  (1),  se  puede  verificar  rapidamente  que 


(5)  g(t)  =  Re[G(f)]  , 
donde 

(6)  G(t )  =  e(a~lp),[{an  +  ib„)f’  +  •  •  •  +  (ai  +  ib^t  +  (a0  +  ib„)]  . 

Ahora,  supongase  por  el  momento  que  podemos  hallar  una  solucion  con  valores  complejos  Y 
de  la  ecuacion 

(7)  L[Y]  =  aY"  +  bY'  +  cY  =  G  . 

Entonces,  corno  a,  b  y  c  son  numeros  reales,  obtenemos  una  solucion  y  de  (3)  con  valores 
reales,  considerando  la  parte  real  de  Y;  es  decir,  y  =  Re  Y  resuelve  (3).  (Recuerde  que  en  el  le- 
rna  2,  pagina  170,  demostramos  este  hecho  para  ecuaciones  homogeneas).  Asf,  necesitamos  en- 
focarnos  solo  en  determinar  una  solucion  de  (7). 

El  metodo  de  coeflcientes  indeterminados  implica  que  cualquier  ecuacion  diferencial  de  la 
forma 

(8)  L[Y\  =  e^a±'^l[(an  +  ibn)tn  +  •••  +  (r/j  +  ibf)t  +  (g0  +  ib0 )] 
tiene  una  solucion  de  la  forma 

(9)  Yp{t)  =  tse{a±ip),[Antn  +  +  Axt  +  A0]  , 

donde  A„, . .  . ,  A0  son  constantes  complejas  y  s  es  el  rnenor  entero  no  negativo  tal  que  ningun 
termino  en  (9)  sea  solucion  (compleja)  de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente  L[Y\  =  0. 
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Podemos  determinar  las  constantes  incognitas  A,-  sustituyendo  (9)  en  (8)  e  igualando  los  coe- 
ficientes  de  terminos  semejantes.  Con  estos  hechos  en  mente,  podemos  (pagando  el  precio  del 
uso  de  la  aritmetica  compleja)  evitar  los  metodos  de  la  seccion  4.5  y  evitar  la  poco  placentera 
tarea  de  calcular  derivadas  de  una  funcion  como  e3,(2  +  3t  +  r)sen(2f),  que  incluye  factores 
exponenciales  y  trigonometricos. 

Realice  este  procedimiento  para  determinar  soluciones  particulares  de  las  siguientes  ecua- 
ciones: 

(a)  y"  +  y  =  e~r(cos  2t  —  3  sen  2 1)  . 

(b)  y"  -  2/  +  lOy  =  te'sen  3 1  . 

El  uso  de  la  aritmetica  compleja  no  solo  rnejora  los  calculos  sino  que  muestra  su  utilidad 
al  analizar  la  respuesta  de  un  sistema  lineal  a  una  entrada  sinusoidal.  Los  ingenieros  electricos 
han  hecho  buen  uso  de  esto  en  su  estudio  de  los  circuitos  RLC  introduciendo  el  concepto  de  la 

impedancia. 


B.  Una  alternativa  al  metodo  de  coeficientes 
indeterminados' 

Sea 

L[y]  =  y"  +  by'  +  cy  =  g(t) 

una  ecuacion  general  no  homogenea  con  coeficientes  constantes.  El  proyecto  anterior  dernos- 
tro  que  cualquiera  de  las  formas  que  aparece  en  la  seccion  4.5  (es  decir,  las  formas  permisibles 
para  la  no  homogeneidad  g(t)  que  hacen  de  la  ecuacion  susceptible  al  metodo  de  coeficientes  in¬ 
determinados)  se  puede  expresar  en  la  forma  generica 

g{t)  =  R e[pn{t)eyt]  , 

donde  pn(t)  es  un  polinomio  complejo  de  grado  n  y  y  es  una  constante  compleja.  [Veanse  las 
ecuaciones  (5)  y  (6)  del  Proyecto  A].  Esto  sugiere  que  un  cambio  de  variable  dependiente  de 
la  forma 


Y(t)  =  V(t)eyt 

podria  simplificar  la  ecuacion  (compleja)  L[Y](t)  =  pn(t)eyt,  pues  cada  uno  de  los  terminos 
Y' ,  Y"  contendrian  el  factor  exponencial  cornun  eyr,  que  entonces  se  cancelarfa  en  la  ecuacion: 

r  =  V'ey‘  +  yVeyt  , 

Y"  =  V"eyl  +  2yV'ey'  +  y2Veyt  , 

L[Veyt]  =  ( V "  +  2yV'  +  y2V)eyt  +  b{V'  +  yV)eyt  +  cVey‘  =  p„(t)eyt  . 

Despues  de  reordenar,  podemos  enfrentar  una  tarea  mas  sencilla,  la  de  resolver  una  ecuacion 
con  coeficientes  constantes  con  una  no  homogeneidad  polinomial: 

(10)  V"  +  aV'  +  13V  =  p„(t)  —  Qnt'1  +  an  —  \tn  1  +  +  ci\t  +  ciq  , 

donde  a  ~  2y  +  b  y  P  =  y2  +  by  +  c. 


Sugerido  en  artfculos  de  E.  R.  Love  y  R.  C.  Gupta 
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La  ecuacion  (10)  se  puede  resolver  directamente  mediante  la  siguiente  estrategia.  Calcu- 
lamos  sus  primeras  n  derivadas,  reduciendo  el  polinomio  a  una  constante: 

V'"  +  aV"  +  /3V'  =  na„t "  1  +  (n  —  \)an-\tu  +  +  flj 

+  aV'"  +  fiV"  =  n{n  —  1  )a„t"~2  +  (n  —  1 )(«  —  2)a„_y”-3  +  •  •  ■  +  2  a2 

y("+l)  +  crL  M  +  =  n\cint 

y(»+2)  +  ay(»+i)  +  ^yM  =  „!an  . 

Ahora,  si  /3  0,  la  ultima  ecuacion  tiene  una  solucion  y<”)(f)  =  constante  =  nlajfi ;  es- 

to  puede  sustituirse  en  la  penultima  ecuacion  [junto  con  el  hecho  de  que  y("  +  1)  =  0]  para  ob- 
tener  y(”_  1  al  continuar  esta  sustitucion  regresiva  obtendremos  una  formula  para  V(t)  [usando 
la  ecuacion  (10)]. 

Por  otro  lado,  si  /3  =  0  pero  cr  A  0,  la  ultima  ecuacion  tiene  una  solucion  V{"+ 1  ’(t)  =  cons¬ 
tante  =  nlaja.  A  su  vez,  esto  puede  sustituirse  en  la  penultima  ecuacion  para  obtener  V'n)  (re- 
cuerde  que  /3  =  0)  y  asf  sucesivamente,  hasta  llegar  a  la  primera  ecuacion,  lo  que  proporciona 
una  formula  para  V'(t).  Una  integracion  simple  (con  la  constante  aditiva  usual)  nos  da  V{t). 

Por  ultimo,  si  a  y  (3  son  ambos  nulos,  no  hay  necesidad  de  implantar  este  proceso  de- 
bido  a  que  la  ecuacion 

V"  =  pn{t) 

se  puede  resolver  directamente  con  dos  integraciones. 

Realice  este  procedimiento  para  determinar  soluciones  particulares  a  las  siguientes  ecua¬ 
ciones. 

(a)  y"  +  3v'  +  2y  =  3t  +  1  . 

(b)  y"  +y’  =3t  +  l  . 

(c)  y"  =  3t  +  1  . 

(d)  y"  -  y’  -  12 y  =  eA'  . 

(e)  y"  +  2 y’  -3 y=  ( t 2  +  3 t)e'  . 

(f)  y"  +  2 y’  —  3 y  =  t2  cos  irt  . 

(g)  y"  +  2 y'  —  3y  =  2tel  sen  t  —  e'cos  t  . 

(h)  y"  -  2 y'  +  lOy  =  te‘  sen  3 1  . 

(i)  y"  +  y  =  e-,[cos  2t  —  3  sen  2 1\  . 

Explique  el  significado  de  la  constante  de  integracion  para  el  caso  /3  =  0.  /.Que  ocurrio 
con  el  factor  “fv”  mencionado  en  la  seccion  4.4? 


C.  Metodo  de  convolucion 

La  convolucion  de  dos  funciones  g  y/es  la  funcion  g*f  definida  por 

G g*f)(t):=  [  g(t  ~  v)f(v)dv  . 

?o 

El  objetivo  de  este  proyecto  es  mostrar  como  usar  las  convoluciones  para  obtener  una  solu¬ 
cion  particular  a  una  ecuacion  no  homogenea  de  la  forma 


(11)  ay"  +  by'  +  cy  =  f(t)  , 
donde  a,  b  y  c  son  constantes,  a  =b  0. 
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(a)  Use  la  regia  de  Leibniz, 

-j-  I  h(t,v)dv  =  [  ^(t,v)dv  +  hit,  t)  , 
dt  Ja  Ja  dt 

para  mostrar  que 

(y  */)'W  =  (y'  */)0)  +  y(0)/(r) 

y 

(y  */)"(*)  =  (y"  */)W  +  y'(o)/W  +  y(o)/'W  , 

suponiendo  que  v  y/son  suficientemente  diferenciables. 

(b)  Sea  ys(0  la  solucion  de  la  ecuacion  homogenea  av"  +  by'  +  cy  =  0  que  satisface 
ys{0)  =  0,  y'(0)  =  1/a.  Muestre  que  ys*fe s  la  solucion  particular  de  la  ecuacion 
(11)  que  satisface  y(0)  =  y'( 0)  =  0. 

(c)  Sea  yk(t)  la  solucion  de  la  ecuacion  homogenea  ay"  +  by'  +  cy  =  0  que  satisface 
y(0)  =  Y0,y'{  0)  =  y  sea  ys  corno  se  definio  en  la  parte  (b).  Muestre  que 

( ys*f)(t )  +  y*M 

es  la  unica  solucion  al  problema  con  valores  iniciales 
(12)  ay"  +  by'  +  cy  =  f{t)  ;  y(0)  =  Y0  ,  y'(0)  =  Yt  . 

(d)  Use  el  resultado  de  la  parte  (c)  para  determinar  la  solucion  de  cada  uno  de  los  si- 
guientes  problemas  con  valores  iniciales.  Realice  todas  las  integraciones  y  exprese 
sus  respuestas  en  terminos  de  funciones  elementales. 

(i)  y"  +  y  =  tan  t  ;  y(0)  =  0  ,  y'(0)  =  -1  . 

(ii)  2y"  +  y'  -  y  =  e~*  sen  t  ;  y(o)  =  1  ,  y'(0)  =  1  . 

(iii)  y"  -  2y'  +  y  =  Vte'  ;  y(0)  =  2  ,  y'(0)  =  0  . 


D.  Linealizacion  de  problemas  no  lineales 

Un  punto  de  vista  util  para  analizar  una  ecuacion  no  lineal  consiste  en  estudiar  su  ecuacion  li- 
nealizada,  que  se  obtiene  reemplazando  los  terminos  no  lineales  mediante  aproximaciones  li¬ 
neales.  Por  ejemplo,  la  ecuacion  no  lineal 

(13)  —  +  sen  0  =  0  , 
dt 2 

que  describe  el  movimiento  de  un  pendulo  simple,  tiene 

(14)  +  e  =  o 
dt 

como  linealizacion  para  6  pequena.  (El  termino  no  lineal  sen  0  ha  sido  reemplazado  por  la 
aproximacion  lineal  6). 

Una  solucion  general  de  la  ecuacion  (13)  utiliza  las  funciones  elfpticas  de  Jacobi 
(vease  el  Proyecto  G),  que  son  algo  complicadas,  de  modo  que  trataremos  de  aproxi- 
mar  las  soluciones.  Para  esto  usaremos  dos  metodos:  las  series  de  Taylor  y  las  lineali- 
zaciones. 
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(a)  Deduzca  los  primeros  seis  terminos  de  la  sene  de  Taylor  en  tomo  de  t  —  0  de  la  solu¬ 
tion  a  la  ecuacion  (13)  con  condiciones  iniciales  0(0)  =  7r / 12,  d’( 0)  =  0.  (El  metodo 
de  las  series  de  Taylor  se  analiza  en  el  proyecto  A  del  capitulo  1  y  la  section  8.1). 

(b)  Resuelva  la  ecuacion  (14)  sujeta  a  las  rnismas  condiciones  iniciales  0(0)  =  ir/12, 
0'(O)  =  0. 

(c)  En  los  mismos  ejes  de  coordenadas,  grafique  las  dos  aproximaciones  determinadas 
en  las  partes  (a)  y  (b). 

(d)  Analice  las  ventajas  y  desventajas  del  metodo  de  series  de  Taylor  y  el  rnetodo  de  li¬ 
nearization. 

(e)  De  una  linearization  para  el  problema  con  valores  iniciales. 

x"{t)  +  0. 1  [  1  —  x2(i)]x'(t)  +  x(t)  =  0  A'(0)  =  0.4  ,  x"'(o)  =  0  , 

para  x  pequena.  Resuelva  este  problema  linealizado  para  obtener  una  aproximacion 
al  problema  no  lineal. 


Ecuaciones  no  lineales  que  pueden  resolverse  mediante 
tecnicas  de  primer  orden 


Ciertas  ecuaciones  no  lineales  de  segundo  orden  (a  saber,  aquellas  que  carecen  de  variables  de- 
pendientes  o  independientes)  pueden  resolverse  reduciendolas  a  un  par  de  ecuaciones  de  pri¬ 
mer  orden.  Esto  se  lleva  a  cabo  haciendo  la  sustitucion  w  =  dy/dx,  donde  x  es  la  variable 
independiente. 


(a)  Para  resolver  una  ecuacion  de  la  forma  y"  =  F(x,  y')  donde  falta  la  variable  depen- 
diente  y,  hacemos  w  =  y'  (de  rnodo  que  w'  =  y"),  obteniendo  el  par  de  ecuaciones 

w'  =  F(x,  w )  , 


y1  =  w  . 

Como  w'  =  F(x,  w)  es  una  ecuacion  de  primer  orden,  disponemos  de  las  tecnicas  del 
capitulo  2  para  resolver  en  terminos  de  w(x).  Una  vez  determinada  w(x),  la  integra- 
mos  para  obtener  v(x‘). 

Use  este  metodo  para  resolver 


(15) 

(16) 


2xy"  —  y'  +  -7  =  0  , 


x>  0 


(b)  Para  resolver  una  ecuacion  de  la  forma  y"  =  F(y,  y')  en  donde  falta  la  variable  in¬ 
dependiente  x,  hacemos  w  =  dy/dx  para  obtener,  usando  la  regia  de  la  cadena, 

d2y  dw 
dx1  dx 

Asi,  y"  =  F{y,  y')  es  equivalente  al  par  de  ecuaciones 
dw 


dw  dy  dw 

dy  dx  dy 


dy 

dx 


dy 


F(y F 


En  la  ecuacion  (15),  observe  que  y  juega  el  papel  de  la  variable  independiente ;  por 
tanto,  al  resolverla  se  obtiene  vv(y).  Luego,  al  sustituir  w(y)  en  (16),  obtenemos  una 
ecuacion  separable  que  determina  a  y(x‘). 

Con  este  metodo,  resuelva  las  siguientes  ecuaciones. 


(i)  2y 


dry 

dx2 


(ii) 


d~  v  dy 

— 2  +  y  — 

dx -  '  dx 
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(c)  Cable  suspendido.  En  el  estudio  de  un  cable  suspendido  entre  dos  puntos  fijos  (vea- 
se  la  figura  4.36),  aparece  el  problema  con  valores  iniciales 


^  =  i ,  1  +  f-T 

dx~  a  V  \dxj 


y{0)  =  a  ,  y'{ 0)  =  0  , 


donde  ( #  0)  es  constante.  Resuelva  este  problema  con  valores  iniciales  en  terminos 
de  y.  La  curva  resultante  se  llama  catenaria. 


Figura  4.36  Cable  suspendido 


x 


F.  Reingreso  del  Apolo 

Alar  Toomre,  Massachussets  Institute  of  Technology 

Cada  vez  que  los  astronautas  de  las  naves  Apolo  regresaban  de  la  Luna  en  la  decada  de  1970, 
tern'an  cuidado  en  ingresar  a  la  atmosfera  de  la  Tierra  a  lo  largo  de  una  trayectoria  que  formase 
un  pequeno  angulo  a  con  la  horizontal.  (Vease  la  figura  4.37).  Esto  era  necesario  para  evitar 
fuerzas  “g”  intolerablemente  grandes  durante  su  reingreso. 


a 

L 


Figura  4.37  Trayectoria  de  reingreso 


Para  apreciar  las  bases  de  su  preocupacion,  considere  el  problema  idealizado 


d2s 

dt2 


-KeslH 


2 


donde  K  y  H  son  constantes  y  la  distancia  s  se  mide  hacia  abajo  desde  algun  punto  de  referen¬ 
da  sobre  la  trayectoria,  como  se  muestra  en  la  figura.  Esta  ecuacion  aproximada  pretende  que 
la  unica  fuerza  sobre  la  capsula  durante  el  reingreso  es  la  resistencia  del  aire.  Para  un  cuerpo 
como  el  Apolo,  la  resistencia  es  proporcional  al  cuadrado  de  la  velocidad  y  a  la  densidad  at- 
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mosferica  local,  que  decae  exponencialmente  con  la  altura.  Intuitivamente,  serfa  de  esperar  que 
la  desaceleracion  predicha  por  este  modelo  dependeria  fuertemente  de  la  constante  K  (que  to- 
ma  en  cuenta  la  masa  y  el  area  del  vehi'culo,  entre  otras  cosas);  pero  de  manera  notable,  para 
capsulas  que  entran  a  la  atmosfera  (en  “s  =  — oo”)  con  una  velocidad  cornun  V0,  la  desacele¬ 
racion  maxima  resulta  ser  independiente  de  K. 

(a)  Verifique  esta  ultima  afirmacion  demostrando  que  esta  desaceleracion  maxima  no  es 
mas  que  Vl/(eH).  [ Sugerencia :  La  variable  independiente  t  no  aparece  en  la  ecua¬ 
cion  diferencial,  de  rnodo  que  es  util  hacer  la  sustitucion  v  =  ds/dt;  vease  el  pro- 
yecto  E,  parte  (b)]. 

(b)  Verifique  tambien  que  en  el  instante  de  mayor  desaceleracion,  cualquiera  de  estas 
naves  viajara  precisamente  a  la  velocidad  V0/  Ve,  habiendo  perdido  casi  40%  de  su 
velocidad  original. 

(c)  Use  los  datos  plausibles  V0  =  H  krn/seg  y  H  =  10/(sen  a)  km,  estime  cuan  peque- 
no  debe  elegirse  a  para  no  perturbar  a  los  viajeros  que  retornan  con  no  mas  de  10  g. 


G.  Pendulo  simple 

En  la  seccion  4.7  analizamos  el  pendulo  simple  consistente  en  una  masa  m  suspendida  por  una 
varilla  de  longitud  €  con  masa  despreciable  y  obtuvimos  el  problema  no  lineal  con  valores 
iniciales 


d20  g 

(17)  —  +  |sen  0  =  0  ;  0(0)  =  a  ,  0'(O)  =  0  , 

donde  g  es  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad  y  6(t )  es  el  angulo  que  forma  la  varilla  con  la 
vertical  en  el  instante  t  (vease  la  figura  4.18,  pagina  204).  En  este  caso  se  supone  que  la  masa 
se  libera  con  velocidad  nula  con  un  angulo  inicial  a,  0  <  a  <  it.  Queremos  determinar  la 
ecuacion  de  movimiento  para  el  pendulo  y  su  periodo  de  oscilacion. 


(a)  Use  la  ecuacion  (17)  y  el  lerna  de  la  integral  de  la  energfa  analizado  en  la  seccion 
4.7  para  mostrar  que 

M2  2  g 

)  =  -^r(c os  6  —  cos  a) 


dt  J 

y  por  tanto 
dt  =  — 


d6 


^  V  cos  6  —  cos  a 

(b)  Use  la  identidad  trigonometrica  cos  x  =  1  —  2  sen2(x/2)  para  expresar  dt  corno 


dt  =  — \  — 


1  € 


de 


8  \/ sen2(a/2)  —  sen2(0/2) 


(c)  Haga  el  cambio  de  variable  sen(0/2)  =  sen(a/2)  sen  cf>  para  escribir  dt  en  la  forma 


(18)  dt  ~  — ,  donde  k  '■=  sen  {a/2)  . 

’  ^  \J  \  —  ic  sen2  4> 

(d)  El  periodo  P(a )  del  pendulo  se  define  corno  el  tiernpo  necesario  para  que  el  pendulo 
oscile  desde  un  extremo  hasta  el  otro  y  regrese  (es  decir,  de  a  a  —  a  y  de  regreso  a 
a).  Muestre  que  el  periodo  de  oscilacion  esta  dado  por 
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(19) 


P{a) 


'  ’TT / 2  dcf> 

o  \/l  —  Arsen2  4> 


donde  A:  :=  sen(a/2).  [ Sugerencia :  El  periodo  es  justamente  cuatro  veces  el  tiempo 
que  tarda  el  pendulo  en  ir  de  6  =  0  hasta  6  =  a]. 

La  integral  en  (19)  se  llama  una  integral  elfptica  del  primer  tipo  y  se  denota  por 
F{k,  tt/I).  Como  es  de  esperar,  el  periodo  del  pendulo  simple  depende  de  la  longitud 
(  de  la  varilla  y  el  desplazamiento  inicial  a.  De  hecho,  al  verificar  la  tabla  de  inte- 
grales  elipticas  mostrara  que  el  periodo  casi  se  duplica  cuando  el  desplazamiento 
inicial  se  incrementa  de  77/8  hasta  15-7t/16  (para  £  fija).  ^Que  ocurre  cuando  a  tien- 
de  a  7 r? 


(e)  Integre  la  ecuacion  (18)  para  mostrar  que 


(20) 


—  t  + 


P(a)  _  ds  ft 

4  '8.0  \/ 1  —  A:2  sen2  s  ’  8 


F{k ,  0)  . 


Para  k  fijo,  F(k,  cf> )  tiene  una  “inversa”,  denotada  sn(A:,M),  que  satisface  u  =  F(k,  4>)  si 
y  solo  si  sn(k,u)  =  sen  <b.  La  funcion  sn(A:,  it)  es  una  funcion  elfptica  de  Jacobi  y 
tiene  muchas  propiedades  que  recuerdan  a  las  de  la  funcion  seno.  Use  la  funcion 
elfptica  de  Jacobi  sn(A:,  u)  y  exprese  la  ecuacion  de  movimiento  para  el  pendulo  en  la 
forma 


(21) 


6  =  2  arcsen 


k. 


donde  k  '■=  sen(a/2). 


0  <  t  < 


P(<*) 

4 


H.  Comportamiento  asintotico  de  las  soluciones 

En  la  aplicacion  de  la  teoria  de  sistemas  lineales  a  problemas  mecanicos  encontramos  la  ecua¬ 
cion 

(22)  y"  +  py'  +  qy  =  f{t)  , 

donde  p  y  q  son  constantes  positivas  con  p2  <  4 q  y  f(t)  es  una  funcion  de  fuerza  para  el  siste- 
rna.  En  rnuchos  casos  es  importante  que  el  ingeniero  de  diseno  sepa  que  una  funcion  de  fuer¬ 
za  acotada  de  lugar  solo  a  soluciones  acotadas.  Mas  especfficamente,  ^corno  afecta  el 
comportamiento  d ef(t)  para  valores  grandes  de  t  al  comportamiento  asintotico  de  la  solucion? 
Para  responder  esta  cuestion,  haga  lo  siguiente: 

(a)  Muestre  que  la  ecuacion  homogenea  asociada  a  la  ecuacion  (22)  tiene  dos  solucio¬ 
nes  linealmente  independientes  dadas  por 

e“'cos  /3f  ,  e“fsen  [5t  , 

donde  a  =  —p/2  <  0  y  [3  =  \\/ 4 q  —  p1  . 

(b)  Sea  (f)(t )  una  funcion  continua  definida  en  el  intervalo  [0,  00).  Use  la  formula  de  va- 
riacion  de  parametros  para  mostrar  que  cualquier  solucion  a  (22)  en  [0,  00)  se  puede 
expresar  en  la  forma 


J-L  LUiU  ‘id 


jray-Liia. 
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(23)  y(t)  =  cxea'  cos  fit  +  c2eat  sen  fit 

~^e°“  cos  fit  I  f(v)e~av  sen  fivdv 
P  Jo 

+  ^eat  sen  fit  [  f{v)e~av  cos  fivdv  . 

P  Jo 

(c)  Suponiendo  que/'esta  acotada  en  [0,  oo)  (es  decir,  existe  una  constante  K  tal  que 

|  f(v  )|  <  K  para  toda  v  >  0)  use  la  desigualdad  del  triangulo  y  otras  propiedades 
del  valor  absoluto  para  mostrar  que  y(t)  dada  en  (23)  satisface 

|yWl  =s(ki|  +  \c2\)ea>  +  |^(1  -  e«) 

l“l  P 

para  toda  t  >  0. 

(d)  De  rnanera  similar,  muestre  que  si  /((f)  y  f2(t)  son  dos  funciones  continuas  y  acota- 
das  en  [0,  oo)  tales  que  \  f\(t)  —  /2(f)|  <  e  para  toda  t  >  f0  y  si  />,  es  una  solucion 
de  (22)  con  4>  =  f\  yf2  es  una  solucion  de  (22)  con  cf>  =  f2,  entonces 

<h(t)\  ^  Meat  +  |^(1  - 

para  toda  t  >  f0,  donde  M  es  una  constante  que  depende  de  <f>i  y  </2  pero  no  de  f. 

(e)  Ahora,  suponga  que  /(f)  —>  F0  cuando  f  —>  +oo,  donde  F0  es  una  constante.  Use  el 
resultado  de  la  parte  (d)  para  demostrar  que  cualquier  solucion  cf>  de  (22)  debe  satis- 
facer  />(f)  — »  F0/q  cuando  f  — »  +  oo.  [Sugerencia:  Elija  f\  =  /  f2  =  F0 ,  <pi  =  <fi, 

<t>2  -  F0/q]. 


Introduccion  a  los  sistemas 
y  el  analisis  del  piano  fase 


5.1  TANQUES  INTERCONECTADOS 


Dos  grandes  tanques,  cada  uno  de  los  cuales  contiene  24  litros  de  una  solucion 
salina,  estan  conectados  entre  si  mediante  unos  tubos,  como  se  muestra  en  la 
figura  5.1.  El  tanque  A  recibe  agua  pura  a  razon  de  6  litros/minuto  y  el  liquido 
sale  del  tanque  B  con  la  misma  razon;  ademas,  se  bombean  8  litros/minuto  de 
liquido  del  tanque  A  al  tanque  B  y  2  litros/minuto  del  tanque  B  al  tanque  A. 
Los  liquidos  dentro  de  cada  tanque  se  mantienen  bien  revueltos,  de  modo  que 
cada  mezcla  es  homogenea.  Si  en  un  principio  la  solucion  salina  en  el  tanque  A 
contiene  x„  kg  de  sal  y  la  del  tanque  B  contiene  inicialmente  y0  kg  de  sal,  deter- 
minar  la  masa  de  sal  en  cada  tanque  en  el  instante  /  >  0. 


6  L/min 


A 
x«) 
24  L 


*(0)  =  x0  kg 


8  L/min 


2  L/min 


y(t) 

24  L 

y(0)  =  y0  kg 

-  6  L/min 

Figura  5.1  Tanques  interconectados 


Observe  que  el  volumen  de  liquido  en  cada  tanque  es  constante  e  igual  a  24  litros,  debido  al 
equilibrio  entre  las  razones  de  entrada  y  salida.  Por  lo  tanto,  tenemos  dos  funciones  incogni¬ 
tas  de  t:  la  masa  de  sal  x{t)  en  el  tanque  A  y  la  masa  de  sal  y(t)  en  el  tanque  B.  Si  centramos 
nuestra  atencion  en  un  tanque  a  la  vez,  podemos  deducir  dos  ecuaciones  que  relacionen  estas 
incognitas.  Como  el  sistema  es  alimentado  con  agua  pura,  esperamos  que  el  contenido  de  sal 
de  cada  tanque  tienda  a  cero  cuando  t  — »  +oo. 
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Para  formular  las  ecuaciones  de  este  sistema,  igualamos  la  razon  de  cambio  de  sal  en 
cada  tanque  con  la  razon  net  a  con  la  que  se  transfiere  la  sal  a  ese  tanque.  La  concentration 
de  sal  en  el  tanque  A  es  [  x(f) / 24  ]  [kg/litro] ,  de  modo  que  el  tubo  superior  saca  sal  del  tanque 
A  a  razon  de  [8x/24]  [kg/minuto];  de  manera  similar,  el  tubo  inferior  lleva  sal  al  tanque  A  a 
razon  de  [2y/24]  [kg/minuto]  (la  concentracion  de  sal  en  el  tanque  B  es  [y/24]  [kg/litro)]. 
El  flujo  de  agua  pura,  por  supuesto  no  transfiere  sal  (simplemente  mantiene  el  volumen  del 
tanque  A  en  24  litros).  Por  nuestra  premisa, 

dx 

—  =  razon  de  entrada  —  razon  de  salida  , 
dt 


de  modo  que  la  razon  de  cambio  de  la  masa  de  sal  en  el  tanque  A  es 

dx  2  8  1  1 

~dt  ~  24y  ~  24X  ~  J2y  ~  3X  ' 


La  razon  de  cambio  de  sal  en  el  tanque  B  se  determina  mediante  los  mismos  tubos  de  cone- 
xion  y  por  el  tubo  de  drenado,  que  saca  [6y/24]  [kg  /minuto]: 


dy  _  8  2 

dt  ~  24X  ~  24y 


1 


1 


24y=3X~3y- 


Asf,  los  tanques  interconectados  quedan  descritos  mediante  un  sistema  de  ecuaciones 
diferenciales: 


(1) 


,  1  ,  1 
*  =~3X+12-V 


1 


1 


y  =  3*_3y 


Aunque  ambas  incognitas  x(t)  y  y(t)  aparecen  en  cada  una  de  las  ecuaciones  (1)  (estan  “aco- 
pladas”),  la  estructura  es  tan  transparente  que  podemos  obtener  una  ecuacion  solo  en  termi- 
nos  de  y,  despejando  x  en  la  segunda  ecuacion, 

(2)  x  =  3 y'  +  y  , 

y  sustituyendo  (2)  en  la  primera  ecuacion  para  eliminar  x: 

(3 y'  +y)'  =  -|(3 y'+y)  +  ^y  , 

3y"  +y'  =  ~y'  -  fy  +  , 

O 

3y"  +  2y'  +  =  0  . 

Esta  ultima  ecuacion,  que  es  lineal  con  coeficientes  constantes,  se  resuelve  facilmente  me¬ 
diante  los  metodos  de  la  seccion  4.2  Como  la  ecuacion  auxiliar 
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tiene  rarces  —1/2,  — 1/6,  una  solucion  general  es 

(3)  y(t)  =  cie~*l2  +  c2e^6  . 

Una  vez  determinada  y,  usamos  la  ecuacion  (2)  para  deducir  una  formula  para  x: 

(4)  x(t)  =  3 (- y^f/2  -  §c  V)  +  cie-'/2  +  c2,-'/6  =  -^cie-'/2  +  \c^  . 

Las  formulas  (3)  y  (4)  contienen  dos  parametros  indeterminados,  c,  y  c2,  que  podemos 
ajustar  para  cumplir  con  las  condiciones  iniciales  dadas: 

*(0)  =  -  \cx  +  | c2  =  x0  ,  y(0)  =  cj  +  c2  =  y0  , 


o 


Cl 


y0  -  2x0 


C2 


y0  +  2x0 


Asl,  las  masas  de  sal  en  los  tanques  A  y  B  en  el  instante  t  son,  respectivamente, 


x(t)  = -(y±z^y.n+ , 

y(t)  -  . 


El  procedimiento  de  eliminacion  que  utilizamos  para  resolver  este  ejemplo  se  genera- 
liza  y  formaliza  en  la  siguiente  seccion,  para  hallar  soluciones  de  todos  los  sistemas  li- 
neales  con  coeficientes  constantes.  Ademas,  en  secciones  posteriores  mostraremos  la 
forma  de  extender  los  algoritmos  numericos  para  ecuaciones  de  primer  orden  a  siste¬ 
mas  generates  y  veremos  aplicaciones  a  los  osciladores  acoplados  y  los  circuitos  elec- 
tricos. 

Es  interesante  observar  en  (5)  que  todas  las  soluciones  del  problema  de  tanques  in- 
terconectados  tienden  a  la  solucion  constante  x(t)  =  0,  y(t)  =  0  cuando  t  — >  +oo,  lo  que 
es  consistente  con  nuestras  expectativas  fisicas.  Esta  solucion  constante  se  identificara 
como  una  solucion  de  equilibria  estable  en  la  seccion  5.4,  donde  presentamos  el  analisis 
del  piano  fase.  Para  una  clase  general  de  sistemas  es  posible  identificar  y  clasificar  los  equi- 
librios  y  obtener  as!  informacion  cualitativa  acerca  de  las  demas  soluciones,  aunque  no  po- 
damos  resolver  el  sistema  de  manera  explrcita. 

La  ultima  seccion  de  este  caprtulo  proporciona  una  introduccion  a  una  moderna  area  de 
las  matematicas  conocida  como  la  teorfa  de  caos. 


5.2  METODO  DE  ELIMINACION  PARA  SISTEMAS 
CON  COEFICIENTES  CONSTANTES 

dy  d 

La  notacion  y'(t)  =  ^  =  v  fue  disenada  para  sugerir  que  la  derivada  de  una  funcion  y  es 
el  resultado  de  operar  la  funcion  con  el  operador  diferencial  -y-.  De  hecho,  las  segun- 


J-L  LUiU  O 


D/3/UO 


-L  <J  •  ±  O 


Jr  ciy  z.  4  z. 
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das  derivadas  se  forman  iterando  la  operacion:  y"(t)  = 


d2y 


d  d 


dt2  dt  dt 


y.  Por  lo  general,  se  usa 


el  srmbolo  D  en  vez  de  — ,  y  la  ecuacion  diferencial  de  segundo  orden 


y"  +  4y’  +  3y  =  0 


se  representa1  mediante 

D2y  +  4 Dy  +  3y  =  ( D 2  +  4  D  +  3)[y]  =  0. 

Asr,  hemos  adoptado  en  forma  implrcita  la  convencion  de  que  el  “producto”  D  por  D. 
se  interpreta  como  la  composition  de  D  consigo  mismo  al  operar  sobre  funciones:  D2y  sig- 
nifica D(D[ y]);  es  decir,  la  segunda  derivada.  De  manera  similar,  el  producto  ( D  +  3 )(D  +  l) 
opera  sobre  una  funcion  como 

(D  +  3  )(D  +  l)[y]  =  (D  +  3)[(D  +  l)[y]]  =  (D  +  3)[/  +  y] 

=  D[y'  +y]  +3[y'+y] 

=  iy"  +  y')  +  (3/  +  3  y)  =  y"  +  4 y'  +  3y  =  (D2  +  4D  +  3) 

[y]  ■ . 

Asf,  (D  +  3)(D  +  l)  es  el  mismo  operador  que  D2  +  4 D  +  3;  al  aplicarlos  a  funciones 
dos  veces  diferenciables,  los  resultados  son  identicos. 

EJEMPLO  I  Mostrar  que  el  operador  ( D  +  1  )(D  +  3)  es  lo  mismo  que  D2  +  4 D  +  3. 

SOLUCION  Para  cualquier  funcion  dos  veces  diferenciable  y(t),  se  tiene 

[D  +  1  ){D  +  3)[y]  =  (D  +  1)[(D  +  3)[y]]  =  (D  +  l)[y'  +  3y] 

=  D[y'  +  3 iy]  +  l[y'  +  3  y]  =  ( y "  +  3  y')  +  (y1  +  3 iy) 

=  y"  +  4 y'  +  3y  =  ( D 2  +  4  D  +  3)[y], 

Por  tanto,  ( D  +  l)(D  +  3)  =  D2  +  4D  +  3.  ■ 

Como  (D  +  1  )(D  +  3)  =  (D  +  3 ){D  +  l)  =  D2  +  4D  +  3,  es  tentador  generalizar  y 
proponerse  considerar  expresiones  como  al)1  +  hi)  +  c  como  si  fuesen  polinomios  ordina- 
rios  en  D.  Esto  es  cierto,  siempre  que  restrinjamos  a  a,  h,  c  a  ser  constantes.  El  siguiente 
ejemplo  con  coeficientes  variables  es  instructive. 

EJEMPLO  2  Mostrar  que  ( D  +  3 t)D  no  es  lo  mismo  que  Did)  +  3 1). 

SOLUCION  Cony(f)  como  antes, 

{D  +  3 t)D[y]  ={D  +  3t)[y'  ]  =  /  +  3 ty'  ; 

D(D  +  3 t)[y]  =  D[y'  +  3 ty]  =  y"  +  3y  +  3 ty'  . 

jNo  son  iguales!  ■ 


f  Algunos  autores  utilizan  el  operador  de  identidad  I,  definido  por  /[y]  =  y,  y  escriben  mas  formalmente  D2  +  4 D 
+  3/  en  vez  de  D2  +  AD  +  3. 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


Como  el  coeficiente  3 1  no  es  constante,  “interrumpe”  la  interaction  del  operador  differen¬ 
cial  D  con  la  funcion  y(t).  Mientras  trabajemos  con  expresiones  como  aD 2  +  bl)  +  c  con 
coeficientes  constantes  a,  by  c,  el  “algebra”  de  los  operadores  diferenciales  sigue  las  mismas 
reglas  que  el  algebra  de  los  polinomios.  (Veanse  los  problemas  39-41  para  insistir  sobre  este 
punto). 

Esto  significa  que  el  conocido  metodo  de  eliminacion,  utilizado  para  resolver  sistemas 
algebraicos  como 

3x  —  2y  +  z  =  4  , 
x  +  y  -  z  =  0  , 

2x  —  y  +  3z  =  6  , 

se  puede  adaptar  para  resolver  cualquier  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  con 
coeficientes  constantes.  De  hecho,  usamos  este  enfoque  al  resolver  el  sistema  que  surgio  en 
el  problema  de  los  tanques  interconectados  de  la  seccion  5.1.  Nuestro  objetivo  en  esta  sec¬ 
cion  es  formalizar  este  metodo  de  eliminacion  de  modo  que  podamos  atacar  casos  mas  ge¬ 
nerates  de  sistemas  lineales  con  coeficientes  constantes. 

Primero  mostraremos  como  aplicar  el  metodo  a  un  sistema  lineal  de  dos  ecuaciones  di- 
ferenciales  de  primer  orden  de  la  forma 

«i*'M  +  a2x{t)  +  a3y'(t)  +  aAy{t)  =  f  (t)  , 
asx'(t)  +  a6x(t)  +  a7y'(t)  +  asy(t )  =f2(t )  , 

donde  ay  a2,  .  .  .  ,  a%  son  constantes  y  x(t),  y(t)  es  la  pareja  de  funciones  por  determinar. 
Con  notacion  de  operadores,  esto  es 

(at D  +  a2)[x]  +  {a3D  +  a4)[y]  =f  , 

{a5D  +  a6)[x]  +  ( a-jD  +  a8)[y]  =/2  . 

Resolver  el  sistema 

(1)  x’(t)  =  3 x(t)  -  4 y(t)  +  1  , 
y’(t )  =  4x(t)  —  7y{t)  +  lOr  . 

El  lector  que  ha  permanecido  alerta  puede  observin'  que  como  y’  no  aparece  en  la  primera 
ecuacion,  podrfamos  usar  la  segunda  para  expresar  v  en  terminos  de  x  y  x’  y  sustituir  en  la  se- 
gunda  ecuacion  para  deducir  una  ecuacion  “desacoplada”  que  solo  contenga  ary  sus  deriva- 
das.  Sin  embargo,  este  sencillo  truco  no  nos  servira  para  sistemas  mas  generates  (vease  el 
problema  18). 

Para  utilizar  el  metodo  de  eliminacion,  primero  escribimos  el  sistema  con  notacion  de 
operadores: 

(2)  (D  -  3)[x]  +  4y  =  1  , 

— 4x  +  (D  +  7)[y]  =  10r  . 

Al  modelar  el  procedimiento  de  eliminacion  para  sistemas  algebraicos,  podemos  eliminar  x 
de  este  sistema  sumando  4  veces  la  primera  ecuacion  a  (D  —  3)  aplicada  a  la  segunda.  Es¬ 
to  da  como  resultado 

(l6  +  (D  -  3 )(D  +  7))  [y]  =4-1  +  (D  -  3)[ lOf]  =4+10-30 1  , 
lo  que  se  simplifica  como 

(3)  (D2  +  4D  -  5)[y]  =  14  -  30r  . 
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La  ecuacion  (3)  no  es  mas  que  una  ecuacion  lineal  de  segundo  orden  en  y  con  coeficientes 
constantes,  que  tiene  la  solucion  general 

(4)  y(t)  =  C\e  5f  +  Ctc'  +  6f  +  2  , 

que  podemos  hallar  mediante  coeficientes  indeterminados. 

Para  determinar  x(t),  tenemos  dos  opciones. 

Metodo  1.  Regresamos  al  sistema  (2)  y  eliminamos  y.  Logramos  esto  "multiplicando"  la 
primera  ecuacion  en  (2)  por  ( D  +  7)  y  la  segunda  por  —4  sumando  los  resultados  para  obtener 

(D2  +4 D  -  5)[jc]  =7-40 1  . 

Esta  ecuacion  tambien  se  puede  resolver  mediante  coeficientes  indeterminados  para  obtener 

(5)  x(t)  =  K\e~5'  +  K2e'  +  8f  +  5  , 

donde  Kx  y  K2  son  constantes  arbitrarias,  que  no  necesariamente  son  iguales  a  las  constan¬ 
tes  C|  y  C2  utilizadas  en  la  formula  (4). 

Es  razonable  esperar  que  el  sistema  (1)  solo  implique  dos  constantes  arbitrarias,  pues 
consta  de  dos  ecuaciones  de  primer  orden.  Asf,  las  cuatro  constante  C1;  C2,  Kt  y  K2  no  son 
independientes.  Para  determinar  la  relacion  entre  ellas,  sustituimos  las  expresiones  para  x(t) 
y  y(t)  dadas  en  (4)  y  (5)  en  una  de  las  ecuaciones  en  (1),  digamos,  la  primera.  Esto  da  como 
resultado 


- 5Kxe ~5'  +  K2e'  +  8  = 

3Kie-5t  +  3 K2e*  +  24f  +  15  -  4C!e_5'  -  4C2ef  -  24f  -  8  +  1  , 
lo  que  se  simplifica  como 

(4 Ci  -  +  (4C2  -  2 K2)e‘  =  0  . 

Como  er  y  e  5/  son  funciones  linealmente  independientes  en  cualquier  intervalo,  esta  ultima 
ecuacion  es  valida  para  toda  t  solo  si 

4Cj  —  8ATJ  =  0  y  4C2  -  2K2  =  0  . 

Por  lo  tanto,  Kx  =  Cj2  y  K2  =  2 C2. 

Entonces,  una  solucion  del  sistema  (1)  esta  dada  por  la  pareja 

(6)  x(t)  =  \cxe^5t  +  2 C2e‘  +  8r  +  5  ,  y(t)  =  Cxe~5‘  +  C2e'  +  6t  +  2  . 

Como  es  de  esperar,  esta  pareja  es  una  solucion  general  de  (1),  en  el  sentido  de  que  cual¬ 
quier  solucion  de  (1)  se  puede  expresar  de  esta  manera. 

Metodo  2.  Un  metodo  mas  sencillo  para  determinar  x(t)  una  vez  que  se  conoce  y(t)  con- 
siste  en  usar  el  sistema  para  obtener  una  ecuacion  para  x(t)  en  terminos  de  y(t)  y  y'{t).  En 
este  ejemplo,  al  despejar  x(t)  en  la  segunda  ecuacion  de  (1)  obtenemos: 

x{t)  =  |y'(f)  +  |y(t)  ~  1 1  . 
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A1  sustituir  la  y(t)  dada  en  (4)  se  tiene 

x(t)  =  —  [  ~5Cie  51  4-  C2e'  +  6]  +  —  [C \e  51  +  C2e'  +  6t  +  2]  —  —  t 

=  \C\e~*  +  2 C2e‘  +  8r  +  5  , 
lo  que  coincide  con  (6).  ■ 

El  procedimiento  anterior  sirve,  de  manera  mas  general,  para  cualquier  sistema  lineal 
de  dos  ecuaciones  y  dos  incognitas  con  coeficientes  constantes,  sin  importar  el  orden  de  las 
ecuaciones.  Por  ejemplo,  si  L\,  L2,  L3,  y  L4  denotan  operadores  diferenciales  con  coeficien¬ 
tes  constantes  (por  ejemplo,  polinomios  en  D),  entonces  el  metodo  se  puede  aplicar  al  siste¬ 
ma  lineal 

L\[ x]  +  L2[y]  —  f  , 

L3[x]  +  L4[y]  =f2  . 

Como  el  sistema  tiene  coeficientes  constantes,  los  operadores  conmutan  (por  ejemplo, 
L2L4  =  L4L2)  y  podemos  eliminar  variables  de  la  manera  algebraica  usual.  Al  eliminar  la 
variable  y  se  tiene 

(7)  {L\L4  -  L2L3)[x]  =  gl  , 

donde  L4[f]  —  L2[f2],  De  manera  similar,  eliminando  la  variable x  se  tiene 

(8)  {L\L4  —  L2L2)[y]  =  g2  , 

donde  g2  :—Lx  [f2]  —  L2  [  f  \  ] .  Ahora,  si  L ,  L4  —  L2L2  es  un  operador  diferencial  de  orden  n, 
entonces  una  solucion  general  de  (7)  contiene  n  constantes  arbitrarias,  y  una  solucion  general 
para  (8)  tambien  contiene  n  constantes  arbitrarias.  Asf,  surge  un  total  de  2 n  constantes.  Sin  em¬ 
bargo,  como  vimos  en  el  ejemplo  3,  solo  n  de  estas  constantes  son  independientes  para  el  sis¬ 
tema  y  las  restantes  se  pueden  expresar  en  terminos  de  estas.1  La  pareja  de  soluciones 
generates  de  (7)  y  (8)  escritas  en  terminos  de  las  n  constantes  independientes  es  llamada  solu¬ 
cion  general  del  sistema. 

Si  ocurre  que  LXL4  —  L2L2  es  el  operador  nulo,  se  dice  que  el  sistema  es  degenerado. 
Como  en  el  problema  donde  se  buscan  los  puntos  de  interseccion  de  dos  rectas  paralelas  o 
iguales,  un  sistema  degenerado  puede  no  tener  soluciones,  o  si  posee  soluciones,  estas  pue¬ 
den  implicar  cualquier  cantidad  de  constantes  arbitrarias  (veanse  los  problemas  23  y  24). 


PROCEDIMIENTO 


ELIMINACION 


,  SISTEMAS  : 


Para  determinar  una  solucion  general  del  sistema 
Lx[x]  +  L2[y]  =f  , 

L3[x]  +  L4[y]  =f2  , 

donde  Lx,  L2,  L3,  y  L4  son  polinomios  en  D  =  d\dt\ 


(a)  Asegurese  de  escribir  el  sistema  en  forma  de  operadores. 


'Para  una  demostracion  de  este  hecho,  vease  Ordinary  Differential  Equations ,  por  M.  Tenenbaum  y  H.  Pollard 
(Dover,  Nueva  York,  1985),  capftulo  7. 


Capitulo  5  Introduccion  a  los  sistemas  y  el  analisis  del  piano  fase 


EJEMPLO  4 


SOLUCION 


(b)  Elimine  una  de  las  variables,  por  ejemplo  y,  y  resuelva  la  ecuacion  resultante 
para  x\t).  Si  el  sistema  es  degenerado,  jdetengase!  Se  necesita  un  analisis 
particular  para  determinar  si  hay  o  no  soluciones. 

(c)  ( Atajo )  De  ser  posible,  use  el  sistema  para  deducir  una  ecuacion  que  implique 
y(t)  pero  no  a  sus  derivadas.  [En  caso  contrario,  vaya  al  paso  (d)].  Sustituya  la 
expresion  hallada  para  x(t)  en  esta  ecuacion  y  obtenga  una  formula  para  y(t). 
Las  expresiones  para  x(t),  y(t)  dan  la  solucion  general  deseada. 

(d)  Elimine  x  del  sistema  y  determine  y(t).  [Al  despejar  y(t)  se  tienen  mas  constan- 
tes;  de  hecho,  el  doble  de  las  necesarias], 

(e)  Elimine  las  constantes  adicionales  sustituyendo  las  expresiones  para  x(t)  y  y(t) 
en  una  o  ambas  ecuaciones  del  sistema.  Escriba  las  expresiones  para  x(t)  y 
y(t)  en  terminos  de  las  demas  constantes. 


Determinar  una  solucion  general  para 

(9)  *"W  +  /M  -  x{t)  +  y(t)  =  -1  , 

x'(t)  +  y'(t )  —  x(t)  =  t2  . 

Primero  expresamos  el  sistema  con  notation  de  operadores: 


(10)  (£2  -  1)W  +  {D  +  l)[y]  =  -1  , 

(D  -  l)[x]  +  D[y]  =  t 2  . 

En  este  caso,  Ll'=D2  —  1,  L2  D  +  1  ,Li'-—D  —  1,  y  L4  '■=  D. 
Al  eliminar  y  se  tiene  (vease  (7)): 

({D2  -  I )D  -  (D  +  1)(D  -  l))[x]  =  D[- 1]  -  (D  + 

lo  que  se  reduce  a 

(D  -  l)((£>  +  1  )D  -  (D  +  1))[jc]  =  -2 1  -  t 2  , 

(11)  (D  -  l)2(D  +  l)[x]  =  -2 1  -  t2  . 


D[^2]  . 


Como  (D  -  1)2(D  +  1)  es  de  tercer  orden,  es  de  esperar  que  haya  tres  constantes  arbitra- 
rias  en  una  solucion  general  del  sistema  (9). 

Aunque  los  metodos  del  capitulo  4  se  centraron  en  la  solucion  de  ecuaciones  de  segun- 
do  orden,  hemos  visto  varios  ejemplos  de  como  extenderlos  naturalmente  a  ecuaciones  de 
orden  superior. 1  Al  aplicar  esta  estrategia  a  la  ecuacion  de  tercer  orden  (11),  observamos  que 
la  ecuacion  homogenea  correspondiente  tiene  la  ecuacion  auxiliar  (r  —  l)2(r  +  l)  =  0  con 
raices  r  =  1 ,  1 ,  —  1 .  Por  lo  tanto,  una  solucion  general  de  la  ecuacion  homogenea  es 


xh(t)  =  C\e‘  +  C^te'  +  C3e  1  . 


Para  determinar  una  solucion  particular  de  (11),  usamos  el  metodo  de  coeficientes  indeter- 
minados  con  xp(t)  =  At 2  +  Bt  +  C.  Al  sustituir  esto  en  (11)  y  determinar  A,  B  y  C,  tene- 
mos  (despues  de  un  poco  de  algebra) 

xp(t)  =  —t2  —  4t  —  6  . 


till  el  capitulo  6  se  da  un  tratamiento  detallado  a  las  ecuaciones  de  ordenes  mas  altas. 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


Asf,  una  solucion  general  de  la  ecuacion  (1 1)  es 

(12)  x(t)  =  xh(i)  +  xp(t)  =  Cie'  +  C2tet  +  C3e~'  —  t2  —  4t  —  6  . 

Para  determinar  y(t),  seguimos  el  atajo  descrito  en  el  paso  (c)  del  recuadro  con  el  pro- 
cedimiento  de  eliminacion.  A1  restar  la  segunda  ecuacion  en  (10)  de  la  primera,  tenemos 

(D2  -  D)[x]  +  y  =  -1  -  t2  , 

de  modo  que 

y  =  (D  —  D2)[x]  -  1  -  t2  . 

A1  insertar  la  expresion  para  x(t)  dada  en  (12),  obtenemos 

y(t)  =  Cxe’  +  C2{te *  +  e‘)  -  C3e~‘  -  2t  -  4 

-[Cxe‘  +  C2{te‘  +  2el)  +  C3e~‘  -  2]  -  1  -  t2  , 

(13)  vO)  =  —C2e‘  -  2 C3e~‘  -  t2  -  2t  -  3  . 

Las  formulas  para  x(t)  en  (12)  y  y(t)  en  (13)  proporcionan  la  solucion  general  de  (9).  ■ 

El  metodo  de  eliminacion  tambien  se  aplica  a  sistemas  lineales  con  tres  o  mas  ecuaciones 
e  incognitas;  sin  embargo,  se  vuelve  demasiado  complejo  al  aumentar  el  numero  de  ecuacio¬ 
nes  o  incognitas.  Los  metodos  matriciales  que  se  presentan  en  el  capftulo  9  son  mas  adecua- 
dos  para  sistemas  mas  grandes.  En  este  caso  ilustramos  la  tecnica  de  eliminacion  para  un 
sistema  3X3. 


Determinar  una  solucion  general  de 

x'(t)  =  x(t )  +  2y{t)  -  z{t )  , 

(14)  y'(t)  =  x(t)  +  z(t )  , 

z'{t )  =  Ax(t)  -  4 y{t)  +  5 z{t)  . 

Primero  expresamos  el  sistema  con  notacion  de  operadores: 

{D  -  l)[x]  -2y  +  z  =  0, 

(15)  -x  +  D[y]  —  z  =  0  , 

— 4x  +  4 y  +  (D  —  5) [z]  =  0  . 

Al  eliminar  z  de  las  dos  primeras  ecuaciones  (sumandolas)  y  luego  de  las  dos  ultimas,  se  ob- 
tiene  (despues  de  algo  de  algebra,  que  omitimos) 

(D  -  2)[x]  +  (D  -  2)[y]  =  0  , 

~(D  -  l)[x]  +  (D  —  l)(D-4)[y]  =0  . 

Al  eliminar  x  de  este  sistema  de  2  X  2,  obtenemos 

iP  -  1)(D  ~  2 )(D  -  3)[y]  =  0  , 
que  tiene  la  solucion  general 
(17)  y(t)  =  Cy  +  C2e2'  +  C3e3t  . 


J-L  LUiU  D 


D/3/UO 


-L  <J  •  ±  O 


Jr  ciy  ^40 
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A1  seguir  el  atajo,  sumamos  las  dos  ecuaciones  en  (16)  para  obtener  una  expresion  pa¬ 
ra  x  en  terminos  de  v  y  sus  derivadas,  que  se  simplifica  como 

x=  {D2  -  4D  +  2)[y]  =  y"  -  4y'  +  2y  . 

A1  sustituir  la  expresion  (17)  para  y(t)  en  esta  ecuacion,  obtenemos 

(18)  x(t)  =  -Cxe'  -  2 C2e2'  -  Cieit  . 

Por  ultimo,  al  usar  la  segunda  ecuacion  en  (14)  para  hallar  z.(t),  obtenemos 
z(t)  =  y'(t )  -  x(t)  , 
y  sustituirla  en  y(t)  y  x(f)  tenemos 

(19)  z(t)  =  2 (V  +  4 C2e2'  +  4C3e3t  . 

Las  expresiones  para  x(t)  en  (18),  y(t)  en  (17)  y  z(t)  en  (19)  proporcionan  una  solucion 
general  con  C\,  C2,  y  C3  como  constantes  arbitrarias.  ■ 


E J  E  RC  1C  I  OS 


En  los  problemas  1  a  18,  use  el  metodo  de  eliminacion 
para  determinar  una  solucion  general  para  el  sistema  li¬ 
neal  dado,  donde  la  derivacion  es  con  respecto  de  t. 


1.  x'  +y'  =  -2 y  , 
x  ~  2 y=y' 

3.  x'  +  2y  =  0  , 
x'  ~  y'  =  0 

5.  x'  +  y'  -  x  =  5  , 
x'  +  y'  +  y  =  1 


2.  x'  =  3y  , 
y'  =  2x  -  y 

4.  x'  —  x  y  , 
y'  =  y  -  4x 

6.  x'  =  3x  —  2 y  +  sen  t  , 
y'  =  4 x  —  y  —  cos  t 


dx 

13.  ^  =  x  -  4v  , 
dt  7 


dy 

dt 


x  +  y 


dw 

15.  —  =  5vv  +  2z  +  5f  , 
dt 

dz 

—  =  3w  +  4z  +  17t 
dt 

17.  x"  +  5x  -  4y  =  0  , 
-x  +  y"  +  2y  =  0 


,  .  dx  ,  9 

14.  -r-  +  v  =  r 


r/v 


=  1 


16. 


dx 

dt 

2x 


,  dy  4 1 

-  x  +  ~r  =  e 


dt 


d2y 
dt 2 


=  0 


7.  (D  +  1 ) [ k ]  —  (D  +  l)[v]  =  e*  ,  18.  x"  +  y"  -  x'  =  2 1 

(D  -  1 ) [ m ]  +  {2D  +  l)[u]  =5  x"  +  y'  -  x  +  y  =  -1 


8.  {D  -  3)[x]  +{D-  1 ) [y ]  =  t  , 

{D  +  l)[x]  +  {D  +  4)[y]  =  1 

9.  x'  +  y'  +  2x  =  0  , 

x'  +  y'  —  x  —  y  =  sen  f 

10.  lx'  +  y'  -  x  -  y  =  e~‘  , 
x'  +  y'  +  2x  +  y  =  e' 

11.  ( D 2  -  1)[k]  +  5v  =  e'  ,  12.  D2[m]  +  D[u]  =  2  , 

2u  +  (D2  +  2)[v]  =  0  4m  +  Z)[u]  =6 


En  los  problemas  19  a  21,  resuelva  el  problema  con  va- 
lores  iniciales  dado. 

dr 

19.  ft=4 x  +  y  ;  x(0)  =  1  , 

>'(0)  =  0- 
dr 

20.  ^  =  2x  +  y  -  e2r  ;  x(0)  =  1  , 

dy 

,  =  x  +  2y  ; 
dt  2 


y(0)  =  -1 
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21.  =  y  ;  x(0 )  =  3  ,  x'(0 )  =  1  , 

^T  =  x-  y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  -1 

dr 

22.  Verifique  que  la  solucion  al  problema  con  valores 
iniciales 

x'  =  5x  —  3y  —  2  ;  x(0)  =  2  , 

y'  =  Ax  -  3y  -  I  ;  y(0)  =  0 

satisface  |jt(t)|  +  |y(t)|  — >  +oo  cuando  t  — >  +oo. 

En  los  problemas  23  y  24 ,  muestre  que  el  sistema  lineal 
dado  es  degenerado.  Al  tratar  de  resolver  el  sistema,  de¬ 
termine  si  no  tiene  soluciones  o  si  tiene  una  infinidad. 

23.  {D  -  l)[x]  +  (D  —  l)[y]  =  —3e~2t  , 

{D  +  2)[x\  +  {D  +  2)[y]  =  3e‘ 

24.  D[x]  +  {D  +  1  )[y]  =  e'  , 

D[x]  +  (D  +  1  )[y]  =0 


En  los  problemas  25  a  28,  use  el  metodo  de  eliminacion 
para  determinar  una  solucion  general  para  el  sistema 
dado  de  tres  ecuaciones  con  las  tres  funciones  incogni¬ 
tas  x{t),  y(t),  z{t). 


25.  x'  =  x  +  2 y  —  z  , 
y'  =  x  +  z  , 
z!  =  Ax  -  Ay  +  5z 
27.  x'  =  Ax  —  Az  , 
y'  =  Ay  -  2 z  , 
z!  =  —  2x  —  Ay  +  Az 


26.  x'  =  3x  +  y  —  z  , 
=  x  +  2 y  —  z  , 
=  3x  +3  y  —  z 
=  x  +  2  y  +  z  , 
=  6  x  —  y  , 

=  —x  —  2y  -  z 


28.  x'  = 


En  los  problemas  29  y  30,  determine  el  rango  de  valores 
(si  este  existe)  del  pardmetro  \  que  gcirantice  que  todas 
las  soluciones  x(t),  y(t)  del  sistema  dado  permcmezcan 
acotadas  cuando  t— » +oo. 


=  A x  —  y  , 


—x  +  Ay  , 


dy 

dt 


=  3x  +  y 


31.  Dos  grandes  tanques,  cada  uno  con  100  litros  de  11- 
quido,  estan  conectados  entre  si  mediante  tubos,  de 
modo  que  el  lfquido  fluye  del  tanque  A  al  tanque  B 
a  razon  de  3  litros/minuto  y  de  B  al  A  a  razon  de  1 
litro/minuto  (vease  la  figura  5.2).  El  lfquido  dentro 
de  cada  tanque  se  mantiene  bien  revuelto.  Una  solu¬ 
cion  salina  con  una  concentracion  de  0.2  kg/litro  de 
sal  fluye  hacia  el  tanque  A  a  razon  de  6  litros/minu¬ 
to.  La  solucion  (diluida)  sale  del  sistema  del  tanque 
A  a  4  litros/minuto  y  del  tanque  B  a  2  litros/minuto. 
Si  en  un  principio,  el  tanque  A  contiene  agua  pura 
y  el  tanque  B  contiene  20  kg  de  sal,  determine  la 
masa  de  sal  en  cada  tanque  en  el  instante  t  >  0. 

32.  En  el  problema  31  flufan  3  litros/minuto  de  lfquido 
del  tanque  A  al  tanque  B  y  1  litro/minuto  del  B  al  A. 
Determine  la  masa  de  sal  en  cada  tanque  en  el  instante 
f  >  0  si  ahora  fluyen  5  litros/minuto  del  A  al  B  y  3 
litros/minuto  del  B  al  A,  manteniendo  los  demas 
datos. 

33.  En  el  problema  3 1 ,  suponga  que  no  hay  salida  de  la 
solucion  del  sistema  desde  el  tanque  B,  que  solo  fluye 
1  litro/minuto  del  A  al  B  y  solo  entran  4  litros/minu¬ 
to  al  sistema  en  el  tanque  A,  manteniendo  los  demas 
datos.  Determine  la  masa  de  sal  en  cada  tanque  en  el 
instante  t  >  0. 

34.  Sistema  de  retroalimentacion  con  retraso  acumu- 
lado.  Muchos  sistemas  ffsicos  y  biologicos  implican 
retrasos  de  tiempo.  Un  retraso  de  tiempo  puro  tiene 
una  salida  igual  a  la  entrada,  pero  retrasada  en  el 
tiempo.  Un  tipo  mas  comun  de  retraso  es  el  retraso 
acumulado.  Un  ejemplo  de  tal  sistema  de  retroali¬ 
mentacion  aparece  en  la  figura  5.3  en  la  pagina  250. 
En  este  caso,  el  nivel  de  fluido  en  el  tanque  B  deter- 
mina  la  razon  con  que  el  fluido  entra  al  tanque  A. 
Suponga  que  esta  razon  esta  dada  por 

=  a[V  —  lAW],  donde  ay  V  son  constantes 
positivas  y  V2(t)  es  el  volumen  de  fluido  en  el  tanque 
B  en  el  instante  t. 

(a)  Si  la  razon  de  salida  R3  del  tanque  B  es  cons- 
tante  y  la  razon  de  flujo  R2  del  tanque  A  al  B  es 


6  L/min 

0.2  kg/L  - 

x(t) 

100L 

4  L/min  - 

r(0)  =  0  kg 

3  L/min 


1  L/min 


y(t) 

100  L 

y(0)  =  20  kg 

-  2  L/min 

1 
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R2{t)  =  KV[  (f),  donde  K  es  una  constante  po- 
sitiva  y  V \{t)  es  el  volumen  de  fluido  en  el  tan- 
que  A  en  el  instante  t,  muestre  entonces  que  este 
sistema  de  retroalimentacion  queda  descrito 
mediante  el  sistema 

^r  =  aiv-  ^w)  -  Kv{(t) , 

dV2  .  , 

-^  =  kvM-r  3. 

(b)  Determine  una  solucion  general  para  el  sistema  de 
la  parte  (a)  cuando  a  =  (min)'1,  V  =  20  Litros, 
K  =  2  (min)'1,  y  R3  =  10  litros/minuto. 

(c)  Use  la  solucion  general  obtenida  en  la  parte  (b). 
^Que  se  puede  decir  acerca  del  volumen  de  fluido 
en  cada  uno  de  los  tanques  cuando  t  — »  +00? 

35.  Para  fines  de  enfriamiento,  una  casa  consta  de  dos 
zonas:  la  zona  A  del  desvan  y  la  zona  B  habitable 
(vease  la  figura  5.4).  El  area  habitable  se  enfrfa  me¬ 
diante  un  sistema  de  aire  acondicionado  que  elimina 
24,000  Btu/h.  La  capacidad  calorica  de  la  zona  B  es 
de  1/ 2°F  por  cada  mil  Btu.  La  constante  de  tiempo 
para  la  transferencia  de  calor  entre  la  zona  A  y  el  ex- 


Figura  5.4  Casa  con  aire  acondicionado  y  desvan 


terior  es  de  2  horas,  entre  la  zona  B  y  el  exterior  es 
de  4  horas  y  entre  las  dos  zonas  es  de  4  horas.  Si  la 
temperatura  exterior  se  mantiene  en  100°F,  ^que 
temperatura  puede  alcanzarse  en  la  zona  A  del  des¬ 
van?  (En  la  seccion  3.3  se  estudio  el  calentamiento 
y  el  enfriamiento  de  edificios). 

36.  Un  edificio  consta  de  dos  zonas,  A  y  B  (vease  la  fi¬ 
gura  5.5).  Solo  la  zona  A  es  calentada  mediante  una 
caldera  que  genera  80,000  Btu/h.  La  capacidad  calo¬ 
rica  de  la  zona  A  es  de  1  /4°F  por  cada  mil  Btu.  La 
constante  de  tiempo  para  la  transferencia  de  calor 
entre  la  zona  A  y  el  exterior  es  de  4  horas,  entre  la 
zona  B  no  calentada  y  el  exterior  es  de  5  horas  y  en¬ 
tre  las  dos  zonas  es  de  2  horas.  Si  la  temperatura  ex¬ 
terior  permanece  en  0°F,  ^hasta  que  temperatura 
podra  enfriarse  la  zona  B  no  calentada  B? 


Figura  5.5  Edificio  con  dos  zonas,  una  de  ellas  calentada 

37.  En  el  problema  36,  si  se  coloca  una  pequena  calde¬ 
ra  que  genera  1 ,000  Btu/h  en  la  zona  B,  determine  la 
minima  temperatura  que  podrfa  tenerse  en  la  zona  B 
si  esta  tiene  una  capacidad  calorica  de  2°F  por  cada 
1,000  Btu. 

38.  Carrera  armamentista.  Un  modelo  matematico 
simplificado  para  una  carrera  armamentista  entre 
dos  pafses  cuyos  gastos  en  defensa  quedan  expresados 
mediante  las  variables  x(t)  y  y(i)  esta  dado  por  el 
sistema  lineal 

=  2y  —  x  +  a  ;  x'(0)  =  1  , 

-J-  =  4x  —  3y  +  b  ;  y(0)  =  4  , 

donde  ay  b  son  constantes  que  miden  la  confianza 
(o  desconfianza)  que  cada  pais  tiene  en  el  otro.  De¬ 
termine  si  habra  un  desarme  (x  y  y  tienden  a  cero  al 
crecer  t),  una  carrera  armamentista  estabilizada  {x  y 
y  tienden  a  una  constante  cuando  t  — »  +  oo)  o  una 
carrera  armamentista  desenfrenada  {x  y  y  tiende 
-l-oo  cuando  t— »  +oo). 
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39.  Operadores  diferenciales  con  coeficientes  cons- 
tantes.  Sean  Ay  B  dos  operadores  diferenciales  li- 
neales  con  coeficientes  constantes;  por  ejemplo, 

A  ■=  a2D2  +  axD  +  a0  , 

B  :=  b2D2  +  b\D  +  by  , 

donde  a0,  a\,  a2,  b0,  b\,  y  b2  son  constantes.  Defini- 
mos  la  suma  A  +  B  corno 

(A  +B)[y]  :=A[y]  +  B[y], 
y  el  producto  AB  corno 

(AB)[y]  i=A[B[y]]  . 

Observe  que  el  producto  AB  es  el  operador  com- 
puesto  que  se  obtiene  al  aplicar  primero  B  y  luego  A. 
Decimos  que  dos  operadores  A  y  B  son  iguales  si 
A  [y ]  =  B[y]  para  cualquier  funcion  y  con  las  deri- 
vadas  necesarias.  Con  estas  definiciones,  verifique 
las  siguientes  propiedades: 


(a)  Leyes  conmutativas: 

A  +  B  =  B  +  A  , 

AB  =  BA  . 

(b)  Leyes  asociativas: 

{A  +  B)  +  C  =  A  +  {B  +  C)  , 

(. AB)C  =  A{BC)  . 

(c)  Ley  distributiva:  A(B  +  C)  =  AB  +  AC  . 

40.  Sean  A  =  (D  —  l),  B  =  (D  +  2),  y  y  =  x3. 
Calcule 

(a)  A[y]  .  (b)  s[a[v]]  .  (c)  B[y]  . 

(d) A[fi[y]J.  (e)  AB.  (f)  (Afi)[y]  . 

41.  Factorice  los  siguientes  operadores  diferenciales: 

(a)  D2  +  3D  —  4  .  (b)  D2  +  D  -  6  . 

(c)  2D2  +  9D  -  5  .  (d)  D2  -  2  . 


5.3  METODOS  NUMERICOS  PARA  SISTEMAS 
Y  ECUACIONES  DE  ORDEN  SUPERIOR 

Aunque  en  el  capftulo  2  estudiamos  una  media  docena  de  metodos  analfticos  para  obtener 
soluciones  a  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  de  primer  orden,  las  tecnicas  para  las  ecua¬ 
ciones  de  orden  superior  o  los  sistemas  de  ecuaciones  son  mucho  mas  limitadas.  En  el  capf¬ 
tulo  4  nos  centramos  en  resolver  la  ecuacion  lineal  de  segundo  orden  con  coeficientes 
constantes.  El  metodo  de  eliminacion  de  la  seccion  anterior  tambien  se  restringfa  a  sistemas 
con  coeficientes  constantes.  De  hecho,  las  ecuaciones  lineales  de  orden  superior  y  los  siste¬ 
mas  con  coeficientes  constantes  se  pueden  resolver  de  manera  analftica  mediante  extensio- 
nes  de  estos  metodos,  como  veremos  en  los  capftulos  6,  7  y  9. 

Sin  embargo,  si  las  ecuaciones  (incluso  una  sola  ecuacion  lineal  de  segundo  orden)  tie- 
lien  coeficientes  variables,  el  proceso  de  solucion  es  mucho  menos  satisfactorio.  Como  ve¬ 
remos  en  el  capftulo  8,  las  soluciones  se  expresan  como  series  infinitas,  y  su  calculo  puede 
ser  mas  laborioso.  (Una  notable  excepcion  es  la  ecuacion  de  Cauchy-Euler,  o  equidimensio- 
nal;  una  sene  ilia  sustitucion  la  transforma  en  una  ecuacion  con  coeficientes  constantes;  vea- 
se  la  pagina  176).  Virtualmente  no  sabemos  nada  de  la  forma  para  obtener  soluciones 
exactas  a  ecuaciones  no  lineales  de  segundo  orden. 

Por  fortuna,  todos  los  casos  (ecuaciones  o  sistemas  no  lineales,  de  orden  superior,  con 
coeficientes  constantes  o  variables)  pueden  enfrentarse  mediante  una  tinica  formulacion  que 
conduce  a  varios  enfoques  numericos.  En  esta  seccion  veremos  la  forma  de  expresar  las 
ecuaciones  diferenciales  como  un  sistema  en  forma  normal  y  la  forma  de  “vectorizar”  el  me¬ 
todo  de  Euler  para  el  calculo  de  soluciones  y  aplicarlo  a  tales  sistemas.  Aunque  en  los  capf¬ 
tulos  posteriores  volveremos  a  los  metodos  analfticos  de  solucion,  la  version  vectorizada  de 
la  tecnica  de  Euler  o  la  tecnica  mas  eficiente  de  Runge-Kutta  estaran  disponibles  para  la  ex¬ 
ploration  numerica  de  problemas  intratables. 
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Forma  normal 

Un  sistema  de  m  ecuaciones  diferenciales  en  las  m  funciones  incognitas  X\(i),  x2 (t),...,  xm(t) 
expresado  en  el  formato 


x\ (?)  =fi(t,xux2,  .  .  .  ,xm )  , 

(1)  x'2(t)  =  f2{t,  xux2, ,  xj  , 

X'm(t)  =  fn(t,  Xh  X2,...,  Xm) 

es  llamado  forma  normal.  Observe  que  (1)  consta  de  m  ecuaciones  de  primer  orden  que  en  con- 
junto  se  ve  como  una  version  vectorizada  de  una  unica  ecuacion  generica  de  primer  orden 

(2)  x'  =  f(t,  x)  , 

y  que  el  sistema  expresado  en  la  ecuacion  (1)  de  la  seccion  5.1  asume  esta  forma,  al  igual 
que  las  ecuaciones  (1)  y  (14)  de  la  seccion  5.2.  Un  problema  con  valores  iniciales  para  (1) 
implica  determinar  una  solution  de  este  sistema  que  satisfaga  las  condiciones  iniciales 

*t(lo)  =  au  x2(t0)  =  a2,  . . . ,  xm(t0)  =  am 

para  valores  prescritos  a\,a2, ... ,  am. 

La  importancia  de  la  forma  normal  esta  subvaluada  por  el  hecho  de  que  la  mayor  parte 
de  los  codigos  profesionales  para  problemas  con  valores  iniciales  suponen  que  el  sistema  es¬ 
ta  escrito  en  esta  forma.  Ademas,  para  un  sistema  lineal  en  forma  normal,  se  puede  aplicar 
la  poderosa  maquinaria  del  algebra  lineal.  [De  hecho,  en  el  capitulo  9  mostraremos  que  las 
soluciones  x(t)  =  ce de  la  sene  ilia  ecuacion  x'  =  ax  se  puede  generalizar  a  sistemas  con 
coeficientes  constantes  en  forma  normal]. 

Por  estas  razones,  es  gratificante  observar  que  una  (sola)  ecuacion  de  orden  superior  se 
puede  convertir  en  un  sistema  equivalente  de  ecuaciones  de  primer  orden. 

Un  metodo  para  convertir  una  ecuacion  diferencial  de  orden  m 

(3)  y(m\t)  =f(t,y,  /,..., 

en  un  sistema  de  primer  orden  consiste  en  introducir,  como  incognitas  adicionales,  la  serie 
de  derivadas  de  y: 

x,(t)  :=  y(t),  xjt)  :=  y\t),  ...,  xjt)  :=  y"H  '>(t) . 

Con  este  esquema  obtenemos  m  —  1  ecuaciones  de  primer  orden  de  manera  muy  sencilla: 

*i(<)  =  y'it)  =  x2{t)  , 

(4)  x'2{t)  =  y"(t)  =  x3{t)  , 

x'm-lit)  =  y('"_1)(f)  =  xjt)  . 

La  ;/i-esima  y  ultima  ecuacion  constituye  entonces  una  reformulacion  de  la  ecuacion  origi¬ 
nal  (3)  en  terminos  de  las  nuevas  incognitas: 

(5)  x'Jt)  =  y(mHt)  =  f(t,  x„  x2,...,  xj  . 

Si  la  ecuacion  (3)  tiene  condiciones  iniciales  y(t0)  =  a\,y'{t 0)  =  a2, .  .  .  ,y^m  l\to)  =  a,„,  el 
sistema  (4)-(5)  tiene  condiciones  iniciales  =  =  a2, .  .  .  ,x„,(f0)  =  am. 
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EJEMPLO  I 


SOLUCION 


Convertir  el  problema  con  valores  iniciales 
(6)  y"(t)  +  3 ty'(t)  +  y(t)2  =  sen  t  \  y(0)  =  1,  y'(0)  =  5 

en  un  problema  con  valores  iniciales  para  un  sistema  en  forma  normal. 
Primero  expresamos  la  ecuacion  diferencial  en  (6)  como 

y"(t)  =  —3 ty'(t)  —  y(t)2  +  sen  r  . 

A1  hacer  xx{i)  :=  y(t)  y  x2(t)  :=  y'{t),  obtenemos 
x\{t)  =  x2(t)  , 

x2(t )  =  —3 tx2(t)—  X\(t)2  +  sen  t  . 

Las  condiciones  iniciales  se  transforman  en  A|(0)  =  1,  x2(0)  =  5  .  ■ 


Metodo  de  Euler  para  sistemas  en  forma  normal 

Recuerde  de  la  seccion  1 .4  que  el  metodo  de  Euler  para  resolver  una  sola  ecuacion  de  primer 
orden  (2)  se  basa  en  la  estimation  de  la  solucion  x  en  el  instante  (f0  +  h)  mediante  la  aproxi¬ 
macion 

(7)  x(t0  +  h )  «  x(t0)  +  fix' {tQ)  =  x(t0)  +  hf(t0,  x(t0))  , 

y  que  como  consecuencia,  el  algoritmo  se  puede  resumir  mediante  las  formulas  recursivas 

(8)  tn+ 1  =  t„  +  h  , 

(9)  xn+1  =  xn  +  hf(tn,  xn),  n  =  0,  1,  2,  .  .  . 

[compare  las  ecuaciones  (2)  y  (3),  seccion  1.4].  Ahora  podemos  aplicar  la  aproximacion  (7) 
a  cada  una  de  las  ecuaciones  en  el  sistema  (1): 

(10)  xk(to  +  h )  =  xk(t0)  +  hxk(t0)  =  xk(to)  +  hfk[t0,  Xi{t0),  x2(t0), .  .  .  ,  xm(t0))  , 
y  para  k  =  1,2,...  m.  llegamos  a  las  formulas  recursivas 


(ID 


(12) 


tn+ 1  -  t„  +  h  , 

Xl;n+ 1  ^1  :n  "b  hf  (tn,  X\  -nJ  X2-n. 

x2;n  +  l  =  X2;n  +  hf2(tn,  xi;„,  X2;„ 


xm\n+ 1  Xm\n  ~b  hfm{tn,  X\-m  X2-tv  .  .  .  ,  Xnvfl)  {ll  0,  1,2,...)  . 

Aquf  nos  estorba  la  inutil  notacion  xp;n  para  la  aproximacion  al  valor  de  la  /j-esima  funcion  xp 
en  el  instante  t  =  t0  +  nh\  es  decir,  xp:n  ~  xp(t0  +  nh).  Sin  embargo,  si  consideramos  las  incog¬ 
nitas  y  los  lados  derechos  de  (1)  como  componentes  de  vectores 

x(f)  :  =  [x^t),  x2{t),  .  .  .  ,xm(t)\  , 

f if,  x)  =  [/,(/,  xlt  x2, .  .  .  ,  xj ,f2(t,  Xx,  x2, . . . ,  xj, .  .  .  ,fm(t,  xlt  x2, .  .  .  ,  xm)\  , 
entonces  (12)  se  puede  expresar  en  la  forma  mas  agradable 
(13)  x„+1  =  x„  +  hf{t„,  xj  . 


=  X, 
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EJEMPLO  2  Use  el  metodo  de  Euler  vectorizado  con  tamano  de  paso  h  =  0.1  para  determinar  una  apro- 
ximacion  de  la  solucion  al  problema  con  valores  iniciales 

(14)  y"(t)  +  4 y'(t)  +  3 y(t)  =  0;  y(0)  =  1.5  ,  y'(0)  =  -2.5  , 

en  el  intervalo  [0,  1], 

SOLUCION  Para  el  tamano  de  paso  dado,  el  metodo  proporcionana  aproximaciones  para  y(0. 1 ),  y (0.2), 
.  .  .  ,  y(l.O).  Para  aplicar  el  metodo  de  Euler  vectorizado  a  (14),  primero  convertimos  el  pro¬ 
blema  a  su  forma  normal.  Al  hacer  x1  =  y  y  x2  =  y',  obtenemos  el  sistema 

x, '  =  Xt  x.(0)  =  1.5  , 

(15)  ’ 

x2'  =  ~4x2  ~  3^!;  x2(0)  =  “2.5  . 

Al  comparar  (15)  con  (1),  vemos  que  f]  (t,  xh  x2)  =  x2  y  f2{t,  xh  x2)  =  —4x2  —  3^!. 
Con  los  valores  de  partida  of  t0  =  0,  x1;0  =  1.5,  y  x2;0  =  —2.5,  calculamos 

(x^O.l)  ~  X11  =  x1;o  +  hx2.Q  =  1.5  +  0.l(—  2.5)  =  1.25  , 
x2(0.1)  ~  x2;i  =  x2;0  +  h(— 4x2.0  —  3X|;0)  =  —2.5  +  0.l[  — 4( — 2.5)  —  3*  1.5]  =  —1.95  ; 

x^O.2)  ~  X|;2  =  Xi-i  +  hx2-i  =  1.25  +  0.l(  — 1.95)  =  1.055  , 

< 

x2(0.2)  «  x2;2  =  x2;1  +  h(—4x2-i  -  3x1;1)  =  -1.95  +  0.l[-4(-1.95)  -  3-1.25]  =  -1.545  . 


Continuamos  con  el  algoritmo  para  obtener  los  valores  restantes,  que  aparecen  en  la  ta- 
bla  5.1,  junto  con  los  valores  exactos  calculados  mediante  los  metodos  del  capitulo  4.  Ob¬ 
serve  que  la  columna  x2;n  proporciona  las  aproximaciones  de  y'(t),  pues  x2(t)  =  y’(t).  ■ 


TABLA  5.1 

APROXIMACIONES  DE  LA  SOLUCION  A  (14)  EN  EL  EJEMPLO  2 

t  =  w(0.1) 

*1;« 

y  Exacta 

*2;„ 

y'  Exacta 

0 

1.5 

1.5 

-2.5 

-2.5 

0.1 

1.25 

1.275246528 

-1.95 

-2.016064749 

0.2 

1.055 

1.093136571 

-1.545 

-1.641948207 

0.3 

0.9005 

0.944103051 

-1.2435 

-1.35067271 

0.4 

0.77615 

0.820917152 

-1.01625 

-1.122111364 

0.5 

0.674525 

0.71809574 

-0.842595 

-0.9412259 

0.6 

0.5902655 

0.63146108 

-0.7079145 

-0.796759968 

0.7 

0.51947405 

0.557813518 

-0.60182835 

-0.680269946 

0.8 

0.459291215 

0.494687941 

-0.516939225 

-0.585405894 

0.9 

0.407597293 

0.440172416 

-0.4479509 

-0.507377929 

1 

0.362802203 

0.392772975 

-0.391049727 

-0.442560044 
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EJEMPLO  3 

SOLUCION 


El  metodo  de  Euler  es  mas  o  menos  preciso  para  este  problema,  con  un  tamano  de  pa- 
so  de  h  =  0. 1 .  El  siguiente  ejemplo  demuestra  los  efectos  del  uso  de  menores  valores  de  h 
para  mejorar  la  precision. 

Para  el  problema  con  valores  iniciales  del  ejemplo  2,  usar  el  metodo  de  Euler  para  estimar 
_y(l)  para  mitades  sucesivas  de  tamano  de  paso  h  =  0.1,  0.05,  0.025,  0.0125,  0.00625. 

Con  el  mismo  esquema  del  ejemplo  2,  hallamos  las  siguientes  aproximaciones,  denotadas 
pory(l;/i)  (obtenida  con  tamano  de  paso  h): 


h 

0.1 

0.05 

0.025 

0.0125 

0.00625 

y(hh) 

0.36280 

0.37787 

0.38535 

0.38907 

0.39092 

[Recuerde  que  el  valor  exacto,  redondeado  a  cinco  cifras  decimales,  es  v(  1 )  =  0.39277].  ■ 

El  esquema  de  Runge-Kutta  descrito  en  la  seccion  3.7  tambien  es  facil  de  vectorizar;  los 
detalles  aparecen  en  la  pagina  siguiente.  Como  serfa  de  esperar,  su  desempeno  es  mucho 
mas  preciso,  pues  proporciona  una  coincidencia  de  5  cifras  decimales  con  la  solucion  exac- 
ta  para  un  tamano  de  paso  de  0.05: 


h 

0.1 

0.05 

0.025 

0.0125 

0.00625 

y(Uh) 

0.39278 

0.39277 

0.39277 

0.39277 

0.39277 

Como  en  la  seccion  3.7,  ambos  algoritmos  se  pueden  codificar  para  repetir  el  calculo 
de  y(  1 )  con  una  sucesion  de  tamanos  de  paso  cada  vez  menores  hasta  que  dos  estimacio- 
nes  consecutivas  coincidan  salvo  cierta  tolerancia  dada  e.  Aquf  hay  que  interpretar  “dos 
estimaciones  que  coinciden  salvo  e”  como  la  diferencia  entre  los  componentes  de  las 
aproximaciones  sucesivas  [es  decir,  las  aproximaciones  a  y(l)  y  y'(l )]  sea  menor  que  e. 


Una  aplicacion  a  la  dinamica  de  poblaciones 

A  principios  del  siglo  xx,  A.  J.  Lotka  y  V.  Volterra  desarrollaron  en  forma  independiente  un 
modelo  matematico  para  la  dinamica  de  poblaciones  de  especies  en  competencia,  una  de  las 
cuales  es  un  depredador  con  poblacion  x2(t)  y  la  otra  es  su  presa  con  poblacion  xx  (t).  Este 
modelo  supone  que  hay  una  gran  cantidad  de  alimento  disponible  para  la  presa,  de  modo  que 
la  tasa  de  natalidad  de  la  presa  debe  seguir  la  ley  de  Malthus  o  exponencial  (vease  la  seccion 
3.2);  es  decir,  la  tasa  de  natalidad  de  la  presa  es  Axx,  donde  A  es  una  constante  positiva.  La 
tasa  de  mortalidad  de  la  presa  depende  del  numero  de  interacciones  entre  los  depredadores 
y  las  presas.  Esto  queda  descrito  por  la  expresion  Bxxx2,  donde  B  es  una  constante  positiva. 
Por  lo  tanto,  la  razon  de  cambio  en  la  poblacion  de  las  presas  por  unidad  de  tiempo  es 
dxx/dt  =  Ax i  —  Bxxx2.  Suponiendo  que  los  depredadores  dependan  completamente  de  la 
presa  como  su  alimento,  entonces  la  tasa  de  natalidad  de  los  depredadores  depende  del  nu¬ 
mero  de  interacciones  con  las  presas;  es  decir,  la  tasa  de  natalidad  de  los  depredadores  es 
Dxxx2,  donde  D  es  una  constante  positiva.  Suponemos  que  la  tasa  de  mortalidad  de  los  de¬ 
predadores  es  Cx2,  pues  sin  alimento,  la  poblacion  morirfa  a  una  razon  proporcional  a  la  po¬ 
blacion  presente.  Por  lo  tanto,  la  razon  de  cambio  en  la  poblacion  de  depredadores  por 
unidad  de  tiempo  es  dx2ldt  =  —Cx2  +  Dxxx2.  A1  combinar  estas  dos  ecuaciones  obtenemos 
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el  sistema  de  Lotka-Volterra  para  la  dinamica  de  poblaciones  de  dos  especies  en  competen- 
cia: 


x!  =  Ax  1  —  Bx |  x?  , 

(16) 

X2  =  —  Cx2  +  I)X\  x2  . 

En  general,  tales  sistemas  no  se  pueden  resolver  de  manera  explfcita.  En  el  siguiente 
ejemplo  obtenemos  una  solucion  aproximada  de  tal  sistema  mediante  la  forma  vectorizada 
del  algoritmo  de  Runge-Kutta. 

Para  el  sistema  de  dos  ecuaciones 

X[  =  fi{t,XuX2)  , 
x2  =/2(f,X i,X2)  , 


con  condiciones  iniciales  x^fo)  =  x1;q,  x2(fo)  =  x2;0,  la  forma  vectorizada  de  las  ecuaciones 
(14),  pagina  136,  se  convierte  en 


(17) 


4  +  1 4  +  h  in  =  0,  1,  2, .  .  .)  , 

<  xl;n  + 1  :=xl;n  +  g(*l,l  +  2 A12  +  2A13  +  A]  4)  , 

x2;n  + 1  x2 ;n  +  g(*2,l  +  2A2,2  +  2A2>3  +  A2,4)  , 


donde  h  es  el  tamano  de  paso;  para  i  =  1  y  2, 


(18) 


*i,l  '  hf{tn,  X  |  ;m  x2;n)  y 

k,2  [=  hfi{tn  +  f,  *1*  +  ^1,1>  *2;n  +  ^2,l) 

K 3  :=  hfi(tn  +  2,  x1;„  +  yA1>2,  X2;„  +  yA2>2) 

*i,4  :=  hfi{tn  +  h,  xUn  +  Au,  X2.n  +  A2,3)  . 


Es  importante  observar  que  £1;1  y  k2A  deben  calcularse  antes  que  A12  y  A2  2.  De  manera 
similar,  hay  que  calcular  A1;2  y  A2;2  para  calcular  A1;3  y  A2;3,  etcetera.  En  el  programa  del  apen- 
dice  E  se  bosqueja  la  aplicacion  del  metodo  para  graficar  soluciones  aproximadas  en  un  in- 
tervalo  dado  [  4,  t \  ]  o  bien  obtener  aproximaciones  de  las  soluciones  en  un  punto  dado,  con 
la  tolerancia  deseada. 

EJEMPLO  4  Usar  el  algoritmo  clasico  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  para  sistemas  con  el  fin  de  apro- 
ximar  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 


(19) 


x'i  =  2xj  —  2x^2  ; 
x2  =  x+x2  -  x2  ; 


x,(0)  =  1  , 

x2(0)  =  3 
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en  t  =  1 .  Comenzando  desde  h  =  1 ,  continue  dividiendo  a  la  mitad  el  tamano  de  paso  has- 
ta  que  dos  aproximaciones  sucesivas  de  x^l)  y  de  x2(l )  difieran  a  lo  mas  en  0.0001. 


SOLUCION  En  este  caso,  f\(t,x i,x2)  =  2xx  —  2x^2  y  /2(f,x1;x2)  =  X|X2  —  x2.  Con  los  datos  f0  =  0, 
x1;o  =  1,  x2;o  =  3,  procedemos  con  el  algoritmo  para  calcular  x3(l;  l)  y  x2(l;  l),  las  aproxi¬ 
maciones  de  x^l),  x2(l)  usando  h  =  1.  Por  las  formulas  en  (18)  tenemos  que 

*i,i  =  K 2xi;0  “  2x1;0x2;o)  =  2(1)  -  2(l)(3)  =  -4  , 

*2,1  =  *(*i;o*2;o  -  X2;0)  =  (l)(3)  -3=0, 

*1,2  =  h[ 2(x1;0  +  5*1,1)  -  2(x1;0  +  5*1,1)  (x2;0  +  5*2,1)] 

=  2[l  +l(-4)]-2[l+l(-4)][3  +  l(0)] 

=  -2  +  2(3)  =  4  , 

*2,2  =  *[  (*1;0  +  |*1, l)  (x2;0  +  5*2, l)  —  (*2;0  +  5*2,l)  ] 

-[l+l(-4)][3+l(0)]-[3  +  l(0)] 

=  (-1)(3)  -  3  =  -6  , 

De  manera  analoga  calculamos 

*1,3  =  *[2(x1;0  +  5*1,2)  —  2^x1;0  +  5*1,2)  (x2;o  +  5*2,2)]  =  6  , 

*2,3  =  *[  (jCl;0  +  5*1 4)  (*2;0  +  5*2,2)  -  (*2;0  +  5*2,2)  ]  =  0  - 
*1,4  =  *[2(x1;0  +  *lj3)  -  2(x1;0  +  *i,3)(x2;0  +  *23) ]  =  -28  , 

*2,4  =  *[(*1;0  +  *l,3)(x2;0  +  *2,3)  _  (x2;0  +  *2,3)]  =  —  18  . 

Insertando  estos  valores  en  la  formula  (17)  obtenemos 

*1;1  =  ^1;0  +  g(*l,l  3"  2*1>2  +  2 k12  +  *1,4) 

=  1  +  |(-4  +  8  +  12  -  28)  =  -1  , 

X2;l  =  X2;0  +  4(*2,1  +  2 k2'2  +  2 k23  +  *2, 4)  , 

=  3  +  |(0  -  12  +  0  +  18)  =  4  , 


como  las  aproximaciones  respectivas  a  x^l)  y  x2(l). 
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A1  repetir  el  algoritmo  con  h  =  1/2  (N  =  2 )  obtenemos  las  aproximaciones  „c ,  ( 1 ;  2-1)  y 
jc2(l;  2_1)  para  x^l)  y  jc2(l)  En  la  tabla  5.2  enumeramos  las  aproximaciones  jrq/l;  2~m) 
y  x2(l;  2~m)  para  x^l)  y  x2(l)  usando  el  tamano  de  paso  h  =  2~m  para  m  =  0,  1,  2,  3  y  4. 
Nos  detenemos  en  m  =  4,  pues 

^(l;  2-3)  -  Xi(\\  2_4)|  =  0.00006  <  0.0001 

y 


|jc2(1;  2-3)  -  jc2(1;  2_4)|  =  0.00001  <  0.0001  . 

Por  tanto,  x^l)  ~  0.07735  y  x2(l)  ~  1.46445,  con  tolerancia  0.0001.  ■ 


TABLA  5.2  APROXIMACIONES  DE  LA  SOLUCION 
DEL  SISTEMA  (17)  EN  EL  EJEMPLO  4 


m  h  *i(E  h)  x2(l;  h) 


0 

1.0 

-1.0 

4.0 

1 

0.5 

0.14662 

1.47356 

2 

0.25 

0.07885 

1.46469 

3 

0.125 

0.07741 

1.46446 

4 

0.0625 

0.07735 

1.46445 

Para  hacerse  una  mejor  idea  de  la  solucion  del  sistema  (19),  en  la  figura  5.6  hemos  gra- 
ficado  la  aproximacion  de  la  solucion  para  0  <  f  <  12,  usando  interpolacion  lineal  para  unir 
las  aproximaciones  vectorizadas  de  Runge-Kutta  para  los  puntos  t  =  0,  0.125,  0.25,  .  .  .  , 
12.0  (es  decir,  con  h  =  0.125).  La  grafica  sugiere  que  los  componentes  Xi  y  x2  son  periodi- 
cos  en  la  variable  t.  En  el  proyecto  D  usamos  el  analisis  en  el  piano  fase  para  mostrar  que, 
en  efecto,  las  ecuaciones  de  Volterra-Lotka  tienen  soluciones  periodicas. 


Figura  5.6  Graficas  de  los  componentes  de  una  solucion  aproximada  del  sistema  de  Volterra-Lotka  (17) 
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EJERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  7,  convierta  el  problema  con  valo- 
res  iniciales  dado  en  un  problema  con  valores  iniciales 
para  un  sistema  en  forma  normal. 

1.  y"(t)  +  ty'{t)  -  3 y{t)  =  t 2  ; 

y(0)  =  3  ,  y'(0)  =  -6  . 

2.  y"(t )  =  cos (t  -  y)  +  y2{t )  ; 

y{0)  =  1  ,  y'(0)  =  0 

3.  y{4\t)  ~  )  +  ly{t)  =  cos  t  ; 

y(o)  =  y'(o)  =  i  ,  y"(o)  =  o  ,  y(3)(o)  =  2 

4.  y%)  =  [/(f)]3  -  sen(yW)  +  e2'  ; 
y(0)=y'(0)=  -•  =/5)(0)  =  0 

5.  x"  +  y  —  x'  —  2t  ;  x(3)  =  5  ,  x'(3)  =  2  , 

y'-x+y  =-l  ;  y(3)  =  l  ,  y'(3)=-l 

[Sugerencia:  haga  X\  =  x  ,  x2  =  x'  ,  x3  =  y  , 
x4  =  y']. 

6.  3x"  +  5x-2 y  =0  ;  jc(0)  =  -1  ,  jc'(0)  =  0  , 

Ay"  +  2 y  -  6x  =  0  ;  y(0)  =  1  ,  y'( 0)  =  2 

7.  x"'  —  y  =  t  ;  x(0)  =  x'(0)  =  x"(0)  =  4  , 

2x"  +  5y"  -  2y  =  1  ;  y(0)  =  y'{ 0)  =  1 

8.  Forma  de  Sturm-Liouville.  Una  ecuacion  de  se- 
gundo  orden  esta  en  la  Forma  de  Sturm-Liouville. 

si  se  expresa  como 

[p(t)y'{t)]'  +  q{t)y(t)  =  o  . 

Muestre  que  las  sustituciones  xq  =  y,  x2  =  py'  pro- 
ducen  la  forma  normal 

xi  =  x2jp  , 
x'2  =  ~qx\  . 

Si  y(o)  =  ayy'if))  =  b  son  los  valores  iniciales 
para  el  problema  de  Sturm-Liouville,  ^cual  es  el  va¬ 
lor  de  X,  (O)  y  x2(0)? 

9.  En  la  seccion  3.6  analizamos  el  metodo  de  Euler 
mejorado  para  aproximar  la  solucion  de  una  ecua- 
cion  de  primer  orden.  Extienda  este  metodo  a  siste¬ 
mas  normales  y  proporcione  las  formulas  recursivas 
para  resolver  el  problema  con  valores  iniciales. 

Usted  necesitard  una  computadora  y  una  version  pro- 
gramada  del  metodo  de  Euler  vectorizado  y  del  algoritmo 
clasico  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  para  resolver  los 
problemas  10  a  30.  (El  instructor  puede  indicar  si  se  uti- 
liza  otro  software). 


En  los  problemas  10  a  13,  use  el  metodo  de  Euler 
vectorizado  con  h  =  0.25  para  determinar  una  aproxima- 
cion  de  la  solucion  al  problema  con  valores  iniciales  da¬ 
do  en  el  intervalo  indicado.  ( Para  un  intervalo  t0  <  t  < 
c,  recuerde  que  el  dato  con  el  numero  de  pasos  N  y  el  ta- 
rnano  de  pasos  h  cumplen  la  relacion  Nh  =  c  —  t0). 

10.  y"  +  ty'  +  y  =  0  ; 

y( 0)  =  1  ,  y'(0)  =  0  en  [0,  l], 

11.  (1  +  t2)y"  +  y'  -  y  =  0  ; 

y( 0)  =  1  ,  y'(0)  =  -1  en  [0,  1], 

12.  t2y"  +  y  =  t  +  2  ; 

y(l)=l,  y'(l)  =  -1  en  [l,  2], 

13.  y"  =  t2  —  y2  ; 

y(0)  =  0  ,  y'(0)  =  1  en  [0,  l], 

(^Podria  estimar  la  solucion?). 

14.  Use  el  algoritmo  vectorizado  de  Runge-Kutta  con 
h  =  0.5  para  aproximar  la  solucion  del  problema 
con  valores  iniciales 

3 t2y"  -  5 ty'  +  5y  =  0  ; 

y(l)  =  0,  y'(l)  =  | 

en  t  =  8.  Compare  esta  aproximacion  con  la  solu¬ 
cion  real  y(t)  =  t 5/3  —  t. 

15.  Use  el  algoritmo  vectorizado  de  Runge-Kutta  para 
aproximar  la  solucion  del  problema  con  valores  ini¬ 
ciales 

y"  =  t2  +y2  ;  y{0)  =  1  ,  y'( 0)  =  0 

en  t  =  1 .  Partiendo  de  h  =  1 ,  continue  dividiendo  a 
la  mitad  el  tamano  de  paso  hasta  que  dos  aproxima- 
ciones  sucesivas  de  [y(0)  y  y'(0)]  difieran  a  lo 
mas  0.01. 

16.  Use  el  algoritmo  vectorizado  de  Runge-Kutta  para 
sistemas  con  h  =  0.125,  para  aproximar  la  solucion 
del  problema  con  valores  iniciales 

x'  =  2 x  —  y  ;  x(0)  =  0  , 

y'  =  3x  +  6y  ;  y(0)  =  -2 

en  (  =  1.  Compare  esta  aproximacion  con  la  solu¬ 
cion  real 


x(t)  =  e5t 


y(t)  =  e3t  -  3e5t  . 
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17.  Use  el  algoritmo  vectorizado  de  Runge-Kutta  para 
aproximar  la  solution  del  problema  con  valores  ini- 
ciales 

^  =  3m  —  4v  ;  m(0)  =  1  , 

^7  =  2m  —  3v  ;  n(o)  =  1 

en  =  1 .  Partiendo  de  h  =  1 ,  continue  dividiendo  a 
la  mitad  el  tamano  de  paso  hasta  que  dos  aproxima- 
ciones  sucesivas  de  m(1)  y  u(l)  difieran  a  lo  mas 
0.001. 

18.  Modelo  de  combate.  Un  rnodelo  matematico  sen- 
cillo  para  el  combate  de  un  ejercito  conventional 
contra  la  guerrilla  esta  dado  por  el  sistema 

x[  =  —  (0.l)xiX2  ;  JCi(O)  =  10  , 
x'2  =  ~Xi  ;  tc2(0)  =  15  , 

donde  x{  y  x2  son  la  fuerza  de  la  guerrilla  y  las  tro- 
pas  convencionales,  respectivamente,  y  0.1  y  1  son 
los  coeficientes  de  eficacia  en  combate.  ^Quien  ga- 
nara  el  conflicto,  las  tropas  convencionales  o  la  gue¬ 
rrilla?  [Sugerencia:  Use  el  algoritmo  vectorizado  de 
Runge-Kutta  para  sistemas  con  h  =  0.1  para  aproxi¬ 
mar  las  soluciones], 

19.  Modelo  presa-depredador.  El  modelo  presa-de- 
predador  de  Volterra-Lotka  predice  cierto  comporta- 
rniento  interesante  que  es  claro  en  ciertos  sistemas 
biologicos.  Por  ejemplo,  suponga  que  fija  la  pobla¬ 
cion  inicial  de  presas  pero  que  incrementa  la  po¬ 
blacion  inicial  de  depredadores.  Entonces  el  ciclo 
de  poblacion  de  las  presas  se  vuelve  mas  severe,  en 
el  sentido  de  que  hay  un  largo  periodo  de  tiernpo 
con  una  poblacion  reducida  de  presas,  seguido  de 
un  breve  periodo  en  que  la  poblacion  de  presas  es 
muy  grande.  Para  demostrar  este  comportamiento, 
use  el  algoritmo  vectorizado  de  Runge-Kutta  para 
sistemas  con  h  =  0.5  y  aproxime  la  poblacion  de 
presas  x  y  de  depredadores  y  en  el  periodo  [0,  5] 
que  satisface  el  sistema  de  Volterra-Lotka 

x'  =  jc(3 - y)  , 

y'  =  y(x  -  3) 

bajo  cada  una  de  las  siguientes  condiciones  ini- 
ciales: 

(a)  *(0)  =  2  ,  y(0)  =  4 

(b)  x(0)  =  2  ,  y(0)  =  5 

(c)  jc(0)  =  2  ,  y(0)  =  7  . 


20.  En  el  proyecto  G  del  capitulo  4  se  rnostro  que  la 
ecuacion  del  pendulo  simple 

6"  it)  +  sen  6(t)  =  0 

tiene  soluciones  periodicas  cuando  el  desplazamien- 
to  y  la  velocidad  iniciales  son  pequenos.  Muestre 
que  el  periodo  de  solution  puede  depender  de  las 
condiciones  iniciales  usando  el  algoritmo  vectoriza¬ 
do  de  Runge-Kutta  con  h  =  0.02  para  aproximar  las 
soluciones  al  problema  del  pendulo  simple  en  [0,  4] 
las  condiciones  iniciales  siguientes: 

(a)  0(0)  =  0.1,  0'(O)  =  O 

(b)  0(0)  =  0.5,  0'(O)  =  0 

(c)  0(0)  =  1.0  ,  0'(O)  =  0  . 

[Sugerencia:  Aproxime  la  longitud  de  tiernpo  que 
tarda  en  llegar  a  —  0(0)] . 

21.  Eyeccion  de  fluido.  En  el  diseno  de  una  planta  de 
tratamiento  de  aguas  negras  surge  la  siguiente  ecua¬ 
cion: 1 

60  -  H  =  (77.7)//"  +  (19.42)(//')2  ; 

H{ 0)  =  H'{ 0)  =  0  , 

donde  H  es  el  nivel  de  fluido  en  una  camara  de  eyec¬ 
cion  y  f  es  el  tiernpo  en  segundos.  Use  el  algoritmo 
vectorizado  de  Runge-Kutta  con  h  =  0.5  para  apro¬ 
ximar  H{t)  en  el  intervalo  [0,  5  ] . 

22.  Oscilaciones  y  ecuaciones  no  lineales.  Para  el 
problema  con  valores  iniciales 

x"  +  (0. 1 )( 1  —  x2)x'  +  x  =  0  ; 
x(0)  =  Xq  ,  jt'(O)  =  0  , 

use  el  algoritmo  vectorizado  de  Runge-Kutta  con 
h  =  0.02  para  mostrar  que  cuando  t  crece  de  0  a  20, 
la  solution  x  exhibe  oscilaciones  amortiguadas  cer- 
ca  de  x0=  1,  mientras  que  x  exhibe  oscilaciones  con 
expansion  cerca  de  x0  =  2.1. 

23.  Resorte  no  lineal.  La  ecuacion  de  Duffing 

y"  +  y  +  ry3  =  0  , 

donde  r  es  una  constante,  rnodela  las  vibraciones  de 
una  rnasa  unida  a  un  resorte  no  lineal.  Para  este 
modelo,  ^varia  el  periodo  de  vibration  al  variar  el 
parametro  r?  Van'a  el  periodo  al  modificar  las  con¬ 
diciones  iniciales?  [Sugerencia:  Use  el  algoritmo 
vectorizado  de  Runge-Kutta  con  h  =  0.1  para  apro- 


;Vcasc  Numerical  Solution  of  Differential  Equations,  por  William  Milne  (Dover,  Nueva  York,  1970),  pagina  82. 
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ximar  las  soluciones  para  r  =  1  y  2,  con  condiciones 
iniciales  v(0)  =  a,y’(0)  =  0  para  a  =  1,  2,  y  3], 

24.  Pendulo  con  longitud  variable.  Se  construye  un 
pendulo  mediante  una  masa  m  unida  extremo  de 
un  cable  sujetado  al  techo.  Suponga  que  la  longitud 
/(f)  del  cable  varfa  con  el  tiernpo  de  cierta  manera 
predeterminada.  Si  0(f)  es  el  angulo  entre  el  pendu¬ 
lo  y  la  vertical,  entonces  el  movimiento  del  pendulo 
queda  descrito  mediante  el  problema  con  valores 
iniciales 

l2{t)d"{t)  +  2 l(t)l’(t)8'(t)  +  gl(t)0(t)  =  0  ; 

0(0)  =  0O  ,  0'(O)  =  0!  , 

donde  g  es  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad.  Su¬ 
ponga  que 

/(f)  =  lo  +  h  cos(cuf  —  <f> )  , 

donde  l\  es  rnucho  rnenor  que  /0.  (Esto  podria  ser  un 
rnodelo  para  una  persona  en  un  columpio,  donde  la 
accion  de  empuje  cambia  la  distancia  del  centra  de 
masa  del  columpio  al  punto  donde  esta  sostenido 
este).  Para  simplificar  los  calculos,  haga  g  =  1.  Use 
el  algoritmo  de  Runge-Kutta  con  h  =0.1,  para  estu- 
diar  el  movimiento  del  pendulo  cuando  0O  =  0.5, 
01  =  0,  Iq  =  1,  /]  =  0.1,  co  =  1,  y  <f)  =  0.02.  En 
particular,  ^alcanza  el  pendulo  un  angulo  mayor 
en  valor  absoluto  que  el  angulo  inicial  0O?  ^Excede 
al  valor  1  el  arco  transversal  recorrido  durante  la  mi- 
tad  de  una  oscilacion? 

En  Jos  problemas  25-30,  use  un  paquete  de  software  o  la 

SUBRUTINA  del  apendice  E. 

25.  Use  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  para  sistemas  con 
h  =  0.05,  para  aproximar  la  solucion  del  problema 
con  valores  iniciales 

y"'  +  y"  +  y2  =  t  ; 

y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  0  ,  y" (0)  =  1 

en  t  =  1. 

26.  Use  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  para  sistemas  con 
h  =0.1  para  aproximar  la  solucion  del  problema 
con  valores  iniciales 

x'  =  yz  ;  x(0)  =  0  , 

y'  =  -xz  ;  y(o)  =  1  , 

z!  =  —xyj 2  ;  z(0)  =  1 


27.  Ecuacion  de  Blasius  generalizada.  H.  Blasius, 
en  su  estudio  del  flujo  laminar  de  un  fluido,  encon- 
tro  una  ecuacion  de  la  forma 

y'"  +  yy"  =  (y')2  ~  1  • 

Use  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  para  sistemas 
con  h  =0.1  para  aproximar  la  solucion  que  satisfa- 
ga  las  condiciones  iniciales  v(0)  =  0,  y'(0)  =  0,  y 
y"(0)  =  1.32824.  Bosqueje  esta  solucion  en  el  in- 
tervalo  [  0,  2  ] . 

28.  Orbita  lunar.  El  movimiento  de  una  luna  que  se 
rnueve  en  una  orbita  plana  en  tomo  de  un  plane ta  que¬ 
da  descrito  mediante  las  ecuaciones 

d2x  mx  d2y  my 

— y=-G—r,  — y  =  — GHr  , 

dt2  r 3  dt 2  r3 

donde  r  :=  (x2  +  y 2)'/2,  G  es  la  constante  gravitacio- 

nal  y  m  s  la  masa  de  la  luna.  Suponga  que  Gm  =  1. 

Cuando  jc(0)  =  l,x'(0)  =  y(0)  =  0,  yy'(O)  =  1, 

el  movimiento  es  una  orbita  circular  de  radio  1  y  pe- 

riodo  277. 

(a)  Haga  x,  =  x,  x2  =  x',  x3  =  y,  x4  =  y' ,  y 
exprese  las  ecuaciones  corno  un  sistema  de  pri¬ 
mer  orden  en  forma  normal 

(b)  Use  h  =  277/100  ~  0.0628318,  para  calcular 
una  orbita  de  esta  luna  (es  decir,  haga  N  =  100). 
^Coincide n  sus  aproximaciones  con  el  hecho  de 
que  la  orbita  sea  un  cfrculo  de  radio  1  ? 

29.  Especies  en  competencia.  Sea  pj(t)  la  poblacion 
de  tres  especies  en  competencia  S),  i  =  1,  2,  3,  res- 
pectivamente.  Suponga  que  estas  especies  tienen  la 
misrna  tasa  de  crecimiento  y  que  la  poblacion  maxi¬ 
ma  que  puede  soportar  el  habitat  es  la  misrna  para  ca- 
da  especie.  (Suponemos  que  es  la  unidad).  Suponga 
ademas  que  la  ventaja  competitiva  que  tiene  5)  sobre 
S2  es  la  misrna  que  la  de  S2  sobre  S3  y  la  de  S3  so¬ 
bre  S).  Modelamos  esta  situacion  mediante  el  sistema 

Pi  =  Pi(l  -  Pi  ~  ap2  ~  bp3)  , 

Pi  =  Plix  -  bpi  -  p2  -  ap3)  . 

Pi  =  Pi(]  ~  api  ~  bp2  ~  p3)  , 

donde  ay  b  son  constantes  positivas.  Para  demostrar 
la  dinamica  de  poblaciones  de  este  sistema  cuando 
a  =  b  =  0.5,  use  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  para 
sistemas  con  h  =  0.1  para  aproximar  las  poblacio¬ 
nes  pj  en  el  intervalo  de  tiernpo  [0,  10 ]  bajo  cada 
una  de  las  siguientes  condiciones  iniciales: 

(a)  Pl(0)  =  1.0  ,  p2{ 0)  =  0.1  ,  p3( 0)  =  0.1 

(b)  p,(0)  =  0.1  ,  p2(0)  =  1.0  ,  p3(0)  =  0.1 

(c)  p,(0)  =  0.1  ,  p2( 0)  =  0.1  ,  p3(0)  =  1.0  . 


en  t  =  1. 
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Con  base  en  los  resultados  de  las  partes  (a)-(c),  Con 
base  en  los  resultados  de  las  partes  t  — »  +  oo? 

Cuando  a  =  0.5  y  b  =  2.0,  el  comportamiento 
de  estas  poblaciones  es  totalmente  distinto  (vease  el 
proyecto  F). 

30.  Pendulo  con  resorte.  Consideremos  una  masa 
unida  a  un  extremo  de  un  resorte  con  constante  de 
resorte  k  y  el  otro  extremo  unido  al  techo.  Sea  l0  la 
longitud  natural  del  resorte  y  /(f)  su  longitud  en  el 
instante  t.  Si  0(f)  es  el  angulo  entre  el  pendulo  y  la 
vertical,  entonces  el  movimiento  del  pendulo  con  re¬ 
sorte  queda  descrito  mediante  el  sistema 

l"{t)  -  l(t)6'(f)  ~  g  cos  0(f)  +  ^(Z  -  lo)  =  0  , 

/2(f)0"(f)  +  2l(t)l'(t)d'(t)  +  gl{t)  sen  0(f)  =  0  . 


Suponga  que  g  =  1,  k  =  m  =  1,  y  /0  =  4.  Cuando 
el  sistema  esta  en  reposo,  l  =  l0  +  mg  Ik  =  5. 

(a)  Describa  el  movimiento  del  pendulo  cuando 
/( 0)  =  5.5,  /'( 0)  =  0,  0(0)  =  0,  y  0'(O)  =  0. 

(b)  Cuando  el  pendulo  se  estira  y  recibe  un  desplaza- 
miento  angular,  su  movimiento  es  mas  complejo. 
Use  el  algoritmo  de  Runge-Kutta  para  sistemas 
con  h  —  0.1  para  aproximar  la  solution,  bosqueje 
las  graficas  de  la  longitud  1  y  el  desplazamiento 
angular  0  en  el  intervalo  [0,  10]  si  /( 0)  =  5.5, 
/'( 0)  =  0,  0(0)  =  0.5,  y  0'(O)  =  0. 


5.4  INTRODUCCION  AL  PLANO  FASE 

En  esta  section  estudiamos  sistemas  de  dos  ecuaciones  de  primer  orden  de  la  forma 


(1) 


dx 

dt 


=f(x,  y), 


dy 

dt 


g(x,  y). 


Observe  que  la  variable  independiente  t  no  aparece  en  los  terminos  del  lado  derecho  fix,  y) 
y  g{x,  y);  tales  sistemas  se  llaman  autonomos.  Por  ejemplo,  el  sistema  que  modelo  el  pro- 
blema  de  los  tanques  interconectados  de  la  section  5.1, 


,  1  ,  1 
X  =~3X+I2y’ 


1 


1 


y  =  3X  ~  3  y 


es  autonomo.  Tambien  lo  es  el  sistema  de  Volterra-Lotka, 
x'  =  Ax  —  Bxy  , 
y'  =  —Cy  +  Dxy  , 

(con  A,  B,  C,  D  constantes)  que  analizamos  en  el  ejemplo  4  de  la  section  5.3  como  un  mo¬ 
delo  para  la  dinamica  de  poblaciones. 

Para  referenda  posterior,  observemos  que  las  soluciones  de  los  sistemas  autonomos  son 
“inmunes  a  los  corrimientos  en  el  tiempo”,  en  sentido  de  que  si  la  pareja  x(t),  yit)  resuelve 
(1),  tambien  lo  hace  la  pareja  recorrida  en  el  tiempo  x(t  +  c),y{t  +  c)  para  cualquier 
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constante  c.  Especfficamente,  si  X(t )  :=  x(t  +  c)  y  Y(t)  :=y(/  +  c),  la  regia  de  la  cadena  im- 
plica  que 


+  c)  =f[x{t  +  c),y{t  +  c))  =f[x{t),  Y(t ))  , 

-^{t)  =  ^0  +  c)  =  g(x{t  +  c),  y(t  +  c))  =  g(x(t),  Y(t ))  , 

lo  cual  demuestra  que  X(f),  K(r)  tambien  es  una  solucion  de  (1). 

Como  t  no  aparece  en  forma  explfcita  en  el  sistema  (1),  ciertamente  es  tentador  dividir 
las  dos  ecuaciones.  invocar  a  la  regia  de  la  cadena 

dy  dy/dt 
dx  dx/dt 

y  considerar  la  ecuacion  diferencial  de  primer  orden 

dy  _  g{x,y ) 
dx  fix,  y)  ' 

Nos  referiremos  a  (2)  como  la  ecuacion  en  el  piano  fase.  En  los  capftulos  1  y  2  presentamos 
varios  enfoques  de  las  ecuaciones  de  tipo  (2):  usamos  campos  de  direcciones  para  visuali- 
zar  las  graficas  solucion  y  las  tecnicas  analfticas  para  los  casos  de  separabilidad,  linealidad, 
exactitud,  etcetera. 

Asf,  la  forma  (2)  tiene  claras  ventajas  sobre  (1),  pero  es  importante  mantener  la  pers- 
pectiva  con  las  siguientes  distinciones: 

(i)  Una  solucion  del  problema  original  (1)  es  una  pareja  de  funciones  de  t,  a  saber, 
x\t)  y  y(t),  que  satisfacen  (1)  para  toda  t  en  algun  intervalo  I.  Estas  funciones  se 
pueden  visualizar  como  una  pareja  de  graficas,  como  en  la  figura  5.7.  Si  en  el 
piano  xy  localizamos  el  punto  (x(t),  y(t))  al  variar  t  en  I,  la  curva  resultante  es  la 
trayectoria  de  la  pareja  solucion  x(t),  y(t),  y  el  piano  xy  es  el  piano  fase  en  este 
contexto  (vease  la  figura  5.8  en  la  pagina  264).  Observe,  sin  embargo,  que  la  tra¬ 
yectoria  en  este  piano  contiene  menos  informacion  que  las  graficas  originales, 
pues  hemos  eliminado  la  dependencia  de  t.  En  principio,  podemos  reconstruir 
punto  por  punto  la  trayectoria  a  partir  de  las  graficas  solucion,  pero  no  podemos 
reconstruir  las  graficas  solucion  solo  a  partir  de  la  trayectoria  en  el  piano  fase 
(pues  no  sabrfamos  que  valor  de  t  asignar  a  cada  punto). 


x(t) 


y(t) 


t 


Figura  5.7  Pareja  solucion  para  el  sistema  (1) 
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•  W  t3),  y(t3)) 


Mh)>  y(h)) 


y(b)) 


Figura  5.8  Trayectoria  en  el  piano  fase  para  la  pareja  solucion  del  sistema  (1) 


(ii)  No  obstante,  la  pendiente  dyjdx  de  una  trayectoria  en  el  piano  fase  esta  dada  por 
el  lado  derecho  de  (2).  Asf,  al  resolver  la  ecuacion  (2)  estamos  localizando  las 
trayectorias  del  sistema  (1)  en  el  piano  fase.  Mas  precisamente,  hemos  mostrado 
que  las  trayectorias  satisfacen  la  ecuacion  (2);  por  lo  tanto,  las  curvas  solucion  de 
(2),  que  en  este  contexto  se  conocen  como  curvas  integrales,  contienen  a  las  tra¬ 
yectorias. 

(iii)  En  los  capitulos  1  y  2  consideramos  a  x  como  la  variable  independiente  y  a  y  co¬ 
mo  la  variable  dependiente;  en  ecuaciones  de  la  forma  (2).  Esto  ya  no  es  cierto  en 
el  contexto  del  sistema  (1);  xy  y  son  variables  dependientes  del  mismo  nivel  y  t 
es  la  variable  independiente. 

Asf,  parece  que  un  retrato  en  el  piano  fase  podrfa  ser  una  herramienta  util,  aunque  incom- 
pleta,  para  analizar  los  sistemas  autonomos  de  primer  orden  como  (1). 

Excepto  por  el  caso  particular  de  los  sistemas  lineales  con  coeficientes  constantes,  ana- 
lizado  en  la  seccion  5.2,  en  general  es  imposible  determinar  todas  las  soluciones  del  sistema 
(1),  aunque  es  relativamente  facil  hallar  soluciones  constantes ;  si  f(x o,  yo)=0  y 
g(x o,  yo)  =  0,  entonces  las  funciones  constantes  x(t)  =  x0,  y(t)  =  y0  resuelven  (1).  Usamos 
la  siguiente  terminologfa  para  tales  soluciones: 


PUNTOS  CRITICOS  Y  SOLUCIONES  DE  EQUILIBRIO 


Definicion  1.  Un  punto  (x0,  y0)  donde  f(x0,  y0)  =  0  y  g(xih  y0)  =  0  es  un  punto  crf- 
tico  o  punto  de  equilibrio  del  sistema  dx/dt  =  f(x,  y),  dy/dt  =  g(x,  y)  y  la  solucion 
constante  correspondiente  x(t)  =  x(h  y(t)  =  y0  es  una  solucion  de  equilibrio.  El 
conjunto  de  todos  los  puntos  crfticos  es  el  conjunto  de  puntos  criticos. 


Observe  que  las  trayectorias  de  las  soluciones  de  equilibrio  constan  precisamente  de 
puntos  unicos  (los  puntos  de  equilibrio).  ^Pero  que  podemos  decir  de  las  demas  trayecto¬ 
rias?  ^Podemos  predecir  algunas  de  sus  caracterfsticas  analizado  con  detalle  a  los  puntos  de 
equilibrio?  Para  explorar  estas  cuestiones  nos  concentraremos  en  la  ecuacion  en  el  piano  fa¬ 
se  (2)  y  aprovecharemos  su  campo  de  direcciones  (recuerde  la  seccion  1.3,  pagina  16).  Sin 
embargo,  aumentaremos  la  informacion  del  campo  de  direcciones  anadiendo  puntas  de  fle- 
cha  a  los  segmentos  de  recta,  indicado  la  direccion  del  “flujo”  de  soluciones  al  crecer  t.  Es¬ 
to  es  facil:  cuando  dxjdt  es  positiva,  x(t)  aumenta,  de  modo  que  la  trayectoria  fluye  hacia  la 
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EJEMPLO  I 


SOLUCION 


derecha.  Por  lo  tanto,  de  acuerdo  con  (1),  todos  los  segmentos  del  campo  de  direcciones  tra- 
zados  en  una  region  donde  f(x,  y)  es  positiva  deben  apuntar  hacia  la  derecha  (y,  por  supues- 
to,  apuntar  hacia  la  izquierda  cuando  f(x,  y )  es  negativa).  Si  f(x,  y)  se  anula,  podemos  usar 
g{x,y)  para  decidir  si  el  flujo  es  hacia  arriba  [y(f)  crece]  o  hacia  abajo  [y(f)  disminuye]. 
\lQue  ocurre  si  tanto  f(x,  y)  como  g(x,  y)  se  anulan ?]. 

En  los  siguientes  ejemplos  abogamos  por  el  uso  de  computadoras  o  calculadoras  para 
generar  estos  campos  de  direcciones. 

Bosquejar  el  campo  de  direcciones  en  el  piano  fase  para  el  sistema 


(3) 


dx 

dt 

dy 

dt 


=  -2>' 


e  identificar  su  punto  crftico. 

En  este  caso,  f(x,  y)  =  —x  y  g(x,  y)  =  —2 y  se  anulan  a  la  vez  cuando  x  =  y  =  0,  de  modo  que 
(0,  0)  es  el  punto  crftico.  El  campo  de  direcciones  para  la  ecuacion  en  el  piano  fase  es: 


(4) 


dy  —2  y  2  y 
dx  —x  x 


aparece  en  la  figura  5.9.  Como  dx/dt  =  —x  en  (3),  las  trayectorias  del  semipiano  derecho 
(donde  x  >  0)  fluyen  hacia  la  izquierda  y  viceversa.  De  la  figura  podemos  ver  que  todas 
las  soluciones  “fluyen  hacia’’  el  punto  crftico  (0,  0J.  Tal  punto  crftico  es  asintoticamente  es- 
table.  ■ 
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Figura  5.9  Campo  de  direcciones  para  el 
ejemplo  1 


Figura  5.10  Trayectorias  para  el  ejemplo  1 


Observation.  En  este  sencillo  ejemplo  podemos  resolver  el  sistema  (3)  de  manera  ex- 
plfcita;  de  hecho,  (3)  es  una  pareja  no  acoplada  de  ecuaciones  lineales  cuyas  soluciones 
son  x (t)  =  cqe-*  y  y(t)  =  c2e ~2'.  Al  eliminar  t  obtenemos  la  ecuacion  y  =  c2e~2f  = 
c2[x(f)/ct]2  =  cx2.  Asf,  las  trayectorias  se  encuentran  a  lo  largo  de  las  parabolas  y  =  cx2. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


EJEMPLO  3 


SOLUCION 


[En  forma  alternativa,  podrfamos  haber  separado  las  variables  en  (4)  e  identificar  tales  para¬ 
bolas  como  las  curvas  integrales] .  Observe  que  cada  una  de  estas  parabolas  esta  formada  por 
tres  trayectorias:  una  trayectoria  que  tiende  hacia  el  origen  en  el  semipiano  derecho;  la  tra- 
yectoria  que  es  reflejo  de  la  anterior  y  tiende  hacia  el  origen  en  el  semipiano  izquierdo,  y  el 
propio  origen,  un  punto  de  equilibrio.  Algunas  trayectorias  de  muestra  aparecen  en  la  figu- 
ra  5.10  de  la  pagina  265. 


Bosquejar  el  campo  de  direcciones  en  el  piano  fase  para  el  sistema 
dx 

—  =  x  , 

(5)  J 

dy  o 

~dt=2y 


y  describir  el  comportamiento  de  las  soluciones  cerca  del  punto  crftico  (0,  0). 

Este  ejemplo  es  casi  identico  al  anterior;  de  hecho,  se  podrfa  decir  que  simplemente  hemos 
“invertido  el  tiempo”  en  (3).  Los  segmentos  del  campo  de  direcciones  para 


(6) 


dy  2 y 
dx  x 


son  iguales  a  los  de  (4),  pero  las  flechas  de  direccion  se  invierten.  Ahora,  todas  las  solucio¬ 
nes  se  alejan  del  punto  crftico  (0,  0);  el  equilibrio  es  inestable.  ■ 


Para  el  sistema  (7)  dado  a  continuation,  determinar  los  puntos  crfticos,  bosquejar  el  campo 
de  direcciones  en  el  piano  fase  y  predecir  la  naturaleza  asintotica  (es  decir,  comportamiento 
cuando  t  — >  +oo)  de  la  solucion  que  parte  de  x  =  2,  y  =  0  cuando  t  =  0. 


(7) 


dx 

dt 

dy 

dt 


=  5x  —  3y  —  2  , 


=  4x  -  3y  -  1 


El  tinico  punto  crftico  es  la  solucion  de  las  ecuaciones  simultaneas  f(x,  y)  =  g(x,  y)  =  0: 

5*°  -  3y0  -  2  =  0  , 

4x0  -  3y0  -1=0, 

de  donde  Jt0  =  y0  =  1.  El  campo  de  direcciones  para  la  ecuacion  del  piano  fase 

dy  Ax  —  3y  —  1 

(9)  —  = - - - 

K  ’  dx  5x  -  3y  -  2 

aparece  en  la  figura  5.11,  donde  hemos  bosquejado  algunas  trayectorias  a  mano.1  Observe 
que  las  soluciones  fluyen  hacia  la  derecha  para  5x  —  3v  —  2  >  0,  es  decir,  para  todos  los 
puntos  debajo  de  la  recta  5x  —  3y  —  2  =  0. 

La  curva  integral  que  pasa  por  (2,  0)  en  la  figura  5.11  parece  extenderse  hasta  infinito. 
^Implica  esto  que  la  solucion  correspondiente  del  sistema  x(t ),  y(t)  tambien  tiende  a  infi- 


l.as  curvas  integrales  se  pueden  obtener  en  forma  analitica  resolviendo  la  ecuacion  (9)  mediante  los  metodos  de  la 
seccion  2.6. 
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nito  en  el  sentido  de  que  \x[t)  \  +  |y(f)  |  — >  +  oo  cuando  t  — »  +00,0  seria  posible  que  esta  tra- 
yectoria  se  “estanque”  en  algun  punto  a  lo  largo  de  la  curva  integral,  o  hasta  “retroceda”? 
No  puede  retroceder ,  pues  las  flechas  de  direccion  a  lo  largo  de  la  curva  integral  apuntan  sin 
ambigiiedad  hacia  la  derecha.  Y  si  y(tfj  se  detuviera  en  algun  punto  (rb  jq),  entonces 
intuitivamente  concluiriamos  que  (x , ,  y  1 )  seria  un  punto  de  equilibrio  (pues  las  “velocida- 
des”  dx/dt  y  dy/dt  tenderfan  a  cero  en  ese  punto).  Pero  ya  hemos  hallado  el  unico  punto  crf- 
tico.  Asf,  podemos  concluir  con  un  alto  grado  de  confianza'  que  el  sistema  realmente  tiende 
a  infinito. 

El  punto  critico  (l,  l)  es  inestable,  pues  aunque  muchas  soluciones  se  acercan  tanto  como 
queramos  a  (l,  l),  la  mayor  parte  se  alejan  de  el.  Las  soluciones  que  estan  sobre  la  recta 
y  =  2x  —  1,  realmente  convergen  a  (l,  l).  Tal  equilibrio  es  un  ejemplo  de  punto  silla.  ■ 

En  el  ejemplo  anterior  argumentamos  informalmente  que  si  una  trayectoria  se  “estan- 
ca”  (es  decir,  si  tiene  un  extremo),  entonces  este  extremo  debe  ser  un  punto  critico.  Esto  se 
enuncia  con  cuidado  en  el  siguiente  teorema,  cuya  demostracion  se  bosqueja  en  el  proble- 
ma  30. 

En  la  figura  5.12  se  muestran  algunas  configuraciones  tfpicas  de  trayectorias  en  torno 


LOS  PUNTOS  LI  MITE  SON  PUNTOS  CRITICOS 


Teorema  1.  Sea  x(t),  y(t)  una  pareja  solution  en  [0,  +00)  del  sistema  autonomo 
dx/dt  =  f(x,  y),  dy/dt  =  g(x,  y),  donde/y  g  son  continuas  en  el  piano.  Si  los  lfmites 

x*  :=  lim  x(t)  y  y*  '■=  Km  y(t) 

t—>+ 00  t—>+ OO 

existen  y  son  finitos,  entonces  el  punto  limite  (x*,  y*)  es  un  punto  critico  del  sistema. 


'Estos  argumentos  informales  se  establecen  con  rigor  en  el  capftulo  12.  Todas  las  referencias  a  los  capftulos  11-13 
se  refieren  al  texto  ampliado  Fundamentals  of  Differential  Equations  and  Boundary  Value  Problems ,  cuarta  edicion. 


JJL  LUiU  3  O  /  3  / 


268 


o  io;i3  jrayj.na  ^qo 


Capitulo  5  Introduccion  a  los  sistemas  y  el  anal isis  del  piano  fase 


y 


Nodo 

(asintoticamente  estable) 


Espiral 

(inestable) 


Punto  silla 
(inestable) 


Centro 

(estable) 


Figura  5.12  Ejemplos  de  diferentes  comportamientos  de  las  trayectorias  cerca  de  un  punto  crftico  en  el 

origen 


de  puntos  crfticos.  Estos  retratos  en  el  piano  fase  surgen  de  los  sistemas  enumerados  en  el 
problema  29,  y  pueden  ser  generados  por  paquetes  de  software  con  opciones  para  bosquejo 
de  trayectorias.  Podemos  observar  que  los  puntos  crfticos  inestables  se  distinguen  por  las 
trayectorias  que  “se  alejan”  desde  puntos  arbitrariamente  cercanos,  mientras  que  los  equili- 
brios  estables  “atrapan”  todas  las  trayectorias  cercanas.  Los  puntos  crfticos  asintoticamente 
estables  atraen  a  sus  trayectorias  cercanas  cuando  t  — >  +oo. 

Desde  el  punto  de  vista  historico,  el  piano  fase  fue  introducido  para  facilitar  el  ana- 
lisis  de  los  sistemas  mecanicos  descritos  por  la  segunda  ley  de  Newton,  fuerza  igual  a 
masa  por  aceleracion.  Un  sistema  mecanico  autonomo  surge  cuando  esta  fuerza  es  inde- 
pendiente  del  tiempo  y  puede  modelarse  mediante  una  ecuacion  de  segundo  orden  de  la 
forma 


(10)  y"=f(y,y'). 
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EJEMPLO  4 

SOLUCION 


Como  hemos  visto  en  la  seccion  5.3,  esta  ecuacion  se  puede  convertir  en  un  sistema  normal 
de  primer  orden  introduciendo  la  velocidad  v  =  dy/dty  escribiendo 


(ID 


dy 

~r  =  V  , 

dt 

f  =  f^ 


Asf,  podemos  analizar  el  comportamiento  de  un  sistema  mecanico  autonomo  estudiando  el 
diagrama  de  piano  fase  en  el  piano  yv.  Observe  que  al  ser  v  el  eje  vertical,  las  trayectorias 
(>W,  v(f)J  fluyen  hacia  la  derecha  en  el  semipiano  superior  (donde  v  >  0)  v  hacia  la  iz- 
quierda  en  el  semipiano  inferior. 


Bosquejar  el  campo  de  direcciones  en  el  piano  fase  para  el  sistema  de  primer  orden  corres- 
pondiente  al  oscilador  masa-resorte  no  forzado,  no  amortiguado  descrito  en  la  seccion  4. 1 
(figura  4.1  de  la  pagina  152).  Bosquejar  varias  trayectorias  e  interpretarlas  ffsicamente. 

La  ecuacion  deducida  en  la  seccion  4. 1  para  este  oscilador  es  my"  +  ky  =  0  o,  en  forma  equi- 
valente,  y"  =  —kyjm.  Por  lo  tanto,  el  sistema  (1 1)  asume  la  forma 

y'  =  v  , 

(12)  ky 

v'  = - . 

m 

El  punto  crftico  esta  en  el  origen  y  =  v  =  0.  El  campo  de  direcciones  en  la  figura  5.13  indi- 
ca  que  las  trayectorias  parecen  ser  curvas  cerradas  (/elipses?)  o  espirales  que  encierran  al 
punto  crftico. 


V 


En  la  seccion  4.8  vimos  que  los  movimientos  del  oscilador  no  amortiguado  son  perio- 
dicos;  pasan  cfclicamente  por  los  mismos  conjuntos  de  puntos,  con  las  mismas  velocidades. 
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Sus  trayectorias  en  el  piano  fase,  entonces,  deben  ser  curvas  cerradas.'  Confirmemos  esto 
matematicamente  resolviendo  la  ecuacion  del  piano  fase 

dv  ky 

(13)  —  = - -  . 

dy  mv 

La  ecuacion  (13)  es  separable  y  vemos  que 


vdv  = 


'mdy 


de  modo  que  sus  soluciones  son  las  elipses  ir/2  +  ky2/2m  =  C,  como  se  muestra  en  la  fi- 
gura  5.14.  Las  soluciones  de  (12)  estan  restringidas  a  estas  elipses  y  por  tanto  no  tienden  ni 
se  alejan  de  la  solucion  de  equilibrio.  El  punto  crftico  es  entonces  un  centro  como  en  la  fi- 
gura  5.12  de  la  pagina  268. 


V 


Ademas,  las  soluciones  del  sistema  deben  circular  en  forma  continua  en  torno  de  las 
elipses,  pues  no  hay  puntos  crfticos  que  las  detengan.  Esto  confirma  que  todas  las  soluciones 
son  periodic  as.  ■ 

Observation.  Mas  en  general,  si  una  solucion  de  un  sistema  autonomo  como  (1)  pasa  por 
un  punto  en  el  piano  fase  dos  veces  y  si  se  comporta  lo  bastante  bien  como  para  satisfacer  un 
teorema  de  unicidad,  entonces  el  segundo  “recorrido”  satisface  las  mismas  condiciones 
iniciales  que  el  primer  recorrido,  y  por  lo  tanto,  debe  reproducirlo.  En  otras  palabras,  las  tra¬ 
yectorias  cerradas  que  no  contienen  puntos  criticos  corresponden  a  soluciones  periodicas. 

Mediante  estos  ejemplos  hemos  visto  que  el  estudio  del  piano  fase  permite  anticipar  al- 
gunas  de  las  caracterfsticas  (ser  acotada,  periodica,  etcetera)  de  las  soluciones  de  los  siste¬ 
mas  autonomos  sin  resolverlos  de  manera  explfcita.  Gran  parte  de  esta  informacion  se  puede 


Con  el  mismo  razonamiento,  las  oscilaciones  subamortiguadas  corresponderfan  a  trayectorias  espirales  que  tien¬ 
den  asintoticamente  al  origen  cuando  t—*+  oo. 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


predecir  simplemente  a  partir  de  los  puntos  criticos  y  el  campo  de  direcciones  (orientado  por 
puntas  de  flechas),  que  se  pueden  obtener  mediante  paquetes  estandar  de  software. '  El  ejem- 
plo  final  reune  varias  de  estas  ideas. 


Determinar  los 


(14) 


dx 

dt 

dy_ 

dt 


puntos  criticos  y  resolver  la  ecuacion  del  piano  fase  (2)  para 

-y(y  ~  2)  , 

{x  -  2 )(y  -  2)  . 


/Cuiil  es  el  comportamiento  asintotico  de  las  soluciones  que  parten  de  (3,  0),  (5,  0)  y  (2,  3)? 


Para  hallar  los  puntos  criticos,  resolvemos  el  sistema 

-y(y  -  2)  =  0,  (x  -  2 )(y  -  2)  =  0  . 

Una  familia  de  soluciones  de  este  sistema  esta  dada  por  y  =  2,  con  x  arbitrario;  es  decir,  la 
recta  y  =  2.  Si  y  A  2,  entonces  el  sistema  se  simplifica  a  —  y  =  0,  y  x  —  2  =  0,  que  tiene 
la  solucion  x  =  2  y  y  =  0.  Por  lo  tanto,  el  conjunto  de  puntos  criticos  consta  del  punto  aisla- 
do  (2,  0)  y  la  recta  horizontal  y  =  2.  Las  soluciones  de  equilibrio  correspondientes  son 
x(t)  =  2,  y(t)  =  0,  y  la  familia  x(t )  =  c,  y(t)  =  2,  donde  c  es  una  constante  arbitraria. 

Las  trayectorias  del  piano  fase  satisfacen  la  ecuacion 

dy  _  (x  —  2){y  -  2)  =  x-2 

dx  -y{y  -  2)  >' 

Al  resolver  (15)  separando  las  variables, 

ydy  =  —  (x  —  2 )dx  or  y2  +  (x  —  2)2  =  C  , 

se  muestra  que  las  trayectorias  estan  en  clrculos  concentricos  con  centro  en  (2,  0).  Vease  la 
figura  5.15. 


y 


'  Algunos  paquetes  tienen  caracterfsticas  avanzadas  que  facilitan  el  analisis  del  piano  fase,  como  el  bosquejo  y  acer- 
camiento  a  las  trayectorias. 
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A  continuation  analizamos  el  flujo  a  lo  largo  de  cada  trayectoria.  De  la  ecuacion 
dxjdt  =  —  y(y  —  2),  vemos  que  x  es  decreciente  cuando  y  >  2.  Esto  significa  que  el  flujo 
va  de  derecha  a  izquierda  a  lo  largo  del  arco  de  cfrculo  que  esta  arriba  de  la  recta  y  =  2. 
Para  0  <  y  <  2,  tenemos  que  dxjdt  >  0,  de  modo  que  en  esta  region  el  flujo  va  de  izquier¬ 
da  a  derecha.  Ademas,  para  y  <  0,  tenemos  que  dxjdt  <  0  y  de  nuevo  el  flujo  va  de  derecha 
a  izquierda. 

Observamos  en  la  figura  5.15  que  hay  cuatro  tipos  de  trayectorias  asociadas  al  sistema 
(14):  (a)  las  que  comienzan  arriba  de  la  recta  y  =  2  y  siguen  el  arco  de  un  cfrculo  en  senti- 
do  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj  de  regreso  hasta  esa  recta;  (b)  las  que  comienzan 
debajo  de  la  recta  y  =  2  y  siguen  el  arco  de  un  cfrculo  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  re¬ 
loj  hasta  regresar  a  esa  recta;  (c)  las  que  se  mueven  de  manera  continua  en  el  sentido  de  las 
manecillas  del  reloj  en  torno  de  un  cfrculo  con  centra  en  (2,  0)  con  radio  menor  que  2  (es 
decir,  no  cortan  a  la  recta  y  =  2),  y  por  ultimo,  (d)  los  puntos  crfticos  (2,  0)  y  y  =  2  con  x 
arbitrario. 

La  solution  que  comienza  en  (3,  0)  esta  en  un  cfrculo  que  no  tiene  puntos  crfticos; 
por  lo  tanto,  es  una  solution  periodica  y  el  punto  crftico  (2, 0)  es  un  centra.  Pero  el  cfrcu¬ 
lo  que  contiene  las  soluciones  que  comienzan  en  (5,  0)  y  en  (2,  3)  tiene  puntos  crfticos 
en  (2  -  V5,2)y(2  +  y/s,  2).  Las  flechas  indican  que  ambas  soluciones  tienden  a 
(2  -  V5,  2)  en  forma  asintotica  (cuando  t  — >  +00).  Estan  en  el  mismo  cfrculo  (curva  inte¬ 
gral),  pero  son  trayectorias  bastante  diferentes.  ■ 

Observe  que  para  el  sistema  (14),  los  puntos  crfticos  de  la  recta  y  =  2  no  estan  aislados, 
de  modo  que  no  encajan  en  las  categorfas  de  la  figura  5.12.  Observe  tambien  que  todas  las 
soluciones  de  este  sistema  estan  acotadas,  pues  estan  restringidas  a  cfrculos. 


EJERCICIOS 


En  los  problernas  1  y  2,  verifique  que  la  pareja  x(t),  y(t) 
es  una  solucion  del  sistema  dado.  Bosqueje  la  trayecto¬ 
ria  de  la  solucion  dada  en  el  piano  fase. 


En  los  problernas  7  a  9,  determine  las  curvas  integrates 
para  el  sistema  dado,  resolviendo  la  ecuacion  en  el  pia¬ 
no  fase  dada  en  (2),  pdgina  263. 

~  2 y- 


1. 

dx 

dt 

3y3  , 

II 

<1 

II 

-y-  1  , 

8.  =  x2  - 

dt 

x(t)  = 

=  «3» 

- 

y(t)  =  e1 

dy__ 

-  ex+y 

dx 

dy 

dt 

dt 

2. 

dt 

1  , 

dt 

=  3x2  ; 

a  dx 

K 

1 

II 

x{t)  = 

=  t  + 

1, 

y(tj  —  t2  +  3 1~  +  3f 

dt 

dy 

dt 

=  ex  +  y 

En  1 

los  problernas  3 

a  6,  determine  el  conjunto  de  puntos 

3. 


crfticos  para  el  sistema  dado, 
dx 
dt 

dy 
dt 

dx 
dt 

dy 
dt 


10.  Determine  todos  los  puntos  crfticos  del  sistema 


x  ~  y  , 

,  dx  , 

4.  —  =  y  -  1  , 
dt 

dx  n  1 

—r  =  X  ~  \  , 

dt 

x2  +  y2  -  1 

dy 

-j-  =  x  +  v  +  5 
dt 

8-1^ 

ll 

3 

x~  —  2xy  , 

6-f  =  y2-3y  +  2, 

y  resuelva  la  ecuacion  en  el  piano  fase  xy  para  determi- 
nar  las  curvas  integrales.  Pruebe  que  hay  dos  trayec¬ 

3 xy  —  y2 

Jt  =  (x-  l)(y  -  2) 

torias  que  sean  semicfrculos  genuinos.  ^Cuales  son 
los  extremos  de  los  semicfrculos? 

Seccion  5.4  Introduccion  al  piano  fase 


273 


En  los  problemcis  11a  14,  resuelva  la  ecuacion  en  el  pia¬ 
no  fase  para  el  sistema  dado.  Luego  bosqueje  a  mono  al- 
gunas  trayectorias  (con  susflechas  para  elflujo), 


A  partir  de  este  bosquejo,  conjeture  si  la  solucion 
que  pasa  por  cada  punto  dado  es  periodica: 

(a)  (0.25,0.25)  ,  (b)  (2,2)  ,  (c)  (l,0)  . 


11. 


-8y  , 


H  26.  Use  un  paquete  de  software  para  bosquejar  el  cam- 
po  de  direcciones  en  el  piano  fase  para  el  sistema 


dy 

dt 


2x 


dx/dt  =  y  , 
dy/dt  =  —x  —  x3  . 


!3.  %  =  (y  ~  x)(y  ~  !) 


%={x-  y)(x  -  1) 


dy 

dt 


3 

y  ’ 
2 
x 


BJ  En  los  problemas  15  a  18,  determine  todos  los  puntos 
criticos  para  el  sistema  dado.  Luego  use  un  paquete  de 
software  para  bosquejar  el  campo  de  direcciones  en  el 
piano  fase,  y  a  partir  de  esto  describa  la  estabilidad  de 
los  puntos  criticos  (es  decir,  compare  con  lafigura  5.12). 


15. 


17. 


dx 

dt 

dy 

dt 

dx 

dt 

dy 

dt 


=  2x  +  y  +  3  , 

=  -  3.r  •  2  v  4 

=  2x  +  13y  , 

=  —x  —  2y 


16. 


18. 


d*  =  -5x  +  2y  , 
dt  7 

dy 

-jt=x-4y 
f  =  *(7  -  a-  -  2y) 
di  =  y(5-x-y) 


A  partir  de  este  bosquejo,  conjeture  si  todas  las  so- 
luciones  de  este  sistema  estan  acotadas.  Resuelva  la 
ecuacion  en  el  piano  fase  y  confirme  su  conjetura. 

27.  Use  un  paquete  de  software  para  bosquejar  el  cam¬ 
po  de  direcciones  en  el  piano  fase  para  el  sistema 

dx/dt  =  — 2x  +  y  , 
dy/dt  =  —5x  —  4 y  . 

A  partir  de  este  bosquejo,  prediga  el  lfmite  asinto- 
tico  (cuando  t  — »  oo)  de  la  solucion  que  parte  de 
(1,  1). 

28.  La  figura  5.16  exhibe  algunas  trayectorias  del  sis¬ 
tema 

dx/clt  =  y  , 
dy/dt  =  —x  +  x2  . 

^Que  tipo  de  puntos  criticos  (vease  la  figura  5.12) 
aparecen  en  (0,  0)  y  ( 1, 0)? 


,PJ,  En  los  problemas  19  a  24,  convierta  la  ecuacion  de  se- 
gundo  orden  dada  en  un  sistema  de  primer  orden  ha- 
ciendo  v  =  y' .  Determine  a  continuacion  los  puntos 
criticos  en  el  piano  yv.  Por  ultimo,  bosqueje  (a  mono  o 
mediante  algun  software)  los  compos  de  direcciones,  y 
describa  la  estabilidad  de  los  puntos  criticos  (es  decir, 
compare  con  la  figura  5.12). 


19. 

21. 

23. 

24. 


d2y  . 

— y  +  y  +  y5  =  0  22. 

dt~ 

y"{t)  +  y[t)  -  y(t)4  =  0 
y"{t)  +  y(t)  -  y(t)3  =  0 


d2y 

dt2 


+  y  =  0 


=  0 


□  25.  Use  un  paquete  de  software  para  bosquejar  el  cam¬ 
po  de  direcciones  en  el  piano  fase  para  el  sistema 

dx/dt  =  y  , 

dy/dt  =  —x  +  x3  . 


Figura  5.16  Plano  fase  para  el  problema  28 


29.  Los  diagramas  de  piano  fase  que  aparecen  en  la  fi¬ 
gura  5.12  se  dedujeron  de  los  siguientes  sistemas. 
Use  cualquier  metodo  (excepto  software)  para  rela- 
cionar  los  sistemas  con  sus  graficas. 

(a)  dx/dt  =  x  ,  (b)  dx/dt  =  y/2  , 

dy/dt  =  3  y  dy/dt  =  —2x 
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(c)  dxjdt  =  -5a-  +  2y  ,  (d)  dx/dt  =  2x  -  y  ,  Q  33.  Modelos  epidemiologicos.  Un  modelo  para  la  di- 


dy/dt  =  x  —  4y  dy/dt  =  x  +  2  y 

(e)  dx/dt  =  5x  —  3y  ,  (f)  dx/dt  =  —y  , 

dy/dt  =  4a  —  3y  dy/dt  =  a  —  y 

30.  A  continuacion  bosquejamos  una  demostracion 
del  teorema  1  de  la  pagina  267 .  El  objetivo  es 
mostrar  que  f{x*,y*)  =  g(x*,y*)  =  0  .  Justifique 
cada  paso. 

(a)  A  partir  de  las  hipotesis,  deduzca  que 

Ifnw+ooA '(t)  =/( x*,y*)  y  lfm,^+0Oy'(r)  = 
g(x*,y*). 

(b)  Suponga  que  /(a*,  y*)  >  0.  Entonces,  por 
continuidad,  x'(t)  >  f(x*,y*)/2  para  t  grande 
(digamos,  para  t  >  T).  Deduzca  de  esto  que 
a (t)  >  tf( a*,  y*)/2  +  C  para  t  >  T,  donde  C 
es  una  constante. 

(c)  Concluyade  la  parte  (b)  que  li'm,^.+00A-(f)  =  +oo, 
lo  que  contradice  el  hecho  de  que  este  li'mite  es 
el  numero  finito  a*.  Asi',/(a*,  y*)  no  puede  ser 
positivo. 

(d)  Justifique  de  manera  analoga  que  al  suponer 
que/(A*,  y*)  <  0  obtenemos  una  contradic- 
cion;  por  lo  tanto,  /(a*,  y*)  debe  anularse. 

(e)  De  la  misma  manera,  justifique  que  g{x*,  y*) 
debe  anularse. 

Por  lo  tanto,  /(a*,  y*)  =  g(x*,y*)  =  0  y  (a*,  y*) 
es  un  punto  critico. 

31.  El  analisis  en  el  piano  fase  proporciona  una  rapida 
deduccion  del  lema  de  la  integral  de  la  energfa  de  la 
seccion  4.7  (pagina  196).  Realice  los  siguientes  pa- 
sos  para  demostrar  que  las  soluciones  de  ecuaciones 
de  la  forma  particular  y"  =  f(y)  satisfacen 

^-(v')2  ~  F(y)  =  constante  , 

donde  F(y)  es  una  antiderivada  de  /(y). 

(a)  Haga  v  =  y’  y  escribay"  =/(y)  como  un  sis- 
tema  equivalente  de  primer  orden. 

(b)  Muestre  que  las  soluciones  de  la  ecuacion  en  el 
piano  fase  yv  para  el  sistema  de  la  parte  (a)  sa¬ 
tisfacen  tr/2  =  F(y)  +  K .  Reemplace  v  pory' 
para  concluir  la  demostracion. 

32.  Use  el  resultado  del  problema  3 1  para  demostrar  que 
todas  las  soluciones  de  la  ecuacion 

y"  +  y3  =  0 

permanecen  acotadas.  [Sugerencia:  Justifique  que 
y4/4  esta  acotada  por  arriba  por  la  constante  que 
aparece  en  el  problema  31], 


fusion  de  una  enfermedad  en  una  poblacion  (un  mo¬ 
delo  epidemiologico)  esta  dado  por  el  sistema 


df  =  aSI-bI, 
dt 

donde  ay  b  son  constantes  positivas.  En  este  caso, 
S(t)  representa  la  poblacion  susceptible  e  l(t)  la  po¬ 
blacion  infectada  despues  de  t  dfas.  La  constante  a 
es  una  medida  de  la  rapidez  de  transmision  de  la  en¬ 
fermedad  de  una  persona  infectada  a  la  poblacion 
susceptible.  La  constante  b  representa  la  razon  con 
la  que  sana  la  poblacion  infectada,  es  decir,  sale  de  la 
poblacion  infectada  (y  con  ello  se  supone  que  queda 
inniune). 

(a)  Suponga  que  para  cierta  enfermedad  se  determi- 
na  que  a  =  0.003  y  b  =  0.5.  En  el  piano  fase  SI, 
bosqueje  la  trayectoria  correspondiente  a  la  con- 
dicion  inicial  de  que  una  persona  este  infectada 
y  700  personas  sean  susceptibles. 

(b)  Utilice  la  grafica  de  la  parte  (a)  para  estimar  el 
numero  maximo  posible  de  personas  infectadas. 

(c)  Use  las  ecuaciones  diferenciales  que  modelan  la 
difusion  de  la  enfermedad  para  justificar  que  el 
numero  maximo  de  personas  infectadas  ocurre 
cuando  S  =  b/a  =  1000/6  ~  167  personas. 

34.  (a)  Para  el  modelo  del  problema  33,  muestre  que  el 

valor  maximo  para  I  ocurre  siempre  cuando 
S  =  b/a  =  1000/6,  si  S(0)  >  b/a.  (El  nume¬ 
ro  b /a  es  el  umbral). 

(b)  El  analisis  del  piano  fase  SI  del  problema  33  in- 
dica  que  ocurre  una  epidemia  (el  numero  de  per¬ 
sonas  infectadas  crece  primero  y  luego  decrece 
a  cero)  cuando  S(0)  >  b/a.  Verifique  este  he¬ 
cho  de  manera  directa  a  partir  de  la  expresion 
para  dl/dt. 

(c)  Al  transcurrir  el  tiempo,  ^que  ocurre  con  el  nu¬ 
mero  de  personas  infectadas  si  S(6)  <  b/al 

35.  Un  problema  de  corriente.  El  movimiento  de  una 
barra  de  hierro  atralda  por  el  campo  magnetico  pro- 
ducido  por  un  cable  de  corriente  paralelo  a  esta  y 
restringido  por  resortes  (vease  la  figura  5.17)  queda 
descrito  mediante  la  ecuacion 

d2 x  ,1  ^  ^  , 

- =  —x  H - ,  para  — x0  <  x  <  A  , 

dt1  A  —  a 
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donde  las  constantes  x0  y  A  son,  respectivamente,  las  O  36.  Objeto  que  cae.  El  movimiento  de  un  objeto  que 


distancias  de  la  barra  a  la  pared  y  al  cable  cuando  la 
barra  esta  en  equilibrio  (reposo)  con  la  corriente 
apagada. 


se  mueve  de  manera  vertical  en  el  aire  queda  descri- 
to  mediante  la  ecuacion 


d2y 
dt 2 


V2  dt 


Figura  5.17  Barra  restringida  por  resortes  y  atrafda  por  una 
corriente  paralela 


(a)  Haga  v  =  cbc/dt  y  convierta  la  ecuacion  de  se- 
gundo  orden  en  un  sistema  equivalente  de  primer 
orden. 

(b)  Resuelva  la  ecuacion  en  el  piano  fase  para  el  sis¬ 
tema  de  la  parte  (a)  y  muestre  asf  que  sus  curvas 
integrales  estan  dadas  por 

v  =  ±\/c  —  x2  —  2  ln(A  —  x)  , 

donde  C  es  una  constante. 

(c)  Muestre  que  si  A  <  2,  no  hay  puntos  crfticos 
en  el  piano  fase  xv,  mientras  que  si  A  >  2  hay 
dos  puntos  crfticos.  Para  este  ultimo  caso,  deter¬ 
mine  esos  puntos  crfticos. 

(d)  Ffsicamente,  el  caso  1A  <  2  corresponde  a  una 
corriente  tan  alta  que  la  atraccion  magnetica  re- 
basa  completamente  al  resorte.  Para  tener  una 
rnejor  idea  de  esto,  use  un  paquete  de  software 
para  graficar  los  diagramas  en  el  piano  fase  pa¬ 
ra  el  sistema  cuando  A  =  1  y  A  =  3. 

(e)  Use  sus  diagramas  de  piano  fase  de  la  parte  (d) 
para  describir  los  movimientos  posibles  de  la 
barra  cuando  A  =  1  y  A  =  3,  bajo  varias  condi- 
ciones  iniciales. 


donde  y  es  el  desplazamiento  vertical  hacia  arriba  y 
V  es  una  constante  llamada  la  velocidad  terminal. 
Haga  g  =  32  pies/segundo2  y  V  =  50  pies/segundo. 
Bosqueje  trayectorias  en  el  piano  fase  yv  para 
—  100  <  y  <  100,  —100  <  v  <  100,  partiendo  de 
y  =  0  y  v  =  -75,  -50,  -25,  0,  25,  50,  y  75 
pies/segundo.  Interprete  las  trayectorias  ffsica¬ 
mente.  ^Por  que  V  se  llama  la  velocidad  terminal? 

37.  Friccion  pegajosa.  Una  altemativa  para  el  rnodelo 
de  friccion  con  amortiguamiento  F  =  —by'  analiza- 
do  en  la  seccion  4.1  es  el  rnodelo  de  “friccion  pega¬ 
josa”.  Para  una  masa  que  se  desliza  sobre  una 
superficie  corno  se  muestra  en  la  figura  5.18,  la  fric¬ 
cion  de  contacto  es  mas  complicada  que  simplemen- 
te  —by' .  Observamos,  por  ejemplo,  que  aunque  la 
masa  se  desplace  ligeramente  con  respecto  de  la  po¬ 
sition  de  equilibrio  y  =  0,  puede  permanecer  esta- 
cionaria  debido  a  que  la  fuerza  del  resorte  —kycs 
insuficiente  para  contrarrestar  la  friccion  estatica.  Si 
la  fuerza  maxima  que  puede  ejercer  la  friccion  es  p, 
entonces  un  rnodelo  plausible  esta  dado  por 


ky  , 


friccion 


p  signo(y)  , 


-p  signo(y')  , 


si  \ky\  <  p 

y  y'=  0  , 

si  \ky\  >  p 

y  y  =  0  , 

si  y'  #  0  . 


y  =  0 
I 
I 


m 


Friccion 


Figura  5.18  Sistema  masa-resorte  con  friccion 


276 


Capitulo  5  Introduccion  a  los  sistemas  y  el  analisis  del  piano  fase 


(La  funcion  signo(s)  es  + 1  cuando  s>  0,  —  1  cuan- 
do  s  <  0,  y  0  cuando  s  =  0).  El  movimiento  queda 
descrito  por  la  ecuacion 


(16) 


ky  ^friccion  • 


As!,  si  la  masa  esta  en  reposo,  la  friccion  equilibra 
la  fuerza  del  resorte  si  |y|  <  /x/A:  pero  simplemen- 
te  se  le  opone  con  intensidad  p.  si  |y|  >  p./k.  Si  la 
masa  se  mueve,  la  friccion  se  opone  a  la  velocidad 
con  la  misma  intensidad  p.. 

(a)  Haga  m  =  pt  =  k  =  1,  y  convierta  (16)  en  el 
sistema  de  primer  orden 

/  =  v  , 

'0  ,  si  \y\  <  1 

(17)  y  v  =  o  , 

v'  =  —  y  +  signo  (v) ,  si  |y|  >  1 

y  v  =  0  , 

.  —  y  —  signo(u)  ,  si  v  =h  0  . 

(b)  Forme  la  ecuacion  en  el  piano  fase  para  (17) 
cuando  w#0y  resuelvala  para  deducir  las  cur- 
vas  integrales 

v2  +  ( y  ±  1  )2  =  c  , 

donde  usamos  el  signo  mas  para  v  >  0  y  el 
signo  menos  para  v  <  0. 

(c)  Identifique  las  trayectorias  en  el  piano  fase  como 
dos  familias  de  semicfrculos  concentricos. 
^Cual  es  el  centra  de  los  semicfrculos  en  el  se¬ 
mipiano  superior?  i Y  en  el  semipiano  inferior? 

(d)  ^Cuales  son  los  puntos  crfticos  para  (17)? 

(e)  Bosqueje  la  trayectoria  en  el  piano  fase  para  la 
masa  liberada  desde  el  reposo  en  y  =  7.5.  ^En 
que  valor  de  y  la  masa  queda  en  reposo? 

38.  Nutacion  de  un  cuerpo  rfgido.  Las  ecuaciones  de 
Euler  describen  el  movimiento  de  los  componentes 
en  el  eje  principal  de  la  velocidad  angular  de  un 
cuerpo  rfgido  que  gira  libremente  (como  una  esta- 
cion  espacial)  visto  por  un  observador  que  gira  con 
el  cuerpo  (los  astronautas,  por  ejemplo).  Este  movi¬ 
miento  se  llama  nutacion.  Si  los  componentes  de  la 
velocidad  angular  se  denotan  como  x,  y  y  z,  enton- 
ces  un  ejemplo  de  las  ecuaciones  de  Euler  es  el  sis¬ 
tema  autonomo  tridimensional 

dx/dt  =  yz  , 
dy/dt  =  —2  xz  , 
dz/dt  =  xy  . 


La  trayectoria  de  una  solucion  x(t),  y(t),  z(t )  de  es- 
tas  ecuaciones  es  la  curva  generada  por  los  puntos 
(x(t),  y(t),  z(t)j  en  el  espacio  fase  xy z  cuando  t  varfa 
en  un  intervalo  I. 

(a)  Muestre  que  cada  trayectoria  de  este  sistema  es¬ 
ta  en  la  superficie  de  una  esfera  (posiblemente 
degenerada)  con  centra  en  el  origen  (0,  0,  0). 
[, Sugerencia :  Calcule  j,{x2  +  y2  +  z2)].  ^Que 
puede  decir  acerca  de  la  magnitud  del  vector  de 
velocidad  angular? 

(b)  Determine  todos  los  puntos  crfticos  del  siste- 
ma,  es  decir,  todos  los  puntos  (jc0,  y0,  zo)  tales 
que  x(t)  =  xq,  y(t)  =  y0 ,  z{t)  =  Zo  es  una  solu¬ 
cion.  Para  tales  soluciones,  el  vector  de  veloci¬ 
dad  angular  permanece  constante  en  el  sistema 
del  cuerpo. 

(c)  Muestre  que  las  trayectorias  del  sistema  estan  a 
lo  largo  de  la  interseccion  de  una  esfera  y  un  ci- 
lindro  elfptico  de  la  forma  y2  +  2x2  =  C,  para 
cierta  constante  C.  [Sugerencia:  Considere  la 
expresion  para  dy/dx  implicada  por  las  ecuacio¬ 
nes  de  Euler]. 

(d)  Use  los  resultados  de  las  partes  (b)  y  (c)  para 
justificar  que  las  trayectorias  de  este  sistema  son 
curvas  cerradas.  (',Que  se  puede  decir  acerca  de 
las  soluciones  correspondientes? 

(e)  La  figura  5.19  muestra  algunas  trayectorias  tf- 
picas  de  este  sistema.  Analice  la  estabilidad  de 
los  tres  puntos  crfticos  indicados  en  los  ejes 
positivos. 


Figura  5.19  Trayectorias  para  el  sistema  de  Euler 
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5.5  SISTEMAS  ACOPLADOS  MASA-RESORTE 

En  esta  seccion  extenderemos  nuestro  modelo  masa-resorte  para  incluir  situaciones  en  las 
que  los  resortes  acoplados  unen  dos  masas  que  pueden  moverse  libremente.  Los  movimien- 
tos  resultantes  pueden  ser  muy  intrincados.  Para  simplificar  la  exposicion,  despreciaremos 
los  efectos  de  la  friccion,  la  gravedad  y  las  fuerzas  externas.  Consideremos  el  siguiente  ex- 
perimento. 

EJEMPLO  I  En  una  superficie  horizontal  suave,  una  masa  m ,  =  2  kg  esta  unida  a  una  pared  fija  me- 
diante  un  resorte  con  constante  de  resorte  m  \  =4  N/m.  Otra  masa  m2  =  1  kg  esta  unida 
al  primer  objeto  mediante  un  resorte  con  constante  de  resorte  k2  =  2  N/m.  Los  objetos  es- 
tan  alineados  en  forma  horizontal,  de  modo  que  los  resortes  tengan  su  longitud  natural  (fi- 
gura  5.20).  Si  ambos  objetos  se  desplazan  3  m  a  la  derecha  de  sus  posiciones  de  equilibrio 
(figura  5.21)  y  luego  se  liberan,  ^cuales  son  las  ecuaciones  de  movimiento  de  los  dos  ob¬ 
jetos? 


*i-  4 

k2  =  2 

— tanr — 

2  kg 

— m — 

1  kg 

1 

1 

1 

|  x>0 

i 

i 

1 

1 

1 

|  ;y>0 

i 

i 

x=0  j=0 

Figura  5.20  Sistema  acoplado  en  equilibrio 


*1-4 

-CRRRfif- 


C  =  2 


2  kg  - -  1  kg 


x  =  0 


y  =  3 


v  =  0 


Figura  5.21  Sistema  acoplado  en  su 
desplazamiento  inicial 


SO  LUC  ION  Por  nuestras  hipotesis,  las  unicas  fuerzas  que  debemos  tomar  en  cuenta  son  las  fuerzas  in- 
herentes  a  los  propios  resortes.  Recordemos  que  la  ley  de  Hooke  afirma  que  la  fuerza  que 
actua  sobre  un  objeto  debido  a  un  resorte  tiene  una  magnitud  proporcional  al  desplazamien¬ 
to  del  resorte  a  partir  de  su  longitud  natural  y  tiene  direccion  opuesta  a  su  desplazamiento.  Es 
decir,  si  el  resorte  se  estira  o  comprime,  entonces  trata  de  regresar  a  su  longitud  natural. 

Como  cada  masa  se  puede  mover  libremente,  aplicamos  la  segunda  ley  de  Newton  a  ca- 
da  objeto.  Sea  x(t)  el  desplazamiento  (hacia  la  derecha)  de  la  masa  de  2  kg  a  partir  de  su 
position  de  equilibrio,  y  de  manera  analoga,  sea  y(f)  el  desplazamiento  correspondiente  pa¬ 
ra  la  masa  de  1  kg.  La  masa  de  2  kg  tiene  una  fuerza  Fl  que  actua  por  su  lado  izquierdo  de¬ 
bido  a  un  resorte  y  a  una  fuerza  F2  que  actua  por  su  lado  derecho  debido  al  segundo  resorte. 
En  relation  con  la  figura  5.21  y  al  aplicar  la  ley  de  Hooke,  vemos  que 

Fi  =  ~kix  ,  F2  =  +k2{y  -  x)  , 

porque  (y  —  x)  es  el  desplazamiento  neto  del  segundo  resorte  con  respecto  de  su  longitud 
natural.  Solo  hay  una  fuerza  que  actua  sobre  la  masa  de  1  kg:  la  fuerza  debida  al  segundo 
resorte,  que  es 


Fj,  =  ~k2{y  -  x)  . 
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A1  aplicar  la  segunda  ley  de  Newton  a  estos  objetos,  obtenemos  el  sistema 

d~x 

'Hit y  =  Fx  +  F2  =  -Aqx  +  £2(;y  -  x)  , 

dt~ 

d2y  /  \ 

m2  ,  2  =  ^ 3  =  -fc2(,y  -  , 

dr 


(1) 


(2) 


+  fc  +  k2 )x  -  k2y  =  0  , 
dt 

dry 

m2~^2  +  k2 y  -  k2X  =  0  . 


En  este  problema  vemos  que  nt\  =  2,  m2  =  1,  k\  =  4,  y  k2  =  2.  A1  sustituir  estos  valo- 
res  en  el  sistema  (2)  obtenemos 


(3) 

(4) 


,d2x 
dt 1 


+  6x  —  2y  =  0  , 


d2y 
dt 2 


+  2y  —  2x  =  0  . 


Utilizaremos  el  metodo  de  eliminacion  de  la  seccion  5.2  para  resolver  (3)  -  (4).  Hace- 
mos  D  ■=  d  I  dt  y  escribimos  el  sistema  como 

(5)  ( 2D 2  +  6)[jc]  -2y  =  0, 

(6)  -2x  +  (D2  +  2)[y]  =  0  . 

Sumamos  ( D 2  +  2 )  aplicado  a  la  ecuacion  (5)  al  doble  de  la  ecuacion  (6)  para  eliminar  y: 

[(D2  +  2)(2 D2  +  6)  -  4][x]  =  0  , 
lo  que  se  simplifica  como 
d^x  d2x 

(7)  2^4  +  10^-f  +  8x  =  0  . 

dt 4  dt2 

Observe  que  la  ecuacion  (7)  es  lineal  con  coeficientes  constantes.  Para  resolverla,  pro- 
cedemos  como  en  el  caso  de  las  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden  y  tratamos  de  hallar 
soluciones  de  la  forma  x  =  e".  Al  sustituir  e"  en  la  ecuacion  (7)  tenemos 

2(r4  +  5r2  +  4)ert  =  0  . 

Asf,  obtenemos  una  solucion  de  (7)  cuando  r  satisface  la  ecuacion  auxiliar 
r4  +  5r2  +  4  =  0. 

Al  factorizar  r4  +  5 r2  +  4  =  (r2  +  l)(r2  +  4),  vemos  que  las  rafces  de  la  ecuacion  auxi¬ 
liar  son  los  numeros  complejos  i,  —i,  2 i,  —2 i.  Al  usar  la  formula  de  Euler,  tenemos  que 


Z\(t)  =  en  =  cos  t  +  i  sen  t 


y  Z2  (t)  =  e1"  =  cos  2 1  +  i  sen  2 1 
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son  soluciones  de  la  ecuacion  (7)  con  valores  complejos.  Para  obtener  soluciones  con  valo- 
res  reales,  consideramos  las  partes  real  e  imaginaria  de  Z\  (t)  y  12(f)-  Asf,  tenemos  cuatro  so¬ 
luciones  con  valores  reales 

xx(t)  =  cos  t  ,  x2(t)  =  sen  t  ,  x3(t)  =  cos  2 1  ,  x4(t)  =  sen  2 1  , 

y  una  solucion  general 

(8)  x(t)  =  flj  cos  t  +  a2  sen  t  +  a3  cos  2 1  +  a4  sen  2 1  , 

donde  ax,  a2,  d3,  y  a4  son  constantes  arbitrarias.^ 

Para  obtener  una  formula  para  y(t),  usamos  la  ecuacion  (3)  para  expresar  y  en  terminos 
de  x: 

y(t)  =  yf  +  3x 

dt 

=  —a\  cos  t  —  a2  sen  t  —  4 a3  cos  2 1  —  4 a4  sen  2 1 

+  3 a\  cos  t  +  3 a2  sen  t  +  3 a3  cos  2 1  +  3a4  sen  2 1  , 

y  entonces 

(9)  y(t)  =  2  a4  cos  t  +  2  a2  sen  t  -  a3  cos  2 1  —  a4  sen  2 1  . 

Para  determinar  las  constantes  ti\,  a2,  a3,  y  a4,  regresemos  al  problema  original.  Sabe- 
mos  que  en  un  principio,  los  objetos  se  desplazaron  3  m  hacia  la  derecha  y  que  luego  fue- 
ron  liberados.  Por  lo  tanto, 

(10)  x(0)  =  3  ,  §(0)  =  0  ;  y(0)  =  3  ,  ^(0)  =  0  . 

Al  derivar  las  ecuaciones  (8)  y  (9),  tenemos 

dx 

—  =  —ci\  sen  t  +  d2  cos  t  —  2d3  sen  2 1  +  2a4  cos  2 1  , 
dy 

—  =  — 2d\  sen  1  +  2d2  cos  1  +  2d3  sen  2 1  —  2d4  cos  2 1  . 

Ahora,  si  hacemos  t  =  0  en  las  formulas  para  x,  dx/dt,  y,  y  dy/dt,  las  condiciones  iniciales 
(10)  implican  las  cuatro  ecuaciones 

x(0)  =  al  +  a3  =  3  ,  ^-(0)  =  a2  +  2d4  =  0  , 

y(0)  =  2d\  —  a3  =  3  ,  ~^( 0)  =  2a2  —  2d4  =  0  . 

En  este  sistema  hallamos  que  a4  =  2,  d2  =  0,  d3  =  1,  y  a4  =  0.  Por  lo  tanto,  las  ecuaciones 
de  movimiento  para  los  dos  objetos  son 

x(t)  =  2  cos  t  +  cos  2 1  , 
y(t)  =  4  cos  t  —  cos  2 1  , 

que  se  muestran  en  la  figura  5.22  de  la  pagina  280.  ■ 


'En  el  capftulo  6  se  da  un  analisis  mas  detallado  de  las  soluciones  generales. 
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Figura  5.22  Graficas  de  movimiento  de  las  dos  masas  del  sistema  masa-resorte  acoplado 


La  pareja  solucion  general  (8),  (9)  que  se  obtiene  es  una  combinacion  de  senoides  que 
oscilan  a  dos  frecuencias  angulares  distintas:  1  radian/segundo  y  2  radianes/segundo.  Estas 
frecuencias  amplfan  la  nocion  At  frecuencia  natural  del  oscilador  masa-resorte  simple  (libre 
no  amortiguado;  seccion  4.8,  pagina  208)  y  se  llaman  las  frecuencias  angulares  natnrales 
(o  normales)  del  sistema.  Un  sistema  complejo  con  mas  masas  y  resortes  tendrfa  muchas 
frecuencias  normales. 

Observe  que  si  las  condiciones  iniciales  se  alteran  de  modo  que  las  constantes  a3  y  a4 
en  (8)  y  (9)  se  anulen.  el  movimiento  seria  una  senoide  pura  que  oscila  con  la  unica  frecuen- 
cia  de  un  radian/segundo.  De  manera  similar,  si  ax  y  a2  se  anulan,  solo  la  oscilacion  de  2  ra¬ 
dianes/segundo  se  “excitarfa”.  Tales  soluciones,  donde  el  movimiento  completo  queda 
descrito  mediante  una  unica  senoide,  son  los  modos  normales  del  sistema.1 1  Los  modos 
normales  del  siguiente  ejemplo  se  pueden  visualizar  facilmente,  pues  podemos  considerar 
que  todas  las  masas  y  todas  las  constantes  de  resorte  son  iguales. 

EJEMPLO  2  Tres  resortes  identicos  con  constante  de  resorte  k  y  dos  masas  identicas  m  se  unen  en  linea 
recta  con  los  extremos  de  los  resortes  exteriores  fijos  (vease  la  figura  5.23).  Determinar  e  in¬ 
terpretar  los  modos  normales  del  sistema. 


FI  estudio  de  las  frecuencias  naturales  de  las  oscilaciones  de  sistemas  complejos  se  conoce  en  ingenierfa  como  anali- 
sis  modal. 

1  Los  modos  normales  se  caracterizan  de  manera  mas  natural  en  terminos  de  los  valores  propios  (vease  la  seccion  9.5). 
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SOLUCION  Definimos  los  desplazamientos  a partir  del  equilibrio, xy  y,  como  en  el  ejemplo  1.  Las  ecua- 
ciones  que  expresan  la  segunda  ley  de  Newton  para  las  masas  son  bastante  parecidas  a  (1), 
excepto  por  el  efecto  del  tercer  resorte  sobre  la  segunda  masa: 

(11)  mx"  =  — fcr  +  k(y  —  x)  , 

(12)  my"  =  ~k(y  —  x)  —  ky  , 

o 

( mD 2  +  2fc)[;c]  —  ky  =  0  , 

— kx  +  (mD2  +  2fc)[y]  =  0  . 

A1  eliminar  y  de  la  manera  usual  se  tiene 

(13)  [(mD2  +  2k f  -  k2]  [x]  =  0  . 

Esto  tiene  la  ecuacion  auxiliar 

(mr2  +  2k)2  —  k 2  =  (mr2  +  k)(mr 2  +  3k)  =  0  , 

con  rafces  ±i\Zkjm ,  ±iV 3k/m.  A1  hacer  at  '■=  \/kjm,  obtenemos  la  siguiente  solucion  ge¬ 
neral  de  (13): 

(14)  x(t)  =  C\  cos  att  +  C2  sen  att  +  C3  cos(\/3  att)  +  C4  sen(\/3  a>tj  . 

Para  obtener  y(t),  despejamos  y(t)  en  (11)  y  sustituimos  x(t)  dada  en  (14).  A1  simplificar  ob¬ 
tenemos 

(15)  y(t)  =  C\  cos  att  +  C2  sen  att  —  C3  cos(\/3 att)  —  C4  sen^V^wr)  . 

Las  formulas  (14)  y  (15)  muestran  que  las  frecuencias  angulares  normales  son 
at  y  \/3 at.  De  hecho,  si  C3  =  C4  =  0,  tenemos  una  solucion  donde  y(t)  =  x(t ),  que  oscila 


t  t  t  t 

(a)  (b) 


Figura  5.24  Modos  normales  para  el  ejemplo  2 
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con  la  frecuencia  angular  &>  =  V k/m  radianes/segundo  (equivalente  a  una  frecuencia  de 
y/klmfeir  periodos/segundo).  Ahora,  si  x(t)  =  y(t)  en  la  figura  5.23,  las  dos  masas  se  mue- 
ven  como  si  fuesen  un  unico  cuerpo  rfgido  de  masa  2m,  forzado  por  un  “resorte  doble”  con 
una  constante  de  resorte  dada  por  2k.  De  hecho,  de  acuerdo  con  la  ecuacion  (4)  de  la  sec- 
cion  4.8  (pagina  208),  serfa  de  esperar  que  tal  sistema  oscilara  con  la  frecuencia  angular 
\/ 2k/2m  =  y/k/m  (!)  Este  movimiento  se  muestra  en  la  figura  5.24(a)  de  la  pagina  281. 

De  manera  analoga,  si  C|  =  C2  =  0,  determinamos  el  segundo  modo  normal  donde 
y(t)  =  —x(t),  de  modo  que  en  la  figura  5.23  hay  dos  sistemas,  uno  reflejo  del  otro,  cada  uno 
con  masa  m  y  un  “resorte  y  medio”  con  constante  de  resorte  k  +  2k  =  3k.  (El  medio  resor¬ 
te  serfa  el  doble  de  rfgido).  La  ecuacion  (4)  de  la  section  4.8  predice  entonces  una  frecuen¬ 
cia  de  oscilacion  angular  para  cada  sistema,  \Z3kjm  =  \/3<u.  que  de  nuevo  es  consistente 
con  (14)  y  (15).  Este  movimiento  se  muestra  en  la  figura  5.24(b).  ■ 


EJERCICIOS 


1.  Dos  resortes  y  dos  masas  estan  unidos  en  lfnea  rec¬ 
ta  sobre  una  superficie  horizontal  sin  friccion,  como 
se  muestra  en  la  figura  5.25.  El  sistema  se  pone  en 
movimiento  manteniendo  la  masa  m2  en  su  posicion 
de  equilibrio  y  jalando  la  masa  m{  a  la  izquierda  de 
su  posicion  de  equilibrio  una  distancia  de  1  metro, 
para  luego  liberar  ambas  masas.  Exprese  la  ley  de 
Newton  para  el  sistema  y  determine  las  ecuaciones 
de  movimiento  para  las  dos  masas  si  m{  =  1  kg, 
m 2  =  2  kg,  k\  =  4  N/m  y  k2  =  10/3  N/m. 


m  | 

*t 

k2 

i 

jc  >  0 


y  >0 


k  k  k 

^rinnnp-P^Vin^^ 

m 

k 

i  i 

i  i 

i 

i 

x>  0 


y  >  0 


Z  >  0 


x  =  0  y  =  0  z  =  0 


Figura  5.26  Sistema  masa-resorte  acoplado  con  tres  grados 
de  libertad 


4.  Dos  resortes,  dos  masas  y  un  amortiguador  se  unen 
en  lfnea  recta  sobre  una  superficie  horizontal  sin 
friccion  como  se  muestra  en  la  figura  5.27.  El  amor¬ 
tiguador  proporciona  una  fuerza  de  amortiguamien- 
to  sobre  la  masa  m2,  dada  por  F  =  —by' .  Deduzca 
el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  para  los  des- 
plazamientos  x  y  y. 


x  =  0 


y  =  0 


Figura  5.25  Sistema  masa-resorte  acoplado  con  un  extremo 
libre 


2.  Determine  las  ecuaciones  de  movimiento  para  las 
dos  masas  descritas  en  el  problema  1  si  ml  =  1  kg, 
m2  =  1  kg,  k\  =  3  N/m,  y  k2  =  2  N/m. 

3.  Cuatro  resortes  con  la  misrna  constante  de  resorte  y 
tres  masas  iguales  se  unen  en  lfnea  recta  sobre  una 
superficie  horizontal  sin  friccion,  segun  se  muestra 
en  la  figura  5.26.  Determine  las  frecuencias  norma- 
les  del  sistema  y  describa  los  tres  modos  normales 
de  vibracion. 


L"_ri 

| mi 


— nm nmr — 


\x>  0 
*  =  0 


\y  >o 
y  =  o 


Figura  5.27  Sistema  masa-resorte  acoplado  con  un  extremo 
amortiguado 


5.  Dos  resortes,  dos  masas  y  un  amortiguador  se  unen 
en  lfnea  recta  sobre  una  superficie  horizontal  sin 
friccion  como  se  muestra  en  la  figura  5.28.  El  siste¬ 
ma  se  pone  en  movimiento  manteniendo  la  masa  m2 
en  su  posicion  de  equilibrio  y  jalando  la  masa  m] 
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a  la  izquierda  de  su  position  de  equilibrio  a  una 
distancia  de  2  metros,  para  luego  liberar  ambas  rna- 
sas.  Determine  las  ecuaciones  de  movimiento  para 
las  dos  rnasas  si  m{  =  m2  =  1  kg,  k\  =  k2  =  1  N/m, 
y  b  =  1  N-s/m.  [Sugerencia:  El  amortiguador  ac- 
tua  sobre  ni\  y  m2  con  una  fuerza  de  magnitud 
b\y'  -  x'\ ]. 


(ml  +  m2)l\6"  +  m2l\l2d2  +  (m,  +  m2)ligdi  =  0  , 
m2l202  +  m2lil26'[  +  m2l2gd2  =  0  , 
donde  9{  y  02  son  angulos  pequenos.  Resuelva  el 
sistema  cuando  m{  =  3  kg,  m2  =  2  kg,  l\  =  l2  =  5 
m,  0,(0)  =  77/6,  02(O)  =  0i(O)  =  d'2(0)  =  0. 


|  *1  _ b 

| — nftmr — R - EE 


m2 


1  x  >  0 

xL  0 


\y>0 

y  =  o 


Figura  5.28  Sistema  masa-resorte  acoplado  con 
amortiguamiento  entre  las  masas 


6.  En  relation  con  el  sistema  masa-resorte  acoplado 
del  ejemplo  1,  suponga  que  se  aplica  una  fuerza  ex¬ 
terna  E(t)  =  37  cos  3 1  al  segundo  objeto  de  masa  1 
kg.  Las  funciones  de  desplazamiento  x(t),  y(t)  satis- 
facen  ahora  el  sistema 

(16)  2x"0)  +  6x(t)  -  2y(t)  =  0  , 

(17)  y"(t)  +  2y{t)  -  2 x(t)  =  37  cos  3 1  . 

(a)  Muestre  que  x(t)  satisface  la  ecuacion 

(18)  x^4\t)  +  5jc "(t)  +  4x(t )  =  37  cos  3 1  . 

(b)  Determine  una  solution  general  x(t)  de  la  ecua¬ 
cion  (18).  [ Sugerencia :  Use  coeficientes  inde- 
terminados,  con  xp  =  A  cos  3f  +  B  sen  3 1], 

(c)  Sustituya  x(t)  en  (16)  para  obtener  una  formu¬ 
la  para  y(t). 

(d)  Si  ambas  masas  se  desplazan  2  m  hacia  la  de- 
recha  de  sus  posiciones  de  equilibrio  y  luego  se 
liberan,  determine  las  funciones  de  desplaza¬ 
miento  x(t)  y  y(t). 

7.  Suponga  que  las  funciones  de  desplazamiento  x(t)  y 
y(t)  para  un  sistema  masa-resorte  acoplado  (similar 
al  analizado  en  el  problema  6)  satisfacen  el  proble- 
ma  con  valores  iniciales 

x"(t)  +  5x(t)  —  2 y(t)  =  0  , 
y"(t)  +  2y(t)  —  2x(t)  =  3  sen  2 1  ; 
jc(0)  —  x'(0)  —  0  , 

J'(O)  =  1  ,  /( 0)  =  0  . 

Determine  x(t)  y  y(t). 

8.  Un  pendulo  doble  oscila  en  un  piano  vertical  bajo  la 
influencia  de  la  gravedad  (vease  la  figura  5.29)  y  sa¬ 
tisface  el  sistema 


Figura  5.29  Pendulo  doble 


9.  El  movimiento  de  una  pareja  de  pendulos  identicos 
acoplados  mediante  un  resorte  se  modela  mediante 
el  sistema 

mx\  = - —  X\  —  k[x\  —  x2)  , 

m8  *  \ 
mx 2  =  ~—x2  +  k{xl  -  x2j 

para  desplazamientos  pequenos  (vease  la  figura 
5.30).  Determine  las  dos  frecuencias  normales  del 
sistema. 


Figura  5.30  Pendulos  acoplados 
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10.  Suponga  que  el  sistema  masa-resorte  acoplado  del  (b) 

problema  1  (figura  5.25)  se  cuelga  verticalmente  en 
un  soporte  (con  la  masa  m2  sobre  m{),  como  en  la  (c) 

seccion  4.9,  pagina  218. 

(a)  Justifique  que  en  el  equilibrio,  el  resorte  inferior 
se  estira  una  distancia  l{  con  respecto  de  su  lon- 
gitud  natural  Lx,  dada  por  =  m^g/k^ . 


CIRCUITOS  ELECTRICOS 

Las  ecuaciones  que  describen  las  relaciones  voltaje-corriente  para  una  resistencia,  un  induc¬ 
tor  y  un  condensador  se  dieron  en  la  seccion  3.5,  junto  con  las  leyes  de  Kirchhoff  que  res- 
tringen  el  comportamiento  de  estas  cantidades  cuando  los  elementos  se  conectan  en  forma 
electrica  a  un  circuito.  Ahora  que  tenemos  las  herramientas  para  resolver  ecuaciones  linea- 
les  y  sistemas  de  orden  superior,  podemos  analizar  circuitos  electricos  mas  complejos. 

EJEMPLO  I  El  circuito  RLC  en  serie  de  la  figura  5.31  tiene  una  fuente  de  voltaje  dada  por  E[t)  =  sen 
lOOt  voltios  (V),  una  resistencia  de  0.02  ohms  (Q),  un  inductor  de  0.001  henrios  (H)  y  un 
condensador  de  2  faradios  (F).  (Elegimos  estos  valores  por  conveniencia;  los  valores  tfpicos 
para  el  condensador  son  mucho  menores).  Si  la  corriente  y  la  carga  iniciales  en  el  conden¬ 
sador  son  iguales  a  cero,  determinar  la  corriente  en  el  circuito  para  t  >  0. 


5.6 


Justifique  que  en  el  equilibrio,  el  resorte  superior 
se  estira  una  distancia  l2  =  (m,  +  m2)g/k2. 
Muestre  que  si  xl  y  x2  se  definen  ahora  como  los 
desplazamientos  con  respecto  de  las  posiciones 
de  equilibrio  de  las  masas  y  m2,  entonces  las 
ecuaciones  de  movimiento  son  identicas  a  las  ob- 
tenidas  en  el  problema  1 . 


Resistencia  R 


Fuente 
de  voltaje 


Inductancia  L 


Figura  5.31  Representacion  esquematica  de  un  circuito  RLC  en  serie. 


SOLUCION  Con  la  notacion  de  la  seccion  3.5,  tenemos  que  L  =  0.001  H,  R  =  0.02  Q,  C  =  2  F  y  E(t)  = 
sen  lOOr.  Segun  la  ley  de  corriente  de  Kirchhoff,  la  misma  corriente  I  pasa  por  cada  elemen- 
to  del  circuito.  La  corriente  que  pasa  por  el  condensador  es  igual  a  la  razon  instantanea  de 
cambio  de  su  carga  q: 

(1)  I  =  dq\dt  . 

Por  las  ecuaciones  de  la  seccion  3.5,  observamos  que  la  cafda  de  voltaje  a  traves  del  conden¬ 
sador  (Ec),  la  resistencia  (ER)  y  el  inductor  (E,)  se  expresan  como 
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Por  tanto,  la  ley  del  voltaje  de  Kirchhoff  EL  +  ER  +  Ec  =  E  se  puede  expresar  como 


(3) 


1 

+  RI  +  q 
C 


=  E(t)  . 


En  la  mayor  parte  de  las  aplicaciones  nos  interesara  determinar  la  corriente  /(/).  Si  deriva- 
mos  (3)  con  respecto  de  /  y  sustituimos  /  en  vez  de  dq/dt,  obtenemos 


(4) 


+  R*  + 
dt 


lj  =  dE 
C  dt 


A1  sustituir  los  valores  dados  tenemos 

(0.001)  ^  +  (0.02)  ^  +  (0.5)/  =  100  cos  100/  , 
dt  dt 

o,  en  forma  equivalente, 

(5)  ^4  +  20—  4-  500/  =  100,000  cos  100/  . 

dt2  dt 

La  ecuacion  homogenea  asociada  con  (5)  tiene  la  ecuacion  auxiliar 
r2  +  20 r  +  500  =  (r  +  10)2  +  (20)2  =  0  , 


cuyas  rafces  son  — 10  ±  20/.  Por  lo  tanto,  la  solucion  de  la  ecuacion  homogenea  es 

(6)  //,(/)  =  Qe-10' cos  20/  +  C2e  Wl  sen  20/  . 

Para  determinar  una  solucion  particular  de  (5),  podemos  usar  el  metodo  de  coeficientes 
indeterminados.  Hacemos 

Ip(t)  =  A  cos  100/  +  B  sen  100/ 

y  realizamos  el  procedimiento  de  la  seccion  4.5  para  obtener  finalmente,  con  tres  decimales, 
A  =  -10.080  ,  B  =  2.122  . 

Por  lo  tanto,  una  solucion  particular  de  (5)  esta  dada  por 

(7)  Ip(t )  =  — 10.080  cos  100/  +  2.122  sen  100/  . 

Como  /  =  //,  +  lp,  vemos  de  (6)  y  (7)  que 

(8)  /(/)  =  e~10t(Cl  cos  20/  +  C2  sen  20/)  —  10.080  cos  100/  +  2.122  sen  100/  . 

Para  determinar  las  constantes  Ct  y  C2,  necesitamos  los  valores  /( 0)  e  /'( 0).  Sabemos  que 
/( 0)  =  q( 0)  =  0.  Para  determinar  /'( 0),  sustituimos  los  valores  para  L,  R  y  C  en  la  ecuacion 
(3)  e  igualamos  los  dos  lados  en  /  =  0,  para  obtener 

(O.OOl)r(O)  +  (0.02)/(0)  +  (0.5)tf(0)  =  senO  . 


Capitulo  5  Introduccion  a  los  sistemas  y  el  analisis  del  piano  fase 


EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Como  /( 0)  =  q{ 0)  =  0,  vemos  que  /'( 0)  =  0..  Por  ultimo,  usamos  /(f)  en  (8)  y  las  condi- 
ciones  iniciales  /( 0)  =  /'(0)  =  0,  para  obtener  el  sistema 

/(0)  =  Ci  -  10.080  =  0  , 

/'( 0)  =  -10C!  +  20 C2  +  212.2  =  0  . 


A1  resolver  este  sistema  tenemos  que  C\  =  10.080  y  C2  =  —5.570.  Por  lo  tanto,  la  corrien- 
te  en  el  circuito  RLC  en  serie  es 

(9)  /(f)  =  e~10,(  10.080  cos  20f  -5.570  sen  20f)  -  10.080  coslOOf  +  2.122  senlOOf  .  ■ 


Observe  que,  como  en  el  caso  de  las  vibraciones  mecanicas  forzadas,  la  corriente  en  (9) 
tiene  dos  componentes:  Ih,  una  corriente  transitoria  que  tiende  a  cero  cuando  f  — »  +oo,  y 
la  otra  componente 

Ip(t)  =  —10.080  cos lOOf  +  2.122  senlOOf  , 

una  corriente  de  estado  estacionario  senoidal  que  permanece. 

Dejaremos  al  lector  la  verification  de  que  la  solucion  de  estado  estacionario  lp(t)  que 
surge  de  la  fuente  de  voltaje  mas  general  Zs(f)  =  E0  sen  y t  es 


(10)  tit)  = 


Eq  sen(yf  +  6) 


VR2  +  [y L  -  l/(yC)]2  ’ 
donde  tan  9  =  (l/C  —  Ly2)/(yR)  (vease  la  seccion  4.9,  pagina  218). 


En  el  instante  f  =  0,  la  carga  en  el  condensador  de  la  red  electrica  que  aparece  en  la  figura 
5.32  es  de  2  coulombs  (C),  mientras  que  la  corriente  que  circula  a  traves  del  condensador  es 
cero.  Determine  la  carga  en  el  condensador  y  las  corrientes  en  las  diversas  ramas  de  la  red 
en  cualquier  instante  f  >  0. 


Figura  5.32  Diagrama  esquematico  de  una  red  electrica 


Para  determinar  la  carga  y  corrientes  en  la  red  electrica,  primero  notamos  que  la  red  tiene 
tres  circuitos  cerrados:  el  lazo  1  a  traves  de  la  baterfa,  la  resistencia  y  el  inductor;  el  lazo  2 
que  pasa  por  la  baterfa,  la  resistencia  y  el  condensador,  y  el  lazo  3  que  contiene  al  conden¬ 
sador  y  al  inductor.  Aprovecharemos  la  ley  de  la  corriente  de  Kirchhoff;  designamos  como 
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/,  a  la  corriente  que  pasa  por  la  bateria  y  la  resistencia,  U  es  la  corriente  que  pasa  por  el  in¬ 
ductor  e  /3  la  corriente  que  pasa  por  el  condensador.  Para  que  la  notation  sea  consistente, 
denotamos  la  carga  en  el  condensador  como  q-\.  Por  lo  tanto,  /3  =  dq  jdt. 

Como  analizamos  al  principio  de  la  seccion,  la  cafda  de  voltaje  en  una  resistencia  es  RI, 
en  un  inductor  es  Ldljdt  y  en  un  condensador  es  qlC.  Asf,  al  aplicar  la  ley  de  voltaje  de 
Kirchhoff  a  la  red  electrica  de  la  figura  5.32,  vemos  que  para  el  lazo  1, 

dU 

(H)  *  +  20/,  =  5; 

(inductor)  (resistencia)  (bateria) 

para  el  lazo  2, 

(12)  20/,  +  160g3  =  5  ; 

(resistencia)  (condensador)  (bateria) 

y  para  el  lazo  3, 
dl 2 

(13)  -  J  +  160*73  =  0  . 


(inductor)  (condensador) 

(El  signo  menos  en  (13)  surge  al  considerar  una  trayectoria  en  el  sentido  de  las  manecillas 
del  reloj  en  torno  al  lazo  3,  de  modo  que  la  corriente  que  pasa  por  el  inductor  es  —  /2).  Ob¬ 
serve  que  estas  tres  ecuaciones  no  son  independientes:  Podemos  obtener  la  ecuacion  (13) 
restando  (1 1)  de  (12).  Por  lo  tanto,  solo  tenemos  dos  ecuaciones  para  determinar  las  tres  in¬ 
cognitas  /,,  /2,  y  q3.  Si  ahora  aplicamos  la  ley  de  la  corriente  de  Kirchhoff  a  los  dos  puntos 
de  union  en  la  red,  en  el  punto  A  vemos  que  /,  —  /2  —  /3  =  0  y  en  el  punto  B  que 
U_  +  /,  -  /,  =  0.  En  ambos  casos  obtenemos 


h  ~  h  -  =  0  , 


pues  /3  =  dq^jdt.  Al  reunir  (11),  (12)  y  (14)  en  un  sistema,  tenemos  (con  D  =  d/dt) 

(15)  DI2  +  20/,  =  5  , 

(16)  20/,  +  160*73  =  5  , 

(17)  -I2  +  /,  -  0*73  =  0  . 

Resolvemos  este  sistema  mediante  el  metodo  de  eliminacion  de  la  seccion  5.2.  Usamos 
la  ecuacion  (16)  para  eliminar  /,  de  las  otras  dos,  y  tenemos 

(18)  DU  -  160*73  =  0  , 

(19)  20/2  +  (20/)  +  160)*73  =  5  . 


Al  eliminar  U  se  llega  a 

(20)  20 D2q}  +  I6O/A/3  +  3200?3  =  0  . 


Capitulo  5  Introduccion  a  los  sistemas  y  el  analisis  del  piano  fase 


Para  obtener  las  condiciones  iniciales  para  la  ecuacion  de  segundo  orden  (20),  recorde- 
mos  que  en  el  instante  t  =  0,  la  carga  en  el  condensador  es  de  2  coulombs  y  la  corriente  se 
anula.  Por  tanto, 


(21)  q3(0)  =  2  , 


dq 3 
dt 


(0)  =  0  . 


Ahora  podemos  resolver  el  problema  con  valores  iniciales  (20)  -  (21)  mediante  las  tec- 
nicas  del  capitulo  4.  En  ultima  instancia  tenemos 


q3(t)  =  2e  4fcos  12 /  +  —  e  4'sen  lit  , 


,  .  da? ,  .  80  ,, 

hit)  =  —(f)  =  -ye  4  sen  1 2/  . 


Ahora,  para  determinar  /2,  sustituimos  estas  expresiones  en  (19)  y  obtenemos 

h(0  =  4  -  -  8®(<) 

=  —  —  16e~4'cos  12 1  +  —  e~4t  sen  12/  . 

4  3 

Por  ultimo,  de  /)  =  /2  +  73  obtenemos 


I  At)  =  —  —  I6e  4fcos  12/  —  —  e  4,sen  12/  . 
w  4  3 


Observe  que  las  ecuaciones  diferenciales  que  describen  las  vibraciones  mecanicas  y  los 
circuitos  RLC  en  serie  son  esencialmente  iguales.  De  hecho,  hay  una  identificacion  natural 
de  los  parametros  m,  b  y  k  para  un  sistema  masa-resorte  con  los  parametros  L,  R  y  C  que 
describen  los  circuitos;  esto  se  ilustra  en  la  tabla  5.3.  Ademas,  los  terminos  transitorio,  es- 
tado  estacionario,  sobreamortiguado,  criticamente  amortiguado,  subamortiguado  y  fre- 
cuencia  de  resonancia  que  se  describieron  en  las  secciones  4.8  y  4.9  tambien  se  aplican  a 
los  circuitos  electricos. 


TABLA  5.3  ANALOGIA  ENTRE  LOS  SISTEMAS 
MECANICOS  Y  ELECTRICOS 


Sistema  mecanico  masa-resorte 
con  amortiguamiento 

Circuito  electrico  RLC 
en  serie 

mx"  +  bx'  +  kx  =  f(t) 

Lq"  +  Rq’  +  (l  jC)q 

=  £(/) 

Desplazamiento 

X 

Carga 

q 

Velocidad 

x' 

Corriente 

q’=I 

Masa 

m 

Inductancia 

L 

Constante  de  amortiguamiento 

b 

Resistencia 

R 

Constante  de  resorte 

k 

(Capacitancia)  1 

1/C 

Fuerza  externa 

fit) 

Fuente  de  voltaje 

Eit) 
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Esta  analogfa  entre  un  sistema  mecanico  y  un  circuito  electrico  se  extiende  a  sistemas 
y  circuitos  de  gran  escala.  Una  consecuencia  interesante  de  este  hecho  es  el  uso  de  simula¬ 
tion  analogies  y,  en  particular,  el  uso  de  computadoras  analogicas  para  analizar  sistemas 
mecanicos.  Los  sistemas  mecanicos  de  gran  escala  se  modelan  construyendo  un  sistema 
electrico  correspondiente,  midiendo  despues  las  cargas  q(t)  y  las  corrientes  l(t). 

Aunque  tales  simulaciones  analogicas  son  importantes,  tanto  los  sistemas  mecanicos 
como  los  sistemas  electricos  de  gran  escala  se  modelan  actualmente  con  simulaciones  en 
computadoras  digitales.  Esto  implica  la  resolucion  numerica  del  problema  con  valores  ini- 
ciales  que  describe  al  sistema.  Aun  asf,  la  analogfa  entre  los  sistemas  mecanicos  y  electricos 
significa  que,  basicamente,  se  puede  usar  el  mismo  software  para  analizar  ambos  sistemas. 


EJERCICIOS 


5.6 


1.  Un  circuito  RLC  en  serie  tiene  una  fuente  de  voltaje 
dada  por  E(t)  =  20  V,  una  resistencia  de  100  Q,  un 
inductor  de  4  H  y  un  condensador  de  0.01  F.  Si  la 
corriente  inicial  es  igual  a  cero  y  la  carga  inicial  en 
el  condensador  es  4  C,  determine  la  corriente  en  el 
circuito  para  t  >  0. 

2.  Un  circuito  RLC  en  serie  tiene  una  fuente  de  voltaje 
dada  por  E(t)  =  40  cos  2 1 V,  una  resistencia  de  2  Q, 
un  inductor  de  1/4  H  y  un  condensador  de  1/13  F. 
Si  la  corriente  inicial  es  igual  a  cero  y  la  carga  ini¬ 
cial  en  el  condensador  es  3.5  C,  determine  la  carga 
en  el  condensador  para  t  >  0. 

3.  Un  circuito  RLC  en  serie  tiene  una  fuente  de  vol¬ 
taje  dada  por  E(t)  =  10  cos  20 1 V,  una  resistencia 
de  120  Q,  un  inductor  de  4  H  y  un  condensador  de 
(2200) _1  F.  Determine  la  corriente  (solucion)  de  es- 
tado  estacionario  para  este  circuito.  ^Cual  es  la  fre- 
cuencia  de  resonancia  para  el  circuito? 

4.  Un  circuito  LC  en  serie  tiene  una  fuente  de  voltaje 
dada  por  E(t)  =  30  sen  50f  V,  un  inductor  de  2  H  y 
un  condensador  de  0.02  F  (sin  resistencias).  ^Cual 
es  la  corriente  en  este  circuito  para  t  >  0  si  en  t  =  0, 
7(0)  =  q(  0)  =  0? 

5.  Un  circuito  RLC  en  serie  tiene  una  fuente  de  voltaje  de 
la  forma  E (t)  =  E0  cos  ytW,  una  resistencia  de  10  Q, 
un  inductor  de  4  H  y  un  condensador  de  0.01  F.  Bos- 
queje  la  curva  de  respuesta  de  frecuencia  para  este 
circuito. 

6.  Muestre  que  cuando  la  fuente  de  voltaje  en  (3)  es  de  la 
forma  E(i)  =  E0  sen  yt,  entonces  la  solucion  de  es- 
tado  estacionario  Ip  es  la  dada  en  la  ecuacion  (10). 

7.  Un  sistema  masa-resorte  con  amortiguamiento  consta 
de  una  masa  de  7  kg,  un  resorte  con  constante  de  re- 
sorte  3  N/m,  un  componente  de  friccion  con  constan¬ 
te  de  amortiguamiento  2  N-s/m  y  una  fuerza  externa 


dada  por  f(t)  =  10  cos  lOf  N.  Use  una  resistencia 
de  10  Q  para  construir  un  circuito  RLC  en  serie  que 
sea  el  analogo  de  este  sistema  mecanico,  en  el  sen- 
tido  que  ambos  sistemas  queden  descritos  mediante 
la  misma  ecuacion  diferencial. 

8.  Un  sistema  masa-resorte  con  amortiguamiento 
consta  de  un  peso  de  16  libras,  un  resorte  con  cons¬ 
tante  de  resorte  64  libras/pie,  un  componente  de 
friccion  con  constante  de  amortiguamiento  10  li- 
bras-s/pie  y  una  fuerza  externa  dada  por  f(t)  =  20 
cos  8 1  libras.  Use  un  inductor  de  0.01  H  para  cons¬ 
truir  un  circuito  RLC  en  serie  que  sea  el  analogo  de 
este  sistema  mecanico. 

9.  Debido  a  la  formula  de  Euler,  e'9  =  cos  8  +  i  sen  8, 
con  frecuencia  es  conveniente  considerar  a  la  vez  las 
fuentes  de  voltaje  E0  cos  yt  y  E0  sen  yt,  usando 
E(t)  =  E0e'yt.  En  este  caso,  la  ecuacion  (3)  se  con- 
vierte  en 


d2q  dq  1 

,22) 


donde  ahora  q  es  complejo  (recuerde  que 
l  =  q',I'  =  q"). 

(a)  Muestre  que  la  solucion  de  estado  estacionario 
(22)  es 


- e'r'  . 

1  /C  -  y-L  +  iyR 

[Sugerencia:  Use  el  metodo  de  coeficientes  in- 
determinados  con  la  estimacion  qp  =  Ae‘yt, 
donde  A  es  una  constante  compleja.  La  tecnica 
se  analiza  con  detalle  en  el  proyecto  A  al  final 
del  capftulo  4] . 
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(b)  Muestre  ahora  que  la  corriente  de  estado  esta- 
cionario  es 


hit)  = 


:0 


R  +  i[yL  -  1  KyCYf 

(c)  Use  la  relacion  a  +  //3  =  \/cr  +  p2e'e,  donde 
tan  9  =  /3/a,  para  mostrar  que  lp  se  puede  ex- 
presar  en  la  forma 


hit)  = 


— U 

VR2  +  [yL  ~  1  HyC)]2 


Ayt+e) 


donde  tan  6  =  (l/C  -  Ly2)/(yR). 

(d)  La  parte  imaginaria  de  e'yt  is  sen  yt,  de  modo 
que  la  parte  imaginaria  de  la  solucion  de  (22) 


debe  ser  la  solucion  de  la  ecuacion  (3)  para 
E{t)  =  E0  sen  yt.  Verifique  que  este  tambien  es 
el  caso  para  la  corriente,  mostrando  que  la  parte 
imaginaria  de  lp  en  la  parte  (c)  es  igual  a  la  dada 
en  la  ecuacion  (10). 

En  los  problemas  10  a  13,  determine  un  sistema  de  ecua- 
ciones  diferenciales  y  condiciones  iniciales  para  la  co¬ 
rriente  de  las  redes  dadas  en  los  diagramas  esquemdticos 
(Figuras  5.33  a  5.36).  Suponga  que  todas  las  corrientes 
iniciales  se  anulan.  Determine  las  corrientes  en  cada  ra- 
ma  de  la  red. 


10.  to  H  30  H 


Figura  5.33  Red  RL  para  el  problema  10 


12.  to  S3 


11.  10  Q  5  S3 


Figura  5.34  Red  RL  para  el  problema  1 1 


13.  0.5  F 


5.7  SISTEMAS  DINAMICOS,  TRANSFORMACIONES 
DE  POINCARE  Y  CAOS 

En  esta  seccion  daremos  un  paseo  por  un  area  de  las  matematicas  que  actualmente  recibe 
mucha  atencion,  tanto  por  los  interesantes  fenomenos  matematicos  observados  como  por  sus 
aplicaciones  a  campos  como  la  meteorologfa,  la  conduccion  del  calor,  la  mecanica  de  flui- 
dos,  los  equipos  laser,  las  reacciones  qufmicas  y  los  circuitos  no  lineales,  entre  otros.  El  area 
es  la  de  los  sistemas  dinamicos,’  en  particular  cuando  estos  sistemas  son  no  lineales. 


'Para  un  estudio  mas  detallado  de  los  sistemas  dinamicos,  el  lector  puede  consultar  An  Introduction  to  Chaotic 
Dynamical  Systems,  segunda  edicion,  por  R.  L.  Devaney  (Addison-Wesley,  Reading,  Mass.,  1989)  y  Nonlinear 
Oscillations,  Dynamical  Systems  and  Bifurcations  of  Vector  Fields  por  J.  Guckenheimer  y  P.  J.  Holmes  (Springer- 
Verlag,  NuevaYork,  1983). 
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Un  sistema  dinamico  es  cualquiera  que  nos  permite  determinar  (al  menos  desde  un 
punto  de  vista  teorico)  los  estados  futures  del  sistema  dado  su  estado  presente.  Por  ejemplo, 
la  formula  recursiva  (ecuacion  en  diferencias) 


n  =  (l-05)x„ 


n  =  0,  1,2, 


es  un  sistema  dinamico,  pues  podemos  determinar  el  siguiente  estado  xn+1,  dado  el  estado 
anterior  xn.  Si  conocemos  x0,  entonces  podemos  calcular  cualquier  estado  futuro  [de  hecho, 
x„+i  =  x0(l.05)"+1], 

Otro  ejemplo  de  sistema  dinamico  es  la  ecuacion  diferencial 
dx 

,  =  —  2x  , 
dt 

donde  la  solucion  x(t)  especifica  el  estado  del  sistema  en  el  “instante”  t.  Si  conocemos 
x(t0)  =  Xq,  entonces  podemos  determinar  el  estado  del  sistema  en  cualquier  instante  futuro 
t  >  t0  resolviendo  el  problema  con  valor  inicial 


=  —  2x 


x(t0)  =  X0 


En  efecto,  un  sencillo  calculo  muestra  que  x(t)  =  x0e  para  t  >  t0. 

Para  un  sistema  dinamico  definido  mediante  una  ecuacion  diferencial,  con  frecuencia  es 
util  trabajar  con  un  sistema  dinamico  relacionado  con  el  anterior,  definido  mediante  una 
ecuacion  en  diferencias.  Por  ejemplo,  cuando  no  podemos  expresar  la  solucion  de  una  ecua¬ 
cion  diferencial  mediante  funciones  elementales,  podemos  usar  una  tecnica  numerica,  como 
el  metodo  de  Euler  mejorado  o  Runge-Kutta  para  aproximar  la  solucion  de  un  problema  con 
valores  iniciales.  Este  esquema  numerico  define  un  nuevo  sistema  dinamico  (pero  relacio¬ 
nado  con  el  anterior)  que  con  frecuencia  es  mas  facil  de  estudiar. 

En  la  seccion  5.4  usamos  los  diagramas  del  piano  fase  para  estudiar  los  sistemas  auto- 
nomos  en  el  piano.  Muchas  de  las  caracterfsticas  importantes  del  sistema  se  pueden  detec- 
tar  observando  tales  diagramas.  Por  ejemplo,  una  trayectoria  cerrada  corresponde  a  una 
solucion  periodica.  La  interpretation  de  las  trayectorias  de  sistemas  no  autonomos  en  el  pia¬ 
no  fase  es  mas  compleja.  Una  tecnica  que  es  util  en  este  contexto  es  la  llamada  transforma- 
cion  de  Poincare.  Como  veremos,  estas  transformaciones  reemplazan  el  estudio  de  un 
sistema  no  autonomo  por  el  estudio  de  un  sistema  dinamico  definido  mediante  la  position 
en  el  piano  xv  ( v  =  dxjdt)  de  la  solucion  en  momentos  espaciados  regularmente  en  el  tiem- 
po,  como  t  =  2i rn,  donde  n  =  0,  1,  2,....  La  ventaja  de  usar  la  transformacion  de  Poincare 
sera  clara  al  aplicar  el  metodo  a  un  problema  no  lineal  del  que  no  se  conoce  una  solucion 
explicita.  En  tal  caso,  las  trayectorias  se  calculan  mediante  un  esquema  numerico,  como 
Runge-Kutta.  Varios  paquetes  de  software  tienen  opciones  que  construyen  las  transforma¬ 
ciones  de  Poincare  para  un  sistema  dado. 

Para  ilustrar  la  transformacion  de  Poincare,  consideremos  la  ecuacion 

(1)  x"(t )  +  cirx(f)  =  F  cos  t  , 

donde  F  y  to  son  constantes  positivas.  En  la  seccion  4.9  estudiamos  ecuaciones  similares  y 
vimos  que  una  solucion  general  para  to  ¥=  1  esta  dada  por 


para  t  >  t0. 


(2)  x(t)  =  A  sen  (cot  +  (f>)  + 


co2  —  1 


cos  t  , 


donde  la  amplitud  A  y  el  angulo  de  fase  <j>  son  constantes  arbitrarias.  Como  v  =  x'. 


v(t)  =  u)A  cos (<ut  + 


co"  —  1 
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Como  la  funcion  de  forzamiento  F  cos  t  es  periodica  con  periodo  2tt,  es  natural  buscar  so- 
luciones  de  (1)  periodicas  con  periodo  2-77.  Para  esto,  definimos  la  transformation  de  Poin¬ 
care  como 

xn  x{2tth)  =  A  sen(27rctin  +  < f>)  +  F/(co2  —  l)  , 

W/ 

vn  ■=  v(2i Tn)  =  coA  cos(27 tcoh  +  cf>)  , 

para  n  =  0,  1,  2,  ....  En  la  figura  5.37  graficamos  los  primeros  cien  valores  de  (xn,  v„) 
en  el  piano  xv  para  distintas  elecciones  de  co.  Para  simplificar  la  exposition,  consideramos 
A  =  F  =  1  y  (f)  =  0.  Estas  graficas  se  llaman  secciones  de  Poincare  y  las  interpretaremos  en 
breve. 

Ahora  juguemos  a  lo  siguiente.  Ignoremos  por  el  momento  el  hecho  de  que  ya  conoce- 
mos  la  formula  para  x(t)  para  toda  t  >  0.  Queremos  saber  que  information  relativa  a  la  so¬ 
lution  podemos  obtener  de  la  section  de  Poincare  y  de  la  forma  de  la  ecuacion  diferencial. 

Observe  que  las  dos  primeras  secciones  de  Poincare  en  la  figura  5.37,  correspondientes 
a  co  =  2  y  3,  constan  de  un  solo  punto.  Esto  nos  dice  que,  si  comenzamos  en  t  =  0,  todo  in- 
cremento  de  277  en  t  nos  regresa  al  mismo  punto  en  el  piano  fase.  Esto  a  su  vez  implica  que 
la  ecuacion  (1)  tiene  una  solution  periodica  con  periodo  2ir,  lo  que  puede  demostrarse 
como  sigue:  Para  co  =  2,  sea  x(t)  la  solution  de  (1)  con  (*(0),u(0))  =  (1/3,2)  y  sea 
X(t)  '■=  x(t  +  2tt).  Como  la  section  de  Poincare  es  solo  el  punto  (1/3,2),  tenemos  que 
X(0)  =  x(2tt)  =  1/3  y  X'  (0)  =  x'(2tt)  =  2.  Asf,  x(t)  y  X(t)  tienen  los  mismos  valores  ini¬ 
tiates  en  t  =  0.  Ademas,  como  cos  t  es  periodica  con  periodo  2tt,  tambien  tenemos 

X"(t)  +  orX(t)  =  x"(t  +  2tt)  +  co2x(t  +  2tt)  =  cos  (t  +  2tt)  =  cos  1  . 

En  consecuencia,  x(t)  y  X(t)  satisfacen  el  mismo  problema  con  valores  iniciales.  Por  los  teo- 
remas  de  unicidad  de  las  secciones  4.2  y  4.5,  estas  funciones  deben  coincidir  en  el  interva- 
lo  [0,  oo).  Por  lo  tanto  x{t)  =X(t)  =  x(t  +  2tt)  para  toda  r  >  0;  es  decir,  x(t)  tiene  periodo 
277.  (El  mismo  razonamiento  sirve  para  co  =  3).  Con  un  argumento  similar,  se  tiene  que  la 
section  de  Poincare  para  co  tiene  una  solution  con  periodo  477  que  alterna  entre  los  dos  pun- 
tos  que  aparecen  en  la  figura  5.37(c)  cuando  t  se  incrementa  en  277.  Para  el  caso  co  =  1/3,  de- 
ducimos  que  existe  una  solution  de  periodo  677  que  va  pasando  por  estos  tres  puntos,  y  para 
co  =  1/4  hay  una  solution  con  periodo  877  que  pasa  por  cuatro  puntos.  A  las  ultimas  tres  so- 
luciones  les  llamamos  subarmonicas. 

El  caso  co  =  V2  es  distinto.  hasta  ahora,  en  la  figura  5.37(f),  ninguno  de  los  puntos  se 
ha  repetido.  /,Nos  detuvimos  demasiado  pronto?  /.Habra  algun  momento  en  que  los  puntos 
se  repitan?  En  este  caso,  el  hecho  de  que  V2  sea  irracional  juega  un  papel  crucial.  Se  pue¬ 
de  ver  que  todo  entero  n  proporciona  un  punto  distinto  en  la  section  de  Poincare  (vease  el 
problema  8).  Sin  embargo,  se  esta  desarrollando  un  patron.  Parece  que  todos  los  puntos  es- 
tan  en  una  curva  simple,  tal  vez  una  elipse.  Para  ver  que  esto  ocurre,  observe  que  cuando 
co  =  V2)  A  =  F  =  1,  y  cp  =  0,  tenemos 

x„  =  sen  (2V2  77  n  )  +  1  ,  v„  =  V2  COS  (2V2  7rn )  ,  n  =  0,  1,  2, ...  . 

Un  sencillo  calculo  nos  permite  mostrar  que  cada  (x„,  vn)  esta  en  la  elipse 

(*  -  l)2  +  y  =  1  ■ 

En  nuestro  estudio  de  la  ecuacion  (1)  nos  concentramos  en  soluciones  con  periodo  2ir 
debido  a  que  el  termino  de  forzamiento  F  cos  t  tiene  periodo  277.  [Observamos  solucio¬ 
nes  subarmonicas  cuando  co  =  1/2,  1/3,  y  1/4—;  es  decir,  soluciones  con  periodos 
2(277),  3(277),  y  4(277)].  Al  introducir  un  termino  de  amortiguamiento  en  la  ecuacion  dife- 
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Figura  5.37  Secciones  de  Poincare  para  la  ecuacion  (1)  para  diversos  valores  de  w 


rencial,  la  transformacion  de  Poincare  muestra  un  comportamiento  diferente.  Recuerde  que 
la  solucion  sera  ahora  la  suma  de  un  termino  transitorio  y  un  estado  estacionario.  Por  ejem- 
plo,  consideremos  la  ecuacion 

(4)  x"  (t)  +  bx'  ( t )  +  arx(t)  =  F  cos  t  , 

donde  b,  F,y  u>  son  constantes  positivas. 

Cuando  b2  <  4oj2.  la  solucion  de  (4)  se  puede  expresar  como 

(5)  x{t)  =  Ae^^'  sen  f^4co"  ~  b- 1  +  F  sen  (f  +  0)  , 

V  2  /  V(w2  -  l)2  +  b2 

donde  tan  6  =  ( w 2  —  \  )jb  y  A  y  <fj  son  constantes  arbitrarias  [veanse  las  ecuaciones  (7)  y 
(8)  de  la  seccion  4.9].  El  primer  termino  del  lado  derecho  de  (5)  es  la  solucion  transitoria  y  el 
segundo  la  solucion  de  estado  estacionario.  Construyamos  la  transformacion  de  Poincare 
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usando  t  =  2tth,  n  =  0,  1,  2,  ...  .  Hacemos  b  =  0.22,  u>  =  A  =  F  =  l,y  cf>  =  0  para 
simplificar  los  calculos.  Como  tan  0  =  (or  —  1  )/b  =  0,  tambien  hacemos  9  =  0.  Enton- 
ces  tenemos 

x(2t rn)  =xn  =  e-°-22™sen(\/0 ,9879  2 7 rn)  , 
x'(2nn)  =  vn  =  -0.11e^°'22m,sen(Vo.9879  2t rn) 

+  V0.9879  e_0-22m!cos(V0.9879  2t rn)  +  — ' —  . 

V  ;  (0.22) 

La  seccion  de  Poincare  para  n  =  0,  1,2,...,  10  aparece  en  la  figura  5.38  (puntos  negros). 
Despues  de  unas  cuantas  iteraciones,  observamos  que  xn  ~  0  y  vn~  1  / (0.22)  ~  4.545;  es 
decir,  los  puntos  de  la  seccion  de  Poincare  tienden  a  un  unico  punto  en  el  piano  xv  (puntos 
de  color).  Asi,  serfa  de  esperar  que  hubiera  una  solucion  con  periodo  2ir  correspondiente  a 
una  eleccion  particular  de  A  y  cb.  [En  este  ejemplo,  donde  podemos  representar  la  solucion 
de  manera  explicita,  vemos  que  surge  una  solucion  con  periodo  2tt  cuando  hacemos  A  =  0 
en  (5)]. 

Hay  una  diferencia  importante  entre  las  secciones  de  Poincare  para  la  ecuacion(l)  y  las 
de  la  ecuacion  (4).  En  la  figura  5.37,  la  posicion  de  todos  los  puntos  en  (a)  -  (e)  depende  del 
valor  inicial  elegido;  en  este  caso,  A  =  1  y  ip  =  0.  (Vease  el  problema  10).  Sin  embargo,  en 
la  figura  5.38,  los  primeros  puntos  (negros)  dependen  de  las  condiciones  iniciales,  mientras 
que  el  punto  limite  (punto  gris)  no  (vease  el  problema  6).  Este  ultimo  comportamiento  es  tf- 
pico  de  ecuaciones  que  tienen  un  termino  de  “amortiguamiento”(es  decir,  b  >  0);  a  saber,  la 
seccion  de  Poincare  tiene  un  conjunto  limite'  que  en  esencia  es  independiente  de  las  condi¬ 
ciones  iniciales. 


5.4 

5.2 


-0.015  -0.01 


- 1 - 

-0.005 


X 


4.8  -- 

4.6  -■ 


Figura  5.38  Seccion  de  Poincare  para  la  ecuacion  (4)  con  F  =  1  ,b  =  0.22,  yw  =  1 


Para  las  ecuaciones  con  amortiguamiento,  el  conjunto  limite  puede  ser  mas  complejo 
que  solo  un  punto.  Por  ejemplo,  la  transformacion  de  Poincare  para  la  ecuacion 

(6)  x"(t)  +  (0.22 )x'(t)  +  x(t)  =  cos  t  +  cos{\^2 tj 


^El  conjunto  limite  de  una  transformacion  (x„,  v„),  n  =  1,  2,  3,  ...  ,  es  el  conjunto  de  puntos  (p,  q)  tales  que 
Yvmk^x{xnt,  v„  )  =  ( p ,  q),  donde  n \  <  n2  <  «3  <  ■■■  es  una  subsucesion  de  los  enteros  positivos. 
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(a)  x0  —  2,  v0  —  4 


(b)jr0  =  2,  v0  =  6 


Figura  5.39  Seccion  de  Poincare  para  la  ecuacion  (6)  con  valores  iniciales  x0,  v0 


tiene  un  conjunto  lfmite  que  consta  de  una  elipse  (vease  el  problema  11).  Esto  se  ilustra  en 
la  figura  5.39  para  los  valores  iniciales  x0  =  2,  v0  =  4  y  x0  =  2,  v0  =  6. 

Hasta  ahora  hemos  visto  conjuntos  lfmite  para  la  transformacion  de  Poincare  formados 
por  un  unico  punto  o  una  elipse,  de  manera  independiente  a  los  valores  iniciales.  Estos  con- 
juntos  lfmite  particulares  son  atractores.  En  general,  un  atractor  es  un  conjunto  A  con  la 
propiedad  de  que  existe  un  conjunto  abierto1  B  que  contiene  a  A  de  modo  que  siempre  que 
la  transformacion  de  Poincare  entre  a  B,  sus  puntos  permaneceran  en  B  y  el  conjunto  lfmite 
de  la  transformacion  de  Poincare  es  un  subconjunto  de  A.  Ademas,  suponemos  que  A  es  in¬ 
variants.  siempre  que  la  transformacion  de  Poincare  parta  de  un  punto  en  A,  permanecera 
en  A. 

En  los  ejemplos  anteriores,  los  atractores  del  sistema  dinamico  (transformacion  de 
Poincare)  se  podfan  describir  facilmente.  Sin  embargo,  en  anos  recientes,  muchos  investiga- 
dores  que  trabajan  en  una  amplia  gama  de  aplicaciones  han  encontrado  sistemas  dinamicos 
que  no  se  comportan  en  forma  ordenada;  sus  conjuntos  atractores  son  muy  complicados  (no 
solo  son  puntos  aislados  u  objetos  geometricos  familiares,  como  elipses).  El  comportamien- 
to  de  tales  sistemas  es  llamado  caotico,  y  los  conjuntos  lfmite  correspondientes  se  conocen 
como  atractores  extranos. 

Para  ilustrar  el  comportamiento  caotico  y  lo  que  se  entiende  por  atractor  extrano,  anali- 
zaremos  dos  ecuaciones  diferenciales  no  lineales  y  una  ecuacion  en  diferencias  sencilla. 
Primero  consideremos  la  ecuacion  forzada  de  Duffing 

(7)  x"(t)  +  bx'  ( t )  -  x(t)  +  x 3(t)  =  F  sen  yt  . 

No  podemos  expresar  la  solucion  de  (7)  en  forma  explfcita,  de  modo  que  debemos  obtener 
la  transformacion  de  Poincare,  aproximando  numericamente  la  solucion  de  (7)  para  valores 
iniciales  fijos  y  luego  graficar  las  aproximaciones  para  x(2im/y)  y  vilmi/y)  =  x'(2mi  /yl 
(Como  el  termino  de  forzamiento  F  sen  yt  tiene  periodo  27r/y,  buscaremos  soluciones  con 


Un  conjunto  11  C  K2  es  un  conjunto  abierto  si  para  cada  punto  p  G  B  existe  un  disco  abierto  V  que  contiene  a  p 
tal  que  VC.  B. 
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Figura  5.40  Secciones  de  Poincare  para  la  ecuacion  de  Duffing  (7)  con  b  =  0.3  y  y  =  1.2 


periodo  hrjy  y  subarmonicas).  En  la  figura  5.40  mostramos  los  conjuntos  li'mite  (atractores) 
cuando  b  =  0.3  y  en  los  casos  (a)  F  =  0.2,  (b)  F  =  0.28,  (c)  F  =  0.29,  y  (d)  F  =  0.37. 

Observe  que  al  crecer  la  constante  F,  la  transformacion  de  Poincare  cambia  de  caracter. 
Cuando  F  =  0.2,  la  seccion  de  Poincare  nos  dice  que  hay  una  solucion  con  periodo  277/7 
Para  F  =  0.28,  hay  una  solucion  subarmonica  de  periodo  477/7,  Y  Para  F  =  0-29  y  0.37  hay 
subarmonicas  con  periodos  877/7  Y  IO77/7,  respectivamente. 

Las  cosas  son  drasticamente  distintas  cuando  F  =  0.5;  la  solucion  ya  no  tiene  perio¬ 
do  277/7  ni  es  subarmonica.  La  seccion  de  Poincare  para  F  =  0.5  se  ilustra  en  la  figura 
5.41.  Generamos  esta  seccion  aproximando  numericamente  la  solucion  de  (7)  cuando 
7  =  1.2,  b  =  0.3  y  F  =  0.5  para  valores  iniciales  fijos. 1  No  graficamos  todas  las  aproxi- 
maciones  x(2irnly)  y  11(277/2/7)  calculadas;  debido  a  la  presencia  de  una  solucion  transi- 
toria,  hemos  omitido  los  primeros  puntos.  Se  puede  ver  que  el  conjunto  graficado  es  en 
esencia  independiente  de  los  valores  iniciales  y  tiene  la  propiedad  de  que  una  vez  que  un 
punto  esta  en  el  conjunto,  todos  los  puntos  posteriores  tambien  estan  en  el  conjunto.  De¬ 
bido  a  la  forma  tan  complicada  del  conjunto,  es  un  atractor  extrano.  Aunque  la  forma  del 
atractor  extrano  no  depende  de  los  valores  iniciales,  la  imagen  cambia  si  consideramos 
secciones  distintas;  por  ejemplo,  t  =  (277/2  +  77/2)/y,  n  =  0,  1,  2,  .  .  .  proporciona  una 
configuracion  distinta. 


1 Nota  historica:  Cuando  los  investigadores  hallaron  por  vez  primera  estas  secciones  de  Poincare  con  apariencia 
extrana,  verificaron  sus  calculos  mediante  distintas  computadoras  y  distintos  esquemas  numericos  (vease  Henon  y 
Heiles,  "The  Applicability  of  the  Third  Integral  of  Motion:  Some  Numerical  Experiments”,  Astronomical  Journal, 
vol.  69  (1964),  pagina  75).  Para  unos  tipos  particulares  de  sistemas  dinamicos,  como  la  transformacion  de  Henon, 
se  puede  mostrar  que  existe  una  trayectoria  que  hace  sombra  a  la  trayectoria  numerica  (vease  M.  Hammel,  J.  A. 
Yorke  y  C.  Grebogi,  “Numerical  Orbits  of  Chaotic  Processes  Represent  True  Orbits”,  Bulletin  of  the  American 
Mathematical  Society,  vol.  19  (1988),  paginas  466-469). 
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Figura  5.41  Seccion  de  Poincare  para  la  ecuacion  de  Duffing  (7)  con  b  =  0.3,  y  =  1.2,  y  F  =  0.5 

Otro  ejemplo  de  atractor  extrano  aparece  al  considerar  la  ecuacion  del  pendulo  for- 
zado 

(8)  x"(t)  +  bx'(t)  +  sen  (*w)  =  F cos  t  , 

donde  el  termino  x(t)  en  (4)  se  ha  reemplazado  por  sen  (x(t)) .  En  este  caso,  x(t)  es  el  angu- 
lo  entre  el  pendulo  y  la  posicion  vertical  de  reposo,  b  se  relaciona  con  el  amortiguamiento  y 
F  representa  la  fuerza  de  la  funcion  de  forzamiento  (vease  la  figura  5.42).  Para  F  =  2.7 
y  b  =  0.22,  hemos  graficado  en  la  figura  5.43  aproximadamente  90,000  puntos  de  la  trans¬ 
formation  de  Poincare.  Como  no  podemos  expresar  la  solucion  de  (8)  en  alguna  forma 
explicita,  obtuvimos  la  transformation  de  Poincare  aproximando  numericamente  la  solu¬ 
cion  de  (8)  para  valores  iniciales  fijos  y  graficamos  las  aproximaciones  para  x(2tt n)  y 
vylTTn)  =  x'(2mi). 

Las  transformaciones  de  Poincare  para  la  ecuacion  forzada  de  Duffing  y  para  la  ecua¬ 
cion  del  pendulo  forzado  no  solo  ilustran  la  idea  de  un  atractor  extrano,  sino  que  exhiben 
otro  comportamiento  peculiar  llamado  caos.  El  caos  aparece  cuando  ligeros  cambios  en  las 
condiciones  iniciales  conducen  a  grandes  cambios  en  el  comportamiento  de  la  solucion. 
Henri  Poincare  describio  la  situacion  como  sigue: 

Puede  ocurrir  que  pequenas  diferencias  en  las  condiciones  iniciales  produzcan 
otras  muy  grandes  en  los  fenomenos  finales.  Un  pequeno  error  en  las  primeras  pro¬ 
duce  un  error  enorme  en  los  segundos.  La  prediccion  se  vuelve  imposible... 


Figura  5.43  Seccion  de  Poincare  para  la  ecuacion  del  pendulo  forzado  (8)  con  b  =  0.22 

y  F  =  2.1 


Figura  5.42  Pendulo  amortiguado 
forzado 
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En  un  experimento  fisico,  liunca  podemos  reproducir  con  exactitud  (con  una  precision 
infinita)  las  mismas  condiciones  iniciales.  En  consecuencia,  si  el  comportamiento  es  caoti- 
co,  incluso  una  ligera  diferencia  en  las  condiciones  iniciales  puede  llevar  a  valores  bastante 
diferentes  de  la  transformacion  de  Poincare  correspondiente  cuando  n  es  grande.  Tal  com¬ 
portamiento  no  ocurre  para  soluciones  de  la  ecuacion  (4)  o  la  ecuacion  (1)  (veanse  los  pro- 
blemas  6  y  7).  Sin  embargo,  dos  soluciones  de  la  ecuacion  de  Duffing  (7)  con  F  =  0.5 
correspondientes  a  dos  valores  iniciales  distintos  pero  cercanos  tienen  transformaciones  de 
Poincare  que  no  permanecen  cercanas  entre  sf.  Aunque  ambas  son  atrafdas  al  mismo  con- 
junto,  sus  posiciones  con  respecto  de  este  conjunto  pueden  ser  relativamente  lejanas. 

El  fenomeno  de  caos  tambien  se  puede  ilustrar  mediante  la  siguiente  sencilla  transfor¬ 
macion.  Sea  Xq  en  [0,  l)  y  definamos 

(9)  xn+l  =  2xn  (mod  1)  , 


donde  (mod  1)  indica  la  parte  decimal  del  numero  si  este  es  mayor  o  igual  a  1;  es  decir. 


J  2xn  ,  para  0  <  x„  <  1/2  , 

"+1  l2x„  —  1  ,  para  1/2  <  x„  <  1  . 

Cuando  x0  =  1/3,  tenemos 

Xj  =  2-  (1/3)  (mod  1)  =  2/3  , 

X2  =  2  •  (2/3)  (mod  l)  =  4/3  (mod  l)  =  1/3  , 
x3  =  2-  (1/3)  (mod  1)  =  2/3  , 
x4  =  2  •  (2/3)  (mod  l)  =  1/3  ,  etc. 


En  forma  de  sucesion.  obtenemos  {l/3,  2/3,  1/3,  2/3, .  .  .},  donde  la  barra  indica  el  patron 
que  se  repite. 

^Que  ocurre  si  elegimos  un  valor  de  partida  x0  cercano  a  1/3?  /,Se  acumula  la  sucesion 
en  torno  de  1/3  y  2/3  como  lo  hace  la  transformacion  cuando  x0  =  1  /3?  Por  ejemplo,  para 
x0  =  0.3,  obtenemos  la  sucesion 

{0.3,  0.6,  0.2,  0.4,  0.8,  0.6,  0.2,  0.4,  0.8,  .  .  .}  . 


En  la  figura  5.44  graficamos  los  valores  de  xn  para  x0  =  0.3,  0.33,  y  0.333.  No  hemos  grafi- 
cado  los  primeros  terminos,  sino  solo  aquellos  que  se  repiten.  (Esta  omision  de  los  primeros 
terminos  se  parece  a  la  situacion  de  la  figura  5.41,  donde  aparecen  soluciones  transitorias). 

La  figura  5.44  muestra  claramente  que  aunque  los  valores  correspondientes  a  x0  se  acercan 
cada  vez  mas  a  1/3,  las  transformaciones  correspondientes  se  diseminan  en  todo  el  intervalo 
[0,  1  ]  y  no  se  acumulan  cerca  de  1/3  y  2/3.  Este  comportamiento  es  caotico,  pues  las  transfer- 


x0  =  0.3  x0  =  0.33 

H - $ - * — * - * — • - * - 1— 

°  i  2  1  0  4  |  1 

(a)  (b) 


Figura  5.44  Graficas  de  la  transformacion  xn+l  =  2.r„(mod  l)  para.r0  =  0.3, 0.33,  y  0.333 
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maciones  de  Poincare  para  valores  iniciales  cercanos  a  1/3  se  comportan  de  manera  bastan- 
te  diferente  a  la  transformacion  para  Xq  =  1/3.  De  haber  elegido  a  x(l  como  irracional  (lo  que 
no  podemos  hacer  con  una  calculadora),  la  sucesion  no  se  repetirfa  y  seria  densa  en  [0,  1  ] . 

Los  sistemas  que  exhiben  un  comportamiento  caotico  surgen  en  muchas  aplicaciones. 
El  reto  para  los  ingenieros  consiste  en  disenar  sistemas  que  eviten  este  caos  y  que,  por  el 
contrario,  disfruten  de  la  propiedad  de  estabilidad. 


EJERCICIOS 


5.7 


Para  los  problemas  de  esta  seccion  se  necesita  un  pa- 
quete  de  software  que  permita  construir  transformacio¬ 
nes  de  Poincare. 

1.  Calcule  y  grafique  los  puntos  de  la  transformacion 
de  Poincare  con  t  =  2tth,  n  =  0,  1, .  .  .  ,  20  para 
la  ecuacion  (1)  haciendo  A  =  F  =  l,cf>  =  0,  y 
co  =  3/2.Repita  el  proceso  haciendo  co  =  3/5. 
^Cree  que  la  ecuacion  tendra  una  solucion  con 
periodo  2tt  para  cada  election  de  co?  ^Tendra  una 
solucion  subarmonica? 

2.  Calcule  y  grafique  los  puntos  de  la  transformacion  de 
Poincare  con  t  =  2 tth,  n  =  0, 1, . . . ,  20  para  la  ecua¬ 
cion  (1)  haciendo  A  =  F  =  1,  </>  —  0,  y  co  =  1/V3. 
Describa  el  conjunto  lfmite  para  este  sistema. 

3.  Calcule  y  grafique  los  puntos  de  la  transformacion 
de  Poincare  con  t  =  2nn,  n  =  0,  1, .  .  .  ,  20  para  la 
ecuacion  (4)  haciendo  A  =  F  =  1,  cf>  =  0,  co  =  1, 
y  b  =  —0.1.  ^Que  sucede  con  estos  puntos  cuando 
n  — »  oo? 

4.  Calcule  y  grafique  la  transformacion  de  Poincare 
con  t  =  2777?,  n  =  0,  1, ....  20  para  la  ecuacion  (4) 
haciendo  A  =  F  =  l,  cf>  =  0,  co  —  l,  y  b  =0.1. 
Describa  el  atractor  para  este  sistema. 

5.  Calcule  y  grafique  la  transformacion  de  Poincare 
con  t  =  2-777?,  n  =  0, 1, ....  20  para  la  ecuacion  (4) 
haciendo  A  =  F  =  l,  cf>  =  0,  co  =  1/3,  y  b  =  0.22. 
Describa  el  atractor  para  este  sistema. 

6.  Muestre  que  para  b  >  0,  la  transformacion  de  Poin¬ 
care  para  la  ecuacion  (4)  no  es  caotica,  mostrando 


que  cuando  t  crece, 

=  x(2  Trn) 

F 

sen(277«  +  d)  . 

V(«2  ■ 

-l)2 

+  b2 

=  x'(2777?, 

F 

cos(27 rn  +  6) 

vV 

-l)5 

'  +  b 2 

de  manera  independiente  a  los  valores  x0  =  x(0)  y 
v0  =  x'(0). 

7.  Muestre  que  la  transformacion  de  Poincare  para  la 
ecuacion  (1)  no  es  caotica,  mostrando  que  si  (x0,  v0) 
y  (xq,  Vq)  son  dos  valores  iniciales  que  definen 
las  transformaciones  de  Poincare  {( xn ,  u„)}  y 
{(xjf,  u*)},  respectivamente,  usando  las  formulas 
recursivas  en  (3),  entonces  es  posible  hacer  la  dis- 
tancia  entre  (x„,  vn)  y  (x*,  v*)  tan  pequena  como  se 
quiera,  haciendo  pequena  la  distancia  entre  (x0,  v0) 
y  (x*,  t>o).  [Sugerencia:  Sean  (A,  </>)  y  (A*,  (/>*) 
las  coordenadas  polares  de  dos  puntos  en  el  piano. 
La  ley  de  los  cosenos  implica  que  la  distancia  d 
entre  ellos  esta  dada  por  d2  =  (A  —  A*)2  + 
2AA*[l  —  cos(</>  —  </>*)]]. 

8.  Considere  las  transformaciones  de  Poincare  defini- 
das  en  (3)  con  co  =  V2,  A  =  F  =  1,  y  </>  —  0.  Si 
esta  transformacion  llega  a  repetirse,  entonces  para 
cualesquiera  dos  enteros  positivos  n  y  m,  sen 
(2V2t7«)  =  sen(2V27J7n).  Use  propiedades  basicas 
de  la  funcion  seno  para  mostrar  que  esto  implicana 
que  V2  es  racional.  Esta  contradiccion  muestra  que 
los  puntos  de  la  transformacion  de  Poincare  no  se 
repiten. 

9.  La  transformacion  de  duplicacion  modulo  1  defi- 
nida  mediante  la  ecuacion  (9)  exhibe  un  compor¬ 
tamiento  fascinante.  Calcule  la  sucesion  obtenida 
cuando 

(a)  x0  =  k/ 7  para  k  =  1,2, ...  ,6  . 

(b)  x0  =  kl  15  para  k  =  1,  2,  .  .  .  ,  14  . 

(c)  x0  =  k/ V,  donde  j  es  un  entero  positivo  y  k  =  1, 
2,  .  .  .  ,  2j  -  1  . 

Los  numeros  de  la  forma  k  /  2J  se  llaman  niimeros 
diadicos  y  son  densos  en  [0,  l],  Es  decir,  hay  un 
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numero  diadico  arbitrariamente  cerca  de  cualquier 
numero  real  (racional  o  irracional). 

10.  Para  mostrar  que  el  conjunto  lfmite  de  la  transfor¬ 
mation  de  Poincare  dada  en  (3)  depende  de  los  va- 
lores  iniciales,  realice  lo  siguiente: 

(a)  Muestre  que  cuando  cu  =  2  o  3,  la  transforma- 
cion  de  Poincare  consta  del  unico  punto 


(x,  v)  =  [A  sen  </>  H - ,  coA  cos  </> 

V  cj2  -  1  ) 

(b)  Muestre  que  cuando  w  =  1/2,  la  transforma- 
cion  de  Poincare  alterna  entre  los  dos  puntos 


A  sen  4>  , 


±  coA  cos  </>  I  . 


(c)  Use  los  resultados  de  las  partes  (a)  y  (b)  para 
mostrar  que  cuando  w  =  2,  3  o  1/2  la  transfor¬ 
mation  de  Poincare  (3)  depende  de  los  valores 
iniciales  ( x0 ,  v0). 

11.  Para  mostrar  que  el  conjunto  lfmite  de  la  transfor¬ 
mation  de  Poincare  x„  :=  x(2irn),  vn  :=  x'(2i7«), 
donde  x(t)  es  una  solucion  de  la  ecuacion  (6),  es  una 
elipse  y  que  esta  elipse  es  la  misnia  para  cualesquie- 
ra  valores  iniciales  x0,  v0,  realice  lo  siguiente: 

(a)  Justifique  que  como  los  valores  iniciales  solo 
afectan  a  la  solucion  transitoria  de  (6),  el  con¬ 
junto  lfmite  de  la  transformacion  de  Poincare  es 
independiente  de  los  valores  iniciales. 

(b)  Ahora,  muestre  que  para  n  grande, 

xn~  a  sen(2  V27r«  +  i[i)  , 
v„  ~  c  +  V2 a  cos(2V2777!  +  ij>)  , 
donde  a  =  (l  +  2(0.22 )2)-1/2,  c  =  (0.22)-1, 
y  ip  =  arctan  {—  [(0.22)V2]^*}. 

(c)  Use  el  resultado  de  la  parte  (b)  para  concluir  que 
la  elipse 


contiene  al  conjunto  lfmite  de  la  transformacion 
de  Poincare. 


12.  Use  un  esquema  numerico  como  Runge-Kutta  o  un 
paquete  de  software  para  calcular  la  transformacion 
de  Poincare  de  la  ecuacion  (7)  cuando 
b  =  0.3,  y  =  1.2,  y  F  =  0.2.  (Observe  que  al  acer- 
carse  al  punto  lfmite,  la  parte  transitoria  se  extingue 
mas  rapidamente).  Compare  su  transformacion  con 
la  figura  5.40(a)  de  la  pagina  296.  Repita  el  proceso 
para  F  =  0.28. 


13.  Repita  el  problema  12  con  F  =  0.31.  ^Que  tipo  de 
comportamiento  exhibe  la  solucion? 

14.  Repita  el  problema  12  con  F  =  0.65.  (,Quc  tipo  de 
comportamiento  exhibe  la  solucion? 

15.  Maquina  de  caos.  El  caos  se  puede  ilustrar  me- 
diante  dos  reglas  de  distinto  tamano,  un  clavo  y  un 
broche  que  sirva  como  pivote.  Construya  el  pendu- 
lo  doble,  como  se  muestra  en  la  figura  5.45(a).  El 
pendulo  se  pone  en  movimiento  liberandolo  desde 
una  posicion  como  se  muestra  en  la  figura  5.45(b). 
Ponga  el  pendulo  en  movimiento  varias  veces,  tra- 
tando  de  liberarlo  siempre  desde  la  misrna  posi¬ 
cion.  Registre  el  numero  de  veces  que  la  regia  mas 
corta  gira,  asf  como  la  direccion  en  que  se  ha  mo- 
vido.  Si  el  pendulo  se  libero  exactamente  desde  la 
misma  posicion  cada  vez,  entonces  el  movimiento 
deberfa  ser  el  misrno.  Sin  embargo,  sus  experimen- 
tos  le  mostraran  que  aunque  comience  muy  cerca 
de  la  misma  posicion,  obtendra  movimientos  muy 
distintos.  Este  pendulo  doble  exhibe  un  comporta¬ 
miento  caotico. 


lado  de  la  mesa 


clavo 


• 

regia 

larga 

broche 

/'(pivote) 

regia 

corta 

(a)  pendulo  doble 


(b)  posicion  de  liberacion 

Figura  5.45  Pendulo  doble  como  una  maquina  de  caos 


Resumen  del  capitulo 


301 


Resumen  del  capitulo 

Los  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  surgen  en  el  estudio  de  osciladores  masa-resorte 
acoplados,  circuitos  electricos,  modelos  ecologicos  y  muchas  otras  areas. 

Los  sistemas  lineales  con  coeficientes  constantes  pueden  resolverse  de  manera  explfci- 
ta  usando  una  variante  del  metodo  de  eliminacion  de  Gauss.  Para  esto,  primero  escribimos 
el  sistema  con  notacion  de  operadores,  usando  D  ■—  d/dt,  D2  '■=  d2  jdt1,  etcetera.  Un  siste- 
ma  de  dos  ecuaciones  con  dos  funciones  incognitas  asume  entonces  la  forma 

Li[x]  +  L2[y]  =/,  ,  L3[x]  +  L4[y ]  =  f2  , 

donde  Lx,  L2,  L3  y  L4  son  expresiones  polinomiales  en  terminos  de  D.  A1  aplicar  L4  a  la  pri- 
mera  ecuacion,  L2  a  la  segunda  y  restar,  obtenemos  una  unica  ecuacion  (por  lo  general  de 
orden  superior)  en  terminos  de  x(t),  a  saber, 

[L4Lx  -  L2L3)[x]  =  L4 [fi  ]  -  L2[f2]  . 

Luego  hallamos  x(t)  a  partir  de  esta  ecuacion  con  coeficientes  constantes.  De  manera  analo- 
ga,  podemos  eliminar  x  del  sistema  para  obtener  una  unica  ecuacion  para  y(t).  la  que  tam- 
bien  podemos  resolver.  Este  procedimiento  introduce  ciertas  constantes  extranas,  pero  al 
sustituir  las  expresiones  para  x  y  v  de  nuevo  en  una  de  las  ecuaciones  originales,  podemos 
determinar  las  relaciones  entre  estas  constantes. 

Un  paso  previo  a  la  aplicacion  de  algoritmos  numericos  para  resolver  sistemas  o  ecua¬ 
ciones  de  orden  superior  consiste  en  escribirlos  como  un  sistema  equivalente  de  ecuaciones 
de  primer  orden  en  forma  normal: 

x[(t)  =fi(t,xux2, .  .  .  ,xm)  , 
x'2(t)  =  f2(t,  xh  x2, . . . ,  xm)  , 

X'm(t)  =fm(t,X UX2,  .  .  .  ,Xm)  . 

Por  ejemplo,  al  hacer  v  =  y' ,  podemos  reescribir  la  ecuacion  de  segundo  orden  y"  =  f(t,  y,  y') 
como  el  sistema  normal 

y'  =  v  , 
v'  =  f(t ,  y,  v)  ■ 

El  sistema  normal  (1)  tiene  la  apariencia  de  una  version  vectorizada  de  una  sola  ecua¬ 
cion  de  primer  orden,  y  como  tal  sugiere  la  forma  de  generalizar  los  algoritmos  numericos 
como  Euler  y  Runge-Kutta. 

Una  tecnica  para  el  estudio  del  comportamiento  cualitativo  de  soluciones  del  sistema 
autonomo 

(2)  t  =  t  =  8(x’y) 

es  el  analisis  del  piano  fase.  Primero  hallamos  los  puntos  criticos  de  (2),  a  saber,  los  pun- 
tos  (x0,  y0)  donde 


f(x0,  y0)  =  0  y  g(x0,  y0)  =  0  . 
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Las  parejas  solucion  constantes  correspondientes  x(t)  =  x(h  y(t)  =  y0  son  las  soluciones  de 
equilibrio  de  (2).  Luego  bosquejamos  el  campo  de  direcciones  para  la  ecuacion  en  el  pia¬ 
no  fase 

_  dy  =  g(x,  y) 

{  )  dx  f(x,  y) 

con  las  flechas  de  direccion  adecuadas  (orientadas  por  el  signo  de  dx/dt  o  dy/dt).  A  partir 
de  esto,  por  lo  general  podemos  conjeturar  las  caracterfsticas  cualitativas  de  las  soluciones 
y  de  los  puntos  crfticos,  como  la  estabilidad  y  el  comportamiento  asintotico.  Es  comun  usar 
paquetes  de  software  para  visualizar  las  curvas  solucion  de  (3),  que  contienen  a  las  trayec- 
torias  del  sistema  (2). 

Los  sistemas  no  autonomos  se  pueden  estudiar  considerando  una  transformacion  de 
Poincare  para  el  sistema.  Tal  transformacion  permite  detectar  soluciones  periodicas  o  subar- 
monicas  y  estudiar  sistemas  cuyas  soluciones  exhiben  un  comportamiento  caotico. 


PROBLEMAS  DE  REPASO 


En  los  problemas  1  a  4,  determine  una  solucion  general 
x(t),  y(t)  para  el  sistema  dado. 

1.  x'  +  y"  +  y  =  0  ,  2.  x'  =  x  +  2 y  , 

x"  +  y'  =  0  y'  =  -4x  -  3y 

3.  2x'  —  y'  =  y  +  3x  +  e '  , 

3 y'  -  Ax'  =  y  ~  15x  +  e~‘ 

4.  x"  +  x  -  y"  =  2e~‘  , 
x"  -  x  +  y"  =  0 


En  los  problemas  8  a  11,  escriba  la  ecuacion  o  sistema 
de  orden  superior  dado  en  una  forma  normal  equivalen- 
te  (vease  la  seccion  5.3). 

8.  2 y"  —  ty'  +  8y  =  sen  t 

9.  3 y"'  +  2 y'  -  e'y  =  5 

10.  x"  —  x  +  y  =  0  , 
x'  -  y  +  y"  =  0 


En  los  problemas  5  y  6,  resuelva  el  problema  con  valores 
iniciales  dado. 

5 .  x'  =  z  —  y  ;  a_(o)  =  0  , 

y'  =  z  ;  y(o)  =  o  , 
z'  =  z~  x  ;  z(0)  =  2  . 

6.  x'  =  y  +  z  ;  x{0)  =  2  , 

y'  =  x  +  z  ;  y(0)  =  2  , 

z'  =  x  +  y  ;  z(0)  =  -1  . 


7.  Para  el  problema  de  los  tanques  interconectados  de 
la  seccion  5.1,  pagina  239,  suponga  que  en  vez  de  in- 
troducir  agua  pura  en  el  tanque  A,  se  usa  una  solu¬ 
cion  salina  con  concentracion  de  0.2  kg/litro;  los 
demas  datos  no  cambian.  Determine  la  rnasa  de  sal 
en  cada  tanque  en  el  instante  t,  si  las  rnasas  iniciales 
son  x0  =  0.1  kg  y  y0  =  0.3  kg. 


11.  x’"  +  y'  +  y"  =  t  , 
x"  -  x'  +  y"'  =  0 


En  los  problemas  12  y  13,  resuelva  la  ecuacion  en  el  piano 
fase  para  el  sistema  dado.  Luego  bosqueje  a  memo  varias 
trayectorias  representativas  (con  sus  flechas  de  flujo)  y 
describe i  la  estabilidad  de  los  puntos  criticos  (es  decir, 
compare  con  lafigura  5.12,  pagina  268). 

12.  x'  =  y  ~  2  ,  13.  x'  =  4  -  4 y  , 

y'  =  2  —  x  .  y'  =  ~4x  . 

14.  Determine  todos  los  puntos  criticos  y  una  ecuacion 
para  las  curvas  integrales  del  sistema 

x1  =  sen  x  cos  y  , 
y'  =  cos  x  sen  y  . 
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□  En  los  problemas  15  y  16,  bosqueje  algunas  trayecto- 
rias  tlpicas  para  el  sistema  dado,  y  compare  con  la  fi- 
gura  5.12,  pagina  268,  para  identificar  el  tipo  de  punto 
cri'tico  en  el  origen. 

15.  x’  =  —  2x  —  y  ,  16.  x’  =  —  x  +  2y  , 

y’  =  3x  —  y  y'  =  x  +  y 

17.  Explique  la  diferencia  entre  las  curvas  integrates  y 
las  trayectorias  de  un  sistema  autonomo. 

18.  En  el  sistema  masa-resorte  acoplado  de  la  figura 
5.20,  pagina  277,  haga  cada  masa  igual  a  1  kg  y  sean 
k{  =  8  N/m  y  k2  =  3  N/m.  ^Cuales  son  las  frecuen- 
cias  angulares  naturales  del  sistema?  ^Cual  es  la  so¬ 
lution  general? 


19.  En  el  circuito  electrico  de  la  figura  5.46,  haga  A',  = 
R2  =  111,  C=  1  F,  y  L  =  1  H.  deduzca  tres  ecuacio- 
nes  para  las  corrientes  incognitas  I\,I2,  e  h  escribien- 
do  la  ley  del  voltaje  de  Kirchhoff  para  los  lazos  1  y 
2  y  la  ley  de  la  coniente  de  Kirchhoff  para  la  union 
superior.  Determine  la  solution  general. 
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A.  El  crecimiento  de  un  tumor 

Glenn  Webb,  Vanderbilt  University 

En  1825,  John  Gompertz  publico  una  ley  empirica  para  la  mortalidad  de  la  poblacion  hu- 
mana.  En  terminologia  moderna,  esta  ley  proponia  que  la  poblacion  de  rnuchas  comunidades 
esta  dada  por 

(1)  N{t)  =  kea^‘  . 

donde  t  denota  el  tiempo,  N(t)  es  la  poblacion  total  y  k,  a  y  b  son  constantes  reales,  k  y  b  po- 
sitivas. 

(a)  Trace  las  graficas  de  varias  curvas  de  crecimiento  de  Gompertz  para  distintas 
elecciones  de  las  constantes  k,  a  y  b.  Observe  que  las  curvas  tienen  una 
forma  caracteristica  de  S,  de  modo  que  la  primera  fase  de  crecimiento  es 
muy  rapida  y  posteriormente  es  cada  vez  mas  lenta.  La  figura  5.47  muestra  un 
ejemplo. 
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Figura  5.47  Una  ley  de  crecimiento  de  Gompertz  con  k  =  7.2  X  1010,  a  =  —25.0,  y  b  =  0.04.  Se  dan  las 
graficas  en  escalas  absoluta  y  logarftmica 
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El  crecimiento  de  muchos  tumores  solidos  tambien  parece  seguir  el  crecimiento  de  Gom- 
pertz,  aunque  no  es  obvio  por  que  los  tumores  deberfan  cumplir  esta  ley.  Se  han  propuesto  va- 
rios  mecanismos  para  explicar  el  crecimiento  de  Gompertz  de  los  tumores.'  Uno  de  tales 
mecanismos  utiliza  la  presencia  de  celulas  quiescentes  dentro  de  un  tumor  para  explicar  el 
comportamiento  caracteristico  de  Gompertz.  Una  celula  quiescente  no  avanza  en  el  ciclo  celu- 
lar  sino  que  queda  en  un  estado  de  reposo.  Las  celulas  quiescentes  pueden  salir  del  reposo,  vol- 
ver  al  ciclo  celular  e  incluso  desarrollar  la  division  celular.  Algunas  celulas  quiescentes  pueden 
reiniciar  su  ciclo  despues  de  anos  de  letargo.  En  muchos  tumores,  una  parte  considerable  de 
celulas  son  quiescentes.  En  la  geometria  del  tumor,  se  sabe  que  las  celulas  alejadas  de  un  va- 
so  sangumeo  tienen  mayor  probabilidad  de  ser  quiescentes  que  las  cercanas  a  los  vasos.  Tam¬ 
bien  se  sabe  que  la  razon  con  que  las  celulas  quiescentes  vuelven  a  proliferar  decrece  al 
aumentar  el  tamano  del  tumor. 

Un  rnodelo  para  explicar  el  crecimiento  de  Gompertz  utiliza  estas  propiedades  corno 
mecanismo.  Las  celulas  dentro  del  tumor  estan  proliferando  o  estan  quiescentes.  Sea  P(t)  la 
poblacion  de  celulas  proliferantes  y  Q(t)  la  poblacion  de  celulas  quiescentes  en  el  instante  t. 
Las  celulas  proliferantes  pasan  por  el  ciclo  celular  hacia  la  mitosis,  aunque  pueden  volverse 
quiescentes  con  una  razon  que  depende  del  tamano  total  N(t)  '■=  P(t)  +  Q(t)  del  tumor.  Se 
supone  que  mientras  mayor  sea  el  tumor,  mayor  sera  la  probabilidad  de  que  las  celulas  proli¬ 
ferantes  se  conviertan  en  quiescentes  y  rnenor  la  probabilidad  de  que  las  celulas  quiescentes  se 
conviertan  en  proliferantes.  Las  celulas  quiescentes  no  pueden  dividirse,  pero  pueden  transitar 
a  la  clase  proliferante.  Las  funciones  P(t)  y  £>{t)  satisfacen  el  sistema  acoplado  de  ecuaciones 
diferenciales  ordinarias  con  condiciones  iniciales 

(2)  P'(t)  ={p~  Pp~  r0[MO]  }^W  +  n[N{t)]Q{t)  , 

(3)  Q'(t)  =  r0[m)]P(t)  -  {r,  [#(*)]  +  MG}gW  > 

(4)  P(0)  =  P0  ,  (3(0)  =  Go  • 

Aquf,  /3  es  la  tasa  de  division  de  las  celulas  proliferantes,  fjLP  es  la  tasa  de  mortalidad  de  las  ce¬ 
lulas  proliferantes,  /rQ  es  la  tasa  de  mortalidad  de  las  celulas  quiescentes,  r„(N)  es  la  razon  con 
que  las  celulas  proliferantes  se  convierten  en  quiescentes  y  r,-(iV)  es  la  razon  con  que  las  celu¬ 
las  quiescentes  vuelven  a  su  ciclo.  Se  supone  que  es  una  constante  positiva;  /jlp ,  y  /jlq  son 
constantes  no  negativas;  ra(N)  es  una  funcion  continua  no  negativa  no  decreciente  de  N  y  r,-(V) 
es  una  funcion  continua  no  negativa  no  creciente  de  N. 

(b)  Sean  /3  >  0,  /jlp  >  0,  /jlq  =  0,  r^N)  =  0  y  r0(N)  =  b[  1  +  1n(/V)],  donde  b  >  0  y 
/3  >  /r,p.  Sean  P0  =  1  y  Go  —  0.  Haga  c  =  (3  —  fjLP.  Verifique  que  en  este  caso  las 
ecuaciones  (2)  y  (3)  implican  que  N(t)  =  P(t)  +  Q{t)  satisface 

(5)  dN/dt  =  cP 
y  que 

dP  c  -  b  -  b  In  (A) 

(6)  dN  c  ' 

[Sugerencia:  dN/dP  =  1  +  dQ/dP], 

Verifique  que  N(t)  =  P(t )  +  Q(t )  tiene  la  forma  (1)  con  k 
total  de  celulas  tumorosas  tiene  crecimiento  de  Gompertz 
tir  de  una  sola  celula  maligna. 


Para  un  analisis  detallado  de  este  modelo,  vease  M.  Gyllenberg  y  G.  F.  Webb,  “Quiescence  as  an  Explanation  of 
Gompertzian  Tumor  Growth”,  Development  and  Aging ,  vol.  53  (1989):  25-33. 


=  eclh  y  a  =  —c/b.  Asf,  la  poblacion 
Se  supone  que  un  tumor  crece  a  par- 
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(c)  Despeje  P  en  la  ecuacion  (6)  como  funcion  de  N  usando  las  condiciones  iniciales  en 
la  parte  (b)  para  obtener 

P  =  N  -  ^Vln(lV) 


y  combine  esta  formula  con  (5)  para  deducir  que  N  satisface  la  ecuacion  de  Gom- 
pertz 

(7)  N'(t)  =  A(f){c  -  b  ln[N{i)]  }  . 

Use  el  rnetodo  para  ecuaciones  separables  y  resuelva  (7).  Muestre  entonces  que  N(t)  tiene  la 
forma  (1)  con  k  =  eclh  y  a  —  —clb  .  Asf,  la  poblacion  total  de  celulas  tumorosas  tiene  creci- 
rniento  de  Gompertz.  (Se  supone  que  un  tumor  crece  a  partir  de  una  sola  celula  maligna). 

(d)  Use  los  resultados  de  la  parte  (c)  para  mostrar  que  la  solucion  al  sistema  (2)  -  (4) 
para  el  caso  de  la  parte  (b)  esta  dada  por 


(e)  La  fraccion  de  crecimiento  G(t)  se  define  como  la  fraccion  de  celulas  proliferantes 
en  la  poblacion  de  celulas  tumorosas  en  el  instante  t:  G(t)  =  P(t)/N(t).  Demuestre 
que  G(t)  es  una  funcion  decreciente  monotona  de  t,  para  el  caso  de  la  parte  (b).  Gra- 
fique  las  funciones  P(t),  2(f),  N(t)  y  G(t)  para  el  caso  de  la  parte  (b)  con  c  =  1.0  y 
b  =  0.04. 

Los  parametros  y  las  tasas  de  transicion  anteriores  proporcionan  el  crecimiento  de  Gom¬ 
pertz  para  la  poblacion  total  de  celulas  tumorosas.  Al  elegir  otros  parametros  y  tasas  de  transi¬ 
cion  se  obtienen  mas  curvas  similares  con  forma  de  S,  que  no  necesariamente  son  de 
Gompertz. 

(f)  Determine  otros  parametros  /3,  pP,  y  tasas  de  transicion  r0(N)  y  r,(/V)  para  el 
rnodelo  (2)  -  (4)  de  rnodo  que  la  poblacion  total  de  celulas  N(t)  tiene  una  grafica 
con  forma  de  S  similar  al  crecimiento  de  Gompertz.  Muestre  que  si  r0(N)  =  s  +  bN 
y  rfyN)  =  0,  entonces  N(t)  puede  tener  crecimiento  logfstico  (seccion  3.2). 

B.  Diseno  de  un  sistema  de  aterrizaje  para  un  viaje 
interplanetario 

Alfred  Clark,  Jr.,  Universidad  de  Rochester 

Usted  es  un  cadete  de  segundo  ano  de  la  Academia  Espacial,  a  bordo  del  Enterprise,  que  rea- 
liza  un  estudio  a  largo  plazo  del  sistema  estelar  Glia.  El  objeto  de  estudio  en  la  expedicion  ac¬ 
tual  es  el  gran  planeta  Glia  4,  sin  aire.  Se  enviara  una  sonda  con  un  sensor  de  clase  1,  con  masa 
m,  a  la  superficie  del  planeta  para  reunir  datos.  La  sonda  tiene  un  sistema  de  aterrizaje  ajusta- 
ble,  para  poderse  usar  en  planetas  con  gravedades  distintas.  El  sistema  consta  de  un  resorte  li¬ 
neal  (fuerza  =  —  kx,  donde  x  es  el  desplazamiento),  un  resorte  no  lineal  (fuerza  =  —ax3)  y  un 
amortiguador  (fuerza  =  —bx),r  todos  en  paralelo.  La  figura  5.48  muestra  un  esquema  del  sis- 


'  El  sfmbolo  x  denota  dxjdt. 
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Cuerpo  de 
la  sonda 


m 


Base 


Superficie  de  Glia  4 


Cuerpo  de 

la  sonda  V  =  0 


m 


Base 


(a)  (b) 

Figura  5.48  Esquema  del  sistema  de  aterrizaje  de  una  sonda.  (a)  El  sistema  al  momento  del  impacto.  Los 
resortes  no  estan  estirados  ni  comprimidos,  los  propulsores  se  han  apagado  y  la  velocidad  es  Vi  hacia 
abajo.  (b)  La  sonda  ha  alcanzado  un  estado  de  reposo  sobre  la  superficie,  y  los  resortes  se  han  comprimido 
lo  suficiente  para  soportar  el  peso.  Entre  los  estados  (a)  y  (b),  la  sonda  oscila  con  respecto  de  su  base. 


tema.  Durante  el  proceso  de  aterrizaje,  los  propulsores  se  usan  para  crear  una  razon  de  descen- 
so  constante.  La  velocidad  al  momento  del  impacto  varia;  usamos  el  sfmbolo  V,  para  denotar 
la  maxima  velocidad  que  podrfa  ocurrir  en  la  practica.  Al  momento  del  impacto,  (1)  el  propul- 
sor  se  apaga  y  (2)  los  resortes  de  suspension  tienen  su  longitud  natural  sin  estirar. 

(a)  Sea  x  el  desplazamiento  medido  desde  la  longitud  sin  estirar  de  los  resortes,  negati- 
vo  hacia  abajo  (es  decir,  la  compresion  proporciona  una  x  negativa).  Muestre  que  la 
ecuacion  que  describe  las  oscilaciones  despues  del  impacto  es 

nix  +  bx  +  kx  +  ax 3  =  —  mg  . 

(b)  La  sonda  tiene  una  masa  m  =  1,220  kg.  El  resorte  lineal  esta  instalado  de  manera 
permanente  y  tiene  una  rigidez  lc  =  35,600  N/m.  La  gravedad  en  la  superficie  de 
Glia  4  es  g  =  17.5  m/seg2.  El  resorte  no  lineal  es  removible;  hay  que  elegir  un  re¬ 
sorte  adecuado  para  cada  mision.  Estos  resortes  no  lineales  estan  hechos  de  corali- 
dio,  una  aleacion  rara  y  dificil  de  fabricar.  Por  lo  tanto,  el  Enterprise  solo  lleva 
consigo  cuatro  diferentes  tipos:  a  =  150  000,  300  000,  450  000  y  600  000  N/m3. 
Determine  que  resortes  proporcionan  una  compresion  lo  mas  cercana  posible  a  0.3 
m  sin  exceder  0.3  m  cuando  la  nave  reposa  sobre  la  superficie  de  Glia  4.  (El  limite 

_  de  0.3  m  es  impuesto  por  requisites  de  espacio  libre). 

H  (c)  El  otro  componente  ajustable  en  el  sistema  de  aterrizaje  es  el  amortiguador  lineal, 
que  puede  ajustarse  en  incrementos  de  Aft  =  500  N-s/m,  desde  un  valor  minimo  de 
1000  N-s/m.  Es  recomendable  que  b  sea  lo  mas  pequeno  posible,  pues  una  b  grande 
produce  fuerzas  grandes  en  el  impacto.  Sin  embargo,  si  b  es  demasiado  pequeno, 
hay  cierto  riesgo  de  que  la  sonda  rebote  despues  del  impacto.  Para  minimizar  la 
posibilidad  de  que  esto  ocurra,  determine  el  menor  valor  de  b  tal  que  los  resortes 
siempre  esten  comprimidos  durante  las  oscilaciones  posteriores  al  impacto.  Use  una 
velocidad  minima  de  impacto  VL  =  5  m/s  hacia  abajo.  Para  determinar  este  valor  de 
b,  necesitara  un  paquete  de  software  para  integrar  la  ecuacion  diferencial. 

C.  Objetos  que  flotan 

Richard  Bernatz,  Luther  College 

El  movimiento  de  los  objetos  que  tienen  formas  diferentes  y  flotan  en  una  piscina  puede  mo- 
delarse  mediante  una  ecuacion  diferencial  de  segundo  orden  que  se  deduce  de  la  segunda  ley 
de  movimiento  de  Newton,  F  =  ma.  Las  fuerzas  que  actuan  sobre  el  objeto  incluyen  la  fuerza 
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debida  a  la  gravedad,  una  fuerza  de  friccion  debida  al  movimiento  del  objeto  en  el  agua,  y  una 
fuerza  de  flotation  basada  en  el  principio  de  Arquimedes:  un  objeto  total  o  parcialmente  su- 
mergido  en  un  fluido  recibe  una  fuerza  (de  flotation)  hacia  arriba  igual  al  peso  del  agua  que 
desplaza. 

(a)  El  primer  paso  consiste  en  escribir  la  ecuacion  diferencial  que  describe  el  movi¬ 
miento.  La  variable  dependiente  es  la  profundidad  z  del  punto  mas  bajo  del  objeto 
en  el  agua.  Consideremos  a  z  negativa  hacia  abajo,  de  rnodo  que  z  =  —  1  indica  que 
un  pie  del  objeto  esta  sumergido.  Sean  V(z)  el  volumen  sumergido  del  objeto,  m  la 
masa  del  objeto,  p  la  densidad  del  agua  (en  libras  por  pie  cubico),  g  la  aceleracion 
debida  a  la  gravedad  y  yw  el  coeficiente  de  friccion  para  el  agua.  Si  la  fuerza  de 
friccion  es  proporcional  a  la  velocidad  vertical  del  objeto,  escriba  la  ecuacion  dife¬ 
rencial  ordinaria  que  describe  la  situation. 

(b)  Por  el  momenta,  desprecie  el  efecto  de  la  friccion  y  suponga  que  el  objeto  es  un 
cubo  que  rnide  L  pies  por  lado.  Escriba  la  ecuacion  diferencial  correspondiente  a 
este  caso.  A  continuation,  designe  z  =  1  corno  la  profundidad  de  la  sumersion,  de 
rnodo  que  la  fuerza  de  flotation  sea  igual  en  magnitud  y  opuesta  en  direction  a  la 
fuerza  de  gravedad.  Introduzca  una  nueva  variable,  £,  que  proporciona  el  despla- 
zamiento  del  objeto  a  partir  de  su  position  de  equilibrio  /  (es  decir,  z  =  £  +  /). 
Ahora  podra  escribir  la  ecuacion  diferencial  ordinaria  de  una  rnanera  mas  familiar. 
[Sugerencia:  Recuerde  el  sistema  masa-resorte  y  el  caso  de  equilibrio],  Ahora 
debera  reconocer  el  tipo  de  solution  para  este  problema.  ^Cual  es  la  frecuencia 
natural? 

(c)  Aquf  analizara  el  efecto  de  la  friccion.  El  objeto  que  flota  es  un  cubo,  con  un  pie 
por  lado  y  peso  de  32  libras.  Sean  yw  =  3  lb-s/pie,  p  =  62.57  lb/pie3  y  suponga  que 
el  objeto  esta  colocado  inicialmente  sobre  la  superficie  del  agua.  Resuelva  la  ecua¬ 
cion  diferencial  correspondiente,  a  rnano,  hallando  la  solution  general.  A  continuation, 
determine  la  solution  particular  para  el  caso  en  que  el  cubo  se  coloca  inicialmente 
sobre  la  superficie  del  agua  y  su  velocidad  inicial  es  nula.  Proporcione  una  grafica 
de  la  position  del  objeto  corno  funcion  del  tiernpo  t. 

H  (d)  En  este  paso  del  proyecto  usted  desarrollara  una  solution  numerica  del  misrno  pro¬ 
blema  presentado  en  la  parte  (c).  La  solution  numerica  sera  util  (de  hecho,  necesa- 
ria)  para  las  dernas  partes  del  proyecto.  Este  caso  proporciona  una  forma  de 
verificar  que  su  solution  numerica  es  correcta.  Regrese  a  la  ecuacion  diferencial 
ordinaria  original  que  desarrollo  en  la  parte  (a).  Use  los  valores  de  los  parametros 
dados  en  la  parte  (c)  y  resuelva  el  problema  con  valores  iniciales  para  el  cubo  que 
comienza  en  la  superficie,  con  velocidad  inicial  nula.  Para  resolver  este  problema  en 
forma  numerica,  debera  escribir  la  ecuacion  diferencial  ordinaria  de  segundo  orden 
como  un  sistema  de  dos  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  de  primer  orden,  una 
para  la  position  vertical  z  y  otra  para  la  velocidad  vertical  w.  Grafique  sus  resulta- 
dos  para  la  position  vertical  como  funcion  del  tiernpo  t,  para  los  primeros  3  o  4 
segundos  y  compare  con  la  solution  analftica  determinada  en  la  parte  (c).  ^Se  pare- 
cen?  -Que  deberfa  hacer  para  comparar  estas  soluciones?  Proporcione  una  grafica 
de  las  soluciones  analftica  y  numerica  en  el  misrno  piano  de  coordenadas. 

(e)  Suponga  que  una  esfera  de  radio  R  se  deja  flotar  en  el  agua.  Deduzca  la  ecuacion 
de  segundo  orden  que  describe  el  movimiento  de  la  esfera,  usando  el  principio  de 
Arquimedes  y  una  friccion  debido  a  su  movimiento  en  el  agua.  Suponga  que  una 
esfera  pesa  32  libras,  tiene  un  radio  de  1  /2  pie  y  yw  =  3.0  lb-s/pie.  Determine  el 
valor  lfmite  de  la  position  de  la  esfera  sin  resolver  la  ecuacion  diferencial  ordina- 
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ria.  A  continuacion,  resuelva  la  ecuacion  diferencial  ordinaria  para  la  velocidad  y 
posicion  de  la  esfera  como  funciones  del  tiempo,  para  una  esfera  colocada  sobre 
la  superficie  del  agua.  Debera  escribir  la  ecuacion  diferencial  ordinaria  de  segun- 
do  orden  como  un  sistema  de  dos  ecuaciones  diferenciales  ordinarias,  una  para  la 
velocidad  y  otra  para  la  posicion.  ^Cual  es  la  posicion  lfrnite  de  la  esfera  para  su 
solucion?  ^Coincide  con  la  solucion  de  equilibrio  que  hallo  antes?  ^Cual  es  su  re¬ 
lation  con  la  posicion  de  equilibrio  del  cubo?  En  caso  de  que  sean  distintas,  expli- 
que  por  que. 

jDj  (f)  Suponga  que  la  esfera  de  la  parte  (d)  es  una  pelota  de  voleibol.  Calcule  la  posicion 
de  la  esfera  como  funcion  del  tiempo  t  para  los  primeros  3  segundos,  si  la  pelota 
esta  sumergida,  de  rnodo  que  su  punto  mas  bajo  este  5  pies  bajo  el  agua.  ^Saldra 
la  pelota  del  agua?  ^Que  tan  alto  saldra?  A  continuacion,  calcule  la  trayectoria 
de  la  pelota  para  profundidades  iniciales  menores  que  5  pies  y  mayores  que  5  pies. 
Proporcione  las  graficas  de  la  velocidad  y  la  posicion  para  cada  caso  y  comente  sus 
observaciones.  En  particular,  comente  acerca  de  la  relation  entre  la  profundidad  ini¬ 
tial  de  la  pelota  y  la  altura  maxima  que  puede  alcanzar. 

Tal  vez  quiera  arrojar  una  pelota  de  voleibol  en  una  alberca  para  reunir  datos  rea¬ 
les  y  verificar  o  mejorar  su  rnodelo.  En  tal  caso,  haga  un  reporte  con  los  datos  halla- 
dos  y  explique  la  forma  en  que  los  utilizo  para  verificar  y  mejorar  su  rnodelo. 


D.  Soluciones  periodicas  de  los  sistemas  de  Yolterra-Lotka 

El  rnodelo  presa-depredador  de  Volterra-Lotka  fue  analizado  en  la  section  5.3  (pagina  251). 
Sean  x(t)  y  y(t)  las  poblaciones  de  las  presas  y  los  depredadores  (digamos,  conejos  y  zorros), 
respectivamente.  Para  simplificar  la  exposition,  supongamos  que  hernos  elegido  las  unidades 
de  rnodo  que  A  =  B  =  C  =  D=  lenel  rnodelo,  que  escribimos  como 

x'  =  x  —  xy  , 

y'  =  ~y  +  xy  • 

Muestre  que  (0,  0)  y  (l,  l)  son  los  unicos  puntos  crfticos  de  (8). 

Grafique  el  canipo  de  direcciones  en  el  piano  fase  (vease  la  section  5.4)  para  las  tra- 
yectorias  de  (8).  [Sugerencia:  El  carnpo  de  direcciones  para  la  ecuacion  en  el  piano 
fase 

d. y  =  y{x  ~  1) 
dx  x'(l  —  y) 

es  facil  de  graficar  a  lo  largo  de  las  rectas  x  =  0,  y  =  0,  x  =  1,  y  y  =  1.  Puede  uti- 
lizar  un  paquete  de  software  si  quiere  graficar  a  lo  largo  de  otras  rectas], 

El  canipo  de  direcciones  sugiere  que  el  equilibrio  en  (l,  l)  es  un  centra  o  una 
espiral  (estable  o  inestable).  La  distincion  es  muy  importante  para  los  biologos.  Si 
es  una  espiral  estable,  entonces  es  de  esperar  que  cualquier  distribution  inicial  de  la 
poblacion  se  estabilice,  a  largo  plazo,  en  (l,  l)  (en  estas  unidades).  Si  es  una  espiral 
inestable,  j  entonces  habra  una  explosion  demografica  de  zorros  y  conejos!  Y  si  es 
un  centra  estable,  entonces  las  poblaciones  seran  periodicas,  con  muchos  conejos  al- 
gunos  anos  y  solo  unos  cuantos  conejos  en  otras  anos,  cambiando  en  forma  perpe- 
tua  de  un  lado  a  otra.  Asf,  es  importante  establecer  la  naturaleza  exacta  del 
equilibrio. 


(a) 

(b) 
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(c)  Resuelva  la  ecuacion  (9)  separando  variables  y  muestre  que  el  resultado  se  puede 
llevar  a  la  forma 

(10)  (xe~x)(ye-y)  =  C  . 

Observe  que  la  formula  (10)  para  las  curvas  integrales  implica  que  estas  son  simetri- 
cas  con  respecto  de  la  recta  y  =  x. 

(d)  Debemos  decidir  si  estas  curvas  son  espirales  que  tienden  a  (l,  l)  cuando 

t  — »+ooof— »  —  oo.  Use  la  grafica  de  ue  ~u  en  la  figura  5.49  para  justificar  que  la 
grafica  de  la  ecuacion  (10)  no  tiene  puntos  si  C  >  e~2  y  que  contiene  un  punto, 

(l,  l),  si  C  =  e"  2.  Asf,  las  trayectorias  en  cuestion  solo  surgen  para  C  <  e~2. 

(e)  Use  la  figura  5.49  para  justificar  que  el  punto  (l,  l)  no  puede  ser  un  punto  li'mite  de 
la  trayectoria  para  C  fijo  (C  <  e-2),  pues  cuando  y  =  1  la  ecuacion  (10)  solo  tiene 
dos  soluciones  jcmfn  y  xmix  que  satisfacen  xe~x  =  Ce ,  ambas  distintas  de  x  =  1. 


Figura  5.49  Grafica  def  ue 


El  bosquejo  del  piano  fase  nos  lleva  a  concluir  que  el  punto  crftico  (l,  l)  es  un  centra,  las 
trayectorias  son  orbitas  cerradas  y  las  poblaciones  varfan  en  forma  periodica. 


E.  Sistemas  hamiltonianos 

El  problema  en  este  proyecto  explora  la  formulacion  hamiltoniana  de  las  leyes  de  movi- 
rniento  de  un  sistema  y  sus  implicaciones  para  el  piano  fase.  Esta  formulacion  reemplaza  la  se- 
gunda  ley  de  Newton  F  =  ma  =  my"  y  se  basa  en  tres  consideraciones  matematicas: 

(i)  Se  supone  que  la  fuerza  F(t ,  y,  y')  depende  solo  de  y  y  tiene  una  antiderivada 
—  V(y),  es  decir,  F  =  F(y)  =  —dV(y)/dy. 

(ii)  La  variable  de  velocidad  y'  se  reemplaza  en  todas  partes  por  el  momenta  p  =  my' 
(de  modo  que  y’  =  p/m). 


iXola  historica:  Sir  William  Rowan  Hamilton  (1805-1865)  fue  un  ffsico  matematico  irlandes.  Ademas  de  su  trabajo 
en  mecanica,  invento  los  cuaternios  y  descubrio  la  ley  anticonmutativa  de  los  productos  vectoriales. 
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(iii)  El  hamiltoniano  del  sistema  se  define  como 

H  =  H^p)  =  h  +  y(-v)  • 

Exprese  la  ley  de  Newton  F  =  my"  como  un  sistema  equivalente  de  primer  orden, 
en  la  manera  descrita  en  la  seccion  5.3. 

Muestre  que  este  sistema  es  equivalente  a  las  ecuaciones  de  Hamilton 

dy  dH  (  p\ 

dt  dp  \  mj 

dp  dH 

dt  dy 

Use  las  ecuaciones  de  Hamilton  y  la  regia  de  la  cadena  para  mostrar  que  el  hamilto¬ 
niano  permanece  constante  a  lo  largo  de  las  curvas  solucion: 

0- 

En  la  formula  para  la  funcion  hamiltoniana  H(y,p),  el  primer  termino,  p2/(2m)  = 
es  la  energfa  cinetica  de  la  masa.  Entonces,  por  analogfa,  el  segundo  termino  V(y) 
se  conoce  como  la  energfa  potencial  de  la  masa  y  el  hamiltoniano  es  la  energfa  total.  La  ener¬ 
gfa  (mecanica)7  total  es  constante  (por  tanto,  “se  conserva”)  cuando  las  fuerzas  F(y)  no  depen- 
den  del  tiempo  t  ni  la  velocidad  y ' ;  tales  fuerzas  se  llaman  conservativas.  El  lema  integral  de 
la  energfa  de  la  seccion  4.7  (pagina  196)  no  es  mas  que  un  enunciado  alternativo  de  la  conser- 
vacion  de  la  energfa. 

La  formulacion  de  Hamilton  para  los  sistemas  mecanicos  y  el  principio  de  conservation 
de  la  energfa  implican  que  las  trayectorias  en  el  piano  fase  de  sistemas  conservativos  estan  so- 
bre  las  curvas  donde  el  hamiltoniano  H{ y,  p)  es  constante;  la  graficacion  de  estas  curvas  pue- 
de  ser  mucho  mas  facil  que  resolver  las  trayectorias  en  forma  directa,  lo  que  a  su  vez  es  mas 
facil  que  resolver  el  sistema  original. 

(d)  Para  el  oscilador  masa-resorte  de  la  seccion  4. 1,  la  fuerza  del  resorte  esta  dada  por 
F  =  — ky  (donde  k  es  la  constante  del  resorte).  Determine  el  hamiltoniano,  exprese 
las  ecuaciones  de  Hamilton  y  muestre  que  las  trayectorias  en  el  piano  fase 
H(y,  p)  =  constante  para  este  sistema  son  las  elipses  dadas  por 
p2/(2m)  +  ky2/ 2  =  constante.  Vease  la  figura  5.14,  pagina  270. 

La  fuerza  de  amortiguamiento  —by'  considerada  en  la  seccion  4.1  no  es  conservativa, 
por  supuesto.  Desde  el  punto  de  vista  ffsico,  sabemos  que  el  amortiguamiento  reduce  la  ener¬ 
gfa  de  un  sistema  hasta  llevarlo  a  un  alto  en  un  punto  de  equilibrio.  En  el  piano  fase  podemos 
describir  de  manera  cualitativa  la  trayectoria  como  una  migracion  continua  a  orbitas  con  ener¬ 
gfa  constante  cada  vez  menor;  los  centres  estables  se  convierten  en  puntos  espirales  asintoti- 
camente  estables  al  tomar  en  cuenta  el  amortiguamiento. 


(a) 

(b) 

(ID 

(12) 

(c) 


La  ffsica  establece  que  al  tomar  en  cuenta  todas  las  formas  de  energfa,  como  el  calor  y  la  radiacion,  la  energfa  se 
conserva,  aunque  las  fuerzas  no  sean  conservativas. 
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(e)  La  segunda  ecuacion  de  Hamilton  (12),  que  establece  p'  =  my" 
biarse  por 


P'  = 


8H 

dy 


bp 

m 


F,  debe  cam- 


cuando  el  amortiguamiento  esta  presente.  Muestre  que  el  hamiltoniano  disminuye  a 
lo  largo  de  trayectorias  en  este  caso  (para  b  >  0): 


!*(**)= 


-b{y'f  . 


(f) 


(g) 


(h) 


En  la  seccion  4.9  (pagina  218)  se  rnostro  que  la  fuerza  en  un  sistema  masa-resorte 
suspendido  verticalmente  en  un  campo  gravitacional  es  F  =  —  ky  +  mg.  Deduzca  el 
hamiltoniano  y  bosqueje  las  trayectorias  en  el  piano  fase.  Bosqueje  las  trayectorias 
cuando  hay  amortiguamiento. 

Segun  lo  indicado  en  la  seccion  4.7  (pagina  196),  la  fuerza  de  resorte  de  Duffing  se 
rnodela  mediante  F  =  —y  —  y3.  Deduzca  el  hamiltoniano  y  bosqueje  las  trayecto¬ 
rias  en  el  piano  fase.  Bosqueje  las  trayectorias  cuando  hay  amortiguamiento. 

Para  el  sistema  de  pendulo  estudiado  en  el  ejemplo  8  de  la  seccion  4.7,  la  fuerza  es¬ 
ta  dada  por  (figura  4.18,  pagina  204) 


F  =  —(mg  sen  6 


_8_ 

86 


(  —  (mg  cos  6) 


_8_ 

86 


v(e) 


(0 


(j) 


(donde  (  es  la  longitud  del  pendulo).  Para  variables  angulares,  la  formulation  ha- 
miltoniana  pide  expresar  la  variable  de  velocidad  angular  O'  en  terminos  del  mo- 
mento  angular  p  =  m(2d'\  la  energia  cinetica  rnasa  X  velocidad2/2,  se  expresa 
corno  m((0')2l 2  =  p2/ (2 m(2).  Deduzca  el  hamiltoniano  para  el  pendulo  y  bosqueje 
las  trayectorias  en  el  piano  fase.  Bosqueje  las  trayectorias  cuando  hay  amortigua¬ 
miento. 

El  campo  de  fuerza  de  Coulomb  es  una  fuerza  que  varfa  en  forma  proporcional  al 
recfproco  del  cuadrado  de  la  distancia  al  origen:  F  =  kly2.  La  fuerza  es  atractora  si 
k  <  0  y  repulsora  si  k  >  0.  Bosqueje  las  trayectorias  en  el  piano  fase  para  este  rno- 
vimiento.  Bosqueje  las  trayectorias  cuando  hay  amortiguamiento. 

Para  un  campo  de  fuerzas  de  Coulomb  atractor,  ^cual  es  la  velocidad  de  escape  para 
una  particula  situada  en  una  position  y?  Es  decir,  ^cual  es  la  minima  velocidad  (di- 
rigida  hacia  afuera)  necesaria  para  que  la  trayectoria  llegue  a  y  =  oo? 


F.  Comportamiento  extrano  de  especies  en  competencia. 
Parte  I 

H  Sean  p,-(r),  i  =  1,  2,  3,  las  poblaciones  de  tres  especies  en  competencia  S).  Suponga  que  estas 
especies  tienen  las  mismas  tasas  de  crecimiento  y  que  la  poblacion  maxima  de  cada  especie 
soportable  por  el  habitat  es  la  misrna  para  las  tres.  (Suponemos  que  esta  cantidad  de  poblacion 
es  la  unidad).  Ademas,  suponga  que  la  ventaja  competitiva  de  Si  sobre  S2  es  la  misrna  que  tie- 
ne  S2  sobre  S3  y  S3  sobre  Sj.  Esta  situacion  se  rnodela  mediante  el  sistema 

Pi  =  P t(l  ~  Pi  ~  ap2  ~  bp3)  , 

(13)  p2  =  p2(  1  -  bp  |  ~  p2  ~  ap3)  , 

P\  =  P3(!  “  aP\  ~  bP2  ~  Pi)  . 
donde  ay  b  son  constantes  positivas. 
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(a)  Muestre  que  el  sistema  (13)  tiene  cinco  poblaciones  (soluciones)  de  equilibrio  co- 
rrespondientes  a  los  puntos  crfticos  (0,  0,  0),  (l,  0,  0),  (0,  1,  0),  (0,  0,  l)  y  (S,  S,  S ), 
donde  S  '■=  (l  +  a  +  b)~l . 

(b)  Estudie  el  sistema  cuando  a  =  b  =  0.5.  Como  el  sistema  no  es  lineal,  no  podemos 
aplicar  la  tecnica  de  la  seccion  5.2.  El  sistema  tiene  tres  incognitas,  de  modo  que  el 
analisis  en  el  piano  fase  es  mucho  mas  complejo  que  el  presentado  en  la  seccion 
5.4.  En  vez  de  esto,  desarrollaremos  experimentos  numericos  sobre  el  sistema  para 
ver  si  podemos  determinar  el  comportamiento  de  sus  soluciones.  Utilice  un  esquema 
como  el  metodo  clasico  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  para  sistemas  (vease  el 
apendice  E)  para  realizar  estos  experimentos.  Use  varios  valores  iniciales;  en  par¬ 
ticular,  valores  cercanos  a  los  puntos  de  equilibrio.  Describa  el  comportamiento  de 
las  poblaciones  cuando  t  —>  +oo. 

(c)  El  sistema  se  comporta  ligeramente  diferente  cuando  a  =  0.5  y  b  =  2.0.  Realice  ex¬ 
perimentos  numericos  para  mostrar  que  la  solution  de  este  sistema  tiende  a  una  de 
las  soluciones  de  equilibrio:  (l,  0,  0),  (0,  1,  0)  y  (0,  0,  l) ,  luego  se  rnueve  hacia 
otra  y  luego  hacia  la  tercera,  de  regreso  a  la  primera,  y  asi  sucesivamente.  Adernas, 
las  soluciones  se  acercan  cada  vez  mas  a  estos  puntos  antes  de  moverse  rapidamente 
al  siguiente. 

(d)  Use  los  resultados  de  la  parte  (c)  para  justificar  que  “la  mayor  parte  del  tiempo'’, 


P1P2  =  0  ,  p2p3  »  0  ,  pip3  ®  0  . 


Adernas,  px  +  p2  +  p2  ~  1. 

(e)  Del  sistema  (13)  con  a  =  0.5  y  b  =  2.0,  deduzca  las  ecuaciones 


(IT 

dt 


=  T(\  -  T)  -  r){p\p2  +  p2p3  +  P1P3)  , 


d  In  P 
dt 


~r)  +  (3  +  17) (l  -  T)  , 


donde  T-=px  +  p2  +  p3,  P  '■=  p\p2p2,  y  p '■=  a  +  b  —  2  =  0.5. 

(f)  Use  los  resultados  de  las  partes  (d)  y  (e)  para  mostrar  que 


dT 

dt 


=  T{1  -  T)  , 


d  In  P 
dt 


=  -17 


son  simplificaciones  razonables. 

(g)  Resuelva  las  ecuaciones  de  la  parte  (f)  y  verifique  que  cuando  t  — »  +  00,  la  surna  T 
tiende  a  1  y  el  producto  P  tiende  a  cero. 

Este  sistema  se  estudiara  con  mas  detalle  en  el  proyecto  D  del  capitulo  9. 


G.  Limpieza  de  los  Grandes  Lagos 

Un  rnodelo  matematico  sencillo  que  permite  determinar  el  tiempo  necesario  para  limpiar  los 
Grandes  Lagos  se  puede  desarrollar  mediante  un  analisis  multiple  por  compartimentos. 1  En 


Para  un  analisis  detallado  de  este  modelo,  vease  An  Introduction  to  Mathematical  Modeling ,  por  Edward  A.  Bender 
(Krieger,  Nueva  York,  1991),  capitulo  8. 


Capitulo  5 


Introduccion  a  los  sistemas  y  el  analisis  del  piano  fase 


Figura  5.50  Modelo  por  compartimentos  de  los  Grandes  Lagos,  con  sus  tasas  de  flujo  (millas  cubicas/ano)  y 

volumenes  (millas  cubicas) 


particular,  podemos  ver  a  cada  lago  como  un  tanque  que  contiene  un  h'quido  donde  se  ha  di- 
suelto  un  contaminante  particular  (DDT,  fosforo,  mercurio).  En  forma  esquematica,  podemos 
ver  a  los  lagos  como  formados  por  cinco  tanques  unidos  como  se  indica  en  la  figura  5.50  de  la 
pagina  314. 

En  nuestro  modelo  establecemos  las  siguientes  hipotesis: 

1 .  El  volumen  de  cada  lago  permanece  constante. 

2.  Las  tasas  de  flujo  son  constantes  en  todo  el  ano. 

3.  Cuando  un  lfquido  entra  al  lago,  ocurre  una  rnezcla  perfecta  y  los  contaminantes  se 
distribuyen  de  rnanera  uniforme. 

4.  Los  contaminantes  se  disuelven  en  el  agua  y  entran  o  salen  por  un  flujo  de  la  solu¬ 
tion  hacia  fuera  o  hacia  adentro. 

Antes  de  usar  este  modelo  para  obtener  estimaciones  de  los  tiempos  de  limpieza  para  los 
lagos,  consideremos  algunos  modelos  mas  sencillos: 

(a)  Use  las  tasas  de  flujo  de  salida  dadas  en  la  figura  5.50  para  determinar  el  tiempo  ne- 
cesario  para  “drenar”  cada  lago.  Esto  proporciona  una  cota  inferior  para  el  tiempo 
necesario  para  eliminar  todos  los  contaminantes. 

(b)  Se  obtiene  una  mejor  estimation  suponiendo  que  cada  lago  es  un  tanque  indepen- 
diente,  donde  solo  entra  agua  pura.  Use  este  metodo  para  determinar  el  tiempo  nece¬ 
sario  para  que  el  nivel  de  contaminacion  en  cada  lago  se  reduzca  a  50%  de  su  nivel 
original.  ^Cuanto  tiempo  se  necesita  para  reducir  la  contaminacion  a  5%  de  su 
nivel  original? 

(c)  Por  ultimo,  para  tomar  en  cuenta  el  hecho  de  que  la  contaminacion  de  un  lago  fluye 
al  siguiente  lago  de  la  cadena,  use  todo  el  modelo  de  varios  compartimentos  dado  en 
la  figura  5.50  para  determinar  el  momento  en  que  el  nivel  de  contaminacion  en  cada  la¬ 
go  se  haya  reducido  a  50%  de  su  nivel  original,  suponiendo  que  la  contaminacion  ha 
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cesado  (es  decir,  los  flujos  hacia  adentro  no  provenientes  de  un  lago  son  de  agua 
pura).  Suponga  que  todos  los  lagos  tienen  en  un  principio  la  misma  concentration 
de  contaminantes  p.  ^Cuanto  tiempo  se  necesita  para  que  la  contamination  se  reduz- 
ca  a  5%  de  su  nivel  original? 

Para  un  analisis  detallado  de  este  rnodelo,  vease  An  Introduction  to  Mathematical  Mode¬ 
ling ,  por  Edward  A.  Bender  (Krieger,  Nueva  York,  1991),  capitulo  8. 


Teoria  de  ecuaciones  diferenciales 
lineales  de  orden  superior 


En  este  capftulo  analizaremos  la  teoria  basica  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  orden 
superior.  El  material  es  una  generalizacion  de  los  resultados  obtenidos  en  el  capftulo  4  para 
ecuaciones  de  segundo  orden  con  coeficientes  constantes.  En  los  enunciados  y  demostra- 
ciones  de  estos  resultados,  usamos  conceptos  de  un  curso  elemental  de  algebra  lineal;  a 
saber,  dependencia  lineal,  determinantes  y  metodos  para  resolver  sistemas  de  ecuaciones 
lineales.  Estos  conceptos  tambien  surgen  en  el  enfoque  matricial  para  la  solucion  de  sis¬ 
temas  de  ecuaciones  diferenciales  que  se  analiza  en  el  capftulo  9,  el  cual  incluye  un  breve 
repaso  de  ecuaciones  algebraicas  lineales  y  determinantes. 

Como  este  capftulo  esta  mas  orientado  hacia  las  matematicas  (es  decir,  no  esta  ligado  a 
alguna  aplicacion  ffsica  particular),  utilizaremos  la  practica  comun  de  llamar  a  la  variable  in- 
dependiente  “x”  y  a  la  variable  dependiente  “y”. 

6.1  TEORIA  BASICA  DE  LAS  ECUACIONES 
DIFERENCIALES  LINEALES 

Recuerde  que  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  orden  n,  es  una  ecuacion  que  se  puede  escribir 
en  la  forma 

(1)  aHW>-W(jf)  +  1  j(a)  +  •••  +  a0(jr)y(jc)  =  b{x)  , 

donde  a0(jc),  a i(x), .  .  .  ,  an(x)  y  b(x)  solo  depende  de  x,  no  de  y.  Cuando  a o,  a1; . . . ,  an  son 
constantes,  decimos  que  la  ecuacion  (1)  tiene  coeficientes  constantes;  en  caso  contrario,  tie- 
ne  coeficientes  variables.  Si  b(x)  =  0,  se  dice  que  la  ecuacion  (1)  es  homogenea;  en  caso 
contrario,  es  no  homogenea. 

Para  desarrollar  una  teoria  basica,  suponemos  que  a0(jr),  a\{x),  .  .  .  ,  an{x)  y  b(x)  son 
continuas  en  un  intervalo  /y  an{ x)  *  0  en  /.  Entonces,  al  dividir  entre  an( x)  podemos  reescri- 

bir  ( 1)  en  la  forma  canonica 

(2)  +  p,(x)/n  l}(x)  +  ■  ■■  +  Pn(x)y{x)  =  g(x)  , 

donde  las  funciones p\(x), .  .  .  ,pn(x)  y  g(x)  son  continuas  en  I. 

Para  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  orden  superior,  el  problema  con  valores  iniciales 
siempre  tiene  una  solucion  unica. 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


EXISTENCIA  Y  UNICIDAD 

Teorema  1.  Suponga  que  p\{x), .  . 

.  ,  pn(x)  y  g(x)  son  continuas  en  un  intervalo 

{a,  b)  que  contiene  al  punto  x().  Entonces,  para  cualquier  eleccion  de  los  valores  ini¬ 
ciales  y0,  '/|, .  .  .  ,  yn  | .  existe  una  unica  solucion  y(x)  en  todo  el  intervalo  ( a ,  b)  del 

problema  con  valores  iniciales 

(3)  in\x)+Pl{x)y{n-%)+  • 

• '  +  A(*>{x)  =  g{x)  , 

(4)  jUd)  =  7(i*  v'(jr0)  =  y,.  . 

■  • ,  =  y„_,  ■ 

Para  el  problema  con  valores  iniciales 

(5)  x(x  -  1  )ym  -  Ixy"  +  6x2y'  -  (cosa-)v  =  Vjc  +  5  ; 

(61  y(x0)  =  1  ,  y(jf0)  =  0  .  y"(xo)  =  7  * 

determinar  los  valores  de  x0  y  los  intervalos  (a,  b)  que  contienen  a  x(t  para  los  cuales  el  teo- 
rema  1  garantiza  la  existencia  de  una  unica  solucion  en  (a,  b). 


A1  escribir  (5)  en  forma  canonica,  vemos  que  p\{x)  =  —  3/(x  —  \),p2(x)  =  6x/(x  —  1), 
Pi{x)  =  — (cosx)/[x(x  —  1)]  y  g(x)  =  Vjc  +  5/[x(x  —  1)].  Ahora,/?^^)  y  p2(x)  son  con- 
tinuas  en  cualquier  intervalo  que  no  contenga  a  x  =  1 ,  mientras  que  p^x)  es  continua  en 
cualquier  intervalo  que  no  contenga  ar  =  0  o  a x  =  l.La  funcion  g(x)  no  esta  definida  para 
x  <  —5,  x  =  0  y  x  =  1,  pero  es  continua  en  (—5,  0),  (0,  1)  y  (1,  oo).  De  aquf  que  las  fun- 
ciones  P\,  p2.  Pi  y  g  son  simultaneamente  continuas  en  los  intervalos  (—5,  0),  (0,  1)  y  (1,  oo). 
El  teorema  1  implica  que  si  elegimos  x0  G  (—5,  0),  entonces  existe  una  unica  solucion  del 
problema  con  valores  iniciales  (5)— (6)  en  todo  el  intervalo  (—5,  0).  De  manera  analoga,  pa¬ 
ra  Xq  G  (0,  1),  existe  una  unica  solucion  en  (0,  1)  y  para  x0  G  (1,  oo),  una  unica  solucion  en 
(l,oo).  ■ 

Si  el  lado  izquierdo  de  la  ecuacion  (3)  define  el  operador  diferencial  L, 

d'y  dn~ly  , 

(7)  L[y]  :=  +  P\-dxn^  +  -  +  P„y  =  (D  +  p^D  +  -  +  pn)[y]  , 

entonces  podemos  expresar  la  ecuacion  (3)  en  la  forma  de  operador 


(8)  L[y](x)  =  g(x)  . 
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Es  esencial  recordar  que  L  es  un  operador  lineal,  satisface 

(9)  L[y1  +  y2  +  +  ym]  =  L[yx]  +  L[y2]  +  —  +  L[ym\  , 

(10)  f.[cy]  =  cL[v]  ,  donde  c  es  cualquier  constante 

Estas  son  propiedades  conocidas  del  operador  de  derivation  I),  de  donde  se  siguen  (9)  y  (10) 
(vease  el  problema  25). 

Como  consecuencia  de  esta  linealidad,  si  yx,  . .  . ,  ym  son  soluciones  de  la  ecuacion  homogenea 

(11)  zM*)=o, 

entonces  cualquier  combinacion  lineal  de  estas  funciones,  C\y \  +  •••  +  C„ym,  tambien  es 
solucion,  pues. 

L[Ciyi  +  C2y2  +  "•  +  Cmym]  =  C1  •  0  +  C2-  0  +  +  Cm  •  0  =  0 . 

Imaginemos  ahora  que  hemos  hallado  n  soluciones  yh  .  .  .  ,  y„  de  la  ecuacion  lineal  de  orden 
n  (11).  ^Sera  cierto  que  toda  solucion  de  (11)  se  puede  representar  como 

(12)  CtfJ  +  ■■■  +  C„yn 

eligiendo  de  manera  adecuada  las  constantes  C i, ... ,  C„?  La  respuesta  es  sr,  siempre  que  las 
soluciones  y\, ...  ,yn  satisfacen  una  cierta propiedad  que  deducimos  a  continuation. 

Sea  <p(x )  una  solucion  de  (1 1)  en  el  intervalo  (a,  b )  y  sea  x0  un  numero  fijo  en  (a,  b).  Si 
es  posible  elegir  las  constantes  C\, .  . .  ,Cn  de  modo  que 


Q^i(jco) 

+  ■■ 

' '  +  Qjnta) 

-  rf’Uo)  ’ 

Ci/iW 

+ 

=  4>'{x 0)  , 

+  *■ 

*cjr%a) 

entonces,  como  <f>(x)  y  Cxyx{x)  +  •  •  •  +  C„yn{x)  son  dos  soluciones  que  satisfacen  las  mis- 
mas  condiciones  iniciales  en  x0,  la  conclusion  de  unicidad  del  teorema  1  implica 

(14)  <j>[x)  --  C,yx(.r)  +  •••  +  C„>'„(a:) 

para  toda  x  en  (a,  b). 

El  sistema  (13)  consta  de  n  ecuaciones  lineales  en  las  n  incognitas  Ch  .  .  .  ,  Cn.  Tiene 
una  unica  solucion  para  todos  los  valores  posibles  de  (f>(x0 ),  <p'(x o), . .  . ,  Xq )  si  y  solo 

si  el  determinante '  de  los  coeficientes  es  distinto  de  cero;  es  decir  si  y  solo  si 


>'i(a-0)  y2{x  o) 

(15) 

/tC*o)  y\ C<o) 

o)  ■ 

Por  lo  tanto,  si  yb  .  .  .  ,  y„  son  soluciones  de  la  ecuacion  (1 1)  y  hay  algun  punto  x0  en  (a,  b) 
tal  que  (15)  se  cumpla,  entonces  toda  solucion  4>(x)  de  (11)  es  una  combinacion  lineal  de 

yu  ■  ■  ■  ,y„- 

Antes  de  escribir  este  hecho  como  un  teorema,  es  conveniente  identificar  el  determi¬ 
nante  con  un  nombre. 


'Los  determinantes  se  analizan  en  la  seccion  9.3. 
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WRONSKIANO 

Definition  1.  Sean/), .  . 

.  ,f„n  funciones  diferenciables  (n 

—  1 )  veces.  La  funcion 

/lW 

fl(x) 

f«{x) 

(16)  W\fu....fll](x) 

fi{x) 

nix) 

f'nif ) 

fr'Kx) 

'h 

i 

f(r%) 

es  el  Wronskiano  de/i, . 

■  ■  ,fn ■ 

Ahora  enunciamos  el  teorema  de  representation  de  soluciones  de  ecuaciones  diferencia¬ 
les  lineales  homogeneas  que  hemos  demostrado  antes. 


REPRESENTACION  DE  SOLUCIONES  (CASO  HOMOGENEO) 


Teorema  2.  Sean  yx, . . .  ,ynn  soluciones  en  {a,  b)  de 

(17)  >•«(*)  +  p,  (*)/'-%)  +  -  +  p„UM*)  =  0  , 

donde  px, .  .  .  ,  pn  son  continuas  en  (a,  b).  Si  en  cierto  punto  x0  en  (a,  b)  estas  solu¬ 
ciones  satisfacen 

(18)  *,](*„)  *0  , 

entonces  toda  solution  de  (17)  en  (a,  b)  se  puede  expresar  en  la  forma 

(19)  j?(x)  =  Cjjutx)  +  ■  •  •  +  C„yH(jc)  , 

donde  Cx, .  .  .  ,Cn  son  constantes. 


La  combination  lineal  de  yx,  .  .  .  ,  yn  en  (19),  con  constantes  arbitrarias  Cx,  .  .  .  ,  Cn,  se 
conoce  como  solution  general  de  (17). 

En  algebra  lineal,  un  conjunto  de  m  vectores  columna  {v!,  y2,  ■  ■  ■  ,v,„},  cada  uno  con  m 
componentes,  es  linealmente  dependiente  si  y  solo  si  uno  de  ellos  puede  expresarse  como  una 
combination  lineal  de  los  demas. '  Un  teorema  basico  establece  entonces  que  si  un  determinante 
es  igual  a  cero,  sus  vectores  columna  son  linealmente  dependientes  y  recfprocamente.  Asf,  si  un 
Wronskiano  de  soluciones  a  (17)  se  anula  en  un  punto  x0,  una  de  sus  columnas  (digamos  que  la 
ultima,  pues  siempre  podemos  renumerar)  es  igual  a  una  combination  lineal  de  las  demas: 


(20) 

y«(*o) 
y»(x o) 

—  cl  ] 

y\Uo) 

y'Axo) 

+  d2 

yiix o) 
yi{x  o) 

+  •••  + 

yn-i{x0) 
y'n-  lW 

1  3-^ 

1 

o 

■  1 

y[r%*)_ 

Lsto  es  equivalente  a  decir  que  existen  constantes  cx,  c2, . .  . ,  cm ,  no  todas  nulas.  tales  que  c , v ,  +  c2v2  +  ■••  +  cmym 
es  igual  al  vector  cero. 
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EJEMPLO  2 

SOLUCION 


EJEMPLO  3 


Ahora,  consideremos  las  dos  funciones  y„(x)  y  [t/y/x)  +  dyy2{x)  + 

Ambas  son  soluciones  de  (17)  y  podemos  interpretar  (20)  como  el  hecho  de  que  satisfacen  las 
mismas  condiciones  iniciales  enr  =  x0.  Por  el  teorema  de  unicidad,  son  la  misma  funcion: 

(21)  yn{x)  =  d\yi{x)  +  dyy2(x)  +  +  4,-iJn-iW 

para  toda  x  en  el  intervalo  I.  En  consecuencia,  sus  derivadas  tambien  son  iguales,  de  modo 
que 


ylx) 

yh(x) 

=  dx 

y\{x) 

y[{x) 

+  ($2 

yi{x) 

y2{x) 

+  •••  +  dn~  i 

yn~i(x) 
y'n- lW 

y{rl\x)_ 

y(r\x)_ 

1 

jr 

1 _ 

y[:={\x)_ 

para  toda  x  en  I.  Por  tanto,  la  ultima  columna  del  Wronskiano  W[yx,  y2,  .  .  .  ,  y„]  siempre  es 
combinacion  lineal  de  las  demas  columnas,  y  en  consecuencia  el  Wronskiano  se  anula  en 
todo  punto. 

En  resumen,  el  Wronskiano  de  n  soluciones  a  la  ecuacion  homogenea  (17)  es  identica- 
mente  nulo,  o  nunca  se  anula,  en  el  intervalo  (a,  b).  Ademas,  hemos  mostrado  que  en  el 
primer  caso,  (21)  es  valida  en  todo  (a,  b).  Tal  relacion  entre  las  funciones  merece  un  nombre, 
para  lo  que  usaremos  una  terminologfa  muy  sugerente  hacia  el  caso  vectorial. 


DEPENDENCIA  LINEAL  DE  FUNCIONES 


Definicion  2.  Las  m  funciones/',, /2, .  .  .  ,fm  son  linealmente  dependientes  en  un 
intervalo  I  si  al  menos  una  de  ellas  se  puede  expresar  como  combinacion  lineal  de 
las  demas  en  /;  en  forma  equivalente,  son  linealmente  dependientes  si  existen  cons- 
tantes  c1,c2,.  .  . ,  cm,  no  todas  iguales  a  cero,  tales  que 

(22)  cj^x)  +  c2f2(x)  +  +  cjm{x)  =  0 

para  toda  x  en  I.  En  caso  contrario,  son  linealmente  independientes  en  I. 


Mostrar  que  las  funciones/!  (x)  =  ex,f2(x)  =  e  2t  yf2(x)  =  3ex  —  2e  2x  son  linealmente  de¬ 
pendientes  en  (—00,  oo). 

Es  claro  qu e/3  es  una  combinacion  lineal  de/  y/2 : 
f3{x)  =  3ex  -  2e~2x  =  3/(x)  -  2 f2(x)  . 

Observe  ademas  que  la  identidad  correspondiente  3 f\{x)  —  2f2(x)  —  f3(x)  =  0  concuerda 
con  el  patron  (23).  ■ 

Para  demostrar  que  las  funciones/,/, .  .  .  ,fm  son  linealmente  independientes  en  (a,  b), 
un  metodo  conveniente  es  el  siguiente:  Suponga  que  la  ecuacion  (22)  es  valida  en  (a,  b)  y 
muestre  que  esto  implica  que  cx  =  c2  =  =  cm  =  0. 

Muestre  que  las  funciones /(x)  =  x,  f2(x)  =  x2  y/(x)  =  1  —  2x2  son  linealmente  indepen¬ 
dientes  en  (—oo,  oo). 
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SOLUCION 


Suponga  que  existen  constantes  q ,  c2,  y  c3  tales  que 

(24)  C[X  +  c2x 2  +  £'3(1  —  2x2)  —  0 

es  valido  para  toda  x.  Si  podemos  demostrar  que  (24)  implica  que  q  =  c2  =  £'3  =  0,  entonces 
tendremos  la  independence  lineal.  Hagamos  x  =  0,  1  y  —  1  en  la  ecuacion  (24).  Estos  va- 
lores  de  x  son,  en  esencia,  “sacados  del  sombrero”,  pero  nos  facilitaran  el  trabajo.  A1  sustituir 
en  (24)  tenemos 

c3  =  0  {x  =  0)  , 

(25)  c  1  +  —  c3  -  0  {x  —  1)  , 

—  £*]  +  c2  —  =  0  {x  =  —  1)  . 

A1  resolver  este  sistema  (o  calcular  el  determinate  de  los  coeficientes),  vemos  que  la  unica 
solucion  posible  es  q  =  c2  =  C3  =  0.  En  consecuencia,  las  funciones/),  f2  y/3  son  lineal- 
mente  independientes  en  (—00,  00). 

Una  solucion  mas  agradable  consiste  en  notar  que  si  (24)  es  valida  para  toda  x,  entonces 
tambien  lo  son  sus  primera  y  segunda  derivadas.  En  x  =  0,  estas  condiciones  son  C3  =  0,  q 
=  0  y  2c2  —  4c 3  =  0.  Es  claro  que  cada  uno  de  los  coeficientes  debe  anularse.  ■ 

A  primera  vista,  la  dependencia  lineal  de  las  funciones  parece  distinta  a  la  dependencia 
lineal  de  los  vectores  en  el  espacio  euclidiano  R",  porque  (23)  es  una  ecuacion  funcional  que 
impone  una  condicion  en  cada  punto  de  un  intervalo.  Sin  embargo,  hemos  visto  en  (21) 
que  cuando  las  funciones  son  todas  soluciones  a  la  misma  ecuacion  diferencial  homogenea, 
la  dependencia  lineal  de  los  vectores  columna  en  el  Wronskiano  (en  cualquier  punto  x0)  im¬ 
plica  la  dependencia  lineal  de  las  funciones.  El  recfproco  tambien  es  cierto,  como  muestran 
(21)  y  (22).  El  teorema  3  resume  nuestro  analisis. 


DEPENDENCIA  LINEAL  Y  EL  WRONSKIANO 


Teorema  3.  Si  y1;  y2,  ■  ■  ■  ,  y„  son  11  soluciones  de  y ^  +  —  +  p,y  =  0 

en  el  intervalo  (a,  b ),  con p\,p2, .  .  .  ,  p„  continuas  en  (a,  b),  entonces  las  siguientes 
afirmaciones  son  equivalentes: 

(i)  yi,  y2, ...  ,y„  son  linealmente  dependientes  en  (a,  b). 

(ii)  El  wronskiano  W\y\,  y2, ...  ,  y„]  (x0)  se  anula  en  algun  punto  jc0  en  (a,  b). 

(iii)  El  wronskiano  W^yx,  y2, ...  ,  y„]  (x)  se  anula  en  todo  punto  x0  en  (a,  b). 

Las  contrapositivas  de  estas  afirmaciones  tambien  son  equivalentes: 

(iv)  jq,  y2,  son  linealmente  independientes  en  (a,  b). 

(v)  El  Wronskiano  W\yx,  y2, ...  ,  y„]  no  se  anula  en  algun  punto  x0  en  (a,  b). 

(vi)  El  Wronskiano  W\yx,  y2, ...  ,  y„  ]  nunca  se  anula  en  (a,  b). 

Siemrpe  que  (iv),  (v)  o  (vi)  se  cumplan,  {yl5  y2, ...  ,y„ }  se  llama  un  conjunto  de 

soluciones  fundamentales  de  (17)  en  ( a,b ). 


El  Wronskiano  es  una  funcion  curiosa.  Si  consideramos  W[f\ ,  /2,  ...  ,f,\(x)  para  n  fun¬ 
ciones  arbitrarias,  simplemente  obtenemos  una  funcion  de  x  sin  propiedades  particularmente 
interesantes.  Pero  si  las  n  funciones  son  todas  soluciones  de  la  misma  ecuacion  diferencial 
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homogenea,  entonces  es  identicamente  cero  o  nunca  se  anula.  De  hecho,  se  puede  demostrar 
la  identidad  de  Abel  cuando  todas  las  funciones  son  soluciones  de  (17): 


(26) 


W[yuy2,  ...,yn]{x)=  W[yuy2,  ■■■  ,.y„](x0)exp 


lo  que  claramente  exhibe  esta  propiedad.  El  problema  30  bosqueja  una  demostracion  de  (26) 
para  n  =  3. 

Es  util  recordar  que  los  siguientes  conjuntos  constan  de  funciones  que  son  linealmente 
independientes  en  cada  intervalo  abierto  (a,  b)\ 

{l,.t,  JT2,  .  .  .  , 

{l,  cos  x,  senx,  cos  2x,  senlr,  . . . ,  cos  nx,  seiinx}  , 

{ea'-x,  e°*(, .  ,  . ,  ,  donde  las  a,-  son  constantes  distintas. 


[Veanse  los  problemas  27  y  28  y  la  seccion  6.2  (pagina  329)]. 

Si  combinamos  las  propiedades  de  linealidad  (superposicion)  (9)  y  (10)  con  el  teorema 
de  representacion  para  soluciones  de  la  ecuacion  homogenea,  obtenemos  el  siguiente  teo¬ 
rema  de  representacion  para  ecuaciones  no  homogeneas. 


REPRESENTACION  DE  SOLUCIONES  (CASO  NO  HOMOGENEO) 


Teorema  4.  Sea  yp(x)  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  no  homogenea 

(27)  yM(x)  +  pi(x)yl“~')(x)  +  •••  +  p„(A:)y(i)  =  #(*) 

en  el  intervalo  (a,  b)  con ph  p2, .  .  .  ,  p„  continuas  en  {a,  b)  y  sean  .  .  .  ,  yn}  un 
conjunto  fundamental  de  soluciones  para  la  ecuacion  homogenea  correspondiente 

(28)  +  p,{x)y(«-'\x)  +  ■■■  +  Pn{x)y{x)  =  0  . 

Entonces  toda  solucion  de  (27)  en  el  intervalo  (a,  b )  se  puede  expresar  en  la  forma 

(29)  j?(*)  -  j^(x)  +  +  •  •  ■  +  C„y„U)  . 


Demostracion.  Sea  4>{x)  una  solucion  de  (27).  Como  <f>(x)  y  yp(x)  son  soluciones  de  (27), 
el  principio  de  superposicion  establece  que  la  diferencia  <f>(x)  —  yp(x)  es  solucion  de  la 
ecuacion  homogenea  (28).  El  teorema  2  implica  entonces  que 

<£(**)  -  >>(*)  =  C^jfar)  +  •••  +  CHy„(x) 

para  constantes  adecuadas  C\,  .  .  .  ,  Cn.  La  ultima  ecuacion  es  equivalente  a  (29)  [con  <b{x) 
en  vez  de  y(x)],  de  modo  que  el  teorema  queda  demostrado.  ■ 

La  combinacion  lineal  de  yp,  \'|,  .  .  .  ,  y„  en  (29)  escrita  con  las  constantes  arbitrarias 
C | , . . . ,  C„  se  conoce,  por  razones  obvias,  como  una  solucion  general  de  (27).  El  teorema  4 
se  puede  generalizar  facilmente.  Por  ejemplo,  si  L  denota  el  operador  que  aparece  en  el  lado 
izquierdo  de  la  ecuacion  (27)  y  si  L[yp i]  =  gi(x)  y  L[yp2\  =  g2(x)>  entonces  cualquier  solu¬ 
cion  de  L[y]  =  c ,  g ,  +  cxgi  se  puede  expresar  como 

>'{*)  =  t'i>>i(.r)  +  c2yp2{x)  +  Ciyi(x)  +  C2y2(x)  +  •••  +  Cflv„(x)  , 
para  una  eleccion  adecuada  de  las  constantes  C  \ ,  C2, .  . . ,  C„. 
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E  J  E  M  PLO  4  Determinar  una  solucion  general  en  el  intervalo  (— oo,  oo),  dado  que 

(30)  L[y]  ■■=  ym  -  2 /'  -  y’  +  2y  =  2x2  —  2x  —  4  —  24e  2*  , 

teniendo  que  yp\{x )  =  x2  es  una  solucion  particular  de  L[y\  =  2X2  —  2x  —  4,  que  =  e~2' 
es  una  solucion  particular  de  L[y]  =  —  12e~2A  y  que  y fx)  =  e~x,  >'2(x)  =  eA  y  y3(x)  =  e2jc  son 
soluciones  de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente. 

SOLUCION  Ya  hemos  senalado  que  las  funciones  e  x,  ex  y  e2x  son  linealmente  independientes  debido  a 
que  los  exponentes  —  1,  1  y  2  son  distintos.  Como  cada  una  de  estas  funciones  es  solucion  de 
la  ecuacion  homogenea  correspondiente,  entonces  {e~x,  ex,  e2x}  es  un  conjunto  fundamental 
de  soluciones.  Por  las  observaciones  anteriores  relativas  a  las  ecuaciones  no  homogeneas 
que  una  solucion  general  de  (30)  es 

(31)  ><*)  =  yp  i  +  2ypl  +  C^h  +  C2y2  +  C3y3 

=  x2  +  2e ^  4-  Cxe~x  +  C2ex  +  C3c2r  .  ■ 


E  J  ERCICIOS 


.1 


En  los  problemas  1  a  6,  determine  el  intervalo  (a,  b)  mas 
grande  para  el  que  el  teorema  1  garantice  la  existencia 
de  una  linica  solucion  en  ( a ,  b)  para  el  problema  con  va- 
lores  iniciales  dado. 

1.  xy'"  -  3/  +  e‘y  =  x2  -  1  ; 

.v(-2)  =  1  ,  >*(“2)  =  0  ,  y"(- 2)  =  2  . 

2.  ym  -  Vxy  =  scnx  ; 

y{sr)  =  0  ,  y’(<!r)  =11,  y"{'n‘)  =  3  . 

3.  y”  -  y"  +  Vx~-ly  =  tanx  ; 
y(5)  =  ,y'(5)  =  y"(5)  =  1  - 

4.  x(x  +  1 )_/"  —  3xyr  +  y  =  0  ; 

>’(-1/2)  =  1  ,  y’{-\{2)  =/(— 1/2)  =  0  . 

5.  xVx  +  I/"  -  /  +  xy  =  0  ; 

y(l/2)  =y(l/2)=  -1  ,  >-"(1/2)  =  1  . 

6.  (x1  -  1 )/"  +  exy  -  in  jc  ; 

.y(3/4)=  1  ,  y'(3/4)  =  /'(3/4)  =  0  . 

En  los  problemas  7  a  14,  determine  si  las  funciones  da- 
das  son  linealmente  dependientes  o  linealmente  inde¬ 
pendientes  en  el  intervalo  indicado.  Justifique  sus  res- 
puestas. 

7.  {f>  e5”.  c-  ’}  en  (-oo,  oc)  . 

8.  {x2,  x2  —  1,5}  en  (  —  oo,  oc)  . 

9.  {sen2x,  cos2x,  l}  en  (— oo,  oo)  . 

10.  {sen  x,  cos  x,  tan  x}  en  (—  tt/2,  tt/2)  . 


11.  {x_l,x'/2,  x}  en  (0,  oo)  . 

12.  {cos  2x,  cos2x,  scn2x)  en  (— oc,  oo)  . 

13.  {x,x2.x\x4}  en  (  —  oo,  oo)  . 

14.  {x,  xex,  l}  en  (— oc,  oo)  . 

En  los  problemas  15  a  18,  use  el  wronskiano  para  verifi- 
car  que  las  funciones  dadas  forman  un  conjunto  funda¬ 
mental  de  soluciones  para  la  ecuacion  diferencial  dada  y 
halle  una  solucion  general. 

15.  /"  +  2 y"  -  1  ly'  -  12y  0  : 

{elx,  e~x,  e  _4j;}  . 

16.  y"  -  y"  +  4/  -  4y  =  0  j 
[ex,  cos  2x,  sen2x}  . 

17.  x’V"  —  3x2y"  +  6xy'  —  6y  =  0  ,  x  >  0  ; 
{x,x2,x3}  . 

18.  -  y  —  0  ;  {eA,  e  r.  cos  .v,  scu.v}  . 

En  los  problemas  19  a  22  se  da  una  solucion  particular  y 
un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  una  ecua¬ 
cion  no  homogenea  y  su  ecuacion  homogenea  corres¬ 
pondiente.  (a)  Determine  una  solucion  general  de  la 
ecuacion  no  homogenea.  (b)  Determine  la  solucion  que 
satisface  las  condiciones  iniciales  indicadas. 

19.  ym  +  y"  +  3y'  •  5y  -  2  +  6x  -  5x2  ; 

>’(0)  =  -1  ,  y’(0)  =  1  ,  >’"(0)  =  —3  ; 

yp  =  x2  ;  {ex,  e~'Teos  2x,  e _Asen2x}  . 
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20.  xy’"  -  y"  =  -2  ;  y(l)  =  2  ,  /(l)  =  -1  , 

y"(l)  =  -4  :  yp  =  x 2  ;  {I.x.je3}  . 

21.  x~V"  +  xy'  —  y  =  3  —  In  x  ,  x  >  0  ; 

v(l)  =  3  ,  y(])  =  3,  y"(l )  =  0  ; 

yp  =  In  x  ;  {x,  x  In  x,  xfln  x)2}  . 

22.  y4)  +  4y  =  5  cos  x  ; 

y(0)  —  2  ,  v ' (0 )  =  1  ,  y"(0)=-t, 

y'"(0)  =  “2  ;  yp  =  cos  x  ; 

{e'cos  x.  c  'sen  x,  f  _jrcos  x,  e  _Jfsen  x}  . 

23.  Sean  L[y]  :=  y’"  +  y'  +  xy,  y^x)  ~  sen  x  y  y2 
(x)  :=  x.  Verifique  que  L[yl  ](x)  =  x  sen  x  y  L[y2](x)  = 
x2  +  1.  Luego  utilice  el  principio  de  superposition 
para  hallar  una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial: 

(a)  L[y]  =  2x  sen x  -  x2  -  1  . 

(b)  i[y|  =  4x2  +  4  —  6xscnx  . 

24.  Sean  L[y]  '■=  y'"  —  xy"  +  4y'  —  3xy,  yt(x)  :=  cos  2x 
y  y2(x)  :=  —l/3.  Verifique  que  L[y\\{x)  =  x  cos  2x  y 
L[y2](x)  =  x.  Luego  utilice  el  principio  de  superpo¬ 
sicion  para  hallar  una  solucion  de  la  ecuacion  dife¬ 
rencial: 

(a)  Z, [  y  ]  =  7xcos  2x  —  3x  . 

(b)  L[y]  =  —fix  cos  2x  +  I  lx  , 

25.  Demuestre  que  L  definida  en  (7)  es  un  operador  li¬ 
neal,  verificando  que  las  propiedades  (9)  y  (10)  se 
satisfacen  para  cualesquiera  funciones  y,  yu  y2  n  ve- 
ces  diferenciables  en  (a,  b). 

26.  Existencia  de  conjuntos  fundamentales  de  solu- 
ciones.  Por  el  teorema  1,  para  cada  j  -  1,  2, .  .  . ,  n 
hay  una  unica  solucion  y;  (x)  de  la  ecuacion  (17)  que 
satisface  las  condiciones  iniciales 

1  ,  para  k  =  j  —  1  , 

0  ,  para  k  +  j  —  1 ,  0  ^  k  ^  »  —  1  . 

(a)  Muestre  que  {yl5  y2, .  . . ,  y„ }  es  un  conjunto  fun¬ 
damental  de  soluciones  para  (17).  [ Sugerencia : 
Calcule  el  wronskiano  en  x0]. 

(b)  Para  los  valores  iniciales  dados  y0,  yt,  .  .  .  ,  yn-i, 
exprese  la  solucion  y(x)  de  (17)  que  satisface 
yw(x0)  =  Yh  k  =  0,  .  .  .  ,  n  —  1  (corno  en  las 
ecuaciones  (4))  en  terminos  de  este  conjunto 
fundamental  de  soluciones. 

27.  Muestre  que  el  conjunto  de  funciones  {1,  x,  x2,  .  .  .  , 
x'1},  donde  n  es  un  entero  positivo,  es  linealmente  in- 
dependiente  en  cualquier  intervalo  abierto  (a,  b). 
[Sugerencia:  Use  el  hecho  de  que  un  polinomio  de 


grado  a  lo  mas  n  no  tiene  mas  de  n  rafees,  a  menos 
de  que  sea  identicamente  nulo], 

28.  El  conjunto  de  funciones 

{ 1 ,  cos  x,  sen  x, ,  cos  nx,  sen  nx}, 

donde  n  es  un  entero  positivo,  es  linealmente  inde- 
pendiente  en  cualquier  intervalo  (a,  b).  Demuestre 
esto  en  el  caso  particular  n  =  2  y  (a,  b)  =  (—  oo,  oo). 

29.  (a)  Muestre  que  si/j,  .  .  .  ,fm  soil  linealmente  inde- 

pendientes  en  (  —  1,  1),  entonces  son  linealmente 
independientes  en  (— oo,  oo). 

(b)  De  un  ejemplo  para  mostrar  que  si/,, . . .  ,fm  son 
linealmente  independientes  en  (— oo,  oo),  enton¬ 
ces  no  necesariamente  son  linealmente  indepen- 
dientes  en  (  —  1,  1). 

30.  Para  demostrar  la  identidad  de  Abel  para  n  =  3,  pro- 
ceda  como  sigue: 

(a)  Sea  W(x)  '■=  Vkfyj,  y2,  y3](x).  Use  la  regia  del 
producto  para  la  derivada  y  muestre  que 


y\  A  >’3 

}’i 

>'2 

>3 

,v’i  y’2  y  3 

+ 

y" 

y'2 

y'i 

y"  y2  y'i 

y'i 

y'i 

y'i 

>’l 

y2 

yi 

+ 

y't 

y'i 

1 

y  3 

yf 

y'2 

y'i 

(b)  Muestre  que  la  expresion  anterior  se  reduce  a 


(32) 

W'(x)  = 

y  1 
.vi 

yt 

y't 

yt 

yi 

y'i 

y't 

(c)  Como  cada  y;  satisface  (17),  muestre  que 

(33)  yfKx)=~ip^x)yM(x), 

i=  1,2,3  . 

(d)  Sustituya  las  expresiones  (33)  en  (32)  para  mos¬ 
trar  que 

(34)  W'{x)  =  ~Pl(x)w(x)  . 

(e)  Deduzca  la  identidad  de  Abel  resolviendo  la  ecua¬ 
cion  diferencial  de  primer  orden  (34). 

31.  Reduccion  de  orden.  Si  se  conoce  una  solucion 
no  trivial /(x)  de  la  ecuacion  homogenea 

yW  +  Pi(x)y('i_l)  +  --■  +  />„.Uiv  =  0  , 
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se  puede  usar  la  sustitucion  y(x)  =  v(x)f(x)  para  re- 
ducir  el  orden  de  la  ecuacion.  Realice  los  siguientes 
pasos  para  demostrar  el  metodo  para  la  ecuacion  de 
tercer  orden 

(35)  y"'  -  2 y"  -  5y'  +  6y  =  0  , 

dado  que/(x)  =  e*  es  una  solucion. 

(a)  Haga  y(x)  =  v(x)ex  y  calcule  y\  y"  y 

(b)  Sustituya  sus  expresiones  de  (a)  en  (35)  para  ob- 
tener  una  ecuacion  de  segundo  orden  en  w  =  v' . 

(c)  Resuelva  la  ecuacion  de  segundo  orden  de  la 
parte  (b)  en  terminos  dewy  luego  integre  para 
hallar  v.  Determine  dos  opciones  linealmente  in- 
dependientes  para  v,  digamos,  vl  y  v2. 

(d)  Por  la  parte  (c),  las  funciones  y\{x)  =  vl(x)ex  y 
y2(x)  =  v2(x)ex  son  dos  soluciones  de  (35).  Ve- 
rifique  que  las  tres  soluciones  ex,  yi(x)  y  y2{x) 
son  linealmente  independientes  en  (—  oo,  oo). 

32.  Dado  que  la  funcion  f(x)  =  x  es  una  solucion  de 
y'"  —  }?y'  +  xy  =  0,  muestre  que  la  sustitucion  y{x)  = 
v{x)f{x)  =  v{x)x  reduce  esta  ecuacion  a  xw"  +  3 w' 
—  x3w  =  0,  donde  w  =  v' . 


33.  Use  el  metodo  de  reduction  de  orden  descrito  en  el 
problema  3 1  para  hallar  tres  soluciones  linealmente 
independientes  de  /"  —  2 y"  +  y'  —  2y  =  0,  dado 
que/(x)  =  e2x  es  una  solucion. 

34.  Construccion  de  ecuaciones  diferenciales.  Da- 
das  tres  funciones/i(jr),/2(x),/3(jc)  que  son  tres  ve- 
ces  diferenciables  y  cuyo  wronskiano  no  se  anula  en 
[a,  b ],  muestre  que  la  ecuacion 

/iM  fz(x)  hi*)  y 

f'\(x)  f'i{x)  /’six)  y’  _ 

rui  nix)  nu)  y"  !? 

/rw  nix)  nix)  ym 

es  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  tercer  orden  pa¬ 
ra  la  cual  {f\,f2,f2}  es  un  conjunto  fundamental  de 
soluciones.  ^Cual  es  el  coeficiente  de  /"  en  esta 
ecuacion? 

35.  Use  el  resultado  del  problema  34  para  construir  una 
ecuacion  diferencial  de  tercer  orden  para  la  cual  {x, 
sen  x ,  cos  x}  es  un  conjunto  fundamental  de  solu¬ 
ciones. 


6.2  ECUACIONES  LINEALES  HOMOGENEAS 
CON  COEFICIENTES  CONSTANTES 

Nuestro  objetivo  en  esta  seccion  sera  el  de  obtener  una  solucion  general  de  una  ecuacion  di¬ 
ferencial  lineal  de  orden  n  con  coeficientes  constantes.  Con  base  en  la  experiencia  adquirida 
con  las  ecuaciones  de  segundo  orden  en  la  seccion  4.2,  el  lector  no  tendra  muchos  problemas 
en  intuir  la  forma  de  tal  solucion.  Sin  embargo,  nos  interesa  ayudar  al  lector  a  comprender 
por  que  estas  tecnicas  funcionan.  Haremos  esto  adoptando  un  punto  de  vista  de  operadores, 
tecnica  que  es  util  para  enfrentar  muchos  otros  problemas  en  analisis,  como  la  solucion  de 
ecuaciones  diferenciales  parciales. 

Consideremos  la  ecuacion  diferencial  lineal  homogenea  de  orden  n 

(1)  a,/n\x)  +  an-xy(n-l\x)  +  ■  ■  ■  +  ayy' (x)  +  a0y(x)  =  0  , 

donde  an  (=£  0),  an- 1? . . . ,  a0  son  constantes  reales. +  Como  las  funciones  constantes  son  con- 
tinuas  en  todas  partes,  la  ecuacion  (1)  tiene  soluciones  definidas  para  toda  x  en  (— oo,  oo) 


^ Nota  historica:  En  una  carta  a  John  Bernoulli  de  fecha  15  de  septiembre  de  1739,  Leonhard  Euler  afirmo  haber  re- 
suelto  el  caso  general  de  la  ecuacion  diferencial  lineal  homogenea  de  orden  n  con  coeficientes  constantes. 
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— recuerde  el  teorema  1  de  la  seccion  6.1  —  .  Si  podemos  hallar  n  soluciones  linealmente  in- 
dependientes  de  (1)  en  (— oo,  oo),  digamos  v  i , .  .  .  ,  y„,  entonces  podemos  expresar  una  solu¬ 
tion  general  de  (1)  en  la  forma 

(2)  y(x)  =  Cyyiix)  +  •••  +  C^x)  , 
con  Ci, .  .  .  ,  C„  constantes  arbitrarias. 

Para  determinar  estas  n  soluciones  linealmente  independientes,  aprovecharemos  nuestro 
exito  con  las  ecuaciones  de  segundo  orden.  Nuestra  experiencia  sugiere  que  comencemos  con 
una  funcion  de  la  forma  y  =  e'x. 

Si  L  es  el  operador  diferencial  definido  mediante  el  lado  izquierdo  de  (1),  es  decir, 

(3)  L[y }  :=  aj*  +  «lf-1y{"“1)  +  ‘  *  •  +  +  a«y  , 

entonces  podemos  escribir  (1)  en  la  forma  de  operador 

(4)  L[y](x)  =  0  . 

Para  y  =  e'x  tenemos 

(5)  I.[«?ra](j.')  =  anrnerx  +  an-irn~lerx  +  ■■■  +  a(]erx 

=  efx{a„rn  +  a^r*-1  +  +  a0)  =  enP{r)  , 

donde  P{r)  es  el  polinomio  anrn  +  an_xrn~x  +  ■■■  +  a0.  Asr,  erx  es  una  solucion  de  la  ecua- 
cion  (4),  siempre  que  r  sea  una  rarz  de  la  ecuacion  auxiliar  (o  caracteristica) 

(6)  Pir)  =  anr"  +  a,./’1  +  ■  ■  ■  +  a0  =  0  . 

De  acuerdo  con  el  teorema  fundamental  del  algebra,  la  ecuacion  auxiliar  tiene  n  rarces 
(contando  las  multiplicidades),  que  pueden  ser  reales  o  complejas.  Como  mencionamos  en  el 
capitulo  4,  no  existen  formulas  para  determinar  los  ceros  de  un  polinomio  arbitrario  de  grado 
mayor  que  4.  Sin  embargo,  si  podemos  determinar  un  cero  rb  entonces  podemos  cancelar  el 
factor  /•  —  rx  y  quedarnos  con  un  polinomio  de  grado  menor.  (Por  conveniencia,  hemos  elegi- 
do  la  mayor  parte  de  los  ejemplos  y  ejercicios  de  modo  que  0,  ±1  o  ±2  sean  los  ceros  de 
cualquier  polinomio  de  grado  mayor  que  dos  que  debamos  factorizar).  Cuando  no  se  pueda 
determinar  con  exactitud  un  cero,  se  pueden  usar  algoritmos  numericos  como  el  metodo  de 
Newton  o  el  algoritmo  del  cociente  de  diferencias  para  calcular  rarces  aproximadas  de  la 
ecuacion  polinomial.'  Incluso  algunas  calculadoras  tienen  integrados  estos  algoritmos. 
Ahora  analizaremos  las  diversas  posibilidades. 

Raices  reales  distintas 

Si  las  rarces  rx, ...  ,rn  de  la  ecuacion  auxiliar  (6)  son  reales  y  distintas,  entonces  n  solucio¬ 
nes  de  la  ecuacion  (1)  son 

(7)  yL(x)  =  er,x,  y2(x)  =  e''*,  ....  y„(x)  =  ev  . 

Como  establecimos  en  la  seccion  anterior,  estas  funciones  son  linealmente  independientes  en 
(—oo,  oo),  un  hecho  que  verificaremos  ahora  de  manera  oficial.  Supongamos  que  ct, ,  cn 


'  Vcasc  Applied  and  Computational  Complex  Analysis,  por  P.  Henrici  (Wiley-Interscience,  NuevaYork,  1974),  volu- 
men  1,  o  Numerical  Analysis,  6a.  edicion,  por  R.  L.  Burden  y  J.  D.  Faires  (Prindle,  Weber  &  Schmidt,  Boston, 
1997). 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


son  constantes  tales  que 

(8)  C)er''  +  +  cnet"'K  —  0 

para  toda  x  en  (— oo,  oo).  Nuestro  objetivo  es  demostrar  que  C\  =  c2  =  '  ' '  =  cn  =  0. 

Una  forma  de  mostrar  esto  es  construir  un  operador  lineal  Lk  que  anule  (envfe  a  cero) 
todo  el  lado  izquierdo  de  (8)  excepto  por  el  termino  k.  Para  esto,  observemos  que  como 
rx, .  .  . ,  rn  son  los  ceros  del  polinomio  auxiliar  P(r),  entonces  P(r)  se  puede  factorizar  en 

(9)  P[r)  =  a, ,(r-  r,)  ■■■(/■-  r„)  , 

En  consecuencia,  el  operador  L[y]  =  a„y^n)  +  an~ iy^n1^  +  ■  ■  ■  +  a^y  se  puede  expresar  co¬ 
mo  la  siguiente  composition: 

(10)  L  =  P{D)  =  a„(D  -  n)  ••■{£)  -  r„)  . 

Ahora  construimos  el  polinomio  Pk(r)  eliminando  el  factor  (r  —  rk)  de  P(r).  Entonces  hace- 
mos  Lk  ■=  Pk{D)\  es  decir, 

fll)  Lk  :=  Pk(D)  =  an(D  -  r,)  ■  ■  ■  (D  -  r,_,)(D  -  r*+1)-  (D  -  rj  . 

A1  aplicar  Lk  a  ambos  lados  de  (8),  obtenemos,  mediante  la  linealidad, 

(12)  +  c,lLk[ev]  -  0  . 

Y  como  Lk  =  Pk{D ),  tenemos  [como  en  la  ecuacion  (5)]  que  Lk[erx]( x)  =  erxPk{r)  para  toda  r. 
Asf,  (12)  se  puede  escribir  como 

C\er'xPk{r\)  +  ■■■  +  c„evPk{r„)  =  0  , 

que  se  simplifica  como 

(13)  cke^Pk{rk)  =  0  , 

pues  Pk(ri)  —  0  para  i  Y  k.  Como  rk  no  es  rafz  de  Pk(r),  entonces  Pk(rk)  ¥=  0.  La  ecuacion 

(13)  implica  entonces  que  ck  =  0.  Pero  como  k  es  arbitrario,  todas  las  constantes  ck, ...  ,cn 
deben  anularse.  Asf,  las  funciones  V|(.r), .  .  . ,  y„(x)  dadas  en  (7)  son  linealmente  independien- 
tes.  (Vease  el  problema  26  para  una  demostracion  alternativa). 

Hemos  demostrado  que,  en  el  caso  de  n  rafces  reales  distintas,  una  solucion  general  de 
(1)  es 

(14)  jf(jr)  =  Cxer'x  +  •  •  *  +  Cner"x  , 
donde  C\, .  .  .  ,  Cn  son  constantes  arbitrarias. 

Determinar  una  solucion  general  de 

(15)  f  -  2y”  -  5y’  +  6 y  =  0  . 

La  ecuacion  auxiliar  es 

(16)  r3  -  2 r2  -  Sr  +  6  =  0. 


^ Nota  historica:  La  notacion  P(D )  fue  introducida  por  Augustin  Cauchy  en  1827. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Por  inspeccion,  vemos  que  r  =  1  es  una  rafz.  Usamos  la  division  de  polinomios  para  obtener 
r3  -  2 r2  -  5r  +  6  =  (r  -  1  )(r2  -  r  -  6)  , 

que  se  puede  factorizar  aun  mas  como  (r  —  1  )(r  +  2)(r  —  3).  Por  lo  tanto,  las  rafces  de  la 
ecuacion  (16)  son  r,  =  1,  r2  =  —2,  r3  =  3.  Como  estas  rafces  son  reales  y  distintas,  una  so¬ 
lucion  general  de  (15)  es 

yU)  =  Cyex  +  CV_2a  +  C3e3jc  .  ■ 

Raices  complejas 

Si  a  +  i/3  (a,  ft  reales)  es  una  rafz  compleja  de  la  ecuacion  auxiliar  (6),  entonces  tambien  lo 
es  su  conjugado  complejo  a  —  ip,  pues  los  coeficientes  de  P(r)  tienen  valores  reales  (vease 
el  problema  24).  Si  aceptamos  funciones  con  valores  complejos  como  soluciones,  entonces 
tanto  g(“+'^)A  como  e^a~‘^x  son  soluciones  de  (1).  Ademas,  si  no  hay  rafces  repetidas,  enton¬ 
ces  una  solucion  general  de  (1)  esta  dada  de  nuevo  por  (14).  Para  hallar  dos  soluciones  con 
valores  reales  correspondientes  a  las  rafces  a  ±  ip,  podemos  considerar  simplemente  las 
partes  reales  e  imaginarias  de  e<ul  es  decir,  como 

(17)  eh+‘P)x  -  ecrrC0S,  px  +  {><v-'..cn  } 

entonces  dos  soluciones  linealmente  independientes  de  (1)  son 

(18)  e"*cos  fix  ,  eaxscn  px  . 

De  hecho,  al  usar  estas  soluciones  en  vez  de  e  a+^',)x  y  eUt  en  (14)  preservamos  la  indepen¬ 
dence  lineal  del  conjunto  de  n  soluciones.  Asf,  al  considerar  cada  pareja  de  rafces  conjuga- 
das  de  esta  forma,  obtenemos  una  solucion  general  de  (1)  con  valores  reales. 

Determinar  una  solucion  general  de 

(19)  ym  +  y"  +  3yr  -  5y  =  0  . 

La  ecuacion  auxiliar  es 

(20)  r1  +  r2  +  3r  -  5  =  (r  -  l)(r2  +  2 r  +  5)  =  0  , 

con  las  rafces  distintas  r,  =  1  ,r2=  —1+2 i,r3=  —  1  —  2 i.  Asf,  una  solucion  general  es 

(21)  y(x)  =  Cyex  +  2,r  +  C3e  x sen  2,v  .  ■ 


Raices  repetidas 

Si  rl  es  una  rafz  de  multiplicidad  m,  entonces  las  n  soluciones  dadas  en  (7)  ni  siquiera  son 
distintas,  mucho  menos  linealmente  independientes.  Recordemos  que  para  una  ecuacion  de 
segundo  orden,  al  tener  una  rafz  repetida  r,  de  la  ecuacion  auxiliar,  obtenfamos  dos  solucio¬ 
nes  linealmente  independientes  considerando  e'  ]X  y  xer]X.  Asf,  si  rl  es  una  rafz  de  (6)  de  mul¬ 
tiplicidad  m,  serfa  de  esperar  que  m  soluciones  linealmente  independientes  sean 

(22)  ,  xer'x  ,  x2e'V  ,  ....  'er*  . 


Para  ver  que  esto  ocurre,  observamos  que  si  rx  es  una  rafz  de  multiplicidad  in,  entonces  la 
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ecuacion  auxiliar  se  puede  escribir  en  la  forma 

(23)  an(r  -  r^(r  -  rm+1)  •••  (r  -  rn)  =  (r  -  r,)"P(r)  =  0  , 

donde  P(r)  '■=  an(r  —  rm+1)  ■  ■  ■  (r  —  r„)  y  P(r{)  A  0.  Con  esta  notacion,  tenemos  la  iden- 
tidad 

(24)  L[erx]{x)  =  en(r  ~  r, )"?{') 

[vease  (5)].  A1  hacer  r  =  rl  en  (24),  de  nuevo  vemos  que  er>xes  una  solucion  de  L[y]  =  0. 

Para  hallar  otras  soluciones,  consideramos  la  A-esima  derivada  parcial  con  respecto  de  r 
en  ambos  lados  de  (24): 

(25)  £*£[«"](*)  =  ^ [e”(r  -  r,)mP(r)]  . 


A1  derivar  el  lado  derecho  de  (25),  vemos  que  la  expresion  resultante  tendra  a  (r  —  r, )  como 
factor,  siempre  que  k  <  m  —  1 .  Asf,  al  hacer  r  =  r,  en  (25)  tenemos 

=  0  si  k  m  1  . 

t  =  r, 


(26) 


dr 


Observemos  ahora  que  la  funcion  el  x  tiene  derivadas  parciales  continuas  de  todos  los  or- 
denes  con  respecto  de  r  y  x.  Por  lo  tanto,  para  las  derivadas  parciales  cruzadas  de  erx,  no  hay 
diferencia  si  la  derivacion  se  hace  primero  con  respecto  de  x  y  luego  con  respecto  de  r  o  vi- 
ceversa.  Como  L  implica  derivadas  con  respecto  de  x,  podemos  intercambiar  el  orden  de  deri- 
vacion  en  (26)  para  obtener 


r)k 

L 

;=/j  _ 

U)  =  o  . 


Asf, 


(27) 


dr 


xker'x 


sera  una  solucion  de  (1)  para  k  =  0,  1,  .  .  .  ,  m  —  1.  Asf,  tenemos  m  soluciones  distintas  de 
(1),  debidas  a  la  rafz  r  =  rx  de  multiplicidad  m,  dadas  por  (22).  Dejaremos  como  ejercicio 
mostrar  que  las  m  funciones  en  (22)  son  linealmente  independientes  en  (— oo,  oo)  —vease  el 
problema  25  — . 

Si  a  +  i/3  es  una  rafz  compleja  repetida  de  multiplicidad  m,  entonces  podemos  reempla- 
zar  las  2m  funciones  con  valores  complejos 

Xgta-H0)x  Xm^lg(a+i$x 

e(a-lp).<  (d-/p) x  xm~lJa-ip)x 

por  las  2m  funciones  linealmente  independientes  con  valores  reales 

e“p*cos  fix  ,  xea*eo$f}x  ,  ....  x'K~]eaxcos  fix  , 

eaxs,enf3x,  xeaxiwn0x  ,  ...,  . 

Usamos  los  resultados  de  los  tres  casos  analizados  anteriormente  para  obtener  un  con- 
junto  de  n  soluciones  linealmente  independientes  que  producen  una  solucion  general  de  (1) 
con  valores  reales. 
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EJEMPLO  3  Determinar  una  solution  general  de 

(29)  -  3y"  +  5/  -  2y  -  0  . 
solucion  La  ecuacion  auxiliar  es 

/-4  -  r3  -  3 r1  +  5r  -  2  =  (r  -  l)3(r  +  2)  =  0  , 

con  las  rafces  r,  =  1  ,r2=  1,  r3  =  1,  r4  =  —2.  Como  la  rafz  en  1  tiene  multiplicidad  3,  una 
solution  general  es 

(30)  y(x)  =  Cjex  +  C2xes  -f  C3.vV  +  C4e~2x  .  m 


EJEMPLO  4  Determinar  una  solution  general  de 

(31)  y(4)  -  8v(3)  +  26y"  ~  40/  +  25y  =  0  , 
cuya  ecuacion  auxiliar  se  puede  factorizar  como 

(32)  r4  -  8 r3  +  26 r2  -  40 r  +  25  =  { r 1  ~  4 r  +  5f  =  0  . 

SOLUCION  La  ecuacion  auxiliar  (32)  tiene  rafces  complejas  repetidas:  r3  =  2  +  i,  r2  =  2  +  i,  r3  =  2  —  i 
y  r4  =  2  —  i.  Por  tanto,  una  solution  general  es 

y(j;)  =  C1e2jreosjc  +  C2xe2x  cos  x  +  C3e2rsenjt  +  C^e^senj;  ,  ■ 


En  los  problemas  1  a  14,  determine  una  solucion  general 
para  la  ecuacion  diferencial  con  x  como  variable  inde- 
pendiente. 

1.  y'"  +  2 y"  -  8/  =  0  . 

2.  y'"  -  3 y"  -  /  -I  3y  =  0  , 

3.  6z’"  +  Iz"  -  z'  ~  2z=0  . 

4.  ym  +  2 y"  -  19/  -  20y  =  0  . 

5.  y"'  +  3y"  +  28/  +  26y  =  0  . 

6.  ym  -  y"  +  2y  -  0  . 

7.  2 y"'  -  y"  -  10/  -  ly  ■=  0  . 

8.  /"  +  5/  -  13/  +  ly  -  0  . 

9.  u"'  -  9m"  +  27m'  -  27m  =  0  . 

10.  ym  +  3y’f  -  4/  -  6y  =  0  . 

11.  yW  +  4 /"  4-  by"  +  4/  +  y  =  0  . 

12.  /"  +  5 y"  +  3/  -  9y  =  0  . 

13.  +  4 y"  +  4y  =  0  . 

14  yW  +  2 y'"  +  10 y"  +  18y'  +  9y  =  0  . 

\Sugerencia :  y(x)  =  sen  3x  es  una  solucion]. 


En  los  problemas  15  a  18,  determine  una  solucion  gene¬ 
ral  para  la  ecuacion  homogenea  dada. 

15.  (D  -  1}2(D  4-  3)(D2  +  2D  +  5)/y]  -  0  . 

16.  (D  +  l)2(D  -  6 f{D  +  5)(D2  +  ])■ 

(■ D 2  +  4 )[y]  =  0  . 

17.  (D  +  4 )(D  -  3)(D  +  2)3(D2  +  4D  +  5)2- 

=  0  , 

18.  (D  -  l)3(D  -  2){D2  +  D  +  l)* 

(D2  +  6 D  +  10)3[y]  =  0  . 

En  los  problemas  19  a  21,  resuelva  el  problema  con  va- 
lores  iniciales  dado. 

19.  ym  -  /  -  4/  +•  4y  -  0  ; 

y(0)  =  “4,  /{0)»-l.  /(0)  =  -19. 

20.  y"'  +  ly"  +  14y'  +  8y  =  0  ; 

y(0)  =  l,  /(0)=-3,  y"(0)  =  13  . 
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21.  y’"  -  4y"  ■+-  7y‘  —  6y  =  0  ; 

y(0)  =  1  ,  /(O)  =  0  .  /( 0)  =  0  . 


En  los  problemas  22  y  23,  determine  una  solution  gene-  g  27 
ral  para  el  sistema  lineal  dado  usando  el  metodo  de  eli¬ 
mination  de  la  section  5.3. 

d2x 

22.  -  x  +  5y  =  0  , 

dr 


d'y 

2x  4 - +  2y  =  0  . 

dr 

d3x  dv 

23.  — - —  x  + - H  v  =  0  , 

dt3  dt 


dx 

dt 


—  x  +  y  =  0  , 


(c)  Continuando  a  la  manera  de  (b),  justifique  que 
todos  los  coeficientes  C{,  C2, . . .  ,Cn  se anulan  y 
por  tan  to  er'x,  er2X, .  .  . ,  er"x  son  linealmente  inde- 
pendientes  en  (—00,  00). 

Determine  una  solucion  general  de 

y(4)  +  2>"  -  3y"  -  v'  +  p  =  0 

usando  el  metodo  de  Newton  (apendice  A)  o  algun 
otro  procedimiento  numerico  para  aproximar  las  raf- 
ces  de  la  ecuacion  auxiliar. 

Determine  una  solucion  general  de  /"  —  3y'  —  y  =  0 
usando  el  metodo  de  Newton  o  algun  otro  procedi¬ 
miento  numerico  para  aproximar  las  raices  de  la  ecua¬ 
cion  auxiliar. 

Determine  una  solucion  general  de 


24.  Sea  P(r)  =  anrn  +  •  •  •  +  apr  +  a0  un  polinomio 
con  coeficientes  reales  a,„  .  .  .  ,  a0.  Demuestre  que 
si  r{  es  un  cero  de  P(r),  entonces  tambien  lo  es  su 
conjugado  complejo  r  x.  [Sugerencia:  Muestre  que 
P{r)  =  P(r  ),  donde  la  barra  denota  la  conjugacion 
compleja], 

25.  Muestre  que  las  m  funciones  erx,  xerx ,  .  .  .  ,  xm~1erx 
son  linealmente  independientes  en  (—00,  00).  [Suge- 
rencia:  Muestre  que  estas  funciones  son  linealmente 
independientes  si  y  solo  si  1,  x, ... ,  xm~l  son  lineal¬ 
mente  independientes] . 

26.  Como  demostracion  alternativa  de  que  las  funciones 
er,x,  erP, .  .  .  ,  er,tX  son  linealmente  independientes  en 
(—00,  00)  cuando  r^,r2, ...  ,rn  son  distintas,  supon- 
ga  que 

(33)  C]er,x  +  C2eV  +  ■■■  +  CnerP  =  0 

se  cumple  para  toda  x  en  (—00,  00)  y  proceda  como 

sigue: 

(a)  Como  las  r,  son  distintas,  podemos  (en  caso  ne- 
cesario)  renombrarlas  de  modo  que 

D  >  r2>  ■  ■  ■  >  rn  . 

Divida  la  ecuacion  (33)  entre  er'x  para  obtener 
er'-x  ev 

C,  +  %n_-+  ■■■  I-  Cje,.  ,  0  . 

Haga  x  — »  +00  en  el  lado  izquierdo  para  obtener 
C,  =0. 

(b)  Como  C|  =  0,  la  ecuacion  (33)  se  convierte  en 
C2erP  +  C3erP  +  ■  ■  ■  +  C„erP  =  0 

para  todax  en  ( —00, 00).  Divida  esta  ecuacion  en¬ 
tre  erP  y  haga  x  -»  +00  para  concluir  que  C2  =  0. 


+  2y(3)  +  Ay"  +  3y'  +  2y  =  0 

usando  el  metodo  de  Newton  para  aproximar  de  mane¬ 
ra  numerica  las  raices  de  la  ecuacion  auxiliar.  [Suge- 
rencia:  Para  hallar  las  raices  complejas,  use  la  formula 
recursiva  de  Newton  zn+l  =  z„  —  f(zn)/f'{z„)  e  inicie 
con  una  estimacion  inicial  compleja  z0]- 

30.  (a)  Deduzca  la  forma 

y(x )  =  Axe?  +  A2e~x  +  A3cos  x  +  A4sen  x 

para  la  solucion  general  de  la  ecuacion  y(4)  =  y, 
a  partir  de  la  observacion  de  que  las  raices  cuar- 
tas  de  la  unidad  son  1 ,  —  1 ,  i  y  —  i. 

(b)  Deduzca  la  forma 

y(jt)  =  A]ex  +  AjfA^cos  j  V3jt/2) 

+  A3e  A?/2sen  (V3x/2) 

para  la  solucion  general  de  la  ecuacion  y(3)  =  y, 
observando  que  las  raices  cubicas  de  la  unidad 

son  1,  e/27r/3  y  e~i2n/3. 

31.  Ecuaciones  de  Cauchy-Euler  de  orden  superior. 

Una  ecuacion  diferencial  que  se  puede  expresar  de  la 
forma 

aXy(n)(x)  +  an_lxn-ly^-l\x)  +  •  •  ■  +  a0y{x )  =  0  , 
donde  an,  a„_j ,  .  .  .  ,  a0  son  constantes,  es  una  ecua¬ 
cion  homogenea  de  Cauchy-Euler.  (El  caso  de  segun- 
do  orden  se  analiza  en  las  secciones  4.5  y  8.5).  Use  la 
sustitucion  y  =  x1  para  determinar  un  conjunto  funda¬ 
mental  de  soluciones  para  las  siguientes  ecuaciones  de 
Cauchy-Euler: 
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(a)  x3y"'  +  x2y "  —  2xy'  +  2y  =  0  ,  x  >  0  . 

(b)  JtV4j  +  6x3yr”  +  2 x2y"  -  Axy’  +  4y  =  0  , 
x  >  0  . 

(c)  x3y"'  -  2 x2y"  +  13 xy'  -  I3y  =  0  , 

x  >  0  . 

[Sugerencia:  xaHp  =  e{a+il3)]nx 

—  x“{cos(/3  In  x)  +  i  sen(/3  In  x)}]. 

32.  Sea  y(x)  =  Cerx,  donde  C  ( i~-  0)  y  r  son  numeros  rea¬ 
les,  una  solucion  de  una  ecuacion  diferencial.  Suponga 
que  no  podemos  determinar  a  r  con  exactitud  sino  que 
solo  se  puede  aproximar  mediante  r  y  y(x)  '■=  Cerx 
y  considere  el  error  |y(x)  —  y(x)|. 

(a)  Si  r  y  r  son  positivas,  r  =E  r,  muestre  que  el 
error  crece  en  forma  exponencial  cuando  x  tien- 
de  a  +  oo. 

(b)  Si  r  y  r  son  negativas,  r  ?■  muestre  que  el  error 
tiende  a  cero  de  rnanera  exponencial  cuando  x 
tiende  a  +  oo. 


33.  En  una  superficie  suave  horizontal,  una  masa  de  mt 
kg  esta  unida  a  una  pared  fija  mediante  un  resorte 
con  constante  de  resorte  k\  N/m.  Otra  masa  de  m2  kg 
esta  unida  al  primer  objeto  mediante  un  resorte  con 
constante  de  resorte  k2  N/m.  Los  objetos  estan  ali- 
neados  en  forma  horizontal  de  modo  que  los  resortes 
tienen  sus  longitudes  naturales.  Como  mostramos  en 
la  section  5.5,  este  sistema  acoplado  masa-resorte 
queda  descrito  mediante  el  sistema  de  ecuaciones  di¬ 
ferenciales 


d*x 

(34)  tnx +  ikl  +  fcjjx  -  A'2y  =  0  , 

d2y 

(35)  m2 — x  “  k2x  +  k2y  =  0  . 

dr 


Supongamos  que  =  m2  =  1,  k\  =  3  y  k2  =  2. 
Si  ambos  objetos  se  desplazan  1  m  hacia  la  derecha 
de  sus  posiciones  de  equilibrio  (vease  la  figura  5.18, 
pagina  287)  y  luego  se  liberan,  determine  las  ecua¬ 
ciones  de  movimiento  para  los  objetos  corno  sigue: 

(a)  Muestre  que  x(t)  satisface  la  ecuacion 

(3b)  x(4}(<)  +  lx"{t)  +  6x(f)  =  0  . 

(b)  Determine  una  solucion  general  x{t)  de  (36). 

(c)  Sustituya  x{t)  de  nuevo  en  (34)  para  obtener  una 
solucion  general  de  y{t). 

(d)  Use  las  condiciones  iniciales  para  determinar  las 
soluciones,  x{t)  y  y{t),  que  son  las  ecuaciones  de 
movimiento. 

34.  Suponga  que  los  dos  resortes  en  el  sistema  acoplado 
masa-resorte  analizado  en  el  problema  33  se  inter- 
cambian,  de  modo  que  los  nuevos  datos  son  m{  = 
m2=  1,  kj  =  2  y  k2  =  3.  Si  ambos  objetos  se  despla¬ 
zan  ahora  1  m  a  la  derecha  de  sus  posiciones  de 
equilibrio  y  luego  se  liberan,  determine  las  ecuacio¬ 
nes  de  movimiento  de  los  dos  objetos. 

35.  Viga  vibrante.  Al  estudiar  las  vibraciones  trans- 
versales  de  una  viga  se  encuentra  la  ecuacion  homo- 
genea 

d4y 

EI  -  -  -  kv  =  0  , 
dx4 

donde  v(x)  esta  relacionada  con  el  desplazamiento  de 
la  viga  en  la  posicion  x,  la  constante  E  es  el  modulo 
de  Young,  /  es  el  momenta  de  inercia  del  area  y  k  es  un 
parametro.  Suponga  que  E,  I  y  k  son  constantes  positi¬ 
vas  y  halle  una  solucion  general  en  terminos  de  senos, 
cosenos,  senos  hiperbolicos  y  cosenos  hiperbolicos. 


6.3  COEFICIENTES  IN  DETERM  IN  ADOS 
Y  EL  METODO  DEL  ANULADOR 

En  las  secciones  4.4  y  4.5  dominamos  un  sencillo  metodo  para  obtener  una  solucion  particu¬ 
lar  de  una  ecuacion  lineal  no  homogenea  de  segundo  orden  con  coeficientes  constantes 

(1)  L[y]  =  ( aD 2  +  bD  +  c)[y]  =  f{x)  , 

cuando  la  no  homogeneidad/(x)  tern'a  una  forma  particular  (a  saber,  un  producto  de  un  poli- 
nomio,  una  exponencial  o  un  sinusoide).  En  un  sentido  grueso,  nos  motivo  la  observacion  de 
que  si  una  funcion/de  este  tipo  habfa  surgido  al  operar  y  con  un  operador  L  de  la  forma  (aD2 
+  bD  +  c),  entonces  deberfamos  haber  partido  de  una  y  del  mismo  tipo.  Asf,  resolvimos  (1) 
postulando  una  forma  de  solucion  yp  que  recordaba  a  /,  pero  con  coeficientes  indetermina- 
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EJEMPLO  1 

SOLUCION 


dos,  e  insertamos  esta  forma  en  la  ecuacion  para  determinar  los  valores  de  estos  coeficientes. 
Tambien  observamos  que  habfa  que  ajustar  algunos  detalles  cuando/fuese  solucion  de  la 
ecuacion  homogenea  L[y\  =  0. 

En  esta  seccion  volveremos  a  examinar  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  desde 
otro  punto  de  vista  mas  riguroso,  en  parte  con  el  objetivo  de  atar  los  cabos  sueltos  de  nuestra 
exposition  anterior  y,  lo  que  es  mas  importante,  para  extender  el  metodo  a  ecuaciones  de  or- 
den  superior  (con  coeficientes  constantes).  Primero  describiremos  el  nuevo  punto  de  vista 
que  adoptaremos  para  nuestro  analisis.  Luego  ilustraremos  sus  implicaciones  y  por  ultimo 
deduciremos  un  conjunto  pequeno  de  reglas  para  implantarlo,  reglas  que  justifican  y  extien- 
den  los  procedimientos  de  la  seccion  4.4.  El  enfoque  riguroso  se  conoce  como  el  metodo  del 
anulador. 

La  primera  premisa  del  metodo  del  anulador  es  la  observation,  surgida  del  analisis  de  la 
seccion  anterior,  de  que  todos  los  “tipos  adecuados”  de  no  homogeneidades/(x)  —  productos 
de  polinomios  por  exponenciales  por  sinusoides—  son  a  su  vez  soluciones  de  ecuaciones 
diferenciales  homogeneas  con  coeficientes  constantes.  Observe  lo  siguiente: 


(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 


Cualquier  termino  no  homogeneo  de  la  forma /(x)  =  erx  satisface  ( D  —  r)[f]  =  0. 
Cualquier  termino  no  homogeneo  de  la  forma /(x)  =  xVA  satisface  (D  —  r )"'[/]  = 
0  para  k  =  0, 1, . .  . ,  m  —  1. 

Cualquier  termino  no  homogeneo  de  la  forma  fix)  =  cos  fix  o  sen  fix  satisface  (D: 

+  b2m  =  o. 

Cualquier  termino  no  homogeneo  de  la  forma  fix)  =  cos  fix  o  xk  e “*  sen  fix 
satisface  [(£>  —  a)2  +  fi2]m\f  =  0  para  k  =  0,  1, .  .  .  ,  m  —  1. 


En  otras  palabras,  cada  una  de  estas  no  homogeneidades  es  anulada  por  un  operador  diferen- 
cial  con  coeficientes  constantes. 


ANULADOR 


Definicion  3.  Un  operador  diferencial  lineal  A  anula  a  una  funcion/si 
(2)  A\f\(x)  =  0  , 

para  toda  x.  Es  decir.  A  anula  a/si/es  una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial  lineal 
homogenea  (2)  en  (—  oo,  oo). 


Determinar  un  operador  diferencial  que  anule  a 
(3)  6xe~4x  +  5e*sen2x  . 

Considere  las  dos  funciones  cuya  suma  aparece  en  (3).  Observe  que  ( D  +  4)2  anula  a  la  fun- 
cion/!  (x)  =  6xe~4\  Ademas,/2(x)  =  5eA  sen  2x  es  anulada  por  el  operador  {D  —  1  )2  +  4.  Por 
lo  tanto,  la  composicion  de  operadores 

A:=  {D  +  4)2[  (D  -  l)2  +  4]  , 

que  es  igual  al  operador 

[(£>  -  l)2  +  4](£>  +  4)2  , 

anula  afi  y/2.  Pero  entonces,  por  linealidad,  A  tambien  anula  a  la  suma/!  +  f2.  ■ 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Ahora  mostraremos  la  forma  de  usar  los  anuladores  para  determinar  soluciones  particu- 
lares  de  ciertas  ecuaciones  no  homogeneas.  Considere  la  ecuacion  diferencial  de  orden  n  con 
coeficientes  constantes 

(4)  any(n\x)  +  +  •••  +  a0y(x)  =  f(x)  , 

que  se  puede  escribir  en  la  forma  de  operador 

(5)  L[y](x)  =  f(x)  , 
donde 

L  =  anD"  +  an  _ ! Dn  1  +  ■  •  ■  +  aq  . 

Suponga  que  A  es  un  operador  diferencial  lineal  con  coeficientes  constantes  que  anula  a/(jc). 
Entonces 

A[LM]M  =  a [/](*)  =  o  , 

de  modo  que  toda  solucion  de  (5)  tambien  es  solucion  de  la  ecuacion  homogenea 

(6)  AL[y](.x)  =  0  , 

que  implica  la  composicion  de  los  operadores  Ay  L.  Pero  (6)  tiene  coeficientes  constantes,  y 
jsomos  expertos  en  las  ecuaciones  diferenciales  con  coeficientes  constantes!  En  particular, 
podemos  usar  los  metodos  de  la  seccion  6.2  para  escribir  una  solucion  general  de  (6).  De 
esto  podemos  deducir  la  forma  de  una  solucion  particular  de  (5).  Veamos  algunos  ejemplos  y 
luego  resumiremos  nuestros  hallazgos.  La  ecuacion  diferencial  del  siguiente  ejemplo  es  de 
segundo  orden,  de  modo  que  podremos  ver  con  precision  la  relation  del  metodo  del  anulador 
con  las  tecnicas  de  las  secciones  4.4  y  4.5. 


Determinar  una  solucion  general  de 

(7)  y"  —  y  =  xex  +  sen  x  . 

Primero  resolvemos  esto  por  los  metodos  de  las  secciones  4.4  y  4.5  y  asf  adquirir  una 
perspectiva  para  el  metodo  del  anulador.  La  ecuacion  homogenea  correspondiente  a  (7)  es 
y"  —  y  =  0,  con  la  solucion  general  Cxe~x  +  C2ex.  Como  ex  es  una  solucion  de  la  ecuacion 
homogenea,  la  no  homogeneidad  xex  pide  una  forma  de  solucion  x(C3  +  C4x)ex.  Para  aco- 
modar  la  no  homogeneidad  sen  x,  necesitamos  una  forma  de  coeficientes  indeterminados 
C5  sen  x  +  C6  cos  x.  Los  valores  C-s  hasta  C6  en  la  solucion  particular  se  determinan  mediante 
una  sustitucion: 

y'p  —  yp  =  [C3xer  +  C4xzex  +  C5  senx  +  C6cosx]" 

—  [  Cjxe*  +  C4.r2ex  +  C5  sen  x  +  Cg  cos  x]  =  sen  x  +  xex  , 

lo  que  conduce  a  la  conclusion  C3  =  —1/4 ,C4=  1  /4,  C5  =  —  1  /2,  y  C6  =  0.  Asf  (para  refe- 
rencia  posterior),  una  solucion  general  de  (7)  es 

(8)  y{x)  =  Cie-*  +  C2ex  +  +  \^je'x  ~  \ sen  x- 

Para  el  metodo  del  anulador,  observe  que  (D2  +  1 )  anula  a  sen  x  y  (D  —  1  )2  anula  a  xex. 
Por  tanto,  cualquier  solucion  de  (7),  expresada  por  conveniencia  en  forma  de  operador  como 
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( D 2  —  1  )[_y]  =  xex  +  sen  x,  es  anulada  por  la  composicion  ( D 2  +  1)(£>  —  1  )2(D2  —  1);  es 
decir,  satisface  la  ecuacion  homogenea  con  coeficientes  constantes 

(9)  (D2  +  1)(D  -  1  f{D2  -  l)[y]  ={D+  1  )(D  -  1  )3(D2  +  l)[y]  =  0  . 

De  la  seccion  6.2  obtenemos  que  la  solucion  general  a  (9)  esta  dada  por 

(10)  y  =  Cxe~x  +  C2 ex  +  +  C4x2et  +  C5  senx  +  C6  cosx  . 

Esta  es  precisamente  la  forma  de  solucion  generada  mediante  los  metodos  del  capitulo  4; 
los  dos  primeros  terminos  son  la  solucion  general  de  la  ecuacion  homogenea  asociada  y  los 
restantes  cuatro  terminos  expresan  la  solucion  particular  de  la  ecuacion  no  homogenea  con 
coeficientes  indeterminados.  A1  sustituir  (10)  en  (7)  obtendremos  los  valores  ya  citados  de 
C 3  hasta  Cfi,  y  valores  indeterminados  para  C'\  y  C2,  quedando  estos  disponibles  para  satis- 
facer  las  condiciones  iniciales. 

Observe  que  el  metodo  del  anulador  reconoce  de  inmediato  el  hecho  de  que  la  no  ho- 
mogeneidad  xex  requiere  la  forma  Cpcex  +  C4X2ex  en  la  solucion  particular,  contando  el  total 
defactores  de  (D  —  1)  en  el  anulador  y  el  operador  diferencial  original,  m 

Usar  el  metodo  del  anulador  para  determinar  una  solucion  general  de 

(11)  /"  -  3 /'  +  4 y  =  xe2x  . 

La  ecuacion  homogenea  asociada  toma  la  forma  operacional 

(12)  (D3  -  3D2  +  4)[y]  =  (D  +  l)(/>  -  2)2[y]  =  0  . 

La  no  homogeneidad  xe2x  es  anulada  por  (I)  —  2)2.  Por  tanto,  toda  solucion  de  (1 1)  satisface 
tambien 

(13)  {D  -  2 )2{D3  -  3D 2  +  4)[y]  =  (D  +  l)(D  -  2)4[y]  =  0  . 

Una  solucion  general  de  (13)  es 

(14)  y(x)  =  Cxe~x  +  C 2etc  +  Cpce2x  +  C4x2e'b:  +  C5x3e2jc  . 

A1  comparar  con  (12)  se  tiene  que  los  primeros  tres  terminos  de  (14)  dan  una  solucion  ge¬ 
neral  para  la  ecuacion  homogenea  asociada  y  los  dos  ultimos  terminos  constituyen  una 
forma  de  solucion  particular  con  coeficientes  indeterminados.  Una  sustitucion  directa  revela 
que  C*4  —  —  1  /18  y  C5  =  1/18,  de  modo  que  una  solucion  general  de  (1 1)  es 

y(x)  =  Cxe~x  +  Qe2*  +  Cpcelx  -  ,'x2e2x  +  ^xx3e2x  .  m 

lo  1 0 

Asf,  el  metodo  del  anulador  justifica  rigurosamente  el  metodo  de  coeficientes  indetermi¬ 
nados  de  la  seccion  4.4.  Tambien  nos  dice  como  extender  ese  procedimiento  a  ecuaciones  de 
orden  superior  con  coeficientes  constantes.  Observe  que  no  hay  necesidad  de  implantar  di- 
rectamente  el  metodo  del  anulador;  solo  hay  que  introducir  las  modificaciones  siguientes  al 
metodo  de  coeficientes  indeterminados. 
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METODO  DE  COEFICIENTES  IN  DETERM  IN  ADOS 


Para  determinar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  diferencial  con  coeficientes 
constantes  L\y\  =  Cx"lerx ,  use  la  forma 

(15)  yp{x)  =  xs[Am^  +  •••  +  Ape  +  A0\erx  , 

con  s  =  0  si  r  no  es  una  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada;  en  caso  contrario,  haga 
^  igual  a  la  multiplicidad  de  esta  rafz. 

Para  determinar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  diferencial  con  coefi¬ 
cientes  constantes  L[y\  =  Cxmeax  cos  f3x  o  L[v]  =  Cxmeax  sen  /3x,  use  la  forma 

(16)  yp{x)  =  xs[Amxm  A  ■■■  A  Atx  A  AQ]eax  cos  (3x 

A  xs[_B,„  x'n  A  ■■■  A  Bxx  A  B0\eax  sen  fix  , 

con  s  =  0  si  a  A  i(3  no  es  una  rafz  de  la  ecuacion  auxiliar  asociada;  en  caso  con¬ 
trario,  haga  s  igual  a  la  multiplicidad  de  esta  rafz. 


EJ  E  RCICIOS 


6.3 


En  los  problemas  1  a  4,  use  el  metodo  de  coeficientes  in- 
determinados  para  determinar  la  forma  de  una  solucion 
particular  para  la  ecuacion  dada. 

1.  y'"  -  2 y"  -  5/  +  6 y  =  ex  A  x2  . 

2.  ym  A  y"  -  5/  +  3y  =  c_jr  +  sen*  . 

3.  y'"  A  3y"  -  4y  -  tT2*  . 

4.  y'"  A  /  -  2 y  =  xe*  A  1  . 

En  los  problemas  5  a  10,  determine  una  solucion  general 
de  la  ecuacion  dada. 


5. 

ym 

- 

2y" 

-  5v' 

11 

‘O 

+ 

Ax2  . 

6. 

y"' 

+ 

y"  - 

-  5y'  +  3y  =  e  x 

+  sen  x  . 

7. 

y'" 

+ 

ly" 

-  4y  = 

=  (’-2t . 

8. 

ym 

+ 

y"  - 

-  2.V  = 

xex  A  1  . 

9. 

V* 

- 

By" 

+  3/ 

| 

II 

Hi 

1* 

10. 

y" 

+ 

4y” 

+  /  - 

-  26v  =  e 

3xsen  2x  +  x 

15.  r>2j:  -  6ex  .  16.  x2  -  £■*  . 

17.  .i.  rV'_  rsen  2*  .  18.  xe3xcos  5.r  . 

19.  xe2x  A  *e~5xsen  3x  .  20.  x2ex  -  x  sen  4x  A  x3  . 

En  los  problemas  21  a  30,  use  el  metodo  del  anulador 
para  determinar  la  forma  de  una  solucion  particular  pa¬ 
ra  la  ecuacion  dada. 

21.  u"  —  5u'  A  6m  =  cos  2x  +  1  . 

22.  y"  A  6/  +  8y  =  e3v  —  sett*  . 

23.  y”  -  5/  A  6 v  =  e3*  -  *2  . 

24.  6"  -  6  =  xex  . 

25.  y"  —  6y'  +  9y  =  sen  2x  A  x  . 

26.  y"  +  2 y'  Ay-  —  x 2  —  x  +  1  . 

27.  y"  +  2y'  +  2y  =  e-xcosx  +  x2  . 

28.  y”  -  6y'  A  10y  -  e3jf  -  *  . 

29.  tm  -  2z"  +  z'  =  x  ~  ex  . 

30.  y'"  A  2 y"  -  y'  -  2y  =  ex  -  1  . 


En  los  problemas  11a  20,  determine  un  operador  dife-  En  los  problemas  31  a  33,  resuelva  el  problema  con  va- 
rencial  que  anule  a  lafuncion  dada.  lores  iniciales  dado. 


11.  x4  -  x2  A  1 1  . 

13.  <r 


12.  3x2  —  <3x  A  [  . 

14.  . 


31.  y"'  +  2y"  -  9y'  -  18y  =  -  I8x2  -  18*  +  22  ; 

>(0)  =  -2  ,  y(0)  =  -8  ,  v" (0)  =  -12 


lx 
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32.  v'"  -  2 y"  +  5/  =  ~24eix  ; 

,v(0)  —  4  ,  /(O)  =  -l,  y"(0)  =  —5 

33.  /"  -  2 y"  -  3y'  +  iOy 

=  34xe-lx  -  \6e~2x  -  I  Ox 2  +  6x  +  34  ; 
y(0)  =  3  .  /(a)  =  0  ,  y"(0)  =  0  . 


En  los  problemas  38  y  39,  use  el  metodo  de  eliminacion 
de  la  seccion  5.2  para  hallar  una  solucion  general  del 
sistema  dado. 


Use  el  metodo  del  anulador 

para 

mostrar  que  si 

dx  dy 

a0  ^  0  en  la  ecuacion  (4)  y  fix)  tiene  la  forma 

di  dt 

(17)  fix)  =  b^m  +  bm_^-{ 

+  •  • 

•  +  b\X  +  b0 

39.  4  -  -t 

dt 2 

entonces 

yp(x)  =  B +  Bm^xrn- 

1  +  • 

•  •  +  B[X  +  Bq 

d2y 
x  +  -y 

dt2 

es  la  forma  de  una  solucion  particular  de  la  ecua¬ 
cion  (4). 

35.  Use  el  metodo  del  anulador  para  mostrar  que  si 
a0  =  0  y  a  i  ¥=  0  en  (4)  y  fix)  tiene  la  forma  dada  en 
(17),  entonces  la  ecuacion  (4)  tiene  una  solucion 
particular  de  la  forma 

yp(x)  =  x{B„X'  +  Sm-i*"1-1  +  •  •  ■  +  B{x  +  B0}  . 


40.  Las  corrientes  en  la  red  electrica  de  la  figura  6. 1  sa- 
tisfacen  el  sistema 

\l\  +  6415  =  -2  sen^  , 

+  n  -  m  =  0  , 

=  h  +  h  . 


36.  Use  el  metodo  del  anulador  para  mostrar  que  si  fix) 
en  (4)  tiene  la  forma  fix)  =  Beax,  entonces  la  ecua¬ 
cion  (4)  tiene  una  solucion  particular  de  la  forma 
yp(x)  =  XsBeax,  donde  s  se  elige  como  el  menor  ente- 
ro  no  negativo  tal  que  xseax  no  sea  solucion  de  la 
ecuacion  homogenea  correspondiente. 


donde  /, ,  /2  e  /3  son  las  corrientes  que  circulan  por 
varias  ramas  de  la  red.  Use  el  metodo  de  eliminacion 
de  la  seccion  5.2  para  determinar  las  corrientes,  si  en 
un  principio  /,  (0)  =  /2( 0)  =  /3( 0)  =  0,  7J(0)  = 
73/12, 1’2( 0)  =  3/4  e  I’fiO)  =  16/3. 


37.  Use  el  metodo  del  anulador  para  mostrar  que  si  fix) 
en  (4)  tiene  la  forma 

fix)  =  a  cos  f3x  +  b  sen  fix  , 

entonces  la  ecuacion  (4)  tiene  una  solucion  particu¬ 
lar  de  la  forma 

(23)  yp(  x)  =  cos  fix  +  B  sen  fix}  , 

donde  s  se  elige  como  el  menor  entero  no  negativo 
tal  que  x'cos  fix  y  x'sen  fix  no  sean  soluciones  de  la 
ecuacion  homogenea  correspondiente. 


48  cos(t/24) 
volts 


9  farads  64  farads 


Figura  6.1  Una  red  electrica 
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6.4  METODO  DE  VARI ACION  DE  PARAMETROS 

En  la  seccion  anterior  analizamos  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  y  el  metodo  del  anu- 
lador.  Estos  metodos  solo  sirven  para  ecuaciones  lineales  con  coeficientes  constantes  y  cuando  el 
termino  no  homogeneo  es  una  solucion  de  alguna  ecuacion  lineal  homogenea  con  coeficientes 
constantes.  En  esta  seccion  mostraremos  que  el  metodo  de  variacion  de  parametros  analizado 
en  la  seccion  4.6  se  puede  generalizar  a  ecuaciones  lineales  de  orden  superior  con  coeficientes 
variables. 

Nuestro  objetivo  es  determinar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  en  forma 
canonica 


(1)  4>-](4'fe  g[x) , 

donde  L[y]  :=  yW  +  P\y^n~ ^  +  ■  ■  ■  +  pny  y  las  funciones  coeficiente  ph  .  .  .  ,pn,  asr  como 
g,  son  continuas  en  (a,  b).  El  metodo  por  describir  exige  que  conozcamos  un  conjunto  fun¬ 
damental  de  soluciones  {y1; .  .  .  ,  y„ }  de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente 

(2)  L[y]{x)  =  0. 

Asi,  una  solucion  general  de  (2)  es 


(3)  yh{x)  =  C,y,(x)  +  **•  +  C,,y;, i.t)  , 

donde  Ci, ...  ,Cn  son  constantes  arbitrarias.  En  el  metodo  de  variacion  de  parametros,  supo- 
nemos  que  existe  una  solucion  particular  de  (1)  de  la  forma 

(4)  yp{ x)  =  rj(x>i(x)  +  •  *  ■  +  ujrkW 

y  tratamos  de  determinar  las  funciones  iq, .  . . ,  vn. 

Tenemos  n  funciones  incognitas,  de  modo  que  necesitamos  n  condiciones  (ecuaciones) 
para  determinarlas.  Obtenemos  estas  condiciones  de  la  manera  siguiente.  A1  derivar  yp  en  (4) 
tenemos 


(5)  y'p  =  +  •■•  +  v„y;J  +  fu^y,  +  •••  +  t y„y„)  . 

Para  evitar  la  aparicion  de  segundas  derivadas  de  las  incognitas  iq, .  .  .  ,  vn  en  la  formula  pa¬ 
ra  y'p,  imponemos  la  condicion 


v'iyi  +  ■  ■  ■  +  v'ny„  =  0  . 

De  manera  similar,  al  calcular  y"„  y'p,  .  .  .  ,  yj"  1  ^ ,  imponemos  («  —  2)  condiciones  adiciona- 
les  que  implican  a  v[, . . . ,  v'p,  a  saber. 


ujy',  +  +  v'„y'„ 


A  ;  {n  2)  | 

o, . . . ,  v,y,  + 


Ky["'  '2)  =  o  . 


Por  ultimo,  la  «-esima  condicion  que  imponemos  es  que  yp  satisfaga  la  ecuacion  dada  (1). 
Usamos  las  condiciones  anteriores  y  el  hecho  de  que y\, ...  ,yn  sean  soluciones  de  la  ecua¬ 
cion  homogenea  para  reducir  L[yp ]  =  g  a 


r  (rt  —  1)  , 

Vl.Vl  + 


.  r  (n- 1) 

+  v„y„  =  g 


(6) 
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(vease  el  problema  12).  Por  tanto,  buscamos  n  funciones  v\,  .  .  .  ,  v'n  que  satisfagan  el  sis- 


tema 

>1^  +  *  *  • 

+  y»K  =  o  , 

(7) 

jrM  +  •  •  ■ 

+  y{;-2]<  =  o  , 

y(r\+ 

+  =  g  . 

Una  condicion  suficiente  para  la  existencia  de  una  solucion  al  sistema  (7)  para  x  en 
(a,  b)  es  que  el  determinante  de  la  matriz  formada  por  los  coeficientes  de  v\,  .  .  .  ,  v'n  sea 
distinta  de  cero  para  toda  x  en  (a,  b).  Pero  este  determinante  es  precisamente  el  wrons- 


kiano: 

>1 

■  •  yn 

(8) 

.. 

ii 

■'C 

s 

y'r"  ■ 

■■  jL-11 

que  nunca  se  anula  en  ( a ,  b),  pues  {  v | ,  .  .  .  ,  v„}  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones. 
Al  resolver  (7)  mediante  la  regia  de  Cramer  (apendice  C),  tenemos 


(9) 


v'k(x)  = 


W[y, . y-rlW  ’ 


k  =  1 , 


donde  Wk(x)  es  el  determinante  de  la  matriz  que  obtiene  del  wronskiano  W[\'  | ,  .  .  .  ,  v„](x) 
reemplazando  la  k-esima  columna  por  col[0,  .  .  .  ,  0,  1],  Usamos  un  desarrollo  por  menores 
con  respecto  de  esta  columna  para  expresar  Wk(x)  en  terminos  de  un  wronskiano  de  orden 
(n  ~  1): 

(10)  Wk{x)  -  (—  l),1_;-W[.y1, .  .  . ,  yk+  b  •  •  ■ .  W  ,  k  =  . 


Al  integral-  v{  (x)  en  (9)  tenemos 


(11) 


«*(*)  = 


^[vi,  •  •  •  ,.y„]W 


dx  , 


k  =  . 


Por  ultimo,  al  sustituir  los  vk  de  nuevo  en  (4),  obtenemos  una  solucion  particular  de  la  ecua- 
cion  (1): 


(12) 


yPW) 


g(x)Wk(x) 
. yn]{x) 


dx  . 


Observe  que  en  la  ecuacion  (1)  hemos  supuesto  que  el  coeficiente  del  termino  principal,  y^n\ 
era  igual  a  1.  Si  fuese  /?0(x),  debemos  reemplazar  g(x)  por  g(x)/p0(x)  en  (12). 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Aunque  la  ecuacion  (12)  proporciona  una  formula  agradable  para  una  solucion  particu¬ 
lar  de  (1),  su  implantacion  requiere  la  evaluation  de  n  +  1  determinantes  y  luego  de  n  inte- 
graciones.  Esto  puede  implicar  varios  calculos  tediosos.  Sin  embargo,  el  metodo  funciona  en 
casos  en  que  la  tecnica  de  coeficientes  indeterminados  no  puede  aplicarse  (siempre  que  co- 
nozcamos  un  conjunto  fundamental  de  soluciones,  por  supuesto). 

Determinar  una  solucion  general  de  la  ecuacion  de  Cauchy-Euler 

(13)  x3y"'  +  xV’  ~  2xy'  +  2 y  =  x3  senx  ,  x  >  0  , 

dado  que  { x ,  x  1 ,  x2}  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  de  la  ecuacion  homogenea 
correspondiente. 

Un  primer  paso  importante  consiste  en  dividir  (13)  entre  x3  para  obtener  la  forma  canonica 


(14)  +  V  -  2,y'  -  -  Senx  .. 

X  X  X 


>  0 


de  la  cual  vemos  que  g(x)  =  sen  x.  Como  {x,  x  1 ,  x2 }  es  un  conjunto  fundamental  de  solu¬ 
ciones,  podemos  obtener  una  solucion  particular  de  la  forma 

(15)  =  iq(x)x  4-  v2{x)x~l  +  v3(x)x2  . 

Para  usar  la  formula  (12),  primero  debemos  evaluar  cuatro  determinantes: 

-1 


x  x 
-2 


X 

1  —x~l  2x  ~  -6x 
0  2x“3  2 


Vltx.x  \x2]{x)^ 

Wj(x)  =  (-i}(3-%[x-ItJC^r)  =  (-l)2 

vv2(x)  =  (-0(3-2) 


-] 


x 

2x 


=  3  , 


x  x 
1  2x 


=  (-l)(3-3) 


1 


„-2 


~2x 


-l 


A1  sustituir  las  expresiones  anteriores  en  (12),  tenemos 
(senx)  3 


.  —  6x 


■  dx  +  x  1 


(senx)(“x2 
— 6x 


dx  +  -v 2 


'  (senx)(— 2x  ') 
-6x_l 


dx 


—  x 


■  ^ x  senxj  dx  +  x  1  x3  senx dx  +  x2  [y  senxdx 


que  despues  de  algo  de  trabajo  se  simplifica  como 

(16)  y„(x)  =  cosx  —  x  'senx  +  C\x  +  CjX  ’  +  C3x2  , 
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donde  C  , ,  C2  y  C3  denotan  las  constantes  de  integration.  Como  {x,  x  x2 }  es  un  conjunto 
fundamental  de  soluciones  para  la  ecuacion  homogenea,  podemos  considerar  que  C C2  y 
C3  son  constantes  arbitrarias.  Asf,  el  lado  derecho  de  (16)  proporciona  la  solucion  general 
deseada.  ■ 

En  el  ejemplo  anterior,  podrfamos  haber  deducido  el  conjunto  fundamental  de  solucio¬ 
nes  {x,  x  \  x2}  sustituyendo  y  =  x'  en  la  ecuacion  homogenea  correspondiente  a  (13)  (vease 
el  problema  31  de  los  ejercicios  6.2).  Sin  embargo,  al  trabajar  con  otras  ecuaciones  que  ten- 
gan  coeficientes  variables,  la  determination  de  un  conjunto  fundamental  puede  ser  demasia- 
do  dificil.  En  el  capftulo  8  enfrentaremos  este  problema  mediante  los  metodos  de  series  de 
potencias. 


EJERCICIOS 


6.4 


En  los  problemas  1  a  6,  use  el  metodo  de  variacion  de 
parametros  para  hallar  una  solucion  particular  de  la 
ecuacion  dada. 

1.  y"'  -  3y"  +  4y  =  . 

2.  yw  -  2y"  +  /  =  x  . 

3.  z"  +  iz"  ~  4z  =  e2s  . 

4.  y'"  -  iy"  +  3y'  -  y  =  ex  . 

5.  y'"  +  y'  =  tan  x  ,  0  <  x  <  tt/2  . 

6.  ym  +  y'  =  sec  0  tan  0  ,  0  <  0  <  tt(2  . 

1.  Determine  una  solucion  general  de  la  ecuacion  de 
Cauchy-Euler 

x3y'"  -  3.r2y"  +  6 xy‘  -  6 y  =  x~'  , 
x  >  0  , 

dado  que  {x,  x2,  x 3}  es  un  conjunto  fundamental  de 
soluciones  para  la  ecuacion  homogenea  correspon¬ 
diente. 

8.  Determine  una  solucion  general  de  la  ecuacion  de 
Cauchy-Euler 

x^y'"  —  2x  2y"  +  3  xy'  —  3y  =  x1  , 
x  >  0  , 

dado  que  {x,  x  In  x,  x 3}  es  un  conjunto  fundamental 
de  soluciones  para  la  ecuacion  homogenea  corres¬ 
pondiente. 

9.  Dado  que  {ex,  e~x,  e2x}  es  un  conjunto  fundamental 
de  soluciones  para  la  ecuacion  homogenea  corres¬ 
pondiente  a  la  ecuacion 

r  -  2/  -  y'  +  2 y  =  g(x)  , 


determine  una  formula  con  integrales  para  una  solu¬ 
cion  particular. 

10.  Dado  que  {x,  x'  ',  x4}  es  un  conjunto  fundamental  de 
soluciones  para  la  ecuacion  homogenea  correspon¬ 
diente  a  la  ecuacion 

aV"  —  x2y"  —  4 xy’  +  4 y  =  , 

a  >  0  . 

determine  una  formula  con  integrales  para  una  solu¬ 
cion  particular. 

11.  Determine  una  solucion  general  de  la  ecuacion  de 
Cauchy-Euler 

a  V"  -  3xy'  +  3y  -  A'4  COS  a  ,  x  >  0  . 

12.  Deduzca  el  sistema  (7)  en  el  caso  particular  n  =  3. 
[, Sugerencia :  Para  determinar  la  ultima  ecuacion, 
pida  que  L[yp\  =  g  y  use  el  hecho  de  que  yu  y2  y  y2 
satisfacen  la  ecuacion  homogenea  correspondiente]. 

13.  Muestre  que 

W*(x)  =  •  ■  ■  ,yk-  ■ 

14.  Flexion  de  una  viga  bajo  una  fuerza  axial.  Una 

viga  uniforme  bajo  una  carga  y  sujeta  a  una  fuerza 
axial  constante  queda  descrita  mediante  la  ecuacion 
diferencial 

y^4l(x)  —  k2y"(x)  —  q(x)  ,  0  <  x  <  L, 

donde  y{x)  es  la  flexion  de  la  barra,  L  es  la  longitud 
de  la  viga,  k2  es  proporcional  a  la  fuerza  axial  y  q(x) 
es  proporcional  a  la  carga  (vease  la  figura  6.2,  pagi- 
na  342). 
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Fuerza 

axial 


Figura  6.2  Deformacion  de  una  viga  con  carga  y  una  fuerza  axial 


(a)  Muestre  que  una  solucion  general  se  puede  escribir  en 
la  forma 


_y(jt)  =  C|  +  C2x  +  Ci,ekx  4-  C4e  kx 

q(x )  dx 


+  ±jq(x)xdx--kZj 


+  \q(x)e  kxdx  —  - — -\q{x)ekxdx  . 

2k3)  2k3) 


(b)  Muestre  que  la  solucion  general  de  la  parte  (a) 
se  puede  escribir  en  la  forma 


y(x)  = 

t‘j  +  C2X  +  Ci,ekj:  +  fjc  iJf 

+ 

q{s)G(±\  x)ds  , 

Jo 

donde 

G{s,  jr) 

$  —  x  senh[£(.t  —  x)] 
k 2 

(c)  Sea  q{x )  =  1.  Calcule  primero  la  solucion  gene¬ 
ral  mediante  la  formula  de  la  parte  (a)  y  luego 
use  la  formula  de  la  parte  (b).  Compare  estas  dos 
soluciones  generates  con  la  solucion  general 

vUj  =  a,  +  B2x  +  B3ekx  +  B^kx  -  ^jx2  , 

que  se  obtendrfa  mediante  el  metodo  de  coefi- 
cientes  indeterminados. 

(d)  ^Cuales  son  algunas  de  las  ventajas  de  la  formula 
en  la  parte  (b)? 


Resumen  del  capitulo 

La  teoria  y  tecnicas  para  resolver  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  orden  n 
(1.)  y®  +  Pl{x)y(n-])  +  ■■■  +  pR(x)y  =  g(x) 

son  extensiones  naturales  del  desarrollo  para  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden  dado  en 
el  capitulo  4.  Si  Pl, ,  pn  y  g  son  funciones  continuas  en  un  intervalo  abierto  I,  hay  una  uni- 
ca  solucion  de  (1)  en  /  que  satisface  las  n  condiciones  iniciales:  y(x0)  =  y0,  y'(xo)  =  7i»  •  •  •  » 
in~\x0)  =  y„_i,  donde  x0  E  I. 

Para  la  ecuacion  homogenea  correspondiente 

(2)  •••  +Pn(x)y  =  0  , 

existe  un  conjunto  de  n  soluciones  linealmente  independientes  {y1; .  .  .  ,  y„ }  en  I.  Tales  fun¬ 
ciones  forman  un  conjunto  fundamental  de  soluciones,  y  toda  solucion  de  (2)  se  puede  es¬ 
cribir  como  una  combinacion  lineal  de  estas  funciones: 

}’(-*■)  =  CtJiW  +  QTzM  +  ■■•  +  Cny„(x)  . 

La  independencia  lineal  de  las  soluciones  de  (2)  es  equivalente  a  la  no  anulacion  en  I  del 

wronskiano 


viW  ...  I 

>'1U)  y'n  M 

/r%)  ...  &J%)\ 


W[yi . y„j(*)  —  det 


Resumen  del  capftulo 
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Cuando  la  ecuacion  (2)  tiene  coeficientes  constantes  (reales),  de  modo  que  tiene  la  forma 


(3)  +  a„- +  a0y  =  0  ,  a„  t  0  , 


entonces  el  problema  de  determinar  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  se  puede  reducir 
al  problema  algebraico  de  resolver  la  ecuacion  auxiliar  o  caracteristica 

(4)  a,.rn  +  an.  +  •••  +  a0  =  0  . 

Si  las  n  rafces  de  (4),  digamos,  r, ,  r2, ,  rn,  son  todas  distintas,  entonces 


(S)  [e***.  t**. . e^} 


es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  (3).  Si  cierta  rafz  real,  digamos  r1?  aparece 
con  multiplicidad  m  (por  ejemplo,  rY  =  r2  =  ■  ■  ■  =  rm),  entonces  m  de  las  funciones  en  (5)  se 
reemplazan  por 

e'ir,xe',x  ,  ,  , ,  xm~]er'x 

Cuando  una  rafz  compleja  a  +  i/3  de  (4)  aparece  con  multiplicidad  in.  entonces  lo  mismo 
ocurre  con  su  conjugado  y  2m  elementos  del  conjunto  (5)  se  reemplazan  mediante  las  fun¬ 
ciones  con  valores  reales 


c“fcos  fix,  Xea-xcas  fix,  xm~leaxcos  fix  . 

Podemos  escribir  una  solucion  general  de  la  ecuacion  no  homogenea  (1)  como 

jW  -  yP{x)  +  yh{x)  * 

donde  yp  es  una  solucion  particular  de  (1)  y  v /,  es  una  solucion  general  de  la  ecuacion  ho¬ 
mogenea  correspondiente.  Dos  tecnicas  utiles  para  determinar  soluciones  particulares  son 

el  metodo  del  anulador  (coeficientes  indeterminados)  y  el  metodo  de  variacion  de  pa- 
rametros. 

El  metodo  del  anulador  se  aplica  a  ecuaciones  de  la  forma 


L[y]  =  six) 


(6) 


donde  L  es  un  operador  diferencial  lineal  con  coeficientes  constantes  y  el  termino  de  forza- 
miento  g(x)  es  un  polinomio,  una  exponencial,  seno  o  coseno  o  una  combinacion  lineal  de 
productos  de  estas  funciones.  Tal  funcion  g(x)  es  anulada  (es  enviada  a  cero)  por  un  operador 
diferencial  lineal  A  que  ademas  tiene  coeficientes  constantes.  Toda  solucion  de  la  ecuacion 
no  homogenea  (6)  es  entonces  una  solucion  de  la  ecuacion  homogenea  AL[y]  =  0,  y  al  com¬ 
parer  las  soluciones  de  la  ultima  ecuacion  con  una  solucion  general  de  L\y\  =  0,  podemos 
obtener  la  forma  de  una  solucion  particular  de  (6).  Ya  hemos  recopilado  estas  formas  en  la 
seccion  4.4  para  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados. 

El  metodo  de  variacion  de  parametros  es  mas  general,  en  el  sentido  de  que  se  aplica  a 
ecuaciones  arbitrarias  de  la  forma  (1).  La  idea  es  partir  de  un  conjunto  fundamental  de  solu¬ 
ciones  {y | , .  .  .  ,  yn}  para  (2)  y  determinar  funciones  rq,...,  vn  tales  que 

(7)  yp{x)  =  Vi(x)>'i(x)  +  •••  +  vjx)yjx) 

satisfaga  (1).  Este  metodo  conduce  a  la  formula 


(8) 


donde 


H^(x)  =  (-1)"  A'W[y,,  ...,yt  hyjt  , . . ,  .v„](x)  ,  k  =  l . n  . 
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PROBLEMAS  DE  REPASO 


1.  Determine  los  intervalos  para  los  que  el  teorema  1 
de  la  pagina  317  garantiza  la  existencia  de  una  solu¬ 
cion  en  ese  intervalo. 

(a)  y^  -  (in  x)y"  +  x y‘  +  2y  -  cos  3x  . 

(h)  ( x 2  —  1  iy"  +  (senx)y"  +  Vx  +  Ay'  +  t,xy  = 
x~  ■+  3  , 

2.  Determine  si  las  funciones  dadas  son  linealmente 
dependientes  o  linealmente  independientes  en  el  in¬ 
tervalo  (0,  oo). 

(a)  {e x2e 2z,  e~*}  . 

(b)  {n  ■'sen  2x,  x^sen  2x,  ex,  xex}  . 

(c)  {2c1*  -  e\  e1*  +  i,  e3*  -  3,  e*  +  l}  . 

3.  Muestre  que  el  conjunto  de  funciones  {sen  x,  x  sen  x, 
x2  sen  x,  x?  sen  x}  es  linealmente  independiente  en 
(— oo,  oo). 

4.  Determine  una  solucion  general  de  la  ecuacion  dife- 
rencial  dada 

(a)  y[4)  +  2 y‘"  -  4 y"  -  2 y1  +  3y  =  0  . 

(b)  >•'"  +  3y"  -  5/  +  y  =  0  , 

(c)  y®  -  yW  +  2 ym  -  2y"  +  >■'  -  y  =  0  . 

(d)  y"’  -  2 y"  -  y’  +  2y  =  e*  +  x  , 

5.  Determine  una  solucion  general  para  la  ecuacion  di- 
ferencial  lineal  homogenea  con  coeficientes  constan- 
tes,  cuya  ecuacion  auxiliar  es 

(a)  (r  +  5)2(r  -  2)3(r2  +  I)2  =  0  . 

(b)  r4(r  -  1  )2(r2  +  2 r  +  4)2  =  0  . 


6.  Dado  que  yp  =  sen(x2)  es  una  solucion  particular  de 

yW  +  y  =  ( 1 6.v 4  -  ll)senU2)-  48.r2cosU2) 

en  (0,  oo),  halle  una  solucion  general. 

7.  Halle  un  operador  diferencial  que  anule  a  la  funcion 
dada. 

(a)  x 2  -  2x  3-  5  .  (b)  elx  +  x  —  1  . 

(c)  x  sen  2x  .  (d)  x2e -lt  cos  3.r  . 

(e)  x2  -  2x  +  xe~*  +  se.n2.v  -  cos  3x  . 

8.  Use  el  rnetodo  del  anulador  para  determinar  la  forma 
de  una  solucion  particular  para  la  ecuacion  dada. 

(a)  y”  +  6v'  +  5y  =  e~*  +  a-2  —  1  . 

(b)  y"’  +  2 y”  -  W  ~  20 y  =  . 

(c)  _y^4'  +  6_y"  +  9y  =  a2  —  sen  3a  . 

(d)  y'"  —  y"  +  2y  =  a  sen  a  . 

9.  Halle  una  solucion  general  para  la  ecuacion  de  Cauchy- 
Euler 

xV"  -  2A2y"  -  5xy’  +  5y  =  x^2  , 

a  >  0  , 

dado  que  {a,  a5,  a-1}  es  un  conjunto  fundamental  de 
soluciones  de  la  ecuacion  homogenea  correspon- 
diente. 

10.  Determine  una  solucion  general  de  la  ecuacion  de 
Cauchy-Euler  dada. 

(a)  4xV"  +  8x2y"  —  xy'  +  y  =  0  ,  a  >  0  . 

(b)  xV"  +  2x2y"  +  2xy'  +  4y  =  0  ,  x  >  0  . 


E J  ERCICIOS  DE  ESCRITURA  TECNICA 


1.  Describa  las  diferencias  y  similitudes  entre  las  ecua¬ 
ciones  diferenciales  lineales  de  segundo  orden  y  las  de 
orden  superior.  Incluya  en  sus  comparaciones  resul- 
tados  teoricos  y  los  metodos  de  solucion.  Por  ejem- 
plo,  /,que  complicaciones  surgen  al  resolver  ecuaciones 
de  orden  superior  que  no  esten  presentes  en  el  caso  de 
segundo  orden? 

2.  Explique  la  relacion  entre  el  metodo  de  coeficientes 

indeterminados  y  el  metodo  del  anulador.  ^Que  difi- 

cultades  encontrarfa  al  aplicar  el  metodo  del  anula¬ 


dor  si  la  ecuacion  lineal  no  tuviese  coeficientes  cons- 
tantes? 

3.  Para  estudiantes  con  bases  de  algebra  lineal:  compa¬ 
re  la  teoria  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de 
orden  k  con  la  de  sistemas  de  n  ecuaciones  lineales 
en  n  incognitas  cuya  matriz  de  coeficientes  tiene  ran- 
go  n  —  k.  Use  la  terminologfa  de  algebra  lineal;  por 
ejemplo,  subespacios,  bases,  dimension,  transforma- 
cion  lineal  y  nucleo.  Analice  las  ecuaciones  homo- 
geneas  y  no  homogeneas. 


Proyectos  de  grupo  para  el  capitulo  6 


A.  Justification  del  metodo  de  coeficientes  indeterminados 

El  metodo  del  anulador,  que  se  analizo  en  la  seccion  6.3,  se  puede  usar  para  deducir  los  datos 
de  las  secciones  4.4  y  4.5,  para  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados.  Para  mostrar  esto, 
basta  trabajar  con  las  funciones  de  tipo  VII;  es  decir,  funciones  de  la  forma 

(1)  tfU)  =  fix  +  qm(x)eax$et\fix  , 

donde  pn  y  qm  son  polinomios  de  grados  n  y  m,  respectivamente,  pues  los  demas  tipos  enume- 
rados  en  la  seccion  4.5  son  solo  casos  particulares  de  (1). 

Considere  la  ecuacion  no  homogenea 

(2)  L[y]W  =  g{x)  , 
donde  L  es  el  operador  lineal 

(3)  L[y]  +  aH-,y(K  0  +  •••  +  any  , 

con  am  a„_i, .  .  .  ,  a0  constantes  y  g(x)  dada  en  la  ecuacion  (1).  Sea  N  '■=  max(«,  m). 

(a)  Muestre  que 

.4=  [(D  -  a)2  +  fi2]N+' 
es  un  anulador  de  g. 

(b)  Muestre  que  la  ecuacion  auxiliar  asociada  con  AL[y]  =  0  tiene  la  forma 

(4)  \(r- a)2  +  fi2 } *+N+ 1  (r  -  r2s+ , )  ■  ■  ■  (r  -  r„)  =  0  , 

donde  s  (&0)  es  la  multiplicidad  de  a  ±  i/3  corno  rafces  de  la  ecuacion  auxiliar 
asociada  a  L\y]  =  0,  y  r2s+ 1, .  .  .  ,  rn  son  las  demas  rafces  de  la  ecuacion. 

(c)  Halle  una  solucion  general  de  AL[y]  =  0  y  comparela  con  una  solucion  general  de 
L[y]  =  0  para  verificar  que  la  ecuacion  (2)  tiene  una  solucion  particular  de  la  forma 

Vp(.r)  -  r'e^P/vU) cosjSbc  +  j3jy(j;)sen/3jc}  , 

donde  PN  y  QN  son  polinomios  de  grado  N. 


B.  Vibraciones  transversales  de  una  viga 

A1  aplicar  la  teorfa  de  elasticidad  al  estudio  de  las  vibraciones  transversales  de  una  viga  apare- 
ce  la  ecuacion 

Ety^  (jc)  —  -yAy{jc)  =  0  , 

donde  y(x )  se  relaciona  con  el  desplazamiento  de  la  viga  en  la  posicion  x;  la  constante  E  es  el 
modulo  de  Young;  /  es  el  momento  de  inercia  con  respecto  del  area,  que  suponemos  constante; 
y  es  la  masa  constante  por  unidad  de  longitud  de  la  viga,  y  A  es  un  parametro  positivo  por  de- 
terminar.  Podemos  simplificar  la  ecuacion  haciendo  r4  :=  yk/EI\  es  decir,  consideramos 

(5)  y('4)  (x)  -  r*y(x)  -  0  . 

Cuando  la  viga  se  sujeta  en  ambos  extremos,  buscamos  una  solucion  de  (5)  que  satisfaga  las 
condiciones  de  frontera 

(6)  y(  0)=/(0)=0  y  y(L)=y’(L)  =  0, 
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donde  L  es  la  longitud  de  la  viga.  El  problema  es  determinar  aquellos  valores  no  negativos  de  r 
para  los  que  la  ecuacion  (5)  tiene  una  solucion  no  trivial  (y(.x)  0  0)  que  satisfaga  (6).  Para  es- 
to,  proceda  como  sigue: 

(a)  Muestre  que  no  hay  soluciones  no  triviales  del  problema  con  valores  en  la  frontera 
(5)— (6)  cuando  r  =  0. 

(b)  Represente  la  solucion  general  de  (5)  para  r  >  0  en  terminos  de  senos,  cosenos,  senos 
hiperbolicos  y  cosenos  hiperbolicos. 

(c)  Sustituya  la  solucion  general  obtenida  en  la  parte  (b)  en  las  ecuaciones  (6)  para 
obtener  cuatro  ecuaciones  algebraicas  lineales  para  los  cuatro  coeficientes  que 
aparecen  en  la  solucion  general. 

(d)  Muestre  que  el  sistema  de  ecuaciones  de  la  parte  (c)  tiene  soluciones  no  triviales  solo 
para  aquellos  valores  de  r  que  satisfacen 

(7)  cosh(rL)  =  sec (rL) . 

(e)  En  el  misrno  sistema  de  coordenadas,  bosqueje  las  graficas  de  cosh(rL)  y  sec  (rL)  para 
L  =  1,  y  justifique  que  la  ecuacion  (7)  tiene  una  infinidad  de  soluciones  positivas. 

H  (f)  Para  L  =  1,  determine  las  dos  primeras  soluciones  positivas  de  (7)  en  forma  numerica, 
y  grafique  las  soluciones  correspondientes  al  problema  con  valores  en  la  frontera 
(5)— (6).  [Sugerencia:  Tal  vez  desee  utilizar  el  rnetodo  de  Newton  del  apendice  A], 


Transformadas  de  Laplace 


7.1  INTRODUCCION:  UN  PROBLEMA  DE  MEZCLAS 


La  figura  7.1  muestra  un  problema  de  mezclas  con  alimentadores  controlados 
mediante  valvulas.  En  el  instante  t  =  0  se  abre  la  valvula  A,  para  transferir 
6  litros/minuto  de  una  solucion  salina  con  0.4  kg  de  sal  por  litro.  Cuando  t  = 
10  minutos,  la  valvula  A  se  cierra  y  se  abre  la  valvula  B  y  comienzan  a  pasar 
6  litros/minuto  de  solucion  salina  con  una  concentracion  de  0.2  kg/litro.  En  un 
principio  habia  30  kg  de  sal  disueltos  en  1000  litros  de  agua  en  el  tanque.  La 
valvula  de  salida  C,  que  vacia  al  tanque  a  razon  de  6  litros/minuto,  mantiene  el 
contenido  del  tanque  a  volumen  constante.  Si  la  solucion  se  mantiene  bien 
revuelta,  determine  la  cantidad  de  sal  en  el  tanque  para  cada  t  >  0. 


6  L/min, 
0.4  kg/L 


6  L/min 


Figura  7.1  Tanque  mezclador  con  la  valvula  A  abierta 


En  el  ejemplo  1  de  la  seccion  3.2  analizamos  una  version  mas  sencilla  de  este  problema. 
Sea.v(t)  la  cantidad  de  sal  (en  kilogramos)  en  el  tanque  en  el  instante  t.  Entonces,  por  supuesto, 
Jt(t)/1,000  es  la  concentracion,  en  kg/L.  El  contenido  de  sal  se  reduce  a  razon  de  (6  L/min)  X 


347 


348 


Capitulo  7  Transformadas  de  Laplace 


(,(/)/l,000  kg/L)  =  3,(t)/500  kg/min  a  traves  de  la  valvula  de  salida.  De  manera  simulta- 
nea,  se  enriquece  a  traves  de  las  valvulas  A  y  B  a  la  razon  g(t),  dada  por 


(1) 


0.4  kg/L  X  6  L/min 
0.2  kg/L  X  6  L/min 


=  2.4 kg/min  , 
=  1 .2  kg/min  , 


0  <  t  <  10  (valvula  A)  , 
t  >  10  (valvula  B)  . 


Asi,  x(t)  cambia  a  razon 


W  =  *(0  - 


3,(0 

500 


con  condicion  inicial 
(3)  ,(0)  =  30  . 

Para  resolver  el  problema  con  valor  inicial  (2)-(3),  usando  las  tecnicas  del  capitulo  4, 
tendriamos  que  descomponer  el  intervalo  de  tiempo  (0,  oo)  en  dos  subintervalos  (0,  10)  y 
( 10,  oo).  En  estos  subintervalos,  el  termino  no  homogeneo  g(t)  es  constante  y  podemos  apli- 
car  el  metodo  de  coeficientes  indeterminados  a  la  ecuacion  (2)  para  determinar  soluciones 
generales  en  cada  subintervalo,  cada  una  de  las  cuales  tendrfa  una  constante  arbitraria  (en  las 
soluciones  homogeneas  asociadas).  La  condicion  inicial  (3)  fijarfa  esta  constante  para  0  <t< 
10,  pero  entonces  tendriamos  que  evaluar  ,(10)  y  usarla  para  establecer  la  constante  en  la 
solucion  general  para  t  >  1 0. 

Nuestro  proposito  ahora  es  ilustrar  un  nuevo  metodo  usando  la  transformada  de  Lapla¬ 
ce.  Como  veremos,  este  metodo  ofrece  varias  ventajas  sobre  las  tecnicas  anteriores.  Una  de 
ellas  es  que  es  mucho  mas  conveniente  para  resolver  problemas  con  valores  iniciales  para 
ecuaciones  lineales  con  coeficientes  constantes  cuando  el  termino  de  forzamiento  tiene  dis- 
continuidades  de  salto. 

La  transformada  de  Laplace  de  una  funcion/(f),  definida  en  [0,  oo)  esta  dada  por' 


(4) 


F(s) 


* Nota  historica:  La  transformada  de  Laplace  fue  introducida  por  Pierre  Laplace  en  1779  en  su  investigacion  de  pro- 
babilidad.  G.  Doetsch  ayudo  a  desarrollar  el  uso  de  transformadas  de  Laplace  para  resolver  ecuaciones  diferencia- 
les.  Su  trabajo  en  la  decada  de  1930  sirvio  para  justificar  los  procedimientos  de  calculo  operacional  que  ya  habian 
sido  utilizados  por  Oliver  Heaviside. 
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Asf,  multiplicamcs/(f)  por  e  st  e  integramos  con  respecto  de  t  de  0  a  oo.  Esto  toma  una  fun- 
cion  de  t  y  produce  una  funcion  de  5. 

En  este  capftulo  analizaremos  muchos  de  los  detalles  de  este  “intercambio  de  funcio- 
nes”,  pero  por  ahora  solo  estableceremos  la  principal  ventaja  de  la  ejecucion  de  la  trans- 
formada.  jLa  transformada  de  Laplace  reemplaza  las  ecuaciones  diferenciales  con  coefi- 
cientes  constantes  en  el  dominio  t  por  ecuaciones  algebraicas  (mas  send  Has)  en  el 
dominio  s!  En  particular,  si  X(s)  es  la  transformada  de  Laplace  de  x(t),  entonces  la  trans¬ 
formada  de  x'(t)  es  simplemente  sX(s)  —  x(0).  Por  tanto,  la  information  sobre  la  ecuacion 
diferencial  (2)  y  la  condicion  inicial  (3)  se  transforma  del  dominio  t  al  dominio  5  de  ma- 
nera  sencilla,  como 


Dominio  t 


Dominio  s 


(5)  X'(t)  +  =  g{t),  x{0)  =  30; 


sXM  -  30  +  =  G(s)  , 


donde  G(s)  es  la  transformada  de  Laplace  de  g(t).  (Observe  que  hemos  supuesto  validas  algu- 
nas  propiedades  de  linealidad,  como  el  hecho  de  que  la  transformada  preserva  sumas  y 
multiplicaciones  por  constantes).  Podemos  determinar  X(s)  en  el  dominio  5  sin  resolver 
ecuaciones  diferenciales:  la  solucion  es  simplemente 


(6) 


Para  que  este  procedimiento  sea  util,  debe  haber  una  forma  sencilla  de  pasar  del  domi¬ 
nio  t  al  dominio  5  y  viceversa.  De  hecho,  existen  tablas  y  teoremas  que  facilitan  esta  conver¬ 
sion  en  muchas  circunstancias  utiles.  Por  ejemplo,  veremos  que  la  transformada  de  g(f),  a 
pesar  de  su  poco  agradable  especificacion  por  partes  en  la  ecuacion  (1),  esta  dada  por  la  sola 
formula 


5  S 


y  como  consecuencia,  la  transformada  de  x(t)  es  igual  a 


Usando  de  nuevo  la  tabla  (y  algo  de  teorfa)  podemos  deducir  que 


(7) 


t  <  10  , 
t  >  10  . 


Vease  la  figura  7.2. 
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x(t) 


Figura  7.2  Solucion  del  ejemplo  del  tanque  mezclador 


Observe  que  para  llegar  a  (7)  no  tuvimos  que  calcular  las  derivadas  de  las  soluciones 
de  prueba,  descomponer  intervalos  o  evaluar  constantes  mediante  los  datos  iniciales.  La  ma- 
quinaria  de  la  transformada  de  Laplace  reemplaza  todos  estos  operadores  por  algebra  ele¬ 
mental:  suma,  resta,  multiplication  y  division  (por  supuesto,  usando  con  juicio  la  tabla).  La 
figura  7.3  muestra  las  ventajas  del  metodo  de  la  transformada. 


Figura  7.3  Coraparacion  de  los  metodos  de  solucion 


Por  desgracia,  el  metodo  de  la  transformada  de  Laplace  es  menos  util  con  ecuaciones 
que  tienen  coeficientes  variables  o  con  ecuaciones  no  lineales  (y  a  veces,  jla  determination 
de  las  transformadas  inversas  puede  ser  una  tarea  para  Hercules!)  Pero  es  ideal  para  muchos 
problemas  que  surgen  en  las  aplicaciones.  Asf,  en  este  capitulo  abordamos  este  importante 
tema. 
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7.2  DEFINICION  DE  LA  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE 

En  los  capftulos  anteriores  estudiamos  los  operadores  diferenciales.  Estos  operadores  consi- 
deran  una  funcion  y  la  transforman  (mediante  la  derivation)  en  otra  funcion.  La  transforma¬ 
da  de  Laplace,  que  es  un  operador  integral,  es  otra  de  tales  transformaciones. 


TRANSFORMADA  DE  LAPLACE 


Definicion  1.  Sea f(t)  una  funcion  en  [0,  oo).  La  transformada  de  Laplace  de/ 
es  la  funcion  F  definida  mediante  la  integral 

(1)  F{s)  :=  r  e-“f(t)dt  . 

Jrt 

El  dominio  de  F(s )  esta  formado  por  todos  los  valores  de  5  para  los  que  la  integral 
en  ( 1 )  existe . '  La  transformada  de  Laplace  de  /  se  denota  como  F  o  {/} . 


Observe  que  la  integral  en  ( 1 )  es  una  integral  impropia.  Mas  precisamente, 


e  s!f(t)dt-—  lfm 


e  s!f(t)dt 


siempre  que  el  limite  exista. 

EJEMPLO  1  Determinar  la  transformada  de  Laplace  de  la  funcion  constante/(f)  =  1,  t  >  0  . 
S  O  L II C 1 6  N  Usamos  la  definicion  de  la  transformada  para  calcular 


F{s)  =  e  s! ■  1  dl  —  Hm  [  e"stdi 

J  q  iV — >oo 


lim - 

S 


/  =  0 


=  lfm 


I  _  £ 


-sN 


^Consideramos  a  s  con  valores  reales,  pero  en  ciertas  aplicaciones  s  puede  ser  una  variable  compleja.  Para  un  trata- 
miento  detallado  de  las  transformadas  de  Laplace  con  valores  complejos,  vease  Complex  Variables  and  the  Laplace 
Transform  for  Engineers ,  por  Wilbur  R.  LePage  (Dover  Publications,  Nueva  York,  1980),  o  Fundamentals  of  Com¬ 
plex  Analysis  with  Applications  to  Engineering  and  Science  (3a.  ed),  por  E.  B.  Saff  y  A.  D.  Snider  (Prentice  Hall, 
2003). 
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EJEMPLO  2 
SOLUCION 


EJEMPLO  3 
SOLUCION 


Como  e  sN  — >  0  cuando  5  >  0  esta  tijo  y  N  oo,  obtenemos 


F{s) 


\ 

s 


para  s  >  0 


foo  _ 

Cuando  s  <  0,  la  integral  J0  e  st  dt  diverge.  (^Por  que?)  Por  lo  tanto,  F(s)  =  1  /s,  donde  el 
dominio  de  F(s)  es  5  >  0.  ■ 


Determinar  la  transformada  de  Laplace  de/(f)  =  eat,  donde  a  es  una  constante. 
Usamos  la  definicion  de  la  transformada: 


F(s) 


'emdt 


a),dt 


Inn 


'  N 

Jo 


-  p  b  «)' 

Iftn  — - 

N  too  s  —  a 


N 

0 


=  lim  — 

N  +00  S 


1 


s  -  a 


1  e  (v 
—  a  s  —  a 

para  s  >  a  . 


De  nuevo,  si  5  <  a  la  integral  diverge,  y  por  tanto  el  dominio  de  F(s)  es  s  >  a.  m 

Es  confortante  observar  en  el  ejemplo  2  que  la  transformada  de  la  funcion  constante 
f(t)  =  I  =  e0t  es  I /(,v  —  0)  =  1/s,  lo  que  coincide  con  la  solucion  en  el  ejemplo  1. 


Determinar  if!  {sen  hi } ,  donde  b  es  una  constante  no  nula. 
Debemos  calcular 


i£{senfe?}(s) 


"  00  r  N 

e  ’■“sen  bt  dt  =  lim  e~s,mnbt  dt  , 
Jo  Jo 


Si  regresamos  a  la  tabla  de  integrales  en  los  forros,  vemos  que 


i£'{scn/j/}(s)  =  Ifm 


s2  +  b 1 


(— s  sente  —  b  cos  bt) 


Seccion  7.2 
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EJEMPLO  4 


SOLUCION 


11m 

\T— >oo 


-sN 


s-  4-  b*  ,r  4-  t 


(x  sen  bN  +  b  cos  bN) 


para  s  >  0 


(ya  que  para  tal  5  tenemos  limjy_>00  e  sN(s  sen  bN  +  b  cos  bN)  =  0;  vease  el  problema 
32).  ■ 


Determinar  la  transformada  de  Laplace  de 


At)  = 


2  , 

0  <  t  <  5  , 

0  , 

5  <  /  <  10 

^  , 

10  <  t  . 

Como  /(f)  esta  definida  mediante  una  formula  distinta  en  intervalos  diferentes,  primero  des- 
componemos  la  integral  en  tres  partes.1  Asf, 


F(,)  =  e-«f{t)dt 


e  ■"*  2  dt  +  e~st‘0  dt  + 


e~s,eAtdt 


10 


2 1  e~*dt+  11m  |  e^-^dt 

N  >30 


2  2e 


-5s 


+  Ifm 


5  —  4  5  —  4 


2  _  2e~Ss  e-‘QU  -4) 
5  5  5  —  4 


para  5  >  4 


Observe  que  la  funcion/(f)  del  ejemplo  4  tiene  discontinuidades  de  salto  en  t  =  5  y  t  = 
10.  Estos  valores  se  reflejan  en  los  terminos  exponenciales  e  y  e  1  °'  que  aparecen  en  la 
formula  para  F(s).  Haremos  mas  precisa  esta  relacion  al  analizar  la  funcion  escalon  unitario 
en  la  seccion  7.6. 

Una  propiedad  importante  de  la  transformada  de  Laplace  es  su  linealidad.  Es  decir,  la 
transformada  de  Laplace  -£  es  un  operador  lineal. 


^Observe  que /(f)  no  esta  definida  en  los  puntos  t  =  0,  5  y  10.  Sin  embargo,  la  integral  en  (1)  sigue  teniendo  senti- 
do  y  no  es  afectada  por  los  valores  de  la  funcion  en  un  numero  finito  de  puntos. 
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EJEMPLO  5 
SOLUCION 


a 


LINEALIDAD  DE  LA  TRANSFORMADA 


Teorema  1.  Sean/,/!  y/2  funciones  cuyas  transformadas  de  Laplace  existen  para 
s  >  ay  sea  c  una  constante.  Entonces,  para  s  >  a, 

(2)  se{/,  +/2}  =  i£{/,}  +  ^{/2} , 

(3)  i£{c/}  =  c2{/}  . 


Demostracion.  Usamos  las  propiedades  de  linealidad  para  la  integration  para  obtener, 
para  s  >  a, 


%{f\  +  />}U)  =  e  if[/iff)  +  />(/)]<* 

j  o 


%{t)dt  +  e  %{t)dt 


se{/i}W  +  s{/a}W  • 


Por  tanto,  se  satisface  la  ecuacion  (2).  De  manera  similar,  vemos  que 


i£{c/}l» 


f  oc 

I  e  x,[cf{t)]dt  =  c 
Jo 


=  <#{/}(*)  .  . 


Determinar  i£{  1 1  +  5e4'  —  6  sen  2f }  . 

Por  la  propiedad  de  linealidad,  sabemos  que  la  transformada  de  Laplace  de  la  suma  de  cual- 
quier  numero  finito  de  funciones  es  la  suma  de  sus  transformadas  de  Laplace.  Asf, 

3{l  1  +  5e41  -  6  sen2f}  =  2{l  l}  +  '£{5eA!]  +  i£{-6  sen2i} 

=  ll5e{l}  +  55E{e4r}  -  6i£{sen2?}  . 

En  los  ejemplos  1,  2  y  3  determinamos  que 

■*{!}(*)  =  -  *  Se{^}(4)  =  — 4,  S{sen24(5)  =  . 

s  S  -  4  $  +  2 

Usamos  estos  resultados  para  obtener  que 

"  +  -  6  ™2,}M  =  n  (l)  +  5  (^)  -  6 

=  n_  7 _ 12 

5  j  —  4  s~  +  4 

Como  !£{  1 },  !£{e4'}  y  ££{sen  2 1]  estan  todas  definidas  para  5  >  4,  ocurre  lo  mismo  con  la 
transformada  i£{  1 1  +  5e4(  —  6  sen  2 1).  m 
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EJEMPLO  6 


Existencia  de  la  transformada 

Hay  funciones  para  las  que  la  integral  impropia  de  (1)  no  converge  para  cualquier  valor  de  x. 
Por  ejemplo,  la  funcion/(f )  =  1/f,  que  crece  demasiado  rapido  cerca  de  cero.  De  manera  si¬ 
milar,  no  existe  una  transformada  de  Laplace  para  la  funcion/(f)  =  e‘ ,  que  crece  demasiado 
rapido  cuando  f  — »  oo.  Por  fortuna,  el  conjunto  de  funciones  para  las  que  esta  definida  inclu- 
ye  muchas  de  las  funciones  que  surgen  en  las  aplicaciones  de  las  ecuaciones  diferenciales  li- 
neales.  Ahora  analizaremos  algunas  propiedades  que  nos  garantizaran  (en  conjunto)  la  exis¬ 
tencia  de  la  transformada  de  Laplace. 

Una  funcion/(f)  en  \a,  b ]  tiene  una  discontinuidad  de  salto  en  t0  G  (a,  b)  si /(f)  es 
discontinua  en  f0,  pero  los  lfmites  laterales 

H'm  f{t)  y  Ifni  /'(f) 

existen  como  numeros  finitos.  Si  la  discontinuidad  ocurre  en  un  extremo  t0  =  a  ( o  /?),  hay 
una  discontinuidad  de  salto  si  el  lfmite  lateral  de/(f)  cuando  t  — >  a+  (t  —>  h  )  existe  como 
numero  finito.  Ahora  podemos  definir  la  continuidad  por  partes. 


CONTINUIDAD  POR  PARTES 


Definicion  2.  Una  funcion/(f)  es  continua  por  partes  en  un  intervalo  finito 

[a,  b  ]  si /(f)  es  continua  en  cada  punto  de  [a,  b]  excepto  en  un  numero  finito  de 
puntos  donde/(f)  tiene  una  discontinuidad  de  salto. 

Una  funcion/(f)  es  continua  por  partes  en  [0,  oo)  si/(f)  es  continua  por  par¬ 
tes  en  [0,  N]  para  toda  N  >  0. 


Mostrar  que 


/M  = 


t , 
2  , 


{t  -  2 )2  , 


0  <  f  <  1  , 
1  <  /  <  2  , 
2  <  t  s  3  , 


cuya  grafica  aparece  en  la  figura  7.4,  es  continua  por  partes  en  [0,  3]. 


/(f) 


Figura  7.4  Grafica  def(t)  en  el  ejemplo  6 
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SOLUCION  La  grafica  de/(f)  muestra  que/(t)  es  continua  en  los  intervalos  (0,  1),  (1,  2)  y  (2,  3].  Ade- 
mas,  en  los  puntos  de  discontinuidad,  t  =  0,  I  y  2,  la  funcion  tiene  discontinuidades  de  salto, 
pues  los  1  unites  laterales  existen  como  numeros  finitos.  En  particular,  en  t  =  1 ,  el  limite  iz- 
quierdo  es  1  y  el  li'mite  derecho  es  2.  Por  lo  tanto/(f)  es  continua  por  partes  en  [0,  3],  ■ 

Observe  que  la  funcion/(t)  del  ejemplo  4  es  continua  por  partes  en  [0,  oo)  pues  es  con¬ 
tinua  por  partes  en  todo  intervalo  finito  de  la  forma  [0,  N ]  con  N  >  0.  En  contraste,  la  fun¬ 
cion  /(f)  =  \/t  no  es  continua  por  partes  en  ningun  intervalo  que  contenga  al  origen,  pues 
tiene  un  “salto  infinito”  en  el  origen  (vease  la  figura  7.5). 


Figura  7.5  Salto  infinito  en  el  origen 


Una  funcion  que  es  continua  por  partes  en  un  intervalo  finito  es  necesariamente  integrable 
en  ese  intervalo.  Sin  embargo,  la  continuidad  por  partes  en  [0,  oo)  no  basta  para  garantizar  la 
existencia  (como  numero  finito)  de  la  integral  impropia  en  [0,  oo);  tambien  debemos  tomar  en 
cuenta  el  crecimiento  del  integrando  para  t  grande.  A  grandes  rasgos,  mostraremos  que  la 
transformada  de  Laplace  de  una  funcion  continua  por  partes  existe,  siempre  que  la  funcion  no 
crezca  “mas  rapido  que  una  exponencial”. 


EXPONENCIAL  DE  ORDEN  ol 


Definicion  3.  Una/(?)  es  de  orden  exponencial  a  si  existen  constantes  positivas 

Ty  M  tales  que 

(4)  \f(t)\  <  Meat  ,  paratodaf>L  . 
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Por  ejemplo,/(?)  =  e5t  sen  2 1  es  de  orden  exponencial  a  =  5,  pues 
|e5'  sen 2/ 1  <  e5'  , 


y  por  lo  tanto  (4)  se  cumple  con  M  =  1  y  T  cualquier  constante  positiva. 

Usamos  la  frase/(7)  es  de  orden  exponencial  para  indicar  que  para  algun  valor  de  a,  la 
funcion  /(/)  satisface  las  condiciones  de  la  definicion  3;  es  decir,  /(f)  no  crece  mas  rapido 
que  una  funcion  de  la  forma  Me011.  La  funcion  e'2  no  es  de  orden  exponencial.  Para  ver  esto, 
observe  que 

Ifm  =  lfm  =  +oo 

r— t-no  q  t— kx» 

para  cualquier  a.  En  consecuencia,  e'~  crece  mas  rapido  que  eal  para  cualquier  election  de  a. 

Las  funciones  que  aparecen  por  lo  general  al  resolver  ecuaciones  diferenciales  linea- 
les  con  coeficientes  constantes  (por  ejemplo,  polinomios,  exponenciales,  senos  y  cosenos) 
son  tanto  continuas  por  partes  como  de  orden  exponencial.  Como  mostraremos  a  continua¬ 
tion,  las  transformadas  de  Laplace  de  tales  funciones  existen  para  valores  suficientemente 
grandes  de  5. 


CONDICIONES  PARA  LA  EXISTENCIA  DE  LA  TRANSFORMADA 


Teorema  2.  Si/(f)  es  continua  por  partes  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponencial  a,  en- 
tonces  i£{/}(s)  existe  para  s  >  a. 


Demostracion.  Debemos  mostrar  que  la  integral 


s’f{t)dt 


converge  para  s  >  a.  Primero  separamos  esta  integral  en  dos: 


(5) 


(T 

e  + 

j  o 


P  OQ 

j  T 


e~s>f{l)di  , 


donde  T  se  elige  de  modo  que  se  cumpla  la  desigualdad  (4).  La  primera  integral  en  (5)  existe 
porque/(f)  y  por  tanto  e  5lf(t)  son  continuas  por  partes  en  el  intervalo  [0,  T]  para  cualquier 
5  fija.  Para  ver  que  la  segunda  integral  de  (5)  converge  usamos  el  criterio  de  comparacion 
para  integrales  impropias. 

Como /(f)  es  de  orden  exponencial  a,  tenemos  que  para  t  >  T 
l/(/)|  -  Me -  , 


y  por  tanto 

e  O/tOI  =  e~s‘\f({)\  —  Me" 
para  toda  t  >  T.  Ahora,  para  s  >  a. 


Me 


-(s-mijf  — 


1,1 dt  =  M 


-U-«)tds  = 


<  oo  . 


Como  \e  —  Me  (,s  a)l  para  t  >  T  y  la  integral  impropia  de  la  funcion  mayor  converge 
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para  5  >  a,  el  criterio  de  comparacion  muestra  que  la  integral 


|  V'?(Yh/? 

JT 

converge  para  s  >  a.  Por  ultimo,  como  las  dos  integrales  en  (5)  existen,  la  transformada  de 
Laplace  ££{/'}  (s)  existe  para  s  >  a.  m 

En  la  tabla  7.1  hemos  enumerado  las  transformadas  de  Laplace  de  algunas  de  las  funcio- 
nes  elementales.  El  lector  debe  familiarizarse  con  ellas,  pues  aparecen  con  frecuencia  en  los 
problemas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  con  coeficientes  constantes.  Los  datos  de  la 
tabla  se  pueden  deducir  de  la  defmicion  de  la  transformada  de  Laplace.  En  los  forros  de  este 
libro  aparece  una  tabla  mas  completa  de  transformadas. 


TABLA  7.1 

BREVE  TABLA  DE  TRANSFORMADAS 

DE  LAPLACE 

fit) 

F{n)  ~ 

tn  .  n  =  1,2. .  .  . 
sen£?f 

cos  bt 

euY  ,  n  —  1,2, 
eafsen  bt 
eu,cos  bt 


v  >  0 


«! 


s2  +  b2’ 

s2  +  b1  ’ 

«! 


is  —  a 


|rt  +  J 


b 


(5  -  af  +  b 
s  —  a 


{s  -  a)2  +  b2  ’ 


s  >  a 
s  >  0 
5  >  0 

s  >  0 

,  s  >  a 

s  >  a 

s  >  a 


EJ  ERCICIOS 


7.2 


En  los  problemas  1  a  12,  use  la  defmicion  1  para  deter-  3.  e6'  . 

minor  la  transformada  de  Laplace  de  la  funcion  dada.  5_  cos  2 1 

2.  f2  .  7.  e2r  cos  3 1  . 


4.  te3r  . 

6.  cos  bt,  b  constante. 
8.  e~ '  sen  2 1  . 


1.  t  . 


Seccion  7.2 


Definition  de  la  transformada  de  Laplace 


359 


9.  f{t ) 
10.  f(t) 
11-  fit) 
12.  fit) 


ro  ,  o  <  t  <  2 , 

If  ,  2  <  t  . 


1  -  t 

0  <  f  <  1 

0  , 

1  <  t  . 

sen;  , 

0  <  t  <  7T 

0  , 

7 T  <  t  . 

, 

0  <  t  <  3  , 

1  , 

3  <  ;  , 

En  los  problemas  13  a  20,  use  la  tabla  de  transformadas 
de  Laplace  y  la  linealidad  de  la  transformada  de  Lapla¬ 
ce  para  determinar  las  siguientes  transformadas. 

13.  <£{6e-31  -  r  +  2r  -  8}  . 

14.  St{5  e2‘  +  6t2}  . 

15.  ££{r'  —  te*  +  e4rcos  f}  . 

16.  !£{t2  3 1  —  2(?~'sen3f}  . 

17.  i/{e3'sen6f  -  t3  +  e!}  . 

18.  <£{t4  -  t2  -  t  +  senV2f}  . 

19.  S{/4e5r  —  <?'cos\/7f}  . 

20.  i£{e~2'cosV3f  -  t2e^2'}  . 


En  los  problemas  21  a  28,  determine  si  f{t)  es  continua, 
continua por  partes,  o  ninguna  de  las  dos  en  [0,  10]  y  bos- 
queje  la  grafica  de  f(t). 


fiA. 

0  <  f  <  1  , 

27.  fit)  - 

l  . 

lsi<2, 

i  -  f , 

2  <  t  <  10  . 

Ki 

X 

II 

sent 

f 

f  *  0  , 

1  , 

t  =  0  . 

29.  ^Cuales  de  las  siguientes  funciones  son  de  orden  ex 

ponencial? 

(a)  f3  sen  f  . 

(b)  100e49f  . 

(c)  /  . 

(d)  tint  . 

(e)  cosh(r)  . 

(f)  • 

r  +  1 

(g)  sen (f2)  +  t4e6r 

(h)  3  —  el~  +  cos  4 f  . 

(i)  exp{f2/(f  +  1)}  .  (j)  sen(e'2)  +  essn'  . 

30.  Para  las  transformadas  F(s)  de  la  tabla  7.1,  t]ue  se 
puede  decir  acerca  de  Hms  ^  F(s)2 

31.  Gracias  a  la  formula  de  Euler  (pagina  168)  y  las  pro- 
piedades  algebraicas  de  los  numeros  complejos,  va- 
rios  de  los  datos  de  la  tabla  7.1  se  pueden  deducir  de 
una  sola  formula;  a  saber. 


(6)  ^{e(f,  +  ,£,),}(j) 


s  —  a  +  ib 
(s  —  a)'  +  b' 


s  >  a. 


(a)  Calcule  la  integral  en  la  definicion  de  la  trans¬ 
formada  de  Laplace  de  la  pagina  351  con /(f)  = 
e(a+‘h)<  para  mostrar  que 


21.  fit) 

22.  fit) 

23.  f{t) 


24.  f(t) 

25.  fit ) 

26.  fit) 


1  , 

VI 

VI 

o 

(f  - 

2)2  > 

o 

VI 

V 

0  , 

0 

f 

<  2  , 

f  , 

2  < 

f 

•  10  . 

1  , 

0 

V 

-K-. 

VI 

f  - 

l  , 

1 

<  t  <  3  , 

f2- 

4  , 

3 

o 

VI 

V 

t2  -  3t  +  2 
r2  -  4  ' 

r2  -  f  -  20 
f2  +  It  +  10  ' 
t 


cg|e(«+#J(5) 


1 

s  •  ■  (a  +  ib) 


s  >  a. 


(b)  Deduzca  (6)  de  la  parte  (a)  mostrando  que 

_ 1 _ _  s  —  a  +  ib 

s  —  {a  +  ib)  (s  ~  a)2  +  b2 

(c)  Iguale  las  partes  real  e  imaginaria  de  la  formula 
(6)  para  deducir  las  dos  ultimas  entradas  de  la 
tabla  7.1. 

32.  Demuestre  que  para  s  >  0  fijo,  tenemos 

lfm  e  ~xN[s  sen  bN  +  b  cos  bN)  —  0  . 

N—*za 

33.  Demuestre  que  si/es  continua  por  partes  en  [a,  b ]  y 
g  es  continua  en  [a,  b],  entonces  el  pmducto  fg  es 
continuo  por  partes  en  [a,  b\. 
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7.3  PROPIEDADES  DE  LA  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE 

En  la  section  anterior  definimos  la  transformada  de  Laplace  de  una  funcidn/(7)  como 

f  OO 

Jo 

El  uso  de  esta  definition  para  obtener  una  expresion  explfcita  para  :F  [[)  requiere  la  evalua¬ 
tion  de  la  integral  impropia,  lo  que  con  frecuencia  es  una  tarea  tediosa.  Ya  hemos  visto  que 
la  propiedad  de  linealidad  de  la  transformada  nos  puede  ser  de  ayuda.  En  esta  section  anali- 
zamos  algunas  propiedades  adicionales  de  la  transformada  de  Laplace  que  simplifican  su 
calculo.  Estas  nuevas  propiedades  nos  permitiran  usar  la  transformada  de  Laplace  para  resol¬ 
ver  problemas  con  valores  iniciales. 


TRANSLACION  EN  S 


Teorema  3.  Si  la  transformada  de  Laplace  iff/}  (,s)  =  F(s)  existe  para  s  >  a, 
entonces 

(1)  ${«"'/(*)}(*)  =  F{&  -  a) 

para  5  >  a  +  a  . 


Demostracion.  Simplemente  calculamos 


=  e  s!ea,f{i)dt 


e  a)lf{t)dt 


F{ 


s  —  a)  . 


El  teorema  3  ilustra  el  efecto  sobre  la  transformada  de  Laplace  de  la  multiplication  de 
una  funcion/(f)  por  eat . 

EJEMPLO  1  Determinar  la  transformada  de  Laplace  de  ec"  sen  bt. 

SOLUCION  En  el  ejemplo  3  de  la  section  7.2  vimos  que 


5£{sen  fcf}(s)  =  F(s)  = 


s1  +  b2 


Asl,  por  la  propiedad  de  traslacion  de  F(s),  tenemos 

b 


i£{eafsenfjf}(j)  =  F(s  —  a)  = 


(s  -  a)1  +  b 2 
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TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  DE  LA  DERIVADA 


Teorema  4.  Sea f(t)  continua  en  [0,  oo)  y  /  '(f)  continua  por  partes  en  [0,  oo), 
ambas  de  orden  exponencial  a.  Entonces,  para  s  >  a  , 

(2)  £{/'}(*)  =*2{/}(0“/( 0)  . 


Demostracion.  Como  -  }  existe,  podemos  integrar  por  partes  (con  u  =  e  st  y  dv  = 

f'(t)dt)  paraobtener 


(3) 


■N 


T{t)dt  =  Inn  e  s,f'{t)dt 


=  b'm 

N — ^oo 


e-JU) 


+  s  |  e 

rN 

=  I  mi  e~sNf(N)  -  f(  0)  +  s  lim  erslf(t)dt 

N—>no  "  tW—>no  j  q 


=  lun  e-*Nf{N)  -/( 0)  +  *2{/}(j)  . 

Ar-  *oo  v  J 

Para  evaluar  limJV_>0O  e  v/V/'( A/ ) ,  observamos  que  como/(f)  es  de  orden  exponencial  a,  existe 
una  constante  M  tal  que  para  N  grande, 

je^47(Ar)|  =£  e~*NMeaN  =  Me  . 


Por  lo  tanto,  para  s  >  a, 

0  ^  lim  !e~iyv/(/V)|  s  Ifm  =  0  , 

A'—wo  N — *oo 

de  modo  que 

lim  e~sNf{N)  =  0 

para  5  >  a.  La  ecuacion  (3)  se  reduce  a 


<£{/'}(■*)  =  -/(o)  ■  ■ 


Podemos  usar  induccion  para  extender  el  ultimo  teorema  a  derivadas  de  orden  superior 
de/(f).  Por  ejemplo, 


=  *${/'}(*)  ”/'(0) 

=  s[s${f}(s)-fm~m , 

lo  que  se  simplifica  como 

«{/"}(*)  =  *2<Af}(s)  -  */(»)  -/’(»).  ■ 


En  general,  obtenemos  el  siguiente  resultado. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


EJEMPLO  3 


SOLUCION 


TRANSFORMADA  DE  LAPLACE  DE  DERIVADAS  EN  ORDEN  SUPERIOR 


Teorema  5.  Sean continuas  en  [0,  oo)  y  sea f^n\t) 
continua  por  partes  en  [0,  oo),  con  todas  estas  funciones  de  orden  exponencial  a. 
Entonces,  para  s  >  a, 

(4)  =  »"££{/}(*)  -  s” ~ ’/(O)  -  s"_2/'(0)  -  •  *  •  -  f'n~ ''(ft)  . 


Los  ultimos  dos  teoremas  arrojan  cierta  luz  acerca  del  porque  la  transformada  de  Lapla¬ 
ce  es  una  herramienta  tan  util  para  resolver  problemas  con  valores  iniciales.  A  grandes  ras- 
gos,  nos  dicen  que  al  usar  la  transformada  de  Laplace  podemos  reemplazar  la  “derivation 
con  respecto  de  f”  con  la  “multiplication  por  s”,  convirtiendo  con  ello  una  ecuacion  diferen- 
cial  en  una  ecuacion  algebraica.  Esta  idea  se  explora  en  la  section  7.5.  Por  ahora,  mostrare- 
mos  la  forma  en  que  el  teorema  4  puede  ser  util  para  calcular  una  transformada  de  Laplace. 

Usar  el  teorema  4  y  el  hecho  de  que 

2{sen  &/}(,«)  »  ,  b  ,  , 

s~  +  b 

para  determinar  S£  { cos  hi )  . 

Sea /(f)  =  sen  ht.  Entonces/(0)  =  0  y /'(f)  =  h  cos  bt.  Al  sustituir  esto  en  la  ecuacion  (2), 
tenemos 

-  *£{/}(*)  -  /(0)  , 
cos  bt}{s)  =  ,vi£{sen  bt}(s)  —  0  , 

bX{cos  =  TTT^  ■ 

S  +  O' 

Al  dividir  entre  b  tenemos 

-if  { COS  to}  (j)  -  ^  (V  y  .  ■ 

Demostrar  la  siguiente  identidad  para  funciones  continuas /(t)  (suponiendo  que  la  transfor¬ 
mada  existe): 

(5)  3;j  j^/(r)df7  j(.f)  =  ~2{/(f)}(.f)  . 

Usar  esta  identidad  para  verificar  la  solucion  del  ejemplo  2. 

Definimos  la  funcion  g(t)  mediante  la  integral 

g{t) f  f(j)d7  ■ 

Jo 

Observe  que  g(0)  =0y  g\t)  =  f(t).  Asf,  si  aplicamos  el  teorema  4  a  g(t)  [en  vez  de/(f)], 
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la  ecuacion  (2)  de  la  pagina  361  se  lee 


^{/(')}U')  =  f{r)dr  m)  -  0  , 


o 

que  es  equivalente  a  la  ecuacion  (5). 
Ahora,  como 

- 1 


sen  bt  — 


J  o 


b  cos  br  dr  , 


la  ecuacion  (5)  predice  que 

i£{sen  bt}{s)  —  ~X{b  cos  &}(s)  =  ^i£{cos 
Esta  identidad  es  valida  para  las  transformadas  del  ejemplo  2. 


Otra  cuestion  surge  en  relacion  con  la  transformada  de  Laplace.  Si  F(s)  es  la  transfor¬ 
mada  de  Laplace  d e/(f),  £es  F'(s)  una  transformada  de  Laplace  de  alguna  funcion  de  f?  La 
respuesta  es  afirmativa: 

F’(s)  =  -*/(/)}(*)  . 

En  realidad  tenemos  el  siguiente  resultado  mas  general. 


DERIVADAS  DE  LA  TRANSFORMADA  DE  LAPLACE 


Teorema  6.  Sea  F(s)  =!£{/}  (s)  y  suponga  que/(t)  es  continua  por  partes  en 
[0,  oo )  y  de  orden  exponencial  a.  Entonces  para  s  >  a, 

(6)  Z{tW)W)  =  (-i)n<g?(s)  • 


Demostracion. 


Considere  la  identidad 


dF 

ds 


Debido  a  la  hipotesis  sobre/(f),  podemos  aplicar  un  teorema  de  calculo  avanzado  (a  veces  11a- 
mado  regia  de  Leibniz)  para  intercambiar  el  orden  de  integracion  y  derivation: 


I'Skl' w* 

-  =  -2{tf(i)}(s)  . 

Jo 


Asi, 


mm 


dF , 


“  W  • 


El  resultado  general  (6)  se  sigue  al  aplicar  induccion  sobre  n.  m 
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Una  consecuencia  del  teorema  anterior  es  que  si  /(f)  es  continua  por  partes  y  de  orden 
exponential,  entonces  su  transformada  F(s)  tiene  derivadas  de  todos  los  ordenes. 

EJEMPLO  4  Determinar  l£{t  sen  bt}. 

SOLUCION  Ya  sabemos  que 


££{sen  bt){s)  =  F[s)  =  y  +  y 


A1  derivar  F(s)  obtenemos 
dF  /  * ,  —  2bs 

*  W  W  ' 

Por  tanto,  al  usar  la  formula  (6),  tenemos 

${t  sen  £>/}(*)  =  -  -~{s)  =  ■  ■ 

ds  (.v  +  bf 

Para  una  mejor  referenda,  en  la  tabla  7.2  enumeramos  algunas  de  las  propiedades  basi- 
cas  de  la  transformada  de  Laplace  deducidas  hasta  ahora. 


En  los  problemas  1  a  20,  determine  la  transformada  de 
Laplace  de  lafuncion  dada  usando  la  tabla  7.1  y  las  pro¬ 
piedades  de  la  transformada  dadas  en  la  tabla  7.2.  [Sm- 
gerencia:  En  los  problemas  12  a  20,  use  una  identidad 
trigonometrica  adecuada \ . 

2.  3  r  -  e2'  . 


3.  e“'cos  3t  +  e6r  —  1  . 
5.  2t2e~‘  —  t  +  cos  4 1  . 
7.  (t  -  l)4  . 

9.  e~' t  sen  2 1  . 

11.  cosh  bt  . 


4.  3t4  —  2^+1  . 

6.  e-2rsen  2 1  +  e^'t2  . 
8.  (1  +  e~')2  . 

10.  te2' cos  5 1  . 

12.  sen  3f  cos  3 1  . 


1.  t2  +  e'sen  2 1  . 
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13.  sen2  t  . 

15.  cos3 t  . 

17.  sen  2 1  sen  5 t  . 

19.  cos  nt  sen  mt  , 
m  n  . 


14.  e7fsen2  t  . 

16.  t  sen2  t  . 

18.  cos  nt  cos  mt  , 
m  #  n  . 

20.  t  sen  2 1  sen  5 1 


21.  Dado  que  /{cos  bt}(s)  =  s/(s2  +  b2),  use  la  pro- 
piedad  de  traslacion  para  calcular  /{/'cos  ht\. 

22.  Partiendo  de  la  transformada  /{  I  }(,v)  =  1/s,  use  la 
formula  (6)  para  las  derivadas  de  la  transformada  de 
Laplace  y  muestre  que  /{/"}(.?)  =  n\/sn+1. 

23.  Use  el  teorema  4  para  mostrar  que  la  entrada  31  es 
consecuencia  de  la  entrada  30  en  la  tabla  de  transfor- 
madas  de  Laplace  de  los  forros  de  este  texto. 

24.  Muestre  que  iE{eatf'}(s)  =  «!/(s  —  a)n+l  de  dos 
maneras: 

(a)  Use  la  propiedad  de  traslacion  para  F(s). 

(b)  Use  la  formula  (6)  para  las  derivadas  de  la  trans¬ 
formada  de  Laplace. 

25.  Use  la  formula  (6)  como  ayuda  para  determinar 

(a)  /{fcos/r}  .  (b)  /{f2cos  bt}  . 

26.  Sea  /(f)  continua  por  partes  en  [0,  oo)  y  de  orden  ex¬ 
ponential. 

(a)  Muestre  que  existen  constantes  K  y  a  tales  que 

1/(0  I  ^  Keat  para  toda  t  >  0  . 

(b)  Use  la  definition  de  la  transformada  y  estime  la 
integral  con  la  ayuda  de  la  parte  (a)  para  demos- 
trar  que 

lfm  /{  f\(s)  -  0  . 

x— ►rso  k‘  1 

27.  Sea /(f)  continua  por  partes  en  [0,  oo),  de  orden  ex¬ 
ponential  a  y  suponga  que  lfm,_>0+  \f{t)/t]  existe. 
Muestre  que 

/{'/y  }(s)  =  j  F{u)du  , 

donde  F{s )  =  /{/}(.?).  [Sugerencia:  Muestre  pri- 
mero  que  -~F£[f(t)/t}(s)  =  —F(s)  y  luego  use  el 
resultado  del  problema  26]. 

28.  Verifique  la  identidad  del  problema  27  para  las  si- 
guientes  funciones.  (Use  la  tabla  de  transformadas  de 
Laplace  en  los  forros). 

(a)  f{t)  -  t 5  .  (b)  fit)  -  . 


29.  La  funcion  de  transferencia  de  un  sistema  lineal  se 
define  como  el  cociente  de  la  transformada  de  Lapla¬ 
ce  de  la  funcion  de  salida  y(f)  entre  la  transformada 
de  Laplace  de  la  funcion  de  entrada  g(t),  cuando  to- 
das  las  condiciones  iniciales  se  anulan.  Si  un  sistema 
lineal  queda  descrito  mediante  la  ecuacion  diferencial 

y"(t)  +  6y'(t)  +  10y(t)=g(t)  ,  t>  0, 
use  la  propiedad  de  linealidad  de  la  transformada 
de  Laplace  y  el  teorema  5  acerca  de  la  transformada  de 
Laplace  de  derivadas  de  orden  superior  para  deter¬ 
minar  la  funcion  de  transferencia  H{s)  =  Y(s)/G(s) 
para  este  sistema. 

30.  Determine  la  funcion  de  transferencia,  definida  en  el 
problema  29,  para  el  sistema  lineal  descrito  por 

y"(t)  +  5y'(t)  +  6y(t)=g(t)  ,  t>  0. 

31.  Traslacion  en  t.  Muestre  que  para  c  >  0,  la  fun¬ 
cion  trasladada 


0  , 

fO  ~  c) 


0  <  f  <  c  , 
c  <  t 


tiene  transformada  de  Laplace 


/{g}(s)  =  e  “/{/}/)  . 

En  los  problemas  32  a  35,  sea  g(t)  la  traslacion  de  la 
funcion  dada  f{t)  hacia  la  derecha  en  c  unidades.  Bos- 
quejef{t)  y  g(t)  y  determine  Z{g(f) }(.?).  (Vease  el  pro¬ 
blema  31). 

32.  f[t )  =  1  ,  e  =  2  . 

33.  /(f)  =  t  ,  c  =  1  ■ 

34.  /(f)  =  sen  t  ,  c.  =  tt  . 

35.  f{t)  —  sen  t  ,  c  —  tt  jl  . 


36.  Use  la  ecuacion  (5)  para  deducir  la  formula 
X{f)is)  =  n!/s"+1.  [ Sugerencia :  Comience  con 
Z{  1  }(s)  y  use  induction], 

37.  Teorema  del  valor  inicial.  Aplique  la  relation 

Too 

(7)  /{/'}(*)  -  -  jSe{/}{«)  -f(0) 

J  o 

para  ver  que  para  cualquier  funcion/(f)  cuya  deriva- 
da  sea  continua  por  partes  y  de  orden  exponencial  en 
[0,  oo), 

/(0)  =  lfm  ,v/{/}(4  . 

s—*oo 

38.  Verifique  el  teorema  del  valor  inicial  (problema  37) 
para  las  siguientes  funciones.  (Use  la  tabla  de  trans¬ 
formadas  de  Laplace  en  los  forros). 

(a)  1  .  (b)  e'  .  (c)  e~‘  .  (d)  cos  t  . 

(e)  sen  t  .  (f)  t2  .  (g)  t  cos  t  . 
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7.4  TRANSFORMADAS  INVERSAS  DE  LAPLACE 

En  la  section  7.2  definimos  la  transformada  de  Laplace  como  un  operador  integral  que  aso- 
cia  a  cada  fimcion/(t)  una  funcion  F(s).  En  esta  section  consideramos  el  problema  de  hallar 
la  funcion /(t)  cuando  tenemos  la  transformada  F(s).  Es  decir,  buscamos  una  transforma¬ 
tion  inversa  para  la  transformada  de  Laplace. 

Para  ver  la  utilidad  de  tal  inversa,  consideremos  el  problema  con  valores  iniciales 

(1)  v"  -  y  =  ~t  ;  y(0)  =  0  ,  yr(0)  =  1  . 

Si  calculamos  la  transformada  de  ambos  lados  de  la  ecuacion  (1)  y  usamos  la  propiedad 
de  linealidad  de  la  transformada,  tenemos 

££{/'}(*)  -  y(s)  =  “7  . 

donde  Y(s)  ~  IX { y }  (s) .  Conocemos  los  valores  iniciales  de  la  solution  y(t),  de  modo  que 
podemos  usar  el  teorema  5  de  la  pagina  362,  acerca  de  la  transformada  de  Laplace  de  las  de- 
rivadas  de  orden  superior  para  expresar 

•2{y"}(j)  =  s2Y(s )  -  sy(0)  -  y(o)  =  s2Y{s )  -  1  . 


A1  sustituir  esto  en  vez  de  S£{y"\(s)  tenemos 
s2P(s)  -  1  -  F(s)  =  -4  . 


Resolvemos  esta  ecuacion  algebraica  para  Y(s): 


y(y  = 


j2  -  l  = 
s2(s2  -  1)  s2 


Recordemos  ahora  que  £S{f}(j)  =  1/s2  y  como  Y(s)  =  31{y}(s),  tenemos 
^{y}(s)  =  1/s2  =  2{t}(s)  . 

Por  tanto,  parece  razonable  concluir  que  y(t)  =  t  es  la  solution  del  problema  con  valores  ini¬ 
ciales  ( 1 ).  i Podemos  verificar  esto  rapidamente! 

Observe  que  en  el  procedimiento  anterior,  un  paso  crucial  consiste  en  determinar  y(t)  a 
partir  de  su  transformada  de  Laplace  Y(s)  =  1/s2.  Como  hemos  observado,  y(t)  =  t  es  tal 
funcion,  pero  no  es  la  linica  funcion  cuya  transformada  de  Laplace  es  1/s2.  Por  ejemplo,  la 
transformada  de 

f  t  ,  t  +  6  , 

^(f)  -  r 

10  ,  t  —  6 

tambien  es  1/s2.  Esto  se  debe  a  que  la  transformada  es  una  integral,  y  la  integral  no  es  afectada 
por  el  cambio  de  los  valores  de  una  funcion  en  puntos  aislados.  La  diferencia  significativa  entre 
y(t)  y  g(t),  en  lo  que  a  nosotros  respecta,  es  que  y(t)  es  continua  en  [0,  oo),  mientras  que  g(t) 
no  lo  es.  Naturalmente,  preferimos  trabajar  con  funciones  continuas,  pues  las  soluciones  de 
ecuaciones  diferenciales  son  continuas.  Por  fortuna,  se  puede  mostrar  que  si  dos  funciones  dife- 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


rentes  tienen  la  misma  transformada  de  Laplace,  a  lo  mas  una  de  ellas  puede  ser  continua. 1 
Con  esto  en  mente  damos  la  siguiente  definicion. 


TRANSFORMADA  INVERSA  DE  LAPLACE 


Definicion  4.  Dada  una  funcion  F(s),  si  existe  una  funcion/(t)  que  sea  continua 
en  [0,  oo)  y  satisfaga 

(2)  #{/}  =  F  , 

entonces  decimos  que/(f)  es  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  F(s)  y  utili- 
zamos  lanotacion/=  :F  1  { F } . 


Si  cada  funcion/(t)  que  satisfaga  (2)  es  discontinua  (y  por  tanto  no  es  solucion  de  una 
ecuacion  diferencial),  se  podria  elegir  cualquiera  de  ellas  como  la  transformada  inversa;  la 
distincion  entre  ellas  no  tiene  trascendencia  ffsica.  [De  hecho,  dos  funciones  continuas  por 
partes  que  satisfagan  (2)  solo  pueden  diferir  en  sus  puntos  de  discontinuidad]. 

Naturalmente,  las  tablas  de  transformadas  de  Laplace  seran  de  gran  ayuda  para  determi- 
nar  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  una  funcion  dada  F(s). 

Determinar  1  ( F  j .  donde 


(a)  F(s)  =  \ 
s 


(b)  F{s)  =  .. 

s 


3 

+  9  ' 


(c)  F(s)  = 


$  —  1  _ 

s  2  -  2s  +  5 


Para  calcular  1  {F  j  consultamos  la  tabla  de  transformadas  de  Laplace  de  la  pagina  358. 

(b)  “  3_1{pr^i}w  -  “> 3'  • 

(c)  2  ,{7^tT7}(,)  ■  -  e'c“2'  ■ 

En  la  parte  (c)  usamos  la  tecnica  de  completar  el  cuadrado  para  reescribir  el  denominador  en 
una  forma  facil  de  ubicar  en  la  tabla.  ■ 


En  la  practica,  no  siempre  encontramos  una  transformada  F(s)  que  corresponda  exacta- 
mente  a  una  entrada  de  la  segunda  columna  de  la  tabla  de  transformadas  de  Laplace.  Para 
funciones  F(s)  mas  complejas,  usamos  propiedades  de  1 ,  asf  como  antes  usamos  propie- 
dades  de  ££.  Una  de  tales  herramientas  es  la  linealidad  de  la  transformada  inversa  de  Laplace, 
propiedad  que  se  hereda  de  la  linealidad  del  operador 


Estc  resultado  y  otras  propiedades  de  la  transformada  de  Laplace  y  de  su  inversa  se  pueden  consultar  en  Operatio¬ 
nal  Mathematics ,  3a.  edicion,  por  R.  V.  Churchill  (McGraw-Hill,  Nueva  York,  1972). 
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EJEMPLO  2 

SOLUCION 


EJEMPLO  3 

SOLUCION 


LINEALIDAD  DE  LA  TRANSFORMADA  INVERSA 


Teorema  7.  Suponga  que  (-£  '  {F\,  :£  1  { F(  j  y  £  1  { F2 }  existen  y  son  continuas 
en  [0,  oo)  y  sea  c  cualquier  constante.  Entonces 

(3)  +  F,}  -  ST'fF,}  +  iT‘{F2}  , 

(4)  £~l{cF}  =  ^“'{f}  . 


La  demostracion  del  teorema  7  se  bosqueja  en  el  problema  37.  Ilustraremos  la  utilidad 
de  este  teorema  en  el  siguiente  ejemplo. 


Determinar  £ 


-i 


5  _ 6.v  3 _ 

s  —  6  s2  +  9  2s7  +  +  10 


Primero  usamos  la  propiedad  de  linealidad.  Asf, 
5  6s  3 


£ 


-i 


s  -  6  s2  +  9  2 (s2  +  4s  +  5) 


5.1 

.s  -  6 


<£- 


l 


+  4.v  +  5 


}■ 


A1  consultar  la  tabla  de  transformadas  de  Laplace,  vemos  que 

1 1  s“-  6'J  W  -  y  £Tl  |  ^7^}  W  =  cos  3f  • 

Esto  nos  proporciona  los  dos  primeros  terminos.  Para  determinar  £  1  ( 1  /(.v2  +  4,v  +  5)}, 
completamos  el  cuadrado  del  denominador  para  obtener  s1  +  4s  +  5  =  (s  +  2)2  +  1.  Ahora 
reconocemos  en  las  tablas  que 


£  t - L - =  e  2,sen  / 

l(j  +  2f  +  12J 


Por  tanto. 


ir1 


6s 


s  —  6  s1  +  9  2 s1  +  +  10 


}w 


3e 


-21 


5e  —  6  cos  3 1  +  — —  sen  t  . 

2 


Determinar  £ 


p-l 


{uhfl 


El  termino  (s  +  2)4  en  el  denominador  sugiere  que  trabajemos  con  la  formula 

*"{( 

En  este  caso  tenemos  a  =  —  2  y  «  =  3,  de  modo  que  £~1{6/ (s  +  2)4}(f)  =  e~2't3.  A1  usar  la 
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EJEMPLO  4 

SOLUCION 


propiedad  de  linealidad,  tenemos 


Determinar  !£  1  \  ?  —  }  . 

Is2  +  2.?  +  10  J 

A1  completar  el  cuadrado,  podemos  escribir  el  denominador  como 
a~  +  Is  +  10  =  a"  +  2s  +  1  +  9  —  (a  +  l)2  +  3“  . 

La  forma  de  F(s  )  sugiere  usar  una  o  ambas  formulas 


ar'j 

I  s  —  a 

{  (a  -  a)2  +  b 3 

<r'| 

f  _  _b _ 

L  (a  —  a)2  +  b 2 

(f)  =  £fl'cos  bt  , 


En  este  caso,  a  =  —  1  y  /?  =  3.  El  siguiente  paso  es  expresar 

3 


3a  +  2  ,  a  +  1 

(5)  — - i - —  =  A 


+  B- 


s 2  +  2a-  +  10  (a  4-  l)2  +  32  (s  +  l)2  +  32  ’ 

donde  A ,  B  son  constantes  por  determinar.  A1  multiplicar  ambos  lados  de  (5)  por  a2  +  2s  + 
10  tenemos 

3a  +  2  =  A(s  +  l)  +  3 B  =  Aa  +  (A  +  313)  , 

que  es  una  identidad  entre  dos  polinomios  en  s.  A1  igualar  los  coeficientes  de  los  terminos  seme- 
jantes,  obtenemos 

A  =  3  ,  A +3B  =  2, 

de  modo  que  A  =  3  y  B  =  — 1/3.  Por  ultimo,  (5)  y  la  propiedad  de  linealidad  implican  que 


.iT 


-  3^'{(7fryW}«  -  l2_,{(7TiFr?}w 


=  3e  ‘cos  3 1  -  ~e  ‘ sen  3f  . 


Si  usted  tuviera  la  opcion  de  encontrar  la  transformada  inversa  de  Laplace  de 
7 a2  +  10a  -  1 


F.is)  - 


o  de 


a2  +  3a2  —  a  —  3 


2  1  4 

+  — r  + 


s  i  a  +  1  s  +  3  ’ 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


(',cual  elegirfa?  Sin  duda,  F2{s)  es  la  mas  sencilla.  En  realidad,  las  dos  funciones  F1(s)  y 
F2{s)  son  identicas,  lo  que  puede  verificarse  combinando  las  fracciones  que  forman  a  F2(s). 
Asf,  si  nos  enfrentamos  al  problema  de  calcular  -:£  1  de  una  funcion  racional  como  F\(s),  pri- 
mero  la  expresamos,  como  en  el  caso  de  F2(s),  mediante  una  suma  de  fracciones  racionales 
sencillas.  Esto  se  logra  mediante  el  metodo  de  fracciones  parciales. 

Revisaremos  brevemente  este  metodo.  Recuerde  del  calculo  que  una  funcion  racional  de 
la  forma  P(s)/Q(s),  donde  P(s)  y  Q(s)  son  polinomios  donde  el  grado  de  P  es  menor  que  el 
grado  de  Q,  tiene  un  desarrollo  en  fracciones  parciales  cuya  forma  se  basa  en  los  factores  li- 
neales  y  cuadraticos  de  Q(s).  (Supondremos  que  los  coeficientes  de  los  polinomios  son  nu- 
meros  reales).  Debemos  considerar  tres  casos: 

1 .  Factores  lineales  no  repetidos. 

2.  Factores  lineales  repetidos. 

3.  Factores  cuadraticos. 

1 .  Factores  lineales  no  repetidos 

Si  Q(s)  se  puede  factorizar  como  un  producto  de  factores  lineales  distintos, 

£&)  =  (s  -  n){$  -  r2)  (i  -  rn)  , 

donde  los  /•,  son  numeros  reales  distintos  entre  si,  entonces  el  desarrollo  en  fracciones  parcia¬ 
les  tiene  la  forma 

F'F )  -^i  a2  A„ 

— — -  = - + - +  *  •  ■  + - , 

Q\s)  s  -  r]  s  -  r2  s  -  r„ 

donde  las  A,  son  numeros  reales.  Hay  varias  formas  de  determinar  las  constantes  A  h  .  .  .  ,  An. 
En  el  siguiente  ejemplo  demostramos  de  estos  metodos. 

Determinar  1  {F } ,  donde 

pt  \  _  _ —  1 _ 

{  )  (s  +  Of.v  +  2){,  -  3)  ■ 

Primero  hallamos  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  de  F(s).  El  denominador  cons- 
ta  de  tres  factores  lineales  distintos,  de  modo  que  el  desarrollo  tiene  la  forma 

(6)  t - ,^7s  -  - c  -  ^  , 

is+  l)(y  +  2 )(s  -  3)  $  +  l  s  +  2  je  -  3 

donde  A,  B  y  C  son  numeros  reales  por  determinar. 

Un  procedimiento  que  sirve  para  todos  los  desarrollos  en  fracciones  parciales  consiste 
en  multiplicar  primero  la  ecuacion  del  desarrollo  por  el  denominador  de  la  funcion  racional 
dada.  Esto  nos  proporciona  dos  polinomios  identicos.  Al  igualar  los  coeficientes  de  sk  tene- 
mos  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  que  podemos  resolver  para  determinar  las  constantes 
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incognitas.  En  este  ejemplo,  multiplicamos  (6)  por  (s  +  1  )(,v  +  2)(.v  —  3)  v  vemos  que 
(7)  7.s  -  1  =  4(s  +  2)(y  -  3)  +  B(s  +  1  )(s  -  3)  +  C(s  +  l)(s  +  2)  * 

que  se  reduce  a 

7.v  -  1  =  (A  +  B  +  C)s2  +  (-A  -  2B  +  3C)s  +  (-6.4  -  3 B  +  2 C). 

A1  igualar  los  coeficientes  de  s2.  s  y  1  tenemos  el  sistema  de  ecuaciones  lineales 

A  +  B  +  C  =  0  , 

-4  —  2B  +  3C  =  7  , 

-64  -  3B  +  2C  ~  -1  . 

A1  resolver  este  sistema,  4  =  2,  B  =  —  3  y  C  =  1.  Por  lo  tanto, 


Is  -  I _ 

(s  +  l)(s  +  2}(s  —  3) 


(8) 


Otro  metodo  para  determinar  las  constantes  A ,  B  y  C  de  (7)  consiste  en  elegir  tres  valo- 
res  para  s  y  sustituirlos  en  (7)  para  obtener  tres  ecuaciones  lineales  en  las  tres  incognitas.  Si 
somos  cuidadosos  al  elegir  los  valores  para  s,  el  sistema  se  puede  resolver  facilmente.  En  es¬ 
te  caso,  es  claro  que  la  ecuacion  (7)  se  simplifica  si  s  =  —  1,  —2  o  3.  Si  hacemos  s  =  —  1, 

-7  -  1  =  4(l)(-4)  +  B{ 0)  +  C(0)  , 

-8  =  -44  . 

Por  lo  que  4  =  2;  al  hacer  s  =  —  2, 

-14  -  1  =  4(0)  +  S(-l){~5)  +  C(0)  , 

-15  =  5  B  , 

y  B  =  —3.  Por  ultimo,  si  s  =  3,  vemos  que  C  =  1.  En  el  caso  de  factores  lineales  no  repeti- 
dos,  este  metodo  es  mas  sencillo. 

Ya  que  tenemos  el  desarrollo  en  fracciones  parciales  (8),  usamos  la  linealidad  para 
calcular 


=  2e  ’  —  3e  11  +  ey  .  m 


An  rigor,  obtuvimos  la  ecuacion  (7)  para  s  distinta  de  —1,  —2  y  3,  pero  por  continuidad  vale  tambien  para  estos 
valores. 
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EJEMPLO  6 

SOLUCION 


2.  Factores  lineales  repetidos 

Sea  s  —  r  un  factor  de  Q(s)  y  supongamos  que  (,v  —  r)m  es  la  maxima  potencia  de  5  —  r  que 
divide  a  Q(s).  Entonces  la  parte  del  desarrollo  en  fracciones  parciales  de  P(s)/Q(s)  corres- 
pondiente  al  termino  (s  —  r)m  es 


donde  los  A ,  son  numeros  reales. 


Determinar  5E 


J.  *Z  +  9s  +  2  \ 

\(s  -  1)2(.V  +  3)/ 


Como  5  —  1  es  un  factor  lineal  repetido  con  multiplicidad  dos  y  5  +  3  es  un  factor  lineal  no 
repetido,  el  desarrollo  en  fracciones  parciales  asume  la  forma 


s“  +  9s  +  2  _  A  B  ,  C 

(s  -■  l)2(s  +  3)  5~1  (s  -  l)2  5+3 


Primero  multiplicamos  ambos  lados  por  (5  —  l)2(s  +  3)  para  obtener 

(9)  s2  +  95  +  2  =  A{s  -  l)(5  +  3)  +  Bis  +  3)  +  C(s  -  if  - 

Luego  observamos  que  si  s  =  1  (05  =  —3),  dos  terminos  del  lado  derecho  de  (9)  se  anulan, 
quedando  una  ecuacion  lineal  en  terminos  de  B  (o  C).  Al  hacer  s  =  1  en  (9),  tenemos 

1  +  9  +  2  =  A(0)  +  4 B  +  C(0)  , 

12  =  4fl  , 

y  B  =  3.  De  manera  analoga,  si  5  =  —3  en  (9), 


9  —  27  +  2  —  A(0)  +  5(0)  +  16C 
-16  =  16C  . 


Asf,  C  =  —  1.  Por  ultimo,  para  hallar  A,  elegimos  un  valor  distinto  para  s,  digamos  5  =  0. 
Como  B  =  3  y  C  =  —  1 ,  al  hacer  s  =  0  en  (9)  se  llega  a 

2  =  —  3A  +  3  B  +  C  =  —  3A  +  9-1 

y  A  =  2.  Por  tanto. 


(10) 


52  +  95  +  2  =  2  +  _J3 _ 1 _ 

(5  -  1)2(5  +  3)  5-1  (5  -  l)2  5  +  3  ' 


Tambien  podrfamos  determinar  a  las  constantes  A,  B  y  C  escribiendo  la  ecuacion  (9)  en 
la  forma 


52  +  95  +  2  =  (A  +  c)j2  +  (2A  +  B  -  2C)s  +  (-3A  +  35  +  C)  . 

Luego,  al  igualar  los  coeficientes  correspondientes  de  52,  5  y  1  y  resolver  el  sistema  resultan- 
te,  de  nuevo  tenemos  que  A=2,  B  =  3  y  C  =  —  1  . 
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Una  vez  obtenido  el  desarrollo  en  fracciones  parciales  (10)  para  la  funcion  racional  da- 
da,  podemos  determinar  su  transformada  inversa  de  Laplace: 


1  f  s2  +  9s  +  2 

U-ov+3) 


=  ar 


(<)  +■  33- 1 


-  sr1 


=  2e'  4-  3te'  ~  e  3/  .  ■ 


3.  Factores  cuadraticos 

Sea  (s  —  a)2  +  ft2  un  factor  cuadratico  de  Q(s)  que  no  se  pueda  reducir  a  factores  lineales 
con  coeficientes  reales.  Supongamos  que  m  es  la  maxima  potencia  de  (.9  —  a)2  +  /32  que  di¬ 
vide  a  Q(s).  Entonces  la  parte  del  desarrollo  en  fracciones  parciales  correspondiente  a  (s  — 
a)2  +  01  es 


Qs  +  D  i  C2s  +  P2  Cms  +  Dm 

(.9  -  a)2  +  fi2  [(.t  ~  a)2  +  j32]2  [(j  —  a)2  +  fh2]'n 

Como  vimos  en  el  ejemplo  4,  es  mas  conveniente  expresar  C,,v  +  Z),  en  la  forma  A, (s  —  a)  + 
f5Bj  al  tratar  de  calcular  las  transformadas  de  Laplace.  Asf,  escribiremos  esta  parte  del  desa¬ 
rrollo  en  fracciones  parciales  en  la  forma  equivalente 

Aj{s  ~  a)  +  A2(s  -  a)  +  (5B2  ",  Aj?  -  a)  +  f3Bm 

(s  —  a)2  +  fi2  [($  —  a)2  +  fi2}2  [(,9  —  a)1  +  fi2]"1 


EJEMPLO  7 

SOLUCION 


Determinar  1 


2s2  +  10.9 

-  29  +  5)(9  +  1) 


Primero  observamos  que  el  factor  cuadratico  92  —  29  +  5  es  irreducible  (verifique  el  signo 
del  discriminante  en  la  formula  cuadratica).  Luego  escribimos  este  factor  en  la  forma  (9  — 
a)2  +  p2  completando  el  cuadrado: 


9 2  -  2.9  +  5  =  (.9  -  l)2  +  22  . 

Como  92  —  29  +  5  y  9  +  1  son  factores  no  repetidos,  el  desarrollo  en  fracciones  parciales  tie- 
ne  la  forma 


292  +  109  _  .4(5  ~  1)  +  2B  C 

[s2  -  2.9  +  5)(.9  +  1)  “  (.9  -  l)2  +  22  +  9  +  1  ' 


Al  multiplicar  ambos  lados  por  el  comun  denominador,  obtenemos 
(11)  2.92  +  10,9  =  [a(,v  -  1)  +  2B ]  (9  +  l)  4-  c(92  -  2.9  +  5)  . 
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En  la  ecuacion  (11),  hacemos  s  =  —  1,  1  y  0.  En  el  primer  caso, 

2  -  10  =  [A{- 2)  +  2B ] (o)  +  C(8)  s 
-8-8 C  , 

y  C  =  —  1.  Si  s  =  len(ll),  obtenemos 

2  +  10  —  [Mo")  +  2B](2)  +  C( 4)  , 

y  como  C  =  —  1,  esta  ultima  ecuacion  se  convierte  en  12  =  4/1  —  4,  de  modo  que  B  =  4.  Por 
ultimo,  hacemos  5  =  0  en  (1 1)  y  usamos  C  =  —  I  y  B  =  4  para  obtener 

0  =  'A(-l)  +  2B](l)  +  C(5)  , 

0  -  -A  +  8  -  5  , 

A  =  3  . 

Como  A  =  3,B  =  4yC  =  —  1, 

2s 2  +  10s  _  3(s  -  1)  +  2(4)  1 

{s“  —  2s  +  5)(s  +1)  (s  —  i)^  +  2^  s  +  1 


Con  este  desarrollo  en  fracciones  parciales  podemos  calcular  de  inmediato  la  transfor- 
mada  inversa  de  Laplace: 


cp-J 


2s2  +  10s 


(s2  -  2s  +  5)(s  +  1) 


(/)  =  %- 


J3(s-  1)4-  2(4)  1 


+  4i£ 


(s  -  l)2  +  22  s  +  l 

'{(i  '.ip1  2-}U) 

2 


W 


Uj  -  l)2  +  2 

=  3e'cos  2 1  +  4£,fscn2/  — 


3}W-^‘{7Tt}w 


En  la  seccion  7.7  analizaremos  otro  metodo  (que  implica  las  convoluciones)  para  calcu¬ 
lar  transformadas  inversas  que  no  requiere  descomposiciones  en  fracciones  parciales.  Ade- 
mas,  el  metodo  de  convolucion  es  conveniente  en  el  caso  de  una  funcion  racional  con  un 
factor  cuadratico  en  el  denominador.  Los  problemas  33-36  y  38-43  describen  otras  herra- 
mientas  utiles. 


EJ  E RCICIOS 


7.4 


En  los  problemas  1  a  10,  determine  la  transformada  in¬ 
versa  de  Laplace  de  la  funcion  dada. 


5. 


1 

s2  +  4s  +  8 


1. 


6 

(s-1)4 


2. 


2 

s2  +  4 


2s  +  16 
s2  +  4s  +  13 


3 

6.  - ~  . 

(2s  +  5)3 


3. 


s  +  1 

s"  +  2s  +  10 


4. 


4 

s2  +  9 


3s  -  15 
2 s2  -  4s  +  10 


10. 


s  —  1 

2  s2  +  s  +  6 
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En  los  problemas  11  a  20,  determine  el  desarrollo  enfrac- 
ciones  parciales  para  la  funcion  racional  dada. 


11. 

.V2  -  26s  -  47 

.  12. 

-s  -  7 

(s  -  l)(s  +  2)0  +  5) 

-2s2  -  3s  -  2 

(s  +  l)(s  -  2} 

13. 

${s  +  If  ' 

-S s2  -■  5s  4-  9 

14. 

(a-  +  l)(s2  -  3s  +  2)  ' 
8s  -  2s2  14 

16. 

-5s  -  36 

15. 

(.¥  +  l)(s2  —  2s  +  5) 

0  +  2)02  +  9) 

17. 

3s  +  5 

18. 

3s2  +  5s  +  3 

s(s2  +  s  -  6) 

s4  +  s3 

19. 

1 

20. 

s 

{s  -  3 ){s2  +  2s  +  2)  ’ 

0  -  00®  -  1) 

En  los  problemas  21  a  30,  determine  ££  1  {Z7 }  . 

21.  F(s)  = 

22.  F(s)  = 

23.  F{s)  = 

24.  F(s)  = 

25.  F{s)  - 

26.  F(s)  = 


6s 

■2  -  13s 

+  2 

s{s 

■  -  00 

-  6) 

s  +  11 

0 

-  i)0  +  3) 

5s 

2  +  34s 

4-  53 

0 

+  3)20 

+  1) 

Is2  -  41s  + 

84 

0 

-  OO2 

-  As 

+  13) 

Is2  +  23 s  + 

30 

0 

-  2)0 2 

+  2s 

+  5) 

7s 

3  -  2s2 

-  3s 

H  6 

*0  -  2) 


27.  s2F{s)  -  4F0) 


5 


s  +  1  ' 


28.  $2F{$)  +  sF{s J  -  6F(s)  - 

29.  sFO)  +  2 F{s)  = 


30.  sF(s)  —  F{s)  — 


s2  +  4 


s~  +  s 
10s2  +  12s  +  14 
s2  -2,?  +  2 
2s  +  5 


s2  +  2s  +  1 


31.  Determine  la  transformada  de  Laplace  de  cada  una  de 
las  siguientes  funciones: 


0  , 
t  , 


(b>  f2{t)  =  2 


(c)  hit)  =  t 


t  -  \  , 
t  -  6  , 
f  ^  1,6 


^Cual  de  las  funciones  anteriores  es  la  transformada 
inversa  de  Laplace  de  1  / s2cl 


32.  Determine  la  transformada  de  Laplace  de  cada  una  de 
las  siguientes  funciones: 


(a)  hit)  =  | 

(b)  hit)  -  < 


t  ,  t  —  1,  2,  3, . . .  , 

e'  ,  t*  1,  2,  3 . 

e'  ,  t  +  5, 8  , 

6  ,  t  —  5  , 

0  ,  f  =  8  . 


(C)  hit)  =  e'  . 

^Cual  de  las  funciones  anteriores  es  la  transformada 
inversa  de  Laplace  de  1/(5  —  1 )? 


El  teorema  6  de  la  seccion  7.3  se  puede  expresar  en  ter- 

minos  de  la  transformada  inversa  de  Laplace  como 

donde  f  =  SL'jF).  Use  esta  ecuacion  en  los  problemas 

33  a  36 para  calcular  i£_1{F). 

33.  F(s)  -  In  (fL|)  .  34.  FW  =  in  (j+j)  . 

35.  F(s)  =  In  ^y-  ■  36.  F(a')  =  arctan(l/s)  . 

37.  Demuestre  el  teorema  7  relativo  a  la  linealidad  de  la 
transformada  inversa.  [Sugerencia:  Muestre  que  el 
lado  derecho  de  la  ecuacion  (3)  es  una  funcion  conti- 
nua  en  [0,  00)  cuya  transformada  de  Laplace  es 
Fi(s)  +  F2(s)]. 

38.  Calculo  del  residuo.  Sea  P(s)/Q{s)  una  funcion 
racional,  donde  el  grado  de  P  es  menor  que  el  grado 
de  Q,  y  suponga  que  s  —  res  un  factor  lineal  no  repe- 
tido  de  Q{s).  Demuestre  que  la  parte  del  desarrollo  en 
fracciones  parciales  de  P(s)/Q(s)  correspondiente  a 
5  —  r  es 

,4 

s  -r  ’ 


t  =  2  , 

IF  2  . 
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donde  A  (el  residuo)  esta  dado  por  la  formula 


A 


I  mi 


(«  -  #) 

Q{s) 


39.  Use  la  formula  para  el  calculo  del  residuo  deducida 
en  el  problema  38  para  hallar  rapidamente  el  desa- 
rrollo  en  fracciones  parciales  de 
2  s  +  1 

s{.s  -  l)(.s  +  2) 


Mj)  = 


40.  Formula  de  desarrollo  de  Heaviside.1  Sean  P(s) 
y  £?(s)  polinomios  tales  que  el  grado  de  P(s)  es  me- 
nor  que  el  grado  de  Q(s).  Sea 

fit*)  -  0  -  r,)(s  -  r2)  0  -  r„)  , 


donde  los  /-,■  son  numeros  reales  distintos.  Muestre 
que 


ST1 


41.  Use  la  formula  de  desaiTollo  de  Heaviside  deducida 
en  el  problema  40  para  determinar  la  transformada 
inversa  de  Laplace  de 


3s2  —  1 +  5 

V*  +  l)(.v  -  3)U  -  2)  ' 


42.  Residuos  complejos.  Sea  P(s)/Q(s)  una  funcion 
racional  tal  que  el  grado  de  P  es  menor  que  el  grado 
de  Q  y  suponga  que  (5  —  a)2  +  /32  es  un  factor  cua- 
dratico  no  repetido  de  Q.  (Es  decir,  a  ±  i/3  son  ceros 
complejos  conjugados  de  Q).  Demuestre  que  la  parte 
del  desarrollo  en  fracciones  parciales  de  P(s)/Q(s) 
correspondiente  a  (s  —  a)2  +  P 2  es 

Aji1  —  a)  +  /3  B 
(s  —  a)2  I  f}1 


donde  el  residuo  complejo  pB  +  ipA  esta  dado  por 
la  formula 


P  B  +  ipA 


Inn  - 

,T— +  !/ 3 


U  ~  «)2  + 
G(a) 


(Asi,  podemos  determinar  B  y  A  extrayendo  las 
partes  real  e  imaginaria  del  limite  y  dividiendolas 
entre  P). 

43.  Use  las  formulas  del  residuo  deducidas  en  los  pro- 
blemas  38  y  42  para  determinar  el  desarrollo  en  frac¬ 
ciones  parciales  de 

/■,  6s-  +  28 

F{s)  =  - w - r  . 

(s2  -  2s  +  5)(s  +  2) 


7.5  SOLUCION  DE  PROBLEMAS  CON  VALORES  INICIALES 

Nuestro  objetivo  es  mostrar  la  forma  de  usar  las  transformadas  de  Laplace  para  resolver  pro- 
blemas  con  valores  iniciales  para  ecuaciones  diferenciales  lineales.  Recuerde  que  ya  hemos 
estudiado  formas  de  resolver  estos  problemas  en  el  capitulo  4.  Estos  metodos  anteriores  re- 
quieren  hallar  primero  una  solution  general  de  la  ecuacion  diferencial  y  luego  usar  las  con- 
diciones  iniciales  para  determinar  la  solucion  deseada.  Como  veremos,  el  metodo  de  trans¬ 
formadas  de  Laplace  conduce  a  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales  sin  hallar 
primero  una  solucion  general. 

Debemos  destacar  otras  ventajas  del  metodo  de  la  transformada.  Por  ejemplo,  la  tecni- 
ca  puede  manejar  facilmente  ecuaciones  con  funciones  de  forzamiento  que  tienen  disconti- 
nuidades  de  salto,  como  se  muestra  en  la  seccion  7.1.  Ademas,  el  metodo  se  puede  usar  pa¬ 
ra  ciertas  ecuaciones  diferenciales  lineales  con  coeficientes  variables,  una  clase  particular 
de  ecuaciones  integrales,  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  y  ecuaciones  diferenciales 
parciales. 


'Nota  histdrica:  Esta  formula  jugo  un  papel  importante  en  la  "solucion  operacional”  de  las  ecuaciones  diferenciales 
ordinarias  desarrollada  por  Oliver  Heaviside  en  la  decada  de  1890. 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


METODOS  DE  TRANSFORM  ADAS  DE  LAPLACE 


Para  resolver  un  problema  con  valores  iniciales: 

(a)  Considere  la  transformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  la  ecuacion. 

(b)  Use  las  propiedades  de  la  transformada  de  Laplace  y  las  condiciones  iniciales 
para  obtener  una  ecuacion  para  la  transformada  de  Laplace  de  la  solucion  y 
luego  despeje  la  transformada  en  esta  ecuacion. 

(c)  Determine  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  la  solucion,  buscandola  en 
una  tabla  o  usando  un  metodo  adecuado  (como  fracciones  parciales)  junto  con 
la  tabla. 


En  el  paso  (a)  estamos  suponiendo  tacitamente  que  la  solucion  es  continua  por  partes  en 
[0,  oo)  y  de  orden  exponencial.  Una  vez  obtenida  la  transformada  inversa  de  Laplace  en  el 
paso  (c),  podemos  verificar  si  se  cumplen  tales  suposiciones. 

Resolver  el  problema  con  valores  iniciales 

(1)  /  -  2/  +  5y  =  ;  y(0)  =  2  ,  y'(0)  =  12  . 

La  ecuacion  diferencial  en  (1)  es  una  identidad  entre  dos  funciones  de  t.  Por  lo  tanto,  vale  la 
igualdad  entre  las  transformadas  de  Laplace  de  estas  funciones: 

-  2/  +  5v}  -  . 

Usamos  la  propiedad  de  linealidad  de  ^  y  la  transformada  recien  calculada  para  la  funcion 
exponencial  para  escribir 

(2)  .%"}{*)  -  2i£{y'}U)  +  5%{y}(S)  =  - 

Sea  Y(s)  '■=  !:£{y}(s).  Usamos  las  formulas  para  la  transformada  de  Laplace  de  deriva- 
das  de  orden  superior  (vease  la  seccion  7.3)  y  las  condiciones  iniciales  en  (1),  para  escribir 

ie{y'}(i)  =  s7(s)  -  y{0)  =  .vHYl  -  2  . 

%{y"}(s)  =  sM*)  -  jsy(0)  -  y'(0)  =  -  2s  -  12  . 

A1  sustituir  estas  expresiones  en  (2)  y  despejar  Y(s)  tenemos 

[s2Y(s)  -  2s  -  12]  -  Z[s Y(s)  -  2]  +  57(s)  =  , 

(s-  -  2s  +  5 )Y{s)  =  2s  +  8  -  , 

(s2  -  2,v  +  5 )Y{s)  =  ~  +  l  , 

2 r  +  10s 

(s2  -  2s  +  5)(s  +  l) 
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Ahora  debemos  calcular  la  transformada  inversa  de  la  funcion  racional  Y(s);  hicimos 
esto  en  el  ejemplo  7  de  la  seccion  7.4,  usando  un  desarrollo  en  fracciones  parciales: 

(3)  vfl)  —  3<?'cos  2 1  +  4tisen  2 1  —  e  '  , 

que  es  la  solution  del  problema  con  valores  iniciales  (1).  ■ 

Como  rapida  verification  de  sus  calculos,  el  lector  puede  revisar  si  la  solution  calculada 
satisface  las  condiciones  iniciales  dadas. 

Es  probable  que  el  lector  cuestione  el  uso  del  metodo  de  transformadas  de  Laplace  para 
resolver  un  problema  con  valores  iniciales  que  es  facil  de  hacer  mediante  los  metodos  del  ca¬ 
pitulo  4.  El  objetivo  de  los  primeros  ejemplos  de  esta  seccion  es  familiarizar  al  lector  con  el 
procedimiento,  pero  en  el  ejemplo  4  y  en  secciones  posteriores  veremos  que  el  metodo  es 
aplicable  a  problemas  que  no  pueden  manejarse  facilmente  mediante  las  tecnicas  de  capftu- 
los  anteriores. 


EJEMPLO  2  Resolver  el  problema  con  valores  iniciales 

(4)  /'  +  4/  -  5y  =  te'  :  y(o)  =  1  ,  /(o)  =  0  . 

SOLUCION  Sea  Y(s)  '■=  !:£{y}(s).  Al  calcular  la  transformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  la  ecuacion 
diferencial  en  (4),  tenemos 


(5)  ^{y"}(.v)  +  4 2{/}(s)  -  5EW  -  - - — 

(s  -  1) 


Usamos  las  condiciones  iniciales  para  expresar  ^{y'}(i)  y  iC{y"}(i)  en  terminos  de  Y(s). 
Es  decir, 


=  sY{s)  -  y( 0)  =  -  1  , 

=  sMj)  -  jfyjO)  -  y'( 0)  -  s2E(s)  -  s  . 


Sustituimos  de  nuevo  en  (5)  y  despejamos  Y(s): 


-  *]  +  -  1]  -  5Y(x)  =  ^ 


{s  +  5){s  -  1)F(*) 


,r3  +  2,r  -  7s  +  5 


El  desarrollo  en  fracciones  parciales  para  Y(s)  tiene  la  forma 


s*  +  2s*  -  Is +  5  =  _A  _  B  C  D 

(,?  +  5)(s  -  l)3  .5  +  5  5-1  [s  -  l)2  (5  -  l)3 


Al  calcular  los  denominadores,  vemos  en  ultima  instancia  que  A  =  35/216,  B  =  181/216, 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


C  =  — 1/36  y  D  =  1/6.  A1  sustituir  estos  valores  en  (6)  tenemos 


35 1 

1  1  ' 

1  +  181 i 

(  * 

216 

1*  +  5 ) 

216' 

U  -  1 J 

36  \(s  —  l)2/  12  \(ar  —  l)V  ’ 

donde  hemos  escrito  D  =  1/6  =  (1/12)2  para  facilitar  el  ultimo  paso,  el  calculo  de  la  trans- 
formada  inversa.  De  las  tablas,  tenemos  que 


35  _5,  ,  181  ,  1  f  ,  1  ,  , 

- p  H - e - te‘  +  — t~f. 

216  216  36  12 


(7)  y(t) 

es  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales  (4). 


Resolver  el  problema  con  valores  iniciales 

(8)  w"(f)  —  2w'[t)  +  5w(f)  =  — 8t,7T_'  ;  w(tt)  =  2  ,  =  12  . 

Para  usar  el  metodo  de  transformadas  de  Laplace,  primero  movemos  las  condiciones  inicia¬ 
les  a  t  =  0,  haciendo  y(t)  ~  w{t  +  77);  entonces, 

y’(t)  =  w'{t  +  7 r)  ,  y"(t)  =  w"{t  +  ir)  . 

A1  reemplazar  t  por  t  +  it  en  la  ecuacion  diferencial  en  (8),  tenemos 

(9)  w"{t  +  tt)  —  2w'(f  +  tt)  +  5vv(f  +  tt )  =  ~8e1r~^+^  =  ~8e~r  . 

A1  hacery(f)  =  w(t  +  tt)  en  (9),  el  problema  con  valores  iniciales  en  (8)  se  convierte  en 

fit)  ~  2 /(f)  +  5y(t)  =  -*e-‘  ;  y(0)  =  2  ,  y'(0)  -  12  . 

Ahora  podemos  aplicar  el  metodo  de  transformada  de  Laplace,  pues  las  condiciones  iniciales 
estan  ahora  en  el  origen.  En  realidad,  ya  seguimos  este  procedimiento  en  el  ejemplo  1,  donde 
hallamos  que 

(10)  y(f)  =  3e'cos  2 1  +  4e'sen  2t  -  e~‘  . 

Como  w(t  +7 r)  =  y(t),  entonces  w(t)  =  y(t  —  tt).  Asi,  al  reemplazar  t  por  1  —  77  en  (10), 

w{t)  =  y{t  —  w)  -  3e!^  uC05  \l{t  -  77 )j  +  4c'_,Tsen  [2(f  -  77)]  - 
=  3e,'"lrCOS  2 1  +  4c'f_,rsen  2 1  —  e7!~{  .  ■ 

Hasta  ahora  solo  hemos  aplicado  el  metodo  de  la  transformada  de  Laplace  a  ecuaciones 
lineales  con  coeficientes  constantes,  pero  algunas  ecuaciones  importantes  en  ffsica  matema- 
tica  implican  ecuaciones  lineales  cuyos  coeficientes  son  polinomios  en  t.  Para  resolver  tales 
ecuaciones  mediante  transformadas  de  Laplace,  aplicaremos  el  teorema  6  de  la  pagina  363, 
donde  demostramos  que 

(id  2{iy(/)}M  =  (-i)“^W  . 

Si  hacemos  n  =  1  y  f(t)  =  y’(t ),  vemos  que 

=  -fsixY(s)  ~  y({>)]  =  -  y(s) . 
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EJEMPLO  4 

SOLUCION 


1  y  f(t)  =  y"(t),  obtenemos  de  (11) 

-few w 

-^-[s2Ks)  -  »•(»)  -  /»)] 

=  -s2ru)  -  2sL(»  +  y(0)  . 

Asl,  vemos  que  para  una  ecuacion  diferencial  lineal  en  y[t)  cuyos  coeficientes  son  polino- 
mios  en  t,  el  metodo  de  transformadas  de  Laplace  convertira  la  ecuacion  dada  en  una  ecua¬ 
cion  diferencial  lineal  en  Y(s)  cuyos  coeficientes  son  polinomios  en  s.  Ademas,  si  los  coefi¬ 
cientes  de  la  ecuacion  dada  son  polinomios  de  grado  1  en  t,  entonces  (sin  importar  el  orden 
de  la  ecuacion  dada)  la  ecuacion  diferencial  para  Y{s )  es  solo  una  ecuacion  lineal  de  primer 
orden.  Como  ya  sabemos  resolver  esta  ecuacion  de  primer  orden,  el  unico  obstaculo  serio 
podrfa  ser  el  calculo  de  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  Y(s).  (Este  problema  puede 
ser  irresoluble,  pues  la  solucion  y(t)  podrfa  no  tener  una  transformada  de  Laplace). 

Para  ilustrar  esta  tecnica,  usaremos  el  siguiente  hecho:  sif(t)  es  continua  p or  partes  en 
[0,  oo )  y  de  orden  exponencial,  entonces 

(12)  Inn  i£{/}(s)  =  0  . 

(Es  probable  que  el  lector  ya  haya  observado  esto  en  las  entradas  de  la  tabla  7. 1  de  la  pagina 
358).  En  el  problema  26  de  los  ejercicios  7.3  aparece  un  bosquejo  de  la  demostracion 
de  (12). 

Resolver  el  problema  con  valores  iniciales 

(13)  /'  +  2ty'  ~  4y  =  1  ,  y(0)  =  /(0)  =  0  , 

Hacemos  Y(s)  =  -:£\y}(s)  y  calculamos  la  transformada  de  Laplace  a  ambos  lados  de  la 
ecuacion  en  (13): 

(14)  /:{>-'}(v)  +  -  4 Y{s)  =  ■■  . 

Usamos  las  condiciones  iniciales  para  tener  que 

%{y"}(s)  =  s2y(s)  -  sy( o)  -  y  (o)  =  yy(.9) 

y 

%{ty'(t)Ks)  =  -  ^-${y'}(s) 
as 

=  -^-[sY(s)-y(0)]  =  -sY'(s)-Y(s)  . 

A1  sustituir  estas  expresiones  en  (14), 

s2Y(s)  +  2[-sY'(s)  ~  r(s)]  -  4Y(s)  =  ^  , 

-  2sY'{s)  +  (52  -  6)y(s)  =  -i-  , 

(15)  rW  +  (|-i)rW=^  . 


En  forma  similar,  si  n  = 
5f{ry"(f)}(Y)  - 
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La  ecuacion  ( 15)  es  una  ecuacion  lineal  de  primer  orden  que  tiene  el  factor  integrante 

/4y)  =  <*#-#'  = 

(vease  la  seccion  2.3).  A1  multiplicar  (15)  por  obtenemos 

Ahora  integramos  y  despejamos  Y(s): 

x3e~slf4Y(s)  -  -  1 1 e~ ^  ds  =  e~^A  +  C  , 

(16)  y(s)  =  -^  +  . 

s  s 

Si  Y(s)  es  la  transformada  de  Laplace  de  una  funcion  continua  por  partes  de  orden  exponen- 
cial,  entonces  la  ecuacion  (12)  implica  que 

lfm  F(s)  =  0  . 

a — >rx> 

Para  que  esto  ocurra,  la  constante  C  de  la  ecuacion  (16)  debe  anularse.  Por  tanto,  Y(s)  = 
1/y3;  al  calcular  la  transformada  inversa  tenemos  que  y(l)  =  f2/ 2.  Podemos  verificar  facil- 
mente  que  y(t)  =  r/2  es  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales  dados,  sustituyendola 
en(13).  ■ 

Concluimos  esta  seccion  con  una  aplicacion  de  la  teoria  de  control.  Consideremos  un 
servomecanismo  que  modela  un  piloto  automatico.  Este  mecanismo  aplica  un  momento  de 
torsion  al  eje  de  direccion,  de  modo  que  un  avion  o  bote  seguira  un  curso  establecido  con  an- 
terioridad.  Si  y(t)  es  la  direccion  real  (el  angulo)  del  vehfculo  en  el  instante  t  y  g(t)  es  la  di¬ 
reccion  deseada  en  el  mismo  instante,  entonces 

e(t)  ■=  y(t)  ~  g(t ) 

denota  el  error  o  desviacion  entre  la  direccion  deseada  y  la  direccion  real. 

Supongamos  que  el  servomecanismo  puede  medir  el  error  e(t)  y  retroalimentar  al  eje  de 
direccion  mediante  un  componente  del  momento  de  torsion  proporcional  a  e(t)  pero  opuesto 
en  signo  (vease  la  figura  7.6).  La  segunda  ley  de  Newton,  expresada  en  terminos  de  momen- 
tos  de  torsion,  establece  que 

(momento  de  inercia)  x  (aceleracion  angular)  =  momento  de  torsion  total. 


Figura  7.6  Servomecanismo  con  retroalimentacion 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


Para  el  servomecanismo  descrito,  tenemos 

(17)  Iy\t)  =  -ke(t)  , 

donde  /  es  el  momento  de  inercia  del  eje  de  direccion  y  k  es  una  constante  de  proporcionali- 
dad  positiva. 

Determinar  el  error  e(t)  para  el  piloto  automatico  si  el  eje  de  direccion  esta  inicialmente  en 
reposo  en  la  direccion  cero  y  la  direccion  deseada  esta  dada  por  g(t)  =  at,  donde  a  es  una 
constante. 

Con  base  en  el  analisis  que  condujo  a  la  ecuacion  (17),  un  modelo  para  el  mecanismo  esta 
dado  por  el  problema  con  valores  iniciales 

(18)  Iy"(t)  -  —keit)  ;  y(0)  -  0  ,  y'i'O)  =  0  , 

donde  e(t)  =  y(t)  —  g(t)  =  y(t)  —  at.  Primero  calculamos  la  transformada  de  Laplace  de 
ambos  lados  de  (18): 


/£{/}(*)  =  -*2{4(«) , 

/[.v2P(.v)  -  .yy(0)  -  y'(0)]  =  -kE(s)  , 

(19)  ,r/r(s-)  =  -kE(s)  , 

donde  y(s)  =  ££{y}(i)  y  E(s)  =  3?{e}(5).  Como 

E(s)  —  ^f{y(t)  —  =  y(s)  —  =  y(.v)  —  as~2  , 

la  ecuacion  (19)  implica  que 

s 2IE(s)  +  al  =  -kE(s)  . 

A1  despejar£’(.t)  en  esta  ecuacion  tenemos 

al  -a  Vkfl 

E(s)  = - - - =  — -  . 

s2I  +  k  Vkfl  s 2  +  kjl 


Figura  7.7  Error  para  el  piloto  automatico  para  k/I  =  1  y  k/I  =16 


Seccion  7.5  Solucion  de  problemas  con  valores  iniciales 


383 


Por  lo  tanto,  al  calcular  la  transformada  inversa  de  Laplace,  obtenemos  el  error 


(20)  e{t) 


Como  podemos  ver  de  la  ecuacion  (20),  el  piloto  automatico  oscilara  de  un  lado  a  otro 
en  torno  del  curso  deseado,  “desviandose”  siempre  con  el  factor  aV k/L  Es  claro  que  pode- 
mos  reducir  el  error  haciendo  que  k  sea  grande  con  respecto  de  /,  pero  entonces  el  termino 
y/ k/I  crece,  haciendo  que  el  error  oscile  mas  rapidamente.  (Vease  la  figura  7.7).  Como  con 
las  vibraciones,  las  oscilaciones  o  desviaciones  de  direccion  se  pueden  controlar  mediante 
un  momento  de  torsion  con  amortiguamiento  proporcional  a  e'(t)  pero  opuesto  en  signo 
(vease  el  problema  40). 


En  los  problemas  1  a  14,  resuelva  el  problema  con  valo¬ 
res  iniciales  dado  mediante  el  metodo  de  transformadas 
de  Laplace. 

1.  y*  ~  2/  +  5y  =  0  ; 

v(0)  =  2  ,  /(())  -  4  . 

2.  y"  -  y'  -  2y  =  0  ; 

v(0)  =  —2  ,  y'(0)  =  5  . 

3*  f  +  6 y'  4  9v  =  0  ; 

>’( o)  =  - 1  ,  .y'(o)  =  6  . 

4*  y"  4  6/  4  5y  =  12e'  ; 
y(o)  =  - 1  ,  /(0)  =  7, 

5.  w"  4  w  =  t 2  4  2  ; 

w(0)  =  1  ,  w'(0)  =  —  1  . 

6.  y"  -  Ay'  4  5y  =  4eil  ; 

y(0)  =  2  ,  yf(0)  =  7  . 

7.  y"  —  ly'  4  lOy  =  9  cos  t  4  7  sen  r  ; 

y(0)  =  5  ,  >'(0)  =  -4  , 

8.  y"  4  Ay  =  4 12  -  4r  4  10  ; 

y(0)  =  0  ,  y'(0)  =  3  . 

9.  z"  +  5?'  -  6 z  =  21  e1  ; 

z(0)  =  —  1  ,  *'(03  =  9. 

10.  y"  -  Ay  =  At  -  Se-2'  ; 

y(0)  =  0  ,  y'(0)  =  5  . 

11.  y"  -  y=  t  -  2  ;  y{l)  =  3  ,  /.(2)  =  0  . 

12.  w"  —  2 w’  4  w  —  6t  —  2  ; 

w{-  l)  =  3  ;  w’(-l)  =  7  . 


13.  y"  —  >*'  _  2y  =  —8  cos  t  —  2  sen  t  ; 

y(-rc-/2)  =  l  ,  y'(u/2)  =  0  . 

14.  y"  +  y  =  t  ;  y(V)  —  0  ,  y'{tr)  —  0  . 

En  los  problemas  15  a  24,  halle  L(.s),  la  transformada  de 
Laplace  de  la  solucion  y(t )  del  problema  con  valores  ini¬ 
ciales  dado. 

15.  y"  -  3 v '  4  2y  =  cos  t  ; 

y(0)  —  0  ,  y'(0)  -  —  1  . 

16.  y"  4  6y  =  f2  -  1  ; 

_y(0)  =  0  ,  y(o)=-i. 

17.  y"  -  y’  ~  y  =  t3  ; 

y(0)  =  1  ,  y’(0)  -  0  . 

18.  y"  -2 y  -  y  =  e2'  -  ; 

y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  3  . 

19.  y"  4  5y  -  y  =  e1  -  1  ; 

y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  1  - 

20.  y"  4  3y  =  f3  :  y(0)  =  0  ,  v'(0)  -  0  . 

21.  y"  —  2y'  4  y  =  cos  t  -  sen  t  ; 
y(0)  =  1  ,  y (0)  =  3  . 

22.  v"  —  6y'  4  5y  =  te’  ; 

y(0)  =  2  ,  /(0)=-l. 

23.  y"  4  Ay  =  g{r)  ;  y(0)  =  - 1  ;  y  (0)  =  0, 

donde 
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24.  y"  -  y  =  g(t)  ;  y(0)  w  1  .  y'(0)  -  2, 

donde 


En  los  problemas  25  a  28,  resuelva  el  problema  de  tercer 
orden  con  valores  iniciales  dado,  en  terminos  de  y(t), 
usando  el  metodo  de  transformadas  de  Laplace. 

25.  y"'  -  y"  +  v‘  ~  y  =  0  ; 

>’(0)  =  1  ,  y'(0)  =  1  ,  y"{0)  =  3  . 

26.  ym  +  4y"  +  /  -  6y  =  -12  ; 

y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  4  ,  y"{0)  =  -2  . 

27.  y’"  +  3y"  +  3/  +  y  -  0  ; 

y(0)  =  -4  .  y'( 0)  =  4  ,  y"( 0)  =  -2  . 

28.  y”  +  y"  +  3 y‘  -5 >■  =  16(?-' : 

y(0)  -  0  .  y'(0)  =  2  ,  y"(0)  =  -4  . 

En  los  problemas  29  a  32,  use  el  metodo  de  transforma¬ 
das  de  Laplace  para  hallar  una  solucion  general  de  la 
ecuacion  diferencial  dada  suponiendo  c/ue  y(0)  =  a  y 
y'(0)  =  b,  donde  ay  b  son  constantes  arbitrarias. 

19,  f  -  4/  +  3y  =  0  .  30.  f  +  6y'  +  5y  =  f  . 

31.  y"  +  2 /  +  2y  =  5  . 

32.  y"  —  5 y'  +  6y  =  —  bte2’  . 

33.  Use  el  teorema  6  de  la  seccion  7.3  para  mostrar  que 

2{?V(0}M  =  +  2r(s)  , 

donde  V(s)  =  ££{y}(.?)  . 

34.  Use  el  teorema  6  de  la  seccion  7.3  para  mostrar  que 

SC{t'y''(f)}(j)  =  s2y"(s)  +  4sr(s)  +  2Y(s)  , 

donde  y(s)  -  ££{>-}(.?)  . 


En  los  problemas  35  a  38,  determine  la  solucion  del  pro¬ 
blema  con  valores  iniciales  dado. 

35.  y"  +■  3 ty‘  -  ■  6 y  =  1  ; 

><o)  =  o  .  y(o)  =  0  . 

36.  t}>"  ~  ty’  3-  y  —  2  ; 

y(o)  =  2  ,  /{0)=-l. 

37.  ty"  ~  2y'  +  ty  =  0  ; 

y(0)  -  1  ,  y'(0)  =  0  . 

[  Sugerencia:  l{\ /'(s2  +  l)2}(f)  =  (sent  -  t  cos 

38.  y"  +  ty’  -  y  =  0  ; 

v(0)  =  0  ,  y'(0)  =  3  . 

39.  Determine  el  error  e(t)  para  el  piloto  automatico  del 
ejemplo  5,  si  el  eje  esta  en  un  principio  en  reposo,  en 
la  direccion  cero,  y  la  direccion  deseada  es  g(t)  =  a, 
donde  a  es  una  constante. 

40.  En  el  ejemplo  5,  suponga  que  para  controlar  las  osci- 
laciones  se  ejerce  sobre  el  eje  de  direccion  un  com- 
ponente  adicional  del  momento  de  torsion  propor- 
cional  a  e'{t),  pero  opuesto  en  signo.  Muestre  que  la 
ecuacion  (17)  se  reemplaza  por 

/y"(r)  =  -ke(t)  -  pe'(t)  , 

donde  p  es  una  constante  positiva.  Determine  el 
error  e{t)  para  el  piloto  automatico  con  amortigua- 
miento  ligero  (es  decir,  p  <  2 \/lk)  si  el  eje  de  di¬ 
rection  esta  inicialmente  en  reposo  en  la  direccion 
cero  y  la  direccion  deseada  esta  dada  por  g(t)  =  a, 
donde  a  es  una  constante. 

41.  En  el  problema  40,  determine  el  error  e(t)  cuando  la 
direccion  deseada  esta  dada  por  g(t)  =  at,  donde  a 
es  una  constante. 


7.6  TRANSFORMADAS  DE  FUNCIONES 
DISCONTINUAS  Y  PERIODICAS 

En  esta  seccion  estudiaremos  algunas  funciones  especiales  que  surgen  con  frecuencia  al  apli- 
car  el  metodo  de  la  transformada  de  Laplace  a  problemas  ffsicos.  En  particular,  nos  interesan 
los  metodos  para  trabajar  con  funciones  que  presentan  discontinuidades  de  salto,  las  cuales 
aparecen  de  manera  natural  en  problemas  ffsicos  como  circuitos  electricos  con  interruptores 
de  encendido  y  apagado.  Para  este  tipo  de  comportamiento,  Oliver  Heaviside  introdujo  la  si- 
guiente  funcion  escalon. 
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FUNCION  ESCALON  UNITARIO 


Definicion  5.  La  funcion  escalon  unitar io  u(i)  esta  dada  por 


t  <  0  , 

0  <  /  . 


A1  recorrer  el  argumento  de  u(t)  podemos  mover  el  salto  a  otra  position;  es  decir. 


(2)  u(t  -  a) 


JO,  t  -  a  <  0  , 

1 1  ,  0  <  /  -  a 


t  <  a  , 
a  <  t 


tiene  su  salto  en  t  =  a.  A1  multiplicar  por  una  constante  M,  la  altura  del  salto  tambien  se  pue- 
de  modificar  (vease  la  figura  7.8): 


Mu{l  —  a)  w 


t  <  a  , 

a  <  1  . 


2  -■ 


1  - 


-6- 


-  2u(t  -  1) 


-O- 


u(t-  2) 


0  1  2  3  4 

Figura  7.8  Dos  funciones  escalonadas  expresadas  mediante  la  funcion  escalon  unitario 


Cualquier  funcion  continua  por  partes  se  puede  expresar  en  terminos  de  funciones  esca¬ 
lon  unitario. 


EJEMPLO  1  Escribir  la  funcion 


(3) 


M  = 


3  , 

t  < 

1  , 

2  < 

f  , 

5  < 

r/ 10  , 

8  < 

(vease  la  figura  7.9  en  la  pagina  386)  en  terminos  de  funciones  escalon  unitario. 

SOLUCION  La  grafica  de  la  figura  7.9  muestra  que  la  funcion/)/)  es  igual  a  3  hasta  que  t  llega  a  2,  don- 
de  realiza  un  salto  de  —  2  unidades  hasta  el  valor  1.  Podemos  expresar  este  salto  mediante  la 
formula  3  —  2 u(t  —  2),  pues  n{t  —  2)  se  anula  hasta  que  t  llega  a  2,  despues  de  lo  cual  tiene 
el  valor  1 . 
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/(0 


3  — — — o 

o— — o 

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - ►  I 

0  2  4  6  8  10  12 

Figura  7.9  Grafica  d e/(f)  en  la  ecuacion  (3) 


En  t  =  5,  la  figura  muestra  que  la  funcion  cambia  del  valor  (constante)  1  al  valor  f;  se 
resta  la  constante  1  de/(f)  en  ese  punto  y  se  suma  la  funcion  t.  Podemos  lograr  esto  en  la 
formula  para  t  sumando  el  termino  u(t  —  5)  por  [f]  —  [1],  o  (f  —  1  )u(t  —  5).  De  manera 
analoga,  cambiamos  la  formula  para/de  t  a  f2/10  en  t  =  8  sumando  [t2/ 10  —  t]u(t  —  8)  y  el 
resultado  es 

/(f)  =  3  -  2u(t  -  2)  +  (f  -  l)u{t  -  5)  +  (f2/ 10  -  f)«(>  -  8)  .  ■ 

La  transformada  de  Laplace  de  u(t  —  a)  con  a  >  0  es 

(4)  i£{«(f  -  , 

pues  para  s  >  0, 


5/{«(r  —  «)}(.;)  =  J  c  s!u(l  —  a)dt  =  |  e  sldt 

-e~«\N  e~‘ 

=  lim  =  — 

,v^.oc  S  S 


Recfprocamente,  para  a  >  0,  decimos  que  la  funcion  continua  por  partes  u(t  —  a)  es 
una  transformada  inversa  de  Laplace  para  e  ~as/s  y  escribimos1 


It  1 - |(f)  =  u(t  —  a)  . 

La  propiedad  de  traslacion  de  F(s)  analizada  en  la  seccion  7.3  describfa  el  efecto  sobre 
la  transformada  de  Laplace  de  multiplicar  una  funcion  por  eal .  El  siguiente  teorema  ilustra  un 
efecto  analogo  de  multiplicar  la  transformada  de  Laplace  de  una  funcion  por  e  m . 


'La  ausencia  de  un  valor  especifico  para  w(0)  en  la  definicion  5  refleja  la  ambigiiedad  de  la  transformada  inversa  de 
Laplace  cuando  no  existe  una  transformada  inversa  continua. 
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EJEMPLO  2 
SOLUCION 


TRANSLACION  EN  t 


Teorema  8.  Suponga  que  F(s)  =!£{/}  (s)  existe  para  ,v  >  a  >  0.  Si  a  es  una 
constante  positiva,  entonces 

(5)  H{f{t  -  a)u(t  -  a)}(s)  =  e^Fls)  , 

y  recfprocamente,  una  transformada  inversa  de  Laplace'  de  e  asF(s)  esta  dada  por 

(6)  i£_1{e_asF(s)}[/)  =  fit  —  a)u([  -  a)  . 


Demostracion.  Por  defmicion  de  transformada  de  Laplace,  tenemos 

f  OO 

(7)  i£{/(/  -  a)u{t  -  =  e~sf{t  -  a)u{t  -  a)dt 


e-J{t  “  a)dt  , 


donde,  en  la  ultima  ecuacion,  hemos  usado  el  hecho  de  que  u{t—  a)  se  anula  para  t  <  a  y  es 
igual  a  1  para  t  >  a.  Sea  v  =  t  —  a.  Entonces  tenemos  dv  =  dl,  y  la  ecuacion  (7)  queda 


5?{/(r  —  a)u(t  —  rt)}U)  = 


e-ase-svf{v)dv 


e  'mf{v)  dv  -  e^'F(s)  . 


Observe  que  la  formula  (5)  incluye  como  caso  particular  la  formula  para  —  a)}; 

en  efecto,  si/(t)  =  1,  entonces  F(s)  =  l/s  y  (5)  se  convierte  en  I£{u(t  —  a)}(s)=  e~as/s. 

En  la  practica  es  mas  comun  encontrarse  con  el  problema  de  calcular  la  transformada  de 
una  funcion  expresada  como  g(t)u(t  —  a )  en  vez  de  f{t  —  a)u(t  —  a).  Para  calcular 
££{g(t)u(t  —  a) },  basta  identificar  g(t)  con  f{t  —  a)  de  modo  que/(t)  =  g(t  +  a).  La  ecua¬ 
cion  (5)  implica  entonces 

(8)  ${g(t)u(t  -  a)}(s)  =  e~as^£{g(t  +  a)}(s)  . 

Determinar  la  transformada  de  Laplace  de  t2u(t  —  1)  . 

Para  aplicar  la  ecuacion  (8),  hacemos  g(t)  =  t1  y  a  =  1;  entonces 

g{t  +  a)  =  gf  +  1)  =  (r  +  l)2  =  r  +  It  +  1  . 

La  transformada  de  Laplace  de  g(t  +  a)  es 

SE{g(t  +  a)}(s)  =  Z£{t 2  +  2t  +  l}(j)  =  +  ~  +  -  . 

s  s  s 


^Esta  transformada  inversa  es  una  funcion  continua  de  t  si/(0)  =  0  y  f(t)  es  continua  para  t  ^  0;  los  valores  de  f(t) 
para  t  <  0  no  tienen  consecuencias,  pues  el  factor  u(t  — a )  se  anula  para  tales  t. 
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EJEMPLO  3 
SOLUCION 


EJEMPLO  4 

SOLUCION 


Por  la  formula  (8)  tenemos 

(j,{t-u(t  -  i  )}(.r)  =  +  ii +  “J  •  ■ 

Determinar  (cos  t)u{t  —  ir) }  . 

En  este  caso,  g(t)  =  cos  t  y  a  =  tt.  Por  tanto 

g(t  +  a)  =  g(/  +  it)  —  cos(f  +  7 r)  =  —cos  f  , 
de  modo  que  la  transformada  de  Laplace  de  g(t  +  a)  es 

2{^(f  +  «)}(.>■)  =  —  iEjcos  r}U)  =  -T77  • 

s"  +  I 

Asf,  de  la  formula  (8)  obtenemos 

££{(eos  t)u(t  —  ir)}(.v)  =  — c  - —  .  ■ 

$~  +  1 


En  los  ejemplos  2  y  3  tambien  podrfamos  haber  calculado  la  transformada  de  Laplace 
directamente  de  la  definition.  Sin  embargo,  al  trabajar  con  transformadas  inversas,  no  tene¬ 
mos  una  formula  alternativa  sencilla1  en  la  cual  confiar,  de  modo  que  la  formula  (6)  es  de 
particular  utilidad  cuando  la  transformada  tiene  a  e  as  como  factor. 


Determinar  X  1 


y  bosquejar  su  grafica. 


Para  usar  la  propiedad  de  traslacion  (6),  primero  expresamos  e  2s/s2  como  el  producto 
e~asF(s).  Para  esto,  hacemos  e~as  =  e~2s  y  F(s)  =  1/s2.  Asf,  a  =  2  y 

/(f)  =  3Tl{^}(/)  =  f  , 

La  propiedad  de  traslacion  implica  entonces  que 

=f[t  ~  2^‘  2)l,(t  ~  2)  ■ 

Vease  la  figura  7.10.  ■ 


Como  lo  muestra  el  siguiente  ejemplo,  las  funciones  escalonadas  surgen  en  los  modelos 


'Bajo  ciertas  condiciones,  la  transformada  inversa  esta  dada  por  la  integral  de  contomo 

e  '!F(s)ds  . 

Vease,  por  ejemplo,  Complex  Variables  and  the  Laplace  Transform  for  Engineers,  por  Wilbur  R.  LePage  (Dover  Pu¬ 
blications,  Nueva  York,  1980),  o  Fundamentals  of  Complex  Analysis  with  Applications  to  Engineering  and  Science, 
(3a.  edition),  por  E.  B.  Saff  y  A.  D.  Snider  (Prentice  Hall,  Englewood  Cliffs,  2003). 
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EJEMPLO  5 
SOLUCION 


(f  -  2)  u(t  -  2) 


de  interruptores  encendido/apagado,  cambios  de  polaridad,  etcetera. 

La  corriente  /  en  un  circuito  LC  en  serie  queda  descrita  mediante  el  problema  con  valores  ini- 
ciales 


(9)  r{t)  +  4/(f)  =  g(t)  ;  /( 0)  =  0  , 


donde 


g(t)  '■= 


I  , 

1  , 
0  , 


0  <  t  <  1  , 
\  <  t<2  , 
2  <  l  . 


/'( 0)  =  0  , 


Determinar  la  corriente  como  funcion  del  tiempo  t. 

Sea  J(s)  '■=  ££{/}($).  Entonces  tenemos  que  !£{I"}(s)  =  s2J(s).  A1  expresar 


g(/)  *=  u(t)  —  2u{t  —  l)  +  u{t  —  2)  , 
vemos  que 


2e~s 

s  s 


Asi,  al  considerar  la  transformada  de  Laplace  a  ambos  lados  de  (9),  obtenemos 
S{r}(j)  +  4<g{/}(s)  =  £{g}(s) , 

5'2/(s)  +  47(i)  =  |  -  -s  J  • 

/(s)  -  — 1 _ 

1 1  s{s 2  +  4)  s(s2  +  4)  s(/  +  4)  ' 

Para  determinar  /  =  1  {./ } ,  primero  observamos  que 

J(s)  -  /  ( s )  -  2e  'F(s)  I  e~2xF{s)  . 


donde 


F(s)  == 


1  _  u  1 

s(s2  +  4)  4 


s 


4  \s2  +  4 
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A1  calcular  la  transformada  inversa  de  F(s), 
/(f)  =  |  -  |cos  2/  . 


Usamos  la  propiedad  de  traslacion  (6)  para  ver  que 

/(f)  =  ./_-{f(.v)  —  +  <?_2:'/'’(s)}(f) 

-  /(f)  -  2/(f  -  l)«(f  -  1)  +  f{t  -  2 )u(t  -  2) 


1  1 


L  1 


---cos2f  -  -  -cos  2(/  -  l) 


w(r  -  1 


-cos  2(t  -  2) 


u{t  -  2) 


La  corriente  se  grafica  en  la  figura  7.11.  Observe  que  /(f)  es  mas  suave  que  g(f);  la  pri- 
mera  tiene  discontinuidades  en  su  segunda  derivada  en  los  puntos  donde  la  segunda  tiene 
saltos.  ■ 


/(f) 

1-- 


t 


Figura  7.11  Soluciones  del  ejemplo  5 

Las  funciones  periodicas  son  otra  clase  de  funciones  que  aparecen  con  frecuencia  en  las 
aplicaciones. 


FUNCION  PERIODICA 


Definicion  6.  Una  funcion/(f)  es  periodica  con  periodo  T  si 

f{t  +  T)  =f(t) 
para  toda  t  en  el  dominio  de/. 


Como  sabemos,  las  funciones  seno  y  coseno  son  periodicas  con  periodo  27ry  la  funcion 
tangente  es  periodica  con  periodo  i t.  *  Para  especificar  una  funcion  periodica,  basta  dar  sus 


'Una  funcion  con  periodo  T  tambien  tendra  periodo  2 T,  3 T,  etc.  Por  ejemplo,  la  funcion  seno  tiene  periodos  2i t,  47t\ 
677,  etc.  Algunos  autores  se  refieren  al  menor  de  los  periodos  como  el  periodo  fundamental  o  simplemente  el  pe¬ 
riodo  de  la  funcion. 
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valores  en  un  periodo.  Por  ejemplo,  la  funcion  onda  cuadrada  de  la  figura  7. 12  se  puede  expresar 
como 


(10) 


■''Ho! 


o  <  t  <  1  , 

1  <  t  <  2  , 


y  /(f)  tiene  periodo  2. 


-2 


-1 


-O- 

0 


-6- 

l 


-6- 

2 


-6- 

3 


9" 


-6- 

4 


-6 — w 
5 


Figura  7.12  Grafica  de  la  funcion  onda  cuadrada//) 


Es  conveniente  introducir  una  notacion  para  la  version  “enmarcada”  de  una  funcion  pe- 
riodica/(i): 


(ID 


0  <  t  <T  . 
o  bien. 


(Vease  la  figura  7.13.)  La  transformada  de  Laplace  de/r(f)  esta  dada  por 

e~s,f{t)dt  . 
o 

Su  relacion  con  la  transformada  de  Laplace  d e/(t)  es  la  siguiente. 


FtU) 


o 


a 


TRANSFORMADA  DE  UNA  FUNCION  PERIODICA 


Teorema  9.  Si/ tiene  periodo  T  y  es  continua  por  partes  en  1 0.  T  \ .  entonces 


(12)  #{/}(*)  =  - 


FrU) 


- s,f(f)dt 


-s  T 


1  -  e 


-sT 


Demostracion.  Observe  que/(f)  puede  escribirse  como  una  suma  de  copias  traslada- 
das  de  su  version  enmarcada: 

(13)  f(t)  -  fT{t)  +  fT{t  -  7>(f  -  T)  +  fTit  -  2T)u[t  -  2 T)  +  ■  •  ■  . 
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EJEMPLO  6 
SOLUCION 


EJEMPLO  7 


SOLUCION 


Por  tanto, 

%{f}  =  2{/t}  +  -  T)u(t  ~  T)}  +  %{fT{t  -  2 T)u{t  -  IT)}  +  -  , 

de  modo  que  por  la  propiedad  de  traslacion  expresada  en  el  teorema  8  (pagina  387), 

5£{/}  =  #{/r}  +  i£{fT}e  °T  +  ^{fT}e^T  +  - 

=  F/'(s)[l  +  <?~jr  +  e_2ir  +  •••  ]  , 

La  serie  entre  corchetes  es  una  serie  geometrica,  con  razon  r  =  e  ,  cuya  suma  es  I  /( I  —  /■) 
o  1/(1  —  e~sT)  para  s  >  0.  Por  lo  tanto, 

X{f}  =  F&W  -  e~sT)  •  ■ 


Determinar  T {/] ,  donde/es  la  funcion  onda  cuadrada  en  (10). 

En  este  caso,  T  =  2.  Usamos  la  formula  (11)  para  expresar  la  version  enmarcada  de/como 
fT(t)  =  1  -  u{t  -  1)  , 
de  modo  que 

FtU)  =  -  u{ >  -  1)}  =  7  -  7*  4'  =  7(1  -  ^s)  ■ 


La  formula  (12)  implica  que 


s 


1 

4l  +  e~~')  ‘  " 


En  la  demostracion  del  teorema  9  determinamos  la  transformada  de  Laplace  de/(f)  es- 
cribiendo  f(t)  como  una  serie  de  funciones  con  transformadas  de  Laplace  conocidas.  Este 
metodo  tambien  se  puede  usar  para  funciones  que  tienen  un  desarrollo  en  serie  de  potencias, 
pues  sabemos  que 

T,  «  =  0,1,2,.... 


Determinar  T  {/} ,  donde 
sen  t 

M* 


t. 

1  , 


t  ¥=  0  , 

f  =  0  . 

Primero  expresamos  a /(f)  mediante  una  serie  de  Taylor1  en  torno  de  t  =  0.  Como 

4  ^  t5  4 

scnf=  r -  , 


1  Para  un  analisis  de  las  series  de  Taylor,  veanse  las  secciones  8.1  y  8.2. 
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y  luego  dividimos  entre  t  para  obtener 


,/  >  sen/  ,  t1  ,  /4  /6  , 

/W  =  “r-‘'3T+5i“7T  + 


para  t  >  0.  Esta  representacion  tambien  es  valida  para  t  =  0  pues 


ltm  f{t)  =  lim—  =  1  . 

MO  w  r-vo  / 


Observe  que/(/)  es  continua  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponencial.  Por  lo  tanto,  su  transforma- 
da  de  Laplace  existe  para  toda  5  suficientemente  grande.  Debido  a  la  linealidad  de  la  trans- 
formada  de  Laplace,  serfa  de  esperar  que 


*wm  -  *nw  -  +••• 


l 


3! 

2!  ,  4! 


s  3!r’ 

1  1 


3.v 


+ 


5s5 


_  _6!_ 

7!jr7 

75  7 


+ 


Podemos  usar  herramientas  de  analisis  para  verificar  que  esta  representacion  mediante  una 
serie  es  valida  para  toda  5  >  1 .  Ademas,  se  puede  mostrar  que  la  serie  converge  a  la  funcion 
arctan(l/s)  (vease  el  problema  54).  Asf, 


(14) 


en  / 1  / 

-)(s 


\(s)  =  arctan— 


Se  puede  usar  un  procedimiento  similar  con  el  desarrollo  en  serie  para  F(s)  en  potencias 
de  I/5  para  calcular/(/)  =  £S_1{/7}(f)  (veanse  los  problemas  55-57). 

Hemos  mostrado  que  para  cada  entero  no  negativo  n,  -£\t"}(s)  =  n\/sn+1.  Pero  que 
ocurre  si  la  potencia  de  t  no  es  un  entero?  ^Sigue  siendo  valida  esta  formula?  Para  responder 
a  estas  preguntas,  debemos  extender  la  idea  de  “factorial”;  logramos  esto  mediante  la  fun- 
cion  gamma. ' 


a 


FUNCION  GAMMA 


Definicion  7.  La  funcion  gamma  T(t)  se  define  como 
'  00 

(15) 


r(f)  I  e  V  ldu  ,  t  >  0  . 
Jo 


Se  puede  mostrar  que  la  integral  en  (15)  converge  para  t  >  0.  Una  propiedad  util  de  la 


:  Nota  historica:  La  funcion  gamma  fue  introducida  por  Leonhard  Euler. 
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funcion  gamma  es  la  relacion  recursiva 

(16)  r(r  + 1)  =  *r(/} . 

Esta  identidad  es  consecuencia  de  la  definicion  (15)  despues  de  una  integracion  por  partes: 

r  oo  rN 

r(r  +  l)  =  e~"u'du  =  lfm  e~uu‘du 

J  o  N~*m  J  o 


lfm  < 

~e~uu’ 

% 

te  “ it '  [ dii^. 

/V-*x> 

l 

o  J 

o  J 

-  Ifm  {-erNN')  +  I  lfm  [  e~uu'^du 

N-*ou  Jg 

=  o  t  fr(/)  =  trit) . 

Cuando  t  es  un  entero  positivo,  digamos  t  =  n,  entonces  la  relacion  recursiva  (16)  se  pue- 
de  aplicar  varias  veces  para  obtener 

r(n  +  1)  =  »r(n)  =  n{n  —  l)r(n  —  l)  =  ■■■ 
n(n  —  l)(«  "  2)  ■  ■  ■  2F(  1 )  . 

La  definicion  (15)  implica  que  T(  1 )  =  1 ,  de  modo  que 
l'(»  +  I)  =  n!  . 

Asl,  jla  funcion  gamma  extiende  el  concepto  de  factorial! 

Como  aplicacion  de  la  funcion  gamma,  regresemos  al  problema  de  determinar  la  trans- 
formada  de  Laplace  de  una  potencia  arbitraria  de  t.  Verificaremos  la  validez  de  la  formula 


para  cada  constante  r  >  —  1  . 
Por  definicion, 


Hagamos  la  sustitucion  it  =  st.  Entonces  ila  =  s  dty  tenemos 


Observe  que  cuando  r  =  n  es  un  entero  no  negativo,  entonces  r(«  +  1)  =  n\,  de  modo 
que  la  formula  (17)  se  reduce  a  la  formula  familiar  para  ££{f"}. 
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EJ  ERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  4,  bosqueje  la  grafica  de  lafuncion 
dada  y  determine  su  transformada  de  Laplace. 

1.  (f  -  1  fu(l  ~  l)  ■ 

2 .  u{t  —  l)  -  u(t  —  4)  . 

3.  f3w(f  —  2)  , 

4.  tu{t  —  l)  . 

En  los  problemas  5  a  10.  exprese  lafuncion  dada  me- 
diante  funciones  escalon  unitario  y  calcule  su  transfor¬ 
mada  de  Laplace. 


9.  git) 


5.  *{f)  =  < 

6.  g(t)  =  | 


0  , 

0  <  t  <  1  , 

2  , 

1  <  t  <  2  , 

1  , 

2  <  t  <  3  „ 

3  , 

3  <  t  . 

0  , 

0  <  t  <  2 

t  +  1 

2  <  t  . 

7. 


10.  g(l) 


En  los  problemas  11  a  18,  determine  una  transformada  in- 
versa  de  Laplace  para  la  funcion  dada. 


Figura  7.14  Funcion  del  problema  7 


8.  git) 


13. 


-  3e~4i 
.s  +  2 


15. 


se 


“35 


s'  +  4s  +  5 


17. 


e~is(s  -  5) 

(i'  +  l)(i'  +  2) 


12. 


14. 


16. 


18. 


s2  +  9 

e -* 


s2  +  4 

e~s(3s2  -  s  ♦  2) 
(.V  -  l)(.v2  +  1) 


19.  La  corriente  l(t)  en  un  circuito  RLC  en  serie  queda 
descrita  mediante  el  problema  con  valores  iniciales 

I*  it)  +  21' (t)  +  2l(t)  =  f(r)  ; 

/( 0)  =  10  ,  r( 0)  -  0  , 


Figura  7.15  Funcion  del  problema  8 
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donde 


g(0 


20  ,  0  <  t  <  3tt  , 

0  ,  3tt  <  l  <-  4  7 r 

20  ,  4tt-  <  t  . 


Determine  la  corriente  como  funcion  del  tiempo  t. 
Bosqueje  /(f)  para  0  <  t  <  877. 

20.  La  corriente  /(f)  en  un  circuito  LC  en  serie  queda  des- 
crita  mediante  el  problema  con  valores  iniciales 

r(t)  +  4/(0  =  g(f)  ; 

/(o)  =  1  ,  r(o)  =  3  , 


donde 


s(0  - 


3 sen?  ,  0  <  /  <  2t t  , 

0  ,  27 r  <  t  . 


Determine  la  corriente  como  funcion  del  tiempo  f. 

En  los  problemas  21  a  24,  determine  3£{f),  donde  f{t)  es 
periodica  con  el periodo  dado.  Grafique  f(t) . 

21.  f(t)  =  r,0  <  t  <2  ,  y  /(f)  tiene  periodo  2. 

22.  m=er,  0  <  t  <  1  ,  y  f(t)  tiene  periodo  1. 


23.  f[i]  = 

y  f{t)  tiene  periodo  2. 


0  <  t  <  1 
1  <  t  <  2 


24.  fit)  ={*’ 

L 1  -  t , 

y  f{t)  tiene  periodo  2. 


0  <  /  <  1 
1  <  t  <  2 


En  los  problemas  25  a  28,  determine  l£{f},  donde  la  fun- 
cion  periodica  queda  descrita  mediante  su  grafica. 


25. 


r 


2  a 


3  a 


4  a 


26-  /(d 


27.  f(t) 


28.  /(r) 


Figura  7.20  Onda  triangular 


Figura  7.21  Onda  senoidal  semirectificada 


En  los  problemas  29  a  32,  resuelva  el  problema  con  va 
lores  iniciales  dado  mediante  el  metodo  de  transforma 
das  de  Laplace.  Bosqueje  la  grafica  de  la  solucion. 

29.  y”  +  _y  —  u{t  —  3)  ; 

y(0)  =  0  ,  f(0)  =  1  . 

30.  w"  +  w  =  u(t  —  2)  —  u[t  —  4)  ; 
w(0)  «  1  ,  vv'(O)  -  0  . 

31.  v"  +  y  ~  t  —  (f  —  4 )u(t  —  2)  ; 

y(0)  =  0  ,  /( 0)  =  1  . 

32.  y"  +  y  —  3  sen  2 1  —  3(sen  2t)u(t  —  277)  ; 

y(Q)=i.  y'(o)--2. 

En  los  problemas  33  a  40,  resuelva  el  problema  con  va 
lores  iniciales  dado  mediante  el  metodo  de  transforma 
das  de  Laplace. 

33.  y"  +  2 y'  --  2 y  —  u(t  —  2-tt)  —  u(t  —  477)  ; 

y(0)  =  1  ,  v’(0)  =  1  . 


Figura  7.18  Onda  cuadrada 
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34.  y"  +  Ay'  +  Ay  =  u(t  —  i r)  —  u(t  —  2i t)  ; 

v(0)  =  0  ,  v'(0)  =  0  . 

35.  z"  +  3z'  +  2 z  =  e~3,u(t  -  2)  ; 

j(0)  =  2  ,  s'(0)  —  -3  . 

36.  y"  +  5y'  +  6>‘  =  tu(t  —  2}  ; 

v(0)  =  0  ,  v'(0)  =  I  . 

37.  y*  +  4y  =  g(t)  ;  yfO)  =  1  .  >•'  (Oj  =  3  . 


donde , 


donde  g(t)  = 


donde  g  (?)  = 


”  sen  /  , 

0  <  t  <  2  it 

.0  , 

2  it  <  t  . 

y  =  g{t) ; 

y'(o) 

=  0  , 

10  , 

0  <  t  <  10  , 

20  , 

10  <  r  <  20 

0  , 

20  <  l  . 

*  g(t) 

' 

/( 0)  = 

2  , 

0  , 

V 

VI 
0 

t  , 

1  <  t  <  5  , 

1  , 

5  <  t  . 

=  g(  f) 

y'(0)  = 

-1  , 

'e~‘  , 

0  <  t  <  3  , 

1  , 

3  <  t  . 

41.  Muestre  que  si  i£{g}(.v)  =  [(s  +  a)(l  —  e  r,s)]  \ 
donde  T  >  0  esta  fijo,  entonces 

(18)  g(t)  =  e~m  +  e~ai,~r}u{t  -  T) 

+  e~a{i~2T)u{t  -  IT) 

+  e~a{,-3%(t  -  3>T)  +  •••  . 

[Sugerencia:  Use  el  hecho  de  que 

1  ~t~  x  A  x2  +  •  •  •  =  1/(1  —  x)]. 

42.  La  funcion  g(t)  en  (18)  se  puede  expresar  de  manera 
mas  conveniente  como  sigue: 

(a)  Muestre  que  para  cada  n  =  0,  1 ,  2, ... , 


j?0) 


g(n  1  1  h'l'  _  .  J 

eaT  -  1 


para  nT  <  t  <  (n  +  1)7"  . 


[, Sugerencia :  Use  el  hecho  de  que  1  +  x  +  x2  + 
■■■+xn=  (jd,+1  -  1)/(jc-  1)]. 

(b)  Sea  v  =  t  —  (n  +  l)T.  Muestre  que  cuando 
nT  <  t  <  (n  +  l)T,  entonces  —  T  <  v  <  0  y 


(19) 


g(*)  =  ~^r 


-  1 


.of 


-  1 


(c)  Use  que  el  primer  termino  de  (19)  es  periodico 
con  periodo  T  y  que  el  segundo  termino  es  inde- 
pendiente  de  n  para  bosquejar  la  grafica  de  g(t) 
en  (19)  para  a  =  1  y  T  =  2. 

43.  Muestre  que  si  ££{£}(,?)  =  fi[(s2  +  /32)(1  — 
e~Ts)]~l>  entonces 

g(t)  =  sen  fit  +  [ sen  p(t  —  r]]«(l  —  T) 

+  'sen  /3(i  -  2T)]u{t  ~  2T) 

+  sen  pit  —  3T)  ]«(l  —  3T)  +  ■  ■  •  . 

44.  Use  el  resultado  del  problema  43  para  mostrar  que 


^  ‘{(s2  4  1)(1  -  ’ 

donde  g(t)  es  periodica  con  periodo  2rry 


En  los  problemas  45  y  46,  use  el  metodo  de  transforma¬ 
das  de  Laplace  y  los  resultados  de  los  problemas  41  y  42 
para  resolver  el  problema  con  valores  iniciales. 

y"  +  3/  +  2y  =  f[t)  ; 
y(o)  =  o  .  y(o)  =  0  . 


donde  fit)  es  la  funcion  periodica  definida  en  el  proble¬ 
ma  indicado. 

45.  Problema  22  46.  Problema  25  con  a  =  1. 


En  los  problemas  47  a  50,  determine  una  serie  de  Taylor 
para  f{t)  en  torno  de  t  =  0.  Suponiendo  que  la  transfor- 
mada  de  Laplace  de  f{t)  se  puede  calcular  termino  a  ter¬ 
mino,  halle  un  desarrollo  para  i£{f}{s)  en  potencias  de 
1  /s.  De  ser  posible,  encuentre  la  suma  de  la  serie. 

47.  f{t)  =  e!  ,  48.  f(t)  =  sen  t  . 

49.  fit)  =  .  SO.  fit)  =  e->2  . 

51.  Use  la  relacion  recursiva  (16)  y  el  hecho  de  que 
F(l/2)  =  V77  para  determinar 

(a)  ££{r'/2}  .  (b)  ££{t7/2}  . 
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52.  Use  la  relacion  recursiva  (16)  y  el  hecho  de  que 
T(  1/2)  =  \^tt  para  mostrar  que 


1-3-5 

donde  n  es  un  entero  positivo. 


(2  n  —  1 )  V  ‘77 


53.  Explique  por  que,  para  cada  t  fijo,  la  serie  (13)  en  la 
demostracion  del  teorema  9  solo  tiene  un  numero  fi¬ 
nite)  de  terminos  no  nulos. 


54.  Reemplace  s  por  1  /  s  en  el  desarrollo  en  serie  de  Ma- 
claurin  para  arctan  s  y  muestre  que 


arc  tan—  = 
s  s 


— 7  d - « 

3  s3  5/ 


55.  Halle  un  desarrollo  de  en  potencias  de  I  / s.  Use 
este  desarrollo  para  obtener  un  desarrollo  de 
s~^2e~l^s  en  terminos  de  1/s  "  +  '/2.  Suponga  que  la 
transformada  inversa  de  Laplace  se  puede  calcular 
termino  a  termino  y  muestre  que 

-  l —  cos  2 Vi  . 

VTTt 


[Sugerencia:  Use  el  resultado  del  problema  52]. 

56.  Use  el  procedimiento  analizado  en  el  problema  55  pa¬ 
ra  mostrar  que 


./-'{.v  ’>}(/)  =  -—sen 2 Vt  . 

V  IT 

57.  Halle  un  desarrollo  de  ln[l  +  (1/s2)]  en  potencias 
de  1/s.  Suponga  que  la  transformada  inversa  de  La¬ 
place  se  puede  calcular  termino  a  termino  y  muestre 
que 


srl 


u) 


cos  f)  . 


58.  La  funcion  compuerta  unitaria  Ga(t)  se  define  como 


'0  , 

f  <  0  , 

1  , 

0  <  t  <  a 

0  , 

a  <  t  . 

(a)  Muestre  que  Ga(t)  =  u(t)  —  u{t  —  a). 


(b)  Verifique  que  i£{Ga](s)  =  ( 1/s) ( 1  —  e  as). 

(c)  Muestre  que 

X{Ga(t-b)}(s)  =  (l/s)(e-hs-e-^)  . 

En  los  problemas  59  y  60,  use  los  resultados  del  proble- 

ma  58  y  el  metodo  de  transformadas  de  Laplace  para  re¬ 
solver  el  problema  con  valores  iniciales  dado. 

59.  y"  -  y  =  G3{t  -  l)  ; 

y(0)  =  0  ,  y'(0)  =  2  . 

60.  f  -  y  =  G4{t  -  3)  ; 

y(0)=i,  /(o)  =  - 1  • 

61.  El  tanque  mezclador  de  la  figura  7.22  contiene  ini- 
cialmente  500  litros  de  una  solucion  salina,  con  una 
concentracion  de  sal  de  0.2  kg/1.  Durante  los  prime- 
ros  10  minutos  de  operacion,  se  abre  la  valvula  A , 
anadiendo  12  litros/min  de  una  solucion  con  una 
concentracion  de  sal  de  0.4  kg/1.  Despues  de  10  mi¬ 
nutos,  se  cambia  a  la  valvula  B,  la  cual  agrega  una 
concentracion  de  0.6  kg/litro  a  12  litros/min.  La  val¬ 
vula  de  salida  C  elimina  12  litros/minuto,  mantenien- 
do  constante  el  volumen.  Determine  la  concentracion 
de  sal  en  el  tanque  como  funcion  del  tiempo. 

62.  En  el  problema  61,  suponga  que  la  valvula  B  se  abre 
inicialmente  durante  10  minutos  y  que  luego  se  pasa 
a  la  valvula  A  durante  10  minutos.  Por  ultimo,  se  re- 
gresa  a  la  valvula  B.  Determine  la  concentracion  de 
sal  en  el  tanque  como  funcion  del  tiempo. 

63.  En  el  problema  61  suponga  que  la  valvula  C  solo  eli¬ 
mina  6  litros/minuto.  (\Se  puede  usar  la  transforma¬ 
da  de  Laplace  para  resolver  el  problema?  Justifique 
su  respuesta. 


12  L/min 
0.4  kg/L 


7.7  CONVOLUCION 

Considere  el  problema  con  valores  iniciales 

(1)  y"+y  =  g(t)-  y(0)  =  0  ,  /(0)  =  0. 


Seccion  7.7  Convolucion 
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Si  Y(s)  =  ££{y}(s)  y  G(s)  =  i£{g}(s),  y  calculamos  la  transformada  de  Laplace  de  am- 
bos  lados  de  (1),  tenemos 

s2Y(s)  +  r(s)  =  G(s)  , 

y  por  tanto, 

<2) 

Es  decir,  la  transformada  de  Laplace  de  la  solucion  de  (1)  es  el  producto  de  la  transformada 
de  Laplace  de  sen  t  y  la  transformada  de  Laplace  del  termino  de  forzamiento  g(t).  Ahora 
quisieramos  tener  una  formula  sencilla  para  y(t)  en  terminos  de  sen  t  y  g(t).  Asf  como  la  in¬ 
tegral  de  un  producto  no  es  el  producto  de  las  integrales,  y(t)  no  es  el  producto  de  sen  t  y 
g(t);  sin  embargo,  podemos  expresar  a  y(t)  como  la  “convolucion”  de  sen  t  y  g(t). 


CONVOLUCION 


Definicion  8.  Sean /(f)  y  g(t)  funciones  continuas  por  partes  en  [0,  oo).  La  con¬ 
volucion  de/(f)  y  g(t),  que  se  denota/*  g,  se  define  como 

(3)  if*g)(t)  |  fit  ~  w)g(v)rfy  . 

J  i) 


Por  ejemplo,  la  convolucion  de  t  y  r  es 


t  *  t1  =  (f  —  v)v2dv  —  (tv2  —  vy)dv 


Es  claro  que  la  convolucion  es  distinta  de  la  multiplicacion  comun.  Por  ejemplo,  1*1  = 
t  ¥=  1 ,  y  en  general,  1  *  /  =£  /.  Sin  embargo,  la  convolucion  sf  satisface  algunas  propiedades 
de  la  multiplicacion. 


PROPIEDADES  DE  LA  CONVOLUCION 


Teorema  10.  Sean /(f),  g(t)  y  h(t)  continuas  por  partes  en  [0,  oo).  Entonces 

(4)  /*£  =  £*/, 

(5)  /*  (g  +  h)  =  (/*  g )  +  (/*  h)  , 

(6)  (f*g)*h=f*(g*h)  , 

(7)  f*  0  =  0. 


Demostracion.  Para  demostrar  la  ecuacion  (4),  comenzamos  con  la  definicion 
r  / 

f(t  -  v)g(v)dv  . 

Jo 


if*  §)(*)  ■= 
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Ahora  usamos  el  cambio  de  variable  w  =  t  —  v: 


if*  g)(t) 


r° 

f(w)g{t  -  w)(-dw) 

t 


r  r 

g(r  -  w)f{w)dw  =  (g  */)(t)  , 


Jo 


lo  que  demuestra  (4).  Las  demostraciones  de  las  ecuaciones  (5)  y  (6)  se  dejan  para  los 
ejercicios  (veanse  los  problemas  33  y  34).  La  ecuacion  (7)  es  evidente,  pues  f(t  —  v)  . 


0  =  0.  ■ 


De  regreso  a  nuestro  objetivo  original,  ahora  mostraremos  que  si  Y(s)  es  el  producto  de 
las  transformadas  de  Laplace  F(s)  y  G(s),  entonces  y(t)  es  la  convolucion  (f*  g)(t). 


TEOREMA  DE  CONVOLUCION 


Teorema  11.  Sean /(f)  y  g(t)  continuas  por  partes  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponen- 
cial  a;  seanL’(i)  =  ££{/} (s)  y  G(s)=  J£{g}(s)-  Entonces 

(8)  Z{f*g}{s)  =  F{s)G{s)  , 

o,  de  manera  equivalente, 

(9)  Srl{F(s)G(i)}{/)  =  (/*«)(<)  ■ 


Demostracion.  Partimos  del  lado  izquierdo  de  (8)  y  usamos  la  definicion  de  convolu¬ 
cion  para  escribir,  con  s  >  a. 


%{f*g}U)  = 


f  oo 

' 

Jo 

fit.  -  v)g(v)dv 


dt  . 


Para  simplificar  la  evaluacion  de  esta  integral  iterada,  introducimos  la  funcion  escalon  unita- 
rio  u (t  —  v)  y  escribimos 


£{/**}<>)  = 


r  oo 

r 

■  ^  ~st 

:  e 

0 

.  j 

u(t  -  v)f(t  -  u)g(u)rfu 


dt 


donde  hemos  usado  el  hecho  de  que  u(t  -  v)  =  0  si  v  >  t.  A I  invertir  el  orden  de  integra- 
cion '  se  tiene 


(10)  %{f*g}(s)=  g(v) 

Jo 


e  stu(t  —  v)f(t  -  v)dt  dv  . 


Recuerde,  de  la  propiedad  de  traslacion  de  la  seccion  7.6  que  la  integral  entre  parentesis  en 
la  ecuacion  (10)  es  igual  a  e  svF(s).  Por  tanto. 


^{/ •*}(*)  = 


mF(s)dv  =  F{s) 


'i'vg(v)dv  -  F(s)G(s) 


Esto  demuestra  la  formula  (8).  ■ 


^Esto  se  puede  hacer  debido  a  que  para  s  >  a,  el  valor  absoluto  del  integrando  es  integrable  en  (0,  oo)  X  (0,  oo). 


Seccion  7.7  Convolucion 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Para  el  problema  con  valores  iniciales  (1),  recuerde  que 
P(j)  -  '  jc/i.s)  -  i£{sen  r}(.s}S{g}(.?)  . 

El  teorema  de  convolucion  implica  entonces  que 


y£t)  =  sen  /  *  g(t)  =  sen  (t  -  v)g{v)dv  . 

J  o 

Asf,  hemos  obtenido  una  representation  integral  para  la  solution  del  problema  con  valores  ini¬ 
ciales  (1)  para  cualquier  funcion  de  forzamiento  g(t)  que  sea  continua  por  partes  en  [0,  oo)  y 
de  orden  exponential. 

Usar  el  teorema  de  convolucion  para  resolver  el  problema  con  valores  iniciales 

(11)  y"  ~y  =  git)  ;  y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  1  , 

donde  g(t)  es  continua  por  partes  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponential. 

Sean  Y(s)  =  £S{y}(s)  y  G(s)=  ££{g}(s)-  A1  calcular  la  transformada  de  Laplace  a  ambos  la- 
dos  de  la  ecuacion  diferencial  en  (1 1)  y  usar  las  condiciones  iniciales,  tenemos 

,s2Y(s)  -  s  -  1  -  Y{$)  =  G(s)  . 

Despejando  Y(s), 


Y(s) 

Por  lo  tanto, 


$  +  1 


y{t)  =  +  ^‘{737  <?(*)}(») 

=  +  g(s)|(/)  . 

Usamos  la  tabla  de  transformadas  de  Laplace  de  los  forros  para  ver  que 


2l{senh  f}(s)  =  — -  , 

de  modo  que  ahora  podemos  expresar 

X  ’{7^7 0(^(1)=^  t*g(t)  . 

Asf, 

>(/)  =  e‘  +  I  senh  (f  —  v)g(v)dv 

Jo 

es  la  solution  del  problema  con  valores  iniciales  (11).  ■ 
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EJEMPLO  2 
SOLUCION 


EJEMPLO  3 

SOLUCION 


Usar  el  teorema  de  convolution  para  determinar  i£  1  { 1  /(.r  +  1  )2 }  . 
Escribimos 


(,?2  +  i)2 


.r  +  i  /  V.ti  +  1 


Como  iS {sen  /}(,v)  =  I  / (.v2  +  1),  el  teorema  de  convolution  implica  que 


£fTl 


(.v2  +  l)2 


(/)  ~  sen  t  *  sen  t  —  sen  (t  -  v)sen  vdv 


h 

cos(2n  t)  —  cos  t  'dv' 

1 


J  o 

sen(2u  —  t) 


, t  cos  t 


sent  sen(-t) 
~2  2 


1 


rX  COS  t 


sen  t  —  t  cos  t 


Como  muestra  el  ejemplo  anterior,  el  teorema  de  convolution  es  util  para  determinar  las 
transformadas  inversas  de  funciones  rationales  de  5.  De  hecho,  es  una  alternativa  al  metodo 
de  fracciones  parciales.  Por  ejemplo, 

^  srl{(rb)C-b)}w-**'‘'  ■ 

y  lo  unico  que  falta  para  determinarla  inversa  es  calcular  la  convolution  eat  *  ehr  . 


A  principios  de  la  decada  de  1900,  V.  Volterra  introdujo  las  ecuaciones  integro-diferen- 
ciales  en  su  estudio  del  crecimiento  de  poblaciones.  Estas  ecuaciones  le  permitieron  tomar 
en  cuenta  las  “influencias  hereditarias”.  En  ciertos  casos,  estas  ecuaciones  implicaban  una 
convolution.  Como  muestra  el  siguiente  ejemplo,  el  teorema  de  convolution  ayuda  a  resol¬ 
ver  tales  ecuaciones. 


Resolver  la  ecuacion  mtegro-diferencial 

(12)  y’(t)  =  I  -  [  y(x  -  i >)e~2l'dv  ,  y(0)  =  1  . 

Ju 

La  ecuacion  (12)  se  puede  escribir  como 

(13)  /(/)  =  1  —>'{/)*  e~2‘  . 


^Usamos  la  identidad  sen  a  sen  p  =  ^-[cos (p  —  a)  —  cos (/3  +  a)]. 
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Sea  Y(s)  =  ^ { \ }  ( .s) .  Al  calcular  la  transformada  de  Laplace  de  (13)  (con  la  ayuda  del  teore- 
ma  de  convolucion)  y  despejar  Y(s),  obtenemos 


-  i  - 1  -  rw(^) 


s'  +  2s  +  1 
s  +  2 


Y(s)  = 


s  +  1 


y(  )  =  ii_+  ,}ii+  2)  =  f  +  2 

'  sis' +  If  "  s(s  +  1) 


L(.v 


2 _ 1_ 

s  s  +  I 


Por  lo  tanto,  y(t)  =  2  —  e  1 . 


La  funcion  de  transferencia  / / ( ,v )  de  un  sistema  lineal  es  el  cociente  de  la  transforma¬ 
da  de  Laplace  de  la  funcion  de  salida  y(t)  entre  la  transformada  de  Laplace  de  la  funcion  de 
entrada  g(t),  suponiendo  que  todas  las  condiciones  iniciales  se  anulan.  Es  decir,  / / ( .s)  = 
Y(s)/G(s).  Si  el  sistema  lineal  es  controlado  por  la  ecuacion  diferencial 

(14)  ay"  +  by’  +  cy  -  g(l )  ,  t  >  0  , 

donde  a,  b  y  c  son  constantes,  podemos  calcular  la  funcion  de  transferencia  como  sigue. 
Calculamos  la  transformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  (14)  para  obtener 

£ii'2L(i)  —  flsy(0)  —  «y'(0)  +  bsf{s)  —  iry(0)  +  fL(s)  =  tr(i*}  . 

Como  suponemos  que  las  condiciones  iniciales  se  anulan,  la  ecuacion  se  reduce  a 

(as2  +  bs  +  c)F(s)  —  G(.r)  . 


Asf,  la  funcion  de  transferencia  para  la  ecuacion  (14)  es 


(15) 


H(s) 


Y(s)  _  1 

G(s)  as 2  +  bs  +  c 


El  lector  puede  notar  la  similitud  de  estos  calculos  con  los  correspondientes  para  hallar 
la  ecuacion  auxiliar  de  la  ecuacion  homogenea  asociada  a  (14)  (recuerde  la  seccion  4.5,  pa- 
gina  184).  En  efecto,  el  primero  paso  para  invertir  Y(s)  =  G(s)/(as 2  +  bs  +  c)  serfa  hallar 
las  rafces  del  denominador  as2  +  bs  +  c,  que  es  lo  mismo  que  resolver  la  ecuacion  caracte- 
rfstica  para  (14). 

La  funcion  h(t)  :=  ’£  1  {//}(/ )  es  la  funcion  de  respuesta  al  impulso  para  el  sistema; 
este  nombre  proviene  del  hecho  de  que  describe  la  solucion  al  golpear  un  sistema  masa-re- 
sorte  con  un  martillo  (vease  la  seccion  7.8).  Tambien  podemos  caracterizar  h(t)  como  la  uni- 
ca  solucion  al  problema  homogeneo 

(16)  ah"  +  bh'  +  eh  =  0  ;  ft(0)  =  0  ,  h'(0)  =  1  ja  . 


Observe  que  al  calcular  la  transformada  de  Laplace  de  la  ecuacion  en  (16)  tenemos 
(17)  -  sh( 0)  -  A'(0)]  +  b[sH(s)  -  h{ d)j  +  cH{s )  =  0  . 
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Sustituimos /?(0)  =  Oy  h'(0)  =  \/a  y  despejamos  H(s): 


as2  +  bs  +  c 

que  es  igual  a  la  formula  para  la  funcion  de  transferencia  dada  en  la  ecuacion  (15). 

Una  caracterfstica  importante  de  la  funcion  de  respuesta  al  impulso  h  es  que  nos  ayuda  a 
describir  la  solucion  del  problema  general  con  valores  iniciales 

(18)  ay"  +  by'  +  cy  =  g{t)  ;  >'(0)  -  y0  .  y'(0)  =  y,  , 

Por  el  analisis  de  la  ecuacion  (14)  podemos  ver  que  la  convolucion  h  *  g  es  la  solucion  de 

(18)  en  el  caso  particular  en  que  las  condiciones  iniciales  se  anulan  (es  decir,  y0  =  >’i  =  0). 
Para  trabajar  con  condiciones  iniciales  no  nulas,  sea  yk  la  solucion  del  problema  homogeneo 
con  valores  iniciales  correspondiente;  es  decir,  yk  es  solucion  de 

(19)  ay"  +  by*  +  cy  -  0  ;  y(0)  =  y0  ,  /(0)  =  y,  . 

Ast  la  solucion  deseada  del  problema  general  con  valores  iniciales  (18)  debe  ser  h  *  g  +  yk. 
El  principio  de  superposicion  (vease  el  teorema  5  de  la  seccion  4.7)  implica  que,  como  h  *  g 
es  una  solucion  de  la  ecuacion  (14)  y  yk  es  una  solucion  de  la  ecuacion  homogenea  corres¬ 
pondiente,  entonces  h  *  g  +  yk  es  una  solucion  de  la  ecuacion  (14).  Ademas,  como  h  *  g  tie- 
ne  condiciones  iniciales  nulas, 

ih  *  g)(0)  +  >/0)  =  0  +  y0  =  yt)  , 

(h  *  ;£?)'(0)  +  /(0)  =  0  +  y,  =  y,  . 


Resumimos  estas  observaciones  en  el  siguiente  teorema. 


SOLUCION  MEDIANTE  LA  FUNCION  DE  RESPUESTA  AL  IMPULSO 


Teorema  12.  Sea  /  un  intervalo  que  contiene  al  origen.  La  solucion  unica  del  pro¬ 
blema  con  valores  iniciales 

ay"  +  by'  +  cy  =  g  ;  y(0)  =  y0  ,  /(G)  =  , 


donde  a,  b  y  c  son  constantes  y  g  es  continua  en  /,  esta  dada  por 

f 


(20)  //)  =  {h  #  g)(l)  4-  vfr(f)  = 


h(t  -  u)g(u)  dv  +  yk{t)  , 


Jo 

donde  h  es  la  funcion  de  respuesta  al  impulso  para  el  sistema  y  yk  es  la  solucion  uni¬ 
ca  de  (19). 


La  ecuacion  (20)  resalta  la  forma  en  que  el  valor  de  y  en  el  instante  t  depende  de  las  con¬ 
diciones  iniciales  (a  traves  de  yk(t))  y  de  la  no  homogeneidad  g(t)  (a  traves  de  la  integral 
de  convolucion).  Tambien  exhibe  la  naturaleza  causal  de  esta  dependencia,  pues  el  valor  de 
g(v)  no  puede  influir  sobre  y(t)  a  menos  que  t  >  v. 

En  el  proyecto  C  del  capitulo  4  se  bosqueja  una  demostracion  del  teorema  12  que  no  im¬ 
plica  transformadas  de  Laplace. 

En  el  siguiente  ejemplo  usamos  el  teorema  12  para  determinar  una  formula  para  la  solu¬ 
cion  de  un  problema  con  valores  iniciales. 
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EJEMPLO  4  Un  sistema  lineal  esta  descrito  mediante  la  ecuacion  diferencial 

(21)  /  +  2y’  +  Sy  =  g[t)  ;  y(0)  -  2  .  y'{0)  =  -2  . 

Determine  la  funcion  de  transferencia  para  el  sistema,  la  funcion  de  respuesta  al  impulso  y 
una  formula  para  la  solucion. 

SOLUCION  De  acuerdo  con  la  formula  ( 1 5),  la  funcion  de  transferencia  para  (2 1 )  es 

H(s)  = _ I _ =  _ I _ = _ I _  . 

as2  +  bs  #  c  s*  +  2,y  +  5  (s  +  l)2  +  22 
La  transformada  inversa  de  Laplace  de  H(s)  es  la  funcion  de  respuesta  al  impulso 


=  =  ? +  2,}w 


1  -f 

=  2e  sen  2f  • 

Para  resolver  el  problema  con  valores  iniciales,  necesitamos  la  solucion  del  problema 
homogeneo  correspondiente.  La  ecuacion  auxiliar  para  la  ecuacion  homogenea  es  r  +  2 r  + 
5  =  0,  que  tiene  raices  r  =  —  1  ±  2 i.  Asf,  C\e~' cos  2 1  +  C2e  rsen  2 1  es  una  solucion  general. 
Si  elegimos  C i  y  C'2  de  modo  que  se  cumplan  las  condiciones  iniciales  en  (21),  obtenemos 
yk{t)  =  2e_fcos  2 1. 

Por  lo  tanto,  una  formula  para  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales  (21)  es 
{h  *  g){t)  +  yk(t)  =  ^  j  e_(-,_iJWn[2(f  -  v)]g(v)dv  +  2e_Icos  It  .  ■ 


E  J  ERCICIOS 


En  Jos  problemas  1  a  4,  use  el  teorema  de  convolucion 
para  obtener  una  formula  para  la  solucion  del  problema 
con  valores  iniciales  dado,  donde  g(t)  es  continua  por 
partes  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponencial. 

1.  y"  -  2 y'  +  y  =  ^(i)  ; 

>’(0)  =  -1  ,  /(0)=1. 

2.  y"  +  9y  =  g{t)  ;  v(0)  =  1  ,  y;(o)  =  0  . 

3.  y"  +  Ay'  +  5 y  =  g{t)  ; 

y(0)  =  1  ,  y'  (o)  =  1  . 

4-  y"  +  y  =  g(t)  ;  y(0)  =  0  ,  /( 0)  =  1  . 

En  los  problemas  5  a  12,  use  el  teorema  de  convolucion 
para  hallar  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  la 
funcion  dada. 


1 


1 


sU*  +  1 


(5  +  l)(y  +  2) 


7. 

9. 

11. 

12. 


14 


(,v  +  -  5) 

(TTTf  ■ 

_ S _ 

{s  -  l)(s  +  2) 

■S'  +  l 


8. 

10. 


1 


Sugerencia: 


{s2  +  4)2  ‘ 

1 

s3{s2  +  l)  ' 
s 


s  -  1 


=  1  + 


(*2+  l)2  ■ 

13.  Determine  la  transformada  de  Laplace  de 

*  t 

fit )  :=  (f  —  v)e3l'dv  . 

.  0 

14.  Determine  la  transformada  de  Laplace  de 

f(t)  '■=  I  €uSfin(f  —  v)dv  . 

J  0 


5. 


6. 
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En  los  problemas  15  a  22,  resuelva  la  ecuacion  integral 
o  mtegro-diferencial  para  y{t). 

15.  y(f)  +  3  y(u)sen(f  —  v) dv  =  t  . 

Jo  ’ 

16.  y(t)  +  I  ef~vy(y}dv  =  sen  1  . 

J  o 

17.  y(f)  +  I  (f  —  -u)y(w)rfu  =  1  . 

J  o 

18.  y(t)  +  [  (f  -  u)y(u)c/u  =  f 2  . 

J  o 

19.  y(t)  +  f  (l  —  v)2y{v)dv  —  t3  +  3  . 

Jo 

20.  y'(f)  +  [  (f  —  =  t  ,  y(0)  =  0  . 

Jo 

21.  y'(t)  +  y(t )  —  y(u)sen(r  —  v)dv  =  —  scnr  , 

Jo ' 

y(0)  =  1  . 

22.  v'(f)  -  2  j  e‘~vy{v)dv  =  t  ,  y(0)  -  2  . 

Jo 

En  los  problemas  23  a  28,  un  sistema  lineal  queda  des- 
crito  mediante  el  problema  con  valores  iniciales  dado. 
Determine  la  funcion  de  transferencia  H(s)  para  el 
sistema,  la  funcion  de  respuesta  al  impulso  h(t)  y  de 
una  formula  para  la  solucion  del  problema  con  valores 
iniciales. 

23.  y"  +  9y  =  g(t)  ; 

y(0)  =  2  ,  y'(0)  =  -3  . 

24.  y”  -  9 y  =  g{t)  ;  y(0)  =  2  ,  y'( 0)  =  0  . 

25.  y"  -  y‘  -  6y  =  :?(/)  ; 

y(o)  =  1  ,  y'(0)  =  8  . 

26.  y”  +  2y'  -  15y  =  g(t)  ; 
y(0)  =  0  ,  y'fO)  =  8  . 

27.  y"  -  2 y'  +  5y  =  g(t )  ; 

v(0)  =  0  ,  y'(0)  4  2  . 

28.  y"  -  4y'  +  Sy  =  g{t)  ; 

y(0)  =  0  ,  yr(0)  =  1  . 


En  los  problemas  29  y  30,  la  corriente  I(t)  de  un  circuito 
RLC  con  fuente  de  voltaje  E{t )  queda  descrita  mediante 


el  problema  con  valores  iniciales 

U"{t)  +  Rf{t)  +  If(i)  =  e{t)  , 

/( 0)  =  a  ,  /'( 0)  =  b  , 

donde  e{t )  =  Eft)  (yease  la  figura  7.23).  Para  las  cons- 
tantes  dadas  R.  L,C,  ay  b,  halle  una  formula  para  la  so¬ 
lucion  I(t)  en  terminos  de  e(t). 


Resistencia  R 


Inductancia  L 


Figura  7.23  Diagrama  esquematico  de  un  circuito  RLC  en  serie 


29.  R  =  20  ohms,  L  =  5  henrys,  C  =  0.005  farads, 
a  =  —  1  amperes,  b  =  8  amperes/segundo. 

30.  R  =  80  ohms,  L  =  10  henrys,  C  =  1/410  farads, 
a  =  2  amperes,  b  =  —  8  amperes/segundo. 


31.  Use  el  teorema  de  convolucion  y  la  transformada  de 
Laplace  para  calcular  1*1*1. 

32.  Use  el  teorema  de  convolucion  y  la  transformada  de 
Laplace  para  calcular  1  *  t  *  t2. 

33.  Demuestre  la  propiedad  (5)  en  el  teorema  10. 

34.  Demuestre  la  propiedad  (6)  en  el  teorema  10. 

35.  Use  el  teorema  de  convolucion  para  mostrar  que 


ft 


f{v)du  , 

Jo 


donde  F{s)  —  2{/}(j). 


36.  Use  el  teorema  5  de  la  section  7.3  y  el  teorema  de  con¬ 
volution  para  mostrar  que 


f  f(z)  dzdv  =  i£ 
o  J  o  1 


F(s 


(t) 


=  t  f\v)dv  -  vf{v)dv  , 


donde  F(s)  —  i£{/}(s)- 
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37.  Demuestre  directamente  que  si  h(t)  es  la  funcion  de  ocurre  que  (h  *  g)( 0)  =  (/?  *  g)'(0)  =  0.  [Sugeren- 

respuesta  al  impulso  caracterizada  por  la  ecuacion  cia:  Use  la  regia  de  Leibniz,  descrita  en  el  proyecto 

(16),  entonces  para  cualquier  funcion  continua  g(f)  C  del  capitulo  4]. 


7.8  IMPULSOS  Y  LA  FUNCION  DELTA  DE  DIRAC 

En  los  sistemas  mecanicos,  circuitos  electricos,  doblamiento  de  vigas  y  otras  aplicaciones 
aparecen  funciones  con  un  valor  muy  grande  durante  un  intervalo  de  tiempo  muy  corto.  Por 
ejemplo,  el  golpe  de  un  martillo  ejerce  una  fuerza  relativamente  grande  durante  un  intervalo 
relativamente  corto,  y  un  gran  peso  concentrado  en  un  punto  de  una  viga  suspendida  ejerce 
una  fuerza  de  gran  tamaflo  sobre  una  seccion  muy  pequena  de  la  viga.  Para  trabajar  con  fuer- 
zas  violentas  o  de  breve  duracion,  los  fisicos  y  los  ingenieros  usan  la  funcion  delta  introduci- 
da  por  Paul  A.  M.  Dirac.  Relajaremos  nuestro  rigor  por  el  momenta  y  presentaremos  la  si- 
guiente  definicion,  un  tanto  informal. 


FUNCION  DELTA  DE  DIRAC 


Definicion  9.  La  funcion  delta  de  Dirac  8{t )  se  caracteriza  por  las  dos  propieda- 
des  siguientes: 


(1) 


5(f) 


0  ,  t  ^  0  , 

“infinito”,  t  =  0  , 


y 

(2) 


r  oc 

fmndt  =/(  o) 


J  — oo 


para  cualquier  funcion  /(f)  que  sea  continua  en  un  intervalo  abierto  que  contiene  a 
t  =  0. 


Al  recorrer  el  argumento  de  <5(f),  tenemos  que  8{t  —  a)  =  0,  t  ^  a  y 


(3)  ~  a)dt  =  f(a) 

J  -go 


para  cualquier  funcion /(f)  que  sea  continua  en  un  intervalo  abierto  que  contiene  a  t  =  a. 

Es  claro  que  <5(f  —  a)  no  es  una  funcion  en  el  sentido  usual;  en  realidad,  es  un  ejem¬ 
plo  de  lo  que  se  llama  funcion  generalizada  o  distribucion.  A  pesar  de  este  inconve- 
niente,  ; la  funcion  delta  de  Dirac  fue  utilizada  con  exito  durante  varios  anos  para  resolver 
varios  problemas  de  fisica  e  ingenieria  antes  de  que  Laurent  Schwarz  justificara  matema- 
ticamente  su  uso! 

Un  argumento  heurfstico  para  la  existencia  de  la  funcion  delta  de  Dirac  considera  el  im¬ 
pulso  de  una  fuerza  durante  un  breve  intervalo  de  tiempo.  Si  una  fuerza  2 F(f)  se  aplica  del 
instante  t0  al  instante  /,  entonces  el  impulso  debido  a  2F  es  la  integral 


W(t )dt  . 


Impulso  ;= 
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Por  la  segunda  ley  de  Newton,  vemos  que 


b  J  i o 


donde  m  denota  la  masa  y  v  denota  la  velocidad.  Como  mv  representa  el  momento,  podemos 
interpretar  la  ecuacion  (4)  diciendo  que  el  impulse*  es  igual  al  cambio  en  el  momento. 

Cuando  un  martillo  golpea  un  objeto,  transfiere  un  momento  a  este.  Este  cambio  en  el 
momento  ocurre  durante  un  periodo  muy  breve  de  tiempo,  digamos,  [f0,  h  }■  Si  S' |  ( / )  repre¬ 
senta  la  fuerza  debida  al  martillo,  entonces  el  area  bajo  la  curva  PF ,  ( / )  es  el  impulso  o  cam¬ 
bio  de  momento  (vease  la  figura  7.24).  Si,  como  muestra  la  figura  7.25,  el  mismo  cambio  de 
momento  ocurre  en  intervalos  de  tiempo  cada  vez  menores,  digamos  [f0,  t2\  o  [f0, ] ,  enton¬ 
ces  la  fuerza  promedio  debe  ser  cada  vez  mayor  para  que  los  impulsos  (las  areas  bajo  las 
curvas  SF;;)  sigan  siendo  iguales.  Si  las  fuerzas  3%,  tienen  el  mismo  acto  de  impulso  sobre  los 
intervalos  [f0,  tn],  respectivamente,  donde  tn  — »  f(l  cuando  n  — >  oo,  entonces  SF„  tiende  a  una 
funcion  que  se  anula  para  t  j=  t0  pero  que  tiene  un  valor  infinite  para  t  =  Ademas,  las  areas 
debajo  de  las  tienen  un  valor  comiin.  Al  normalizar  este  valor  en  1  tenemos 


'$f„(i)dt  —  1  para  toda  n. 


Cuando  t0  =  0,  deducimos  de  las  propiedades  limite  de  las  8F„  una  “funcion”  8  que  satisface 
la  propiedad  ( 1 )  y  la  condicion  integral 


(5) 


5(f)dt  =  1  . 


— OO 


0 


0 


r0  l3  l2 


Figura  7.24  Fuerza  debida  al  golpe  de  un  martillo 


Figura  7.25  Fuerzas  con  el  mismo  impulso 
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Observe  que  (5)  es  un  caso  particular  de  la  propiedad  (2)  obtenido  al  hacer /(f)  =  1.  Es  inte- 
resante  notar  que  (1)  y  (5)  implican  la  propiedad  general  (2)  (vease  el  problema  33). 

La  transformada  de  Laplace  de  la  funcion  delta  de  Dirac  se  puede  deducir  facilmente  de 
la  propiedad  (3).  Como  S(t  —  a)  —  0  para  t  a,  si  hacemos/(f)  =  e  st  en  (3),  vemos  que 
para  a  >  0, 

TOC  f  oo 

e~*8(t  -  a)dt  =  «“*«(/  -  a)dt  =  e~"  . 

J  0  i  -oo 

Asf,  para  a  >  0, 

(6)  !£{S(t  -  o)}(s)  =  <CflS  , 

La  funcion  escalon  unitario  y  la  funcion  delta  de  Dirac  tienen  una  relation  interesante. 
Observe  que  la  ecuacion  (5)  y  el  hecho  de  que  S(x  —  a)  se  anule  para  x  <  a  y  para  x>  a  im¬ 
plican  que 

f '  ,  fO  ,  t<a, 

(7)  5(x  -  ci)dx  =  i 

J  -oo  L 1  ,  t  >  a 

=  «(f  —  a)  . 

Si  derivamos  formalmente  ambos  lados  de  (7)  con  respecto  de  t  (en  el  espfritu  del  teorema 
fundamental  del  calculo),  vemos  que 

S(t  —  a)  =  u'(t  —  a)  . 

Asf,  parece  que  la  funcion  delta  de  Dirac  es  la  derivada  de  la  funcion  escalon  unitario.  Esto 
es  cierto  si  consideramos  la  “derivacion”  en  un  sentido  mas  general.1 

La  funcion  delta  de  Dirac  se  usa  para  modelar  problemas  de  vibracion  mecanica  que  im¬ 
plican  un  impulso.  Por  ejemplo,  un  sistema  masa-resorte  en  reposo  golpeado  por  un  martillo 
que  ejerce  un  impulso  sobre  la  masa  quedarfa  descrito  mediante  el  problema  con  valores  ini- 
ciales  simbolico 

(8)  x"  +  x  =  S(f)  ;  x(0)  =  0  ,  x'(0)  =  0  , 

donde  x(t)  denota  el  desplazamiento  con  respecto  del  equilibrio  en  el  instante  t.  Decimos 
que  este  es  un  problema  simbolico  debido  a  que,  aunque  el  lado  izquierdo  de  la  ecuacion  (8) 
representa  una  funcion  ordinaria,  el  lado  derecho  no.  En  consecuencia,  no  es  claro  lo  que 
queremos  decir  por  una  solucion  del  problema  (8).  Como  8(  f)  se  anula  en  todo  punto  excep- 
to  en  t  =  0,  estarfamos  tentados  a  considerar  a  (8)  como  una  ecuacion  homogenea  con  condi- 
ciones  iniciales  nulas.  Pero  la  solucion  de  este  problema  se  anularfa  en  todo  punto,  lo  que 
ciertamente  no  describe  el  movimiento  del  resorte  despues  de  que  el  martillo  ha  golpeado  la 
masa. 

Para  definir  que  entendemos  por  una  solucion  de  (8),  recordemos  que  8(t  )  se  exhibe  co¬ 
mo  el  lfmite  de  fuerzas  d„(l)  que  tienen  un  impulso  unitario  y  que  actuan  en  intervalos  de 
tiempo  cada  vez  menores.  Si  y„(t)  es  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

(9)  y"  +  yu  =  9 =.(<)  ;  y„(0)  =  0  ,  y' (0)  =  0  , 

donde  8  se  reemplaza  con  SF„,  entonces  podemos  pensar  la  solucion  x(t)  de  (8)  como  el  lfmi¬ 
te  (cuando  n  — >  cxd)  de  las  soluciones  yn(t). 


V'easc  Distributions,  Complex  Variables,  and  Fourier  Transforms,  por  H.  J.  Bremermann  (Addison- Wesley,  Rea¬ 
ding.  Mass.,  1965). 
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Por  ejemplo,  si 


2 F„(f)  "  n  -  nw 


{t  -  l  In)  “  | 


n  ,  0  <  t  <  \}n  , 

0  ,  o  bien. 


A1  calcular  la  transformada  de  Laplace  de  la  ecuacion  (9)  vemos  que 


y  entonces 


Ahora 


Por  tanto, 

(10)  y„(t)  =  n  —  n  cos  t  —  (n  —  «eos(/  —  1  (nfju.{t  —  1  /«} 


f  n  —  n  cos  t  ,  0  <  f  <  l/n  , 

l«cos(/  —  1/rt)  —  «  cos  /  ,  1  jn  <,  l  . 

Fijemos  1  >  0.  Entonces,  para  «  suficientemente  grande,  tenemos  que  1  /n  <  t.  Asf, 
li'my„(f)  =  liin  [ncos(f  ~  1  jn)  -  «cosi] 


,  (donde  h  —  —  1  Jn)  , 


Ademas,  para  t  =  0,  lim„^ooy„(0)  =  0  sen  0.  Por  lo  tanto, 
limy„(t)  =  sen  t  . 


Por  lo  tanto,  la  solucion  del  problema  simbolico  con  valores  iniciales  (8)  es  x(t  )  =  sen  t. 

Por  fortuna,  no  tenemos  que  pasar  por  todo  el  tedioso  proceso  de  hallar  cada  y„  para  ha- 
llar  la  solucion  x  del  problema  simbolico.  El  metodo  de  la  transformada  de  Laplace  aplicado 
directamente  a  (8)  nos  proporciona  la  solucion  deseada  x(t).  En  efecto,  al  considerar  la 
transformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  (8),  obtenemos  de  (6)  (con  a  =  0) 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


lo  que  da  como  resultado 

=  sen'  ■ 

Una  peculiaridad  del  uso  de  la  funcion  delta  de  Dirac  es  que  la  solucion  x(t)  =  sen  t  del 
problema  simbolico  con  valores  iniciales  (8)  no  satisface  ambas  condiciones  iniciales;  es  de¬ 
ck,  jc'(O)  =1^0.  Esto  refleja  el  hecho  de  que  el  impulso  8(t)  se  aplica  en  t  =  0.  Asf,  el  mo¬ 
menta  x'  pasa  abruptamente  de  x'(0)  =  0  a  x'(0+)  =  1  [observe  que  en  la  ecuacion  (8)  la 
masa  es  igual  a  1]. 

En  el  siguiente  ejemplo  usamos  la  funcion  delta  de  Dirac  para  modelar  un  problema  de 
vibracion  mecanica. 


Una  masa  unida  a  un  resorte  se  libera  desde  el  reposo,  a  un  metro  por  debajo  de  la  posicion 
de  equilibrio  para  el  sistema  masa-resorte  y  comienza  a  vibrar.  Despues  de  tt  segundos,  la 
masa  es  golpeada  por  un  martillo  que  ejerce  un  impulso  sobre  la  masa.  El  sistema  queda  des- 
crito  por  el  problema  simbolico  con  valores  iniciales 

(11)  +  9x  —  36  [r  “  tt)  ;  x(o)  =  1  ,  ^y-(O)  =  0  , 

dr  dt 

donde  x(t)  denota  el  desplazamiento  con  respecto  del  equilibrio  en  el  instante  t.  Determinar 

40- 

SeaA(i)  =  ^{x}(s).  Como 

X{x"}(s)  =  s2X{$)  —  s  y  ££{S(r  —  ir)}(s)  =  e~7rs  , 
al  calcular  la  transformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  (11)  y  dcspejar  X(s)  tenemos 

s2X{s)  -  s  +  9 X(s)  = 

■7TS  3 
s 2  +  9 

+  e“mSE{sen3l}(j)  . 


X(j)  =  it- —  +  e 
'  s2  +  9 

=  i£{cos  3f}(j) 


Usamos  la  propiedad  de  traslacion  (vease  la  pagina  387)  para  determinar  la  transformada  in- 
versa  de  Laplace  de  X(s),  de  modo  que 


cos  3r  +  [sen  3 (t  - 

■tt)  ]h(i  —  tt) 

f  cos  3 1  , 

t  <  TT  , 

Icos  3 1  —  sen  3f  , 

TT  <  1 

cos  3 1  , 

t  <  TT 

V  2  cos(  3f  -I - ) 

,  TT  <  t 

V  4  j 

La  grafica  de  x(t)  aparece  en  curva  continua  en  la  figura  7.26  de  la  pagina  412.  Como  com- 
paracion,  la  curva  punteada  exhibe  el  desplazamiento  de  un  resorte  vibrante  sin  perturbacio- 
nes.  Observe  que  el  impulso  suma  3  unidades  al  momento  en  el  instante  t  =  tt.  m 
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x(t) 


Figura  7.26  Desplazamiento  de  un  resorte  vibrante  golpeado  por  un  martillo  eat  =  tt 


En  la  section  7.7  definimos  la  funcion  de  respuesta  al  impulso  para 
(12)  ay”  +  by'  +  cy  =  g(t) 


como  la  funcion  h(t)  :=  '£  1  {H)(t),  donde  ll(.s)  es  la  funcion  de  transferencia.  Recuerde 
que  H(s)  es  el  cociente 


H(x)  ■■= 


y(^ 

G(.v) 


donde  Y(s)  es  la  transformada  de  Laplace  de  la  solution  de  (12)  con  condiciones  iniciales 
nulas  y  G(s)  es  la  transformada  de  Laplace  de  g(t).  Es  importante  observar  que  //(,s  ),  y  por 
tanto  h(t),  no  depende  de  la  election  de  la  funcion  g(t)  en  (12)  [vease  la  ecuacion  (15)  en  la 
section  7.7],  Sin  embargo,  es  util  pensar  la  funcion  de  respuesta  al  impulso  como  la  solution 
del  problema  simbolico  con  valores  iniciales 


(13)  «/  +  by'  +  cy  =  8(0  ;  y(0)  ,  /(0)  =  0  . 


En  efecto,  si  g(t)  =  8(t),  tenemos  G(s)  =  1  y  en  consecuencia  H(s)  =  Y(s).  Asi,  h(t)  = 
y(t).  Vemos  que  la  funcion  h(t)  es  la  respuesta  al  impulso  8{t)  para  un  sistema  mecanico 
descrito  por  el  problema  simbolico  con  valores  iniciales  (13). 
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5.  e  2lS(t  —  l)dt  . 

Jo 

6.  J  (cos  2t)S(t)dt  . 

En  los  problemas  7  a  12,  determine  la  transformada  de 
Laplace  de  la  funcion  generalizada  dada. 

1.  3 it  -  1)  -  S(t  -  3)  .  8.  3S(t  -  1)  . 

9.  tS{i  —  1}  .  10.  r35(i  -  3)  . 

11.  8{t  -  ir)sen  t  ,  12.  e‘S{t  -  3)  . 

En  los  problemas  13  a  20,  resuelva  el  problema  simboli- 
co  con  valores  iniciales  dados. 

13.  w"  +  w  =  S(t  —  n)  ; 
w(0)  =  0  ,  vv'(O)  =  0  . 

14.  y"  +  2 yr  +  2 y  —  8{t  —  t t)  ; 

y{ o)  =  l  ,  /(<))  =  l  . 

15.  f  +  2y'  -  3v  =  8(t~  l)  -  S(f  -  2)  ; 

>•(0)  =  2  ,  y(o)=-2. 

16.  f  -  2 y'  -  3y  =  25  (f  -  l)  -  5(r  -  3)  : 

y(O)  =  2  ,  /(0)  =  2  . 

17.  /  -  y  =  4 S{t  -  2)  +  r  ; 

v(0)  =  0  ,  y(o)  =  2  , 

18.  f  -  >■'  -  2y  =  38(t  -  1)  +  /  ; 

A 0)  =  0  ,  y(o)  =  3 . 

19.  w"  +  6w'  +  5w  =  e'8(t  —  l)  ; 

w(0)  -  0  ,  w'(0)  =  4  . 

20.  y”  +  5 y*  +  6 y  =  e~'8(t  -  2)  ; 

>’(0)  =  2  ,  y(o)  =  -5  . 

En  los  problemas  21  a  24,  resuelva  el  problema  simboli- 
co  con  valores  iniciales  dados  y  bosqueje  una  grafica  de 
la  solucion. 

21.  y"  +  y  —  5(|  —  2w )  ; 

v(0)  =  0  ,  /(0)  =  1  . 

22.  y”  +  y  =  S{t  -  vf 2)  ; 

,y(0)  =  0  »  /[0)  =  1  . 

23.  y"  +  y  =  —  8{t  —  tt)  +  8(r  —  27t)  ; 

y(0)  =  0  ,  y’(0)  -  1  . 

24.  y"  +  y  -  8(t  -  tt)  -  S(t  -  2m r)  ; 

A 0)  =  0  ,  y'(0)  =  1  . 


En  los  problemas  25  a  28,  determine  la  funcion  de  res- 

puesta  al  impulso  h(t )  usando  el  hecho  de  que  h(t)  es  la 

solucion  del  problema  simbolico  con  valores  iniciales 

con  g(t)  =  S(t)  y  condiciones  iniciales  nulas. 

25.  y”  +  4y’  +  8 y  ^  g{t)  . 

26.  y"  -  6 v '  +  1 3y  =  g(t)  . 

27.  y*  -  2y'  +  5y  =  g{t)  .  28.  y"  -  y  =  g(t)  . 

29.  Una  masa  unida  a  un  resorte  se  libera  desde  el  repo- 
so,  un  metro  por  debajo  de  la  position  de  equilibrio 
para  el  sistema  masa-resorte  y  comienza  a  vibrar. 
Despues  de  m/ 2  segundos,  la  masa  es  golpeada  por 
un  martillo  que  ejerce  un  impulso  sobre  la  masa.  El 
sistema  queda  descrito  mediante  el  problema  simbo¬ 
lico  con  valores  iniciales 

+  fcc  =  -3 s(t  -  ; 

dt2  V  2/ 

x(0)  =  1  , 

f  (0)  -  o  , 

donde  x (t)  denota  el  desplazamiento  con  respecto 
del  equilibrio  en  el  instante  t.  ^Que  le  ocurre  a  la  ma¬ 
sa  despues  de  ser  golpeada? 

30.  Es  probable  que  haya  escuchado  que  los  soldados  no 
deben  marchar  en  cadencia  al  cruzar  un  puente.  Re¬ 
suelva  el  problema  simbolico  con  valores  iniciales 

CO 

y"  4-  y  =  2  $(t  —  2kir)  ; 

t»4 

y(0)  =  0  ,  y'(0j  =  0  , 

y  explique  por  que  se  han  dado  tales  instrucciones  a 
los  soldados.  [Sugerencia:  Vease  la  seccion  4.12], 

31.  Un  sistema  lineal  es  estable  si  su  funcion  de  res- 
puesta  al  impulso  h(t)  permanece  acotada  cuando 
t  — >  +00.  Si  el  sistema  lineal  es  descrito  por 

ay"  +  by'  +  cy  =  g(t)  , 

donde  b  y  c  no  se  anulan  al  mismo  tiempo,  muestre 
que  el  sistema  es  estable  si  y  solo  si  las  partes  reales 
de  las  rafces  de 

ar2  +  br  +  c  =  0 
son  menores  o  iguales  a  cero. 

32.  Un  sistema  lineal  es  asintoticamente  estable  si  su  fun¬ 
cion  de  respuesta  al  impulso  satisface  /2(f)  — >  0  cuando 
t  — »  +00.  Si  el  sistema  lineal  queda  descrito  por 

ay"  +  by'  +  cy  =  g(t)  , 
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demuestre  que  el  sistema  es  asintoticamente  estable  si 
y  solo  si  las  partes  reales  de  las  rafces  de 

ar2  +  br  +  c  =  0 


son  estrictamente  menores  que  cero. 

33.  La  funcion  delta  de  Dirac  tambien  se  puede  caracteri- 
zar  mediante  las  propiedades 


0  , 

“infinito”. 


t  ¥=  0  , 


t  =  0  , 


y 


S(t)dt  =  1  . 


Use  formalmente  el  teorema  del  valor  medio  para  in¬ 
tegrates  definidas  y  verifique  que  si  f(t)  es  continua, 
entonces  las  propiedades  anteriores  implican  que 

I  “  f[t)8[t)dt  -/(0)  . 

J  -CO 


34.  Use  formalmente  integration  por  partes  para  mostrar 
que 

f  oo 

|  f(t)8'(t)dt  =  -/'( 0)  . 

J  ~  DO 


Ademas,  muestre  que  en  general. 


f{t)s%)dt  =  (-i)yw(o) 


35.  La  figura  7.27  muestra  una  viga  de  longitud  2A  que 
esta  empotrada  en  un  soporte  por  el  lado  derecho  y 
libre  por  la  derecha.  La  deflexion  vertical  de  la  viga 
a  una  distancia  x  del  soporte  se  denota  y(x).  Si  la  vi¬ 


ga  tiene  una  carga  concentrada  L  que  actua  sobre 
ella  en  el  centra  de  la  viga,  entonces  la  deflexion  de- 
be  satisfacer  el  problema  simbolico  con  valores  en  la 
frontera 

EffAHx)  -  LS(x  -  A)  ; 

v(o)  =  y( o)  =  y'(2A)  =  >'"'(2a)  =  o . 

donde  E,  el  modulo  de  elasticidad,  e  /,  el  momenta  de 
inercia,  son  constantes.  Determine  una  formula  para  el 
desplazamiento  y(jr)  en  terminos  de  las  constantes  A, 
L,  E  e  /.  [Sugerencia:  Sean  y"(0)  =  Ay  /"( 0)  =  B. 
Resuelva  primero  el  problema  simbolico  de  cuarto  or- 
den  con  valores  iniciales  y  luego  use  las  condiciones 
y"(2A)  =  y'"(2A)  =  0  para  determinar  A  y  B], 


Figura  7.27  Viga  empotrada  en  un  soporte  bajo  una 
carga  concentrada  en  x  =  A 


7.9  SOLUCION  DE  SISTEMAS  LINEALES  MEDIANTE 
TRANSFORMADAS  DE  LAPLACE 


Podemos  usar  la  transformada  de  Laplace  para  reducir  ciertos  sistemas  de  ecuaciones  diferen- 
ciales  lineales  con  condiciones  iniciales  a  un  sistema  de  ecuaciones  algebraicas  lineales,  donde 
de  nuevo  las  incognitas  son  las  transformadas  de  las  funciones  que  conforman  la  solucion.  A1 
despejar  estas  incognitas  y  calcular  sus  transformadas  inversas  de  Laplace,  podemos  obtener  la 
solucion  del  problema  con  valores  iniciales  para  el  sistema. 

EJEMPLO  1  Resolver  el  problema  con  valores  iniciales 

x'(f)  —  2y(/)  =  4f  ;  j(0)  =  4  , 

y\t)  +  2y(f)  -  Axil)  =  -4r  -  2  ;  y(0)  =  -5  . 


(1) 
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SOLUCION 


A1  calcular  la  transformada  de  Laplace  de  ambos  lados  de  las  ecuaciones  diferenciales  tenemos 

f£{y}(.)  -  2${y}(s)  =  ^  f 
(2)  * 

{.V  +  22{y }(s)  -  4££{.r}(,)  =  |  . 

SeanA(j')  :=  iffxKi')  y  Lfs)  :=  ££{y}(s).  Entonces,  por  el  teorema  4  de  la  pagina  361, 

<g{jr'}(«)  =  jfJt(s)  -  x(0)  =  sX{s)  -  4  , 

2{y'}(s)  =  aT(s)  -  y(0)  =  +  5  . 

A1  sustituir  estas  expresiones  en  el  sistema  (2)  y  simplificar,  obtenemos 

-  2 r(*)  =  7 

(3)  S , 

-4 X(s)  +  [s  +  2)F(s)  =  _  5r  +  ls  +  4  . 

s 

Para  eliminar  Y(s)  del  sistema,  multiplicamos  la  primera  ecuacion  por  (s  +  2)  y  la  segun- 
da  por  2,  para  luego  sumar  y  obtener 


[s(j  +  2)  -  s],Y(s) 


(i-  4-  2)(4s~  +  4)  lOi2  +  +  8 


Esto  se  simplifica  como 

4s  -  2 


X{s)  = 


{s  +  4}(j  -  2) 


Para  calcular  la  transformada  inversa,  primero  escribimos  aX(j)  en  la  forma  de  fracciones 
parciales 

xW “ 7+4  +  7^2  ■ 

De  la  tabla  de  transformadas  de  Laplace  vemos  que 

(4)  x(t)  =  3e~4t  +  e2' . 


Para  determinar  y(t )  podrfamos  despejar  £(,?)  en  el  sistema  (3)  y  luego  calcular  su  trans¬ 
formada  inversa  de  Laplace.  Sin  embargo,  es  mas  facil  despejar  y(i)  en  la  primera  ecuacion  del 
sistema  (1)  en  terminos  de  x(t): 


y(t)  =  yx'(f)  -  2 1  . 


Sustituimos  x(t)  de  la  ecuacion  (4)  para  obtener 
(5)  y{r)  =  ~6e~41  +  e2t  -  2 1  . 

La  solucion  del  problema  con  valores  iniciales  (1)  consta  de  la  pareja  de  funciones  x(t),  y(t) 
dada  por  las  ecuaciones  (4)  y  (5).  ■ 
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EJ  ERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  19,  use  el  metodo  de  transformadas 
de  Laplace  para  resolver  el  problema  con  valores  inicia- 
les  dado.  En  este  caso,  x' ,  y' ,  etc.,  denotan  derivadas  con 
respecto  de  t,  lo  mismo  que  el  sunbolo  D. 


1. 

x'  =  3x  —  2_v  ; 

x(0)  =  1 

, 

II 

1 

y(0)  -  1 

2. 

x'  —  x  —  y  ; 

x(0)  -  - 

■1  , 

/  =  2x  1  4y  ; 

o 

II 

g 

3. 

z'  +  w'  =  z  ~  w 

«(o) 

=  1 

^4 

1 

II 

2-4 

3 

;  w(0) 

-  0 

4. 

x'  —  3jc  +  2 y  ~  sen  t  ;  x 

(o)  = 

=  0  , 

<S} 

O 

r-> 

11 

[ 

* 

(o)  - 

-  0  . 

5. 

x'  =  y  +  sen  t  ; 

x(0)  = 

=  2  , 

y'  ~  x  +  2  cos  t  ; 

y(o)  = 

=  0  . 

6. 

x'  —  x  —  y  =  1 

;  x(Qj 

=  0 

, 

— x  +  y'  y  --  0 

;  v(o) 

=  - 

5/2  . 

7. 

(D  -  4)M  +  6y 

=  9e  3'  ; 

X 

(0)  =  -9  , 

1 

G_ 

1 

=  5<?_3f  ; 

y 

(0)  =  4  . 

8. 

£>[x]  L  y  =  0  ; 

x(0)  = 

7/4 

, 

4.r  +  D[y]  =  3  ; 

y(0)  = 

4  . 

9. 

x"  4-  2/  =  -x  ; 

x(oj  =  i 

? 

xr(0)  =  -7 

— 3x"  +  2y"  =  3x 

■  -  4 y  ; 

II 

g 

y'(0)  =  -9 

10. 

x"  +  y  =  1  ; 

x(0)  =  1  , 

x'(0j  =  1  , 

x  +  y"  =  - 1  ; 

y{0)  -  1 

, 

y'(0)  =  - 

11. 

x'  +  y  =  1  —  u(t 

-  2)  ; 

*(0) 

=  0  , 

x  +  y'  =  0  ; 

y(  0) 

-  0  . 

12. 

x'  +  y  =  x  ; 

x(0)  =  0 

y(o)  =  i  , 

2x'  4-  y"  =  u(t  — 

3)  ; 

/(o)  =*  -i 

13. 

x'  —  y'  =  (sen  r)u 

(f  -  tt)  ; 

X 

(o)  =  i  , 

x+ / = 0 ; 

y 

(0)  =  1  . 

14,  x"  =  y  +  u(t  -  ij  ;  x(0)  =  1  ,  xJ(0)  =  0  , 
y"  =  X  +  1  -  u{t  -  l)  ;  y( 0)  =  0  , 

y'(0)  =  0  . 


15.  x'  2y  =  2  ;  jr(  1 )  =  1  , 

x’  +  x  -  y’  =  t2  +  It  -  1  ;  y(l)  =  0  . 

16.  x1  -  2.x  +  y’  =  -(cos  t  +  4 sen  t)  ;  x{tt)  =  0  , 

2x  r  v'  l  y  :  sen  lx-  3  cos  t  ;  y(-jr)  •  3  , 

17.  x'  +  x  -  y'  =  2 (t  -  2)e’~2  ;  x{l)  =  0, 

x"  ~  x'  -  2 y  =  ;  x'{2)  =  1  , 


18.  x'  -  2y  =  0  ; 
x'  ~  z!  =  0  ; 

x  +  y'  -  z  =  3  ; 

19.  x'  —  3x  +  y  —  2z 
y'  -  -x  +  2y  +  z 
z'  —  4x  +  v  -  3 z 


y(2)  =  1  . 

*(0)  =  0  , 
y(o)  =  o  , 

*(0)  =  -2  . 
jc(0)  =  -6  , 
y(o)  =  2  , 

-in)  =  ~  1 7 


20.  Use  el  metodo  de  transformadas  de  Laplace  para  re¬ 
solver 

/  +  y'  =  2  ;  j((0)  =  3  ,  x'(0)  =  0  , 

4jc  +  y'  =  6  :  y(  1 )  =  4  . 

[Sugerencia:  Hagay(O)  =  c  y  luego  despeje  c]. 

21.  Para  el  problema  de  tanques  interconectados  de  la 
seccion  5.1,  pagina  239,  suponga  que  la  entrada  al 
tanque  A  es  controlada  ahora  por  una  valvula  que 
durante  los  primeros  cinco  minutos  deja  entrar  6  li- 
tros/minuto  de  agua  pura,  pero  despues  de  ello  deja 
pasar  6  litros/minuto  de  una  solucion  salina  con  una 
concentration  de  2  kg/litro.  Suponga  que  los  demas 
datos  siguen  siendo  los  mismos  (vease  la  figura  5.1) 
y  determine  la  masa  de  sal  en  cada  tanque  para  t  >  0 
si  x0  =  0  y  y0  =  4. 

22.  Vuelva  a  calcular  el  movimiento  oscilador  masa-re- 
sorte  en  el  problema  1  de  los  ejercicios  5.4  (pagina 
272),  usando  transformadas  de  Laplace. 


En  los  problemas  23  y  24,  determine  un  sistema  de  ecua- 
ciones  diferenciales  y  condiciones  iniciales  para  las  co- 
rrientes  en  las  redes  dadas  en  los  diagramas  esquemati- 
cos;  las  corrientes  iniciales  son  nulas.  Determine  las 
corrientes  en  cada  rama  de  la  red  ( vease  la  seccion  5.6 
para  un  analisis  de  las  redes  electricas). 
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Resumen  del  capitulo 

El  uso  de  la  transformada  de  Laplace  nos  ayuda  a  simplificar  el  proceso  para  resolver  problemas 
con  valores  iniciales  para  ciertas  ecuaciones  diferenciales  e  integrales,  en  particular  cuando 
esta  presente  una  funcion  de  forzamiento  con  discontinuidades.  La  transformada  de  Laplace 
!£{f}  de  una  funcion/(f)  se  define  como 

£{/}(*)-  f  ™  e~stf{t)dt 

Jo 

para  todos  los  valores  de  5  para  los  que  existe  la  integral  impropia.  Si /(f)  es  continua  por 
partes  en  [0,  00)  y  de  orden  exponencial  a  (es  decir,  |  /(f)  |  no  crece  mas  rapido  que  una 
constante  por  eal  cuando  f  — >  00),  entonces  ,7:(/'}(,v)  existe  para  toda  s  >  a. 

La  transformada  de  Laplace  se  puede  interpretar  como  un  operador  integral  que  a  cada 
funcion/(f)  le  asocia  una  funcion  F(s).  Las  transformadas  de  algunas  funciones  comunes 
aparecen  en  la  tabla  7.1,  pagina  358,  y  en  el  forro  de  este  libro.  El  uso  de  estas  tablas  es  me- 
jorado  por  varias  propiedades  importantes  del  operador  -£. 

Linealidad:  ffi{a/  +  eg}  =  aX{f)  +  ei£'{g}. 

Traslacion  en  s:  ■£{*"/(*)}(*)  =  F(s  -  a),  donde  F  =  i£{/}. 

Traslacion  en  t:  £{g(t)u(t  —  a)}(s)  =  e~as!£{g(t  +  zz) } (s),  donde  u(t  —  a)  es 
la  funcion  escalon,  igual  a  1  para  t  >  a  y  0  para  t  <  a.  Si /(f)  es  continua  y/(0)  = 
0,  entonces 

ifT1{e~flJ/'’(s')}(f)  =/(f  ~  a)u[t  -  a)  , 
donde  /= 

Propiedad  de  convolucion:  £{f*g}  =  i£{/}££{g},  donde/*  g  denota  la  fun¬ 
cion  convolucion 

(f*8){*):=  I  /(t  -  v)g(v)dv  . 

Jo 

Una  razon  de  la  utilidad  de  la  transformada  de  Laplace  esta  en  la  sencilla  formula  para 
la  transformada  de  la  derivada/': 

2{/'}(s)  =  sF(s)  -/( 0)  ,  donde  F  =  i£'{/}  . 


(1) 
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Esta  formula  muestra  que  al  usar  la  transformada  de  Laplace,  podemos  reemplazar,  esencial- 
mente,  “derivacion  con  respecto  de  t”  por  la  sencilla  operacion  de  “multiplicacion  por  s ”.  La 
extension  de  (1)  a  derivadas  de  orden  superior  es 

(2)  2{/")}(i)  =  snF(s)  -  0)  -  j"-2/'(0)  -  -  0)  . 

Para  resolver  un  problema  con  valores  iniciales  de  la  forma 

(3)  ay"  +  by'  +  cy  =  f{t)  ;  y(0)  =  a  ,  y’(0)  =  f3 

por  medio  del  metodo  de  transformada  de  Laplace,  calculamos  la  transformada  a  ambos  la- 
dos  de  la  ecuacion  diferencial  en  (3).  Usamos  la  linealidad  de  y  la  formula  (2)  conduce  a 
una  ecuacion  que  implica  la  transformada  de  Laplace  Y(s)  de  la  solucion  (incognita)  y(t). 
El  siguiente  paso  consiste  en  hallar  L ( .s  )  a  partir  de  esta  ecuacion,  mas  sencilla.  Por  ultimo, 
calculamos  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  Y(s)  para  obtener  la  solucion  deseada.  Es- 
te  ultimo  paso  para  determinar  !£~1{Y}  es  con  frecuencia  el  mas  diffcil.  A  veces  se  necesita 
una  descomposicion  en  fracciones  parciales,  un  uso  adecuado  de  las  propiedades  de  la  trans¬ 
formada,  una  excursion  a  traves  de  las  tablas  de  transformadas  de  Laplace,  o  la  evaluacion  de 
una  integral  de  contorno  en  el  piano  complejo. 

Para  el  problema  particular  en  (3),  donde  a,  by  c  son  constantes,  la  ecuacion  diferencial 
se  transforma  en  una  sencilla  ecuacion  algebraic  a  en  terminos  de  Y(s).  Otra  caracterfstica 
importante  de  esta  ultima  ecuacion  es  que  incorpora  las  condiciones  iniciales.  Cuando  los 
coeficientes  de  la  ecuacion  en  (3)  dependen  de  t,  la  siguiente  formula  puede  ser  util  para 
calcular  la  transformada: 

i2{*7«}(.v)  -  (s)  ,  donde  F  =  %{f}  . 

Si  la  funcion  de  forzamiento/(t)  en  la  ecuacion  (3)  tiene  discontinuidades,  con  frecuen¬ 
cia  es  conveniente  escribir/(f)  en  terminos  de  funciones  escalon  unitario  u(t  —  a)  antes 
de  proceder  con  el  metodo  de  la  transformada  de  Laplace.  La  transformada  de  una  funcion  de 
forzamiento  peri6dica/(Y)  con  periodo  T  esta  dada  por 


La  funcion  delta  de  Dirac  5(t)  es  util  para  modelar  un  sistema  excitado  por  una  fuerza 
de  gran  tamano  aplicada  durante  un  breve  intervalo  de  tiempo.  No  es  una  funcion  en  el  sentido 
usual,  pero  se  puede  interpretar  como  la  derivada  de  una  funcion  escalon  unitario.  La  trans¬ 
formada  de  <5(7  —  a)  es 

5e{a(f  -  a)}(j)  -  e~as  ,  a>0. 


PROBLEMAS  DE  REPASO 


En  los  problemas  1  y  2,  use  la  definicion  de  la  transfor¬ 
mada  de  Laplace  para  determinar 


1.  f(t ) 


0  <  t  <  2  , 
2  <  t  . 


2. 


0  <  t  <  5  , 
5  <  t  . 


En  los  problemas  3  a  10,  determine  la  transformada  de 
Laplace  de  la  funcion  dada. 

3.  re  91  .  4.  e3rsen  4 1  . 

5.  e2<  —  f3  +  t1  -  sen  5/  . 

6.  7e2,cos  3f  -  2e"sen5f  . 

7.  t  cos  6f  . 
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8.  0  +  3)2  -  [e‘  +  3)2  .  9.  t2u{t  -  4)  . 

10,  f{t)  =  cos  t,  -  Till  <  t  <  7t /2  ,  y  f[t)  tiene  pe- 
riodo  77. 

En  los  problemas  11  a  17,  determine  la  transformada  in- 

versa  de  Laplace  de  lafuncion  dada. 

11.  7  .  12.  , 25  -  1 —  . 

[s  +  3 )3  s~  -  4.?  +  6 

4a2  +  13.v  +  19 
[s  —  l)(s2  +  4  s  +  13) 

.  .v "  ~  16,v  +  9 
(,T  +  l)(,7  +  3)(.?  —  2) 


'  (s+  \)2{S  +  1)  '  '  (s2  +  9)2  ■ 

c“z,(45  +  2) 

17'  (s  ~  l)(s  +  2)  ■ 

18.  Determine  la  serie  de  Taylor  para/(f)  =  e~'2  en  tomo 
de  t  =  0.  Suponiendo  que  la  transformada  de  Lapla¬ 
ce  de  fit)  se  puede  calcular  termino  a  termino,  deter¬ 
mine  un  desarrollo  para  i£[/}(s)  en  potencias  de  l/s. 

En  los  problemas  19  a  24,  resuelva  el  problema  con  va- 
lores  iniciales  dado  para  y(t)  mediante  el  metodo  de 
transformadas  de  Laplace. 

19.  y"  -  7y'  +  lOy  =  0  ; 

y(0)  =  0  ,  ,y'(0)  =  -3  . 

20.  y"  +  6 y'  +  9y  =  0  ; 

y(0)  -  -3  ,  y' (0)  =  10  . 

21.  y"  +  2y'  +  2y  —  t2  +  4t  ; 

?(0)  =  0.  /(0)=-l. 

22.  y"  +  9y  =  10e2f  ; 

y(0)  =  - 1  .  y'(0)  =  5. 

23.  y"  +  3/  +  4y  =  u{t  ~  l)  ; 

>(0)  =  0  ,  y'(0)  =  1  . 


24.  y"  -  4y'  +4 y  ~  t2e'  \ 

y(0)  =  0  ,  y'(0)  =  0  . 

En  los  problemas  25  y  26,  determine  soluciones  del  pro¬ 
blema  con  valores  iniciales  dado. 

25.  ty"  +  2 (t  -  1  •>•'  -  2y  =  0  ; 

y(0)  -  0  ,  y'(0)  -  0  . 

26.  ty "  +  2{t  -  l)y'  +  (f  -  2)y  =  0  ; 

y(o)  =  1  ,  y'(o)  =  -1  . 

En  los  problemas  27  y  28,  resuelva  la  ecuacion  dada  pa¬ 
ra  y{t). 

27.  y(f)  +  |  (t  —  . 

Jo 

28.  y'(t)  —  2  I  y(n)sen(f  —  v)dv  ~  1  ; 

Jo* 

y(0)  =  -1  . 

29.  Un  sistema  lineal  queda  descrito  mediante 

y"  -  5y'  +6 y  =  g(t)  . 

Determine  la  funcion  de  transferencia  y  la  funcion 
de  respuesta  al  impulso. 

30.  Resuelva  el  problema  simbolico  con  valores  iniciales 

,•  +  4,  =  «(<  -  f)  ; 

y(0)  =  0  .  y'(0)  =  1  . 

En  los  problemas  31  y  32,  use  transformadas  de  Laplace 
para  resolver  el  sistema  dado. 

31.  x'  +  y  =  0  ;  x(0)  =  0  . 

x  +  y'  =  1  —  u(t  —  2)  ;  v(0)  =  0  . 

32.  x"  +  2 y'  =  u(t  -  3)  ;  x{0]  -  1  .  Jf'(o)  =  - 1  , 

x  +  y‘  =  y  ;  y(0)  =  0  . 


EJERCICIOS  DE  ESCRITURA  TECNICA 


1.  Compare  el  uso  de  las  transformadas  de  Laplace 
para  resolver  ecuaciones  diferenciales  lineales  con 
coeficientes  constantes  con  el  uso  de  logaritmos 
para  resolver  ecuaciones  algebraicas  de  la  forma 
xr  =  a. 


2.  Explique  por  que  el  metodo  de  transformadas  de 
Laplace  funciona  tan  bien  para  ecuaciones  diferen¬ 
ciales  lineales  con  coeficientes  constantes  y  para 
ecuaciones  mtegro-diferenciales  que  implican  una 
convolucion. 
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3.  Analice  varios  ejemplos  de  problemas  con  valores 
iniciales  donde  el  metodo  de  transformadas  de  La¬ 
place  no  sea  aplicable. 

4.  Un  sistema  lineal  es  asintoticamente  estable  si  su 
funcion  de  respuesta  al  impulso  h(t)  — >  0  cuando  t 
— >  +oo.  Suponga  que  // (  v),  la  transformada  de  La¬ 
place  de  h(t),  es  una  funcion  racional  en  forma  redu- 
cida,  de  modo  que  el  grado  del  numerador  sea  menor 


que  el  grado  del  denominador.  Explique  con  detalle 
la  forma  de  caracterizar  la  estabilidad  asintotica  del 
sistema  lineal  en  terminos  de  los  ceros  del  denomi¬ 
nador  de  //(.v).  De  ejemplos. 

5.  Compare  y  contraste  la  solucion  de  problemas  con 
valores  iniciales  mediante  transformadas  de  Laplace 
contra  los  metodos  del  capitulo  4. 


Proyectos  de  grupo  para  el  capitulo  7 


A.  Formulas  de  Duhamel 

Para  un  sistema  lineal  descrito  por  la  ecuacion 

(1)  (if  +  by’  +  cy  =  g(t)  , 

donde  a,  by  c  son  constantes  reales,  la funcion 

m  ^  ^K»)  =  a;isallda} 

i£{entrada} 

donde  todas  las  condiciones  iniciales  son  nulas,  es  la  funcion  de  transferencia  del  sistema. 
(Como  mencionamos  en  la  section  7.7,  la  funcion  de  transferencia  //(.v)  depende  solo  de  las 
constantes  a,  b,  c  del  sistema;  no  es  afectada  por  la  election  de  g).  Si  la  funcion  de  salida  g(t) 
es  la  funcion  escalon  unitario  u(t),  entonces  la  ecuacion  (2)  implica  que 

£{?}£?)  =  ^  • 


La  solution  (funcion  de  salida)  en  este  caso  particular  es  la  admisidn  indicatriz  y  se  denota  co- 
mo  A{t).  Por  lo  tanto,  ££{A}(s)  =  H(s)/s. 

Es  posible  expresar  la  respuesta  y(t)  del  sistema  a  una  funcion  general  de  entrada  g(t)  en 
terminos  de  g(t)  y  de  la  admision  indicatriz  A(t).  Para  deducir  estas  relaciones,  proceda  corno 
sigue: 

(a)  Muestre  que 

(3)  SSfyKs)  =  ■ 

(b)  Ahora  aplique  el  teorema  de  convolucion  a  (3)  y  muestre  que 


(4) 


y(f)  = 


dt 


,4(f  -  v)g(v)dv 


L  Jo 


d 

dt 


A(v)g(t  -  v)dv 


L  Jo 


(c)  Para  calcular  la  derivada  indicada  en  (4),  se  puede  usar  la  regia  de  Leibniz: 

donde  suponemos  que/y  df/dt  son  continuas  en  v  y  t,  y  a{t)  y  b{t)  son  funciones  di- 
ferenciables  de  t.  Aplique  esta  regia  a  (4)  para  deducir  las  formulas 

(5)  y(r)  =  [  A'(t  -  v)g{v)dv  , 

Jo 

(6)  y(t)  =  (  A(v)g'(t  -  v)dv  +  ,4(f)^(0)  . 

Jo 

[ Sugerencia :  Recuerde  que  las  condiciones  iniciales  sobre  A  son  A(0)  =  A'(0)  =  0]. 


d_ 

dt 


m 


ait] 


f{v,  t)dv 
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(d)  En  las  ecuaciones  (5)  y  (6),  haga  el  cambio  de  variable  w  =  t-v,  y  muestre  que 


(7) 

y(t)  =  1  - 

Jo 

(8) 

y(t)  =  1  A(f  -  vr).? 
Jo 

Las  ecuaciones  (5)-(8)  se  conocen  como  formulas  de  Duhamel,  en  honor  del  matematico 
frances  J.  M.  C.  Duhamel.  Estas  formulas  son  utiles  para  determinar  la  respuesta  del  sistema  a 
una  entrada  general  g{t ),  pues  la  admision  indicatriz  del  sistema  se  puede  determinar  de  mane- 
ra  experimental  midiendo  la  respuesta  del  sistema  a  una  funcion  escalon  unitario. 

(e)  La  funcion  de  respuesta  al  impulso  h(t)  se  define  como  h(t)  :=  J£~ 1  {//}(?),  donde 
H(s)  es  la  funcion  de  transference.  Muestre  que  h(t)  =  A'(t),  de  modo  que  las  ecua¬ 
ciones  (5)  y  (7)  se  pueden  escribir  en  la  forma 

(9)  y(t)  -  I  h{t  -  u)g(u)£fu  =  f  h(v)g(t  -  v)dv  . 

Jo  Jo 

Observemos  que  la  admision  indicatriz  es  la  respuesta  del  sistema  a  una  funcion  escalon 
unitario  y  la  funcion  de  respuesta  al  impulso  es  la  respuesta  al  impulso  o  funcion  delta  unitaria 
(vease  la  seccion  7.8).  Pero  la  funcion  delta  es  la  derivada  (en  un  sentido  generalizado)  de  la 
funcion  escalon  unitario.  Por  lo  tanto,  el  hecho  de  que  h(t)  =  A'(t)  no  es  muy  sorprendente. 


B.  Modelacion  mediante  la  respuesta  de  frecuencia 

La  modelacion  mediante  la  respuesta  de  frecuencia  de  un  sistema  lineal  se  basa  en  la  premisa 
de  que  la  dinamica  de  un  sistema  lineal  se  puede  recuperar  si  conocemos  la  forma  en  que  el  sis¬ 
tema  responde  a  las  entradas  senoidales.  (Precisaremos  esto  matematicamente  en  el  teorema 
13).  En  otras  palabras,  para  determinar  (o  identificar)  un  sistema  lineal,  lo  unico  que  debemos 
hacer  es  observar  la  forma  en  que  el  sistema  reacciona  a  las  entradas  senoidales. 

Suponga  que  tenemos  un  sistema  lineal  descrito  mediante 

(10)  y"  +  py’  +  qy  =  g(f)  , 

donde  py  q  son  constantes  reales.  La  funcion  g(t)  es  la  funcion  de  forzainiento  o  funcion  de 
entrada.  Cuando  g(t)  es  un  senoide,  la  solucion  particular  de  (10)  obtenida  mediante  el  meto- 
do  de  coeficientes  indeterminados  es  la  solucion  de  estado  estacionario  o  funcion  de  salida 
yss(t)  correspondiente  a  g(t).  Podemos  pensar  un  sistema  lineal  como  un  compartimento  o  blo- 
que  en  el  que  entra  una  funcion  de  entrada  g  y  sale  una  funcion  de  salida  yss  (vease  la  figura 
7.30).  Identificar  un  sistema  lineal  quiere  decir  determinar  los  coeficientes  p  y  q  en  la  ecua- 
cion  (10). 


Entrada 

git) 


Sistema  lineal 
y" + py' +  qy  =  g{t) 


Salida 


yjt) 


Figura  7.30  Diagrama  de  bloque  que  muestra  un  sistema  lineal 
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Sera  conveniente  trabajar  con  variables  complejas.  Un  numero  complejo  z  se  expresa  por 
lo  general  en  la  forma  z  =  a  +  iji,  donde  ay  P  son  numeros  reales  e  i  denota  V—  1.  Tambien 
podemos  expresar  a  z  en  forma  polar,  z  =  re'6,  donde  r2  =  a2  +  p2  y  tan  9  =  P/a.  La  cantidad 
r  (>0)  es  la  magnitud  y  9  el  angulo  fase  de  z. 

El  siguiente  teorema  proporciona  la  relation  entre  el  sistema  lineal  y  su  respuesta  a  entra- 
das  senoidales  en  terminos  de  la  funcion  de  transferencia  //(.?)  [vease  la  ecuacion  (2)  del  pro- 
yecto  A]. 


SOLUCIONES  DE  ESTADO  ESTACIONARIO 
PARA  ENTRADAS  SENOIDALES 


Teorema  13.  Sea  H(s)  la  funcion  de  transferencia  para  la  ecuacion  (10).  Si  H(s)  es 
finito  en  s  =  ito,  donde  cues  real,  entonces  la  solucion  de  estado  estacionario  de  (10) 
para  g(t)  =  em'  es 

(11)  yss(f)  =  H(ito)eHO‘  =  H(ico){cos  cot  +  i  sen  cot }  . 


(a)  Demuestre  el  teorema  13.  [Sugerencia:  Haga  yss(f)  =  Ae'01'  y  muestre  que  A  =  H(ito)]. 

(b)  Use  el  teorema  13  para  mostrar  que  si  g(t)  =  sen  cot,  entonces  la  solucion  de  estado 
estacionario  de  (10)  es  M(cu)  sen[cof  +  N(w)],  donde  H(ico)  =  M(w)e,N ^  es  la  for¬ 
ma  polar  de  H(ico). 

(c)  Determine  M(co)  y  N(co)  en  terminos  de  p  y  q. 

(d)  Los  resultados  experimentales  para  la  modelacion  mediante  la  respuesta  de  frecuen- 
cia  se  presentan  por  lo  general  en  graficas  de  respuesta  de  frecuencia 1  o  graficas  de 
Bode.  Hay  dos  tipos  de  graficas  de  Bode.  La  primera  es  el  logaritmo  de  la  magnitud 
M{co )  de  H(ico )  contra  la  frecuencia  angular  0)  usando  una  escala  logarftmica  para  to. 
La  segunda  es  una  grafica  del  angulo  fase  o  argumento  N(to)  de  H(ito)  contra  la  fre¬ 
cuencia  angular  usando  una  escala  logaritmica  para  to.  Las  graficas  de  Bode  para  la 
funcion  de  transferencia  H(s )  =  (1  +  0.2s  +  s2)  aparecen  en  la  figura  7.31. 


Figura  7.31  Graficas  de  Bode  para 


Bosqueje  las  graficas  de  Bode  del  sistema  lineal  descrito  mediante  la  ecuacion  (10)  con 
p  =  0.4  y  q  =  1.0.  Use  co  =  0.3,  0.6,  0.9,  1.2  y  1.5  para  graficar  M(co)  y  ft)  =  0.5,  0.8,  1,  2  y  5 
para  la  grafica  de  N(to). 


(e)  Suponga  que  sabemos  que  q  =  1.  A1  introducir  una  onda  senoidal  con  to  =  2,  el  siste- 


'  Las  curvas  de  respuesta  de  frecuencia  tambien  se  analizan  en  la  seccion  4.9. 
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ma  se  estabiliza  en  una  salida  senoidal  de  estado  estacionario  con  magnitud  M( 2)  = 
0.333.  Determine  p  y  con  ello,  identifique  el  sistema  lineal. 

(f)  Suponga  que  una  entrada  con  onda  senoidal  con  co  =  2  produce  una  salida  senoidal 
de  estado  estacionario  con  magnitud  M( 2)  =  0.5  y  que  cuando  0)  =  4,  entonces 
M( 4)  =0.1.  Determine  p  y  q  e  identifique  con  ello  el  sistema. 

En  la  mayor  parte  de  las  aplicaciones  hay  algunas  imprecisiones  al  medir  las  magnitudes  y 
las  frecuencias.  Para  compensar  estos  errores,  se  usan  como  entrada  varias  frecuencias  distin- 
tas.  Luego  se  determina  una  aproximacion  mediante  minimos  cuadrados  para  p  y  q.  Para  un 
analisis  de  la  modelacion  mediante  la  respuesta  de  frecuencia  como  herramienta  de  modela- 
cion  matematica,  vease  “Modeling  Linear  Systems  by  Frequency  Response  Methods”,  por  W. 
F.  Powers,  capitulo  9  de  Differential  Equations  Models ,  por  M.  Braun,  C.  Coleman  y  D.  Drew 
(editores),  (Springer- Verlag,  Nueva  York,  1983).  Hay  otros  ejemplos  en  Schaum’s  Outline  on 
Feedback  and  Control  Systems,  por  J.  J.  DiStefano,  A.  R.  Stubberud  e  I.  J.  Williams  (McGraw- 
Hill,  Nueva  York,  1990,  2a.  edicion),  capitulo  15. 


C.  Determination  de  los  parametros  del  sistema 

En  el  diseno  mecanico,  a  veces  hay  que  determinar  parametros  del  sistema  aunque  no  se  tenga 
toda  la  informacion  sobre  las  fuerzas  en  el  sistema.  Por  ejemplo,  en  la  seccion  4.1  (pagina  152) 
mostramos  que  la  ecuacion  diferencial  que  describe  el  movimiento  x(t)  de  un  oscilador  masa- 
resorte  amortiguado  y  con  forzamiento  externo  es 

+  b —  +  kx  =  fit)  , 
dt 2  dt 

dond e/(f)  es  la  fuerza  externa;  los  otros  parametros  se  definen  en  la  seccion  4.1.  Suponga  que 
el  sistema  esta  subamortiguado  iff  <  Amt,  vease  la  seccion  4.8),  que  parte  del  reposo  [x(0)  =  0, 
x'(0)  =  0]  y  que  la  fuerza  esta  acotada:  |  f{t)  |  <  A  para  toda  t. 


(a)  Muestre  que  las  transformadas  Y(s)  y  F(s)  de  x(t)  y  /(?)  estan  relacionadas  de  la  ma- 
nera  siguiente: 


i 

ms 2  +  bs  +  k 


F{s)  . 


(b)  Use  el  teorema  de  convolucion  para  deducir  la  formula 

x(t)  =  fit  -  v)e  hv!lm  sen  fiv  dv  , 

Ptn  .  o 

donde  (como  en  la  ecuacion  (15)  de  la  seccion  4.11,  pagina  233) 


B  \/a mk  -  b2  . 

2m 

(c)  Muestre  que  bajo  estas  circunstancias,  el  movimiento  x{t)  esta  acotado  por 
jc(f)|  ^  At /^m 
y  tambien  por 
ix(/)|  s  2A/fib  . 


(d)  Suponga  que  la  masa  m  =  5  kg,  que  la  constante  de  resorte  k  =  3000  N/m  y  que  la 
fuerza  esta  acotada  por  A  =  10  N.  ^Que  rango  de  valores  para  la  constante  de  amorti- 
guamiento  b  garantizara  un  desplazamiento  de  1  cm  (0.01  m)  o  menor? 


Soluciones  de  ecuaciones 
diferenciales  mediante  series 


8.1  INTRODUCTION:  LA  APROXIMACION 
POLINOMIAL  DE  TAYLOR 


Tal  vez  la  mejor  herramienta  para  aproximar  numericamente  una  funcion  f(x)  cerca  de  un 
punto  particular  x0  sea  el  polinomio  de  Taylor.  La  formula  para  el  polinomio  de  Taylor  de 
grado  n  con  centra  en  x0.  el  cual  aproxima  una  funcion /(x)  que  posee  n  derivadas  en  x0,  es 


(1) 


PM)  =  fix o)  +  /'{-* o)(x  -  xo)  +  {*  -  *o) 

-  -  x,Y . 

j  =  0  Jm 


Y 


Los  valores  de  este  polinomio  y  de  sus  derivadas  en  x()  concuerdan  con  los  de  /  y  sus  deri¬ 
vadas: 


P»(x o)  =/(xo)  , 

P'jx o)  o)  » 

Pn(x o)  =  /"(*o)  i 
M*o)  =fin)(x0)  . 
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EJEMPLO  1 


Por  ejemplo,  los  primeros  cuatro  polinomios  de  Taylor  para  ex,  en  torno  de  x0  =  0,  son 

poM  =  i  , 

P\{x)  =  1  +  JC  , 

®  Piix )  =  i  +  x  +  y  , 

p3(x)  =  1  +  JC  +  y  +  y  . 

Su  eficacia  para  aproximar  la  funcion  exponencial  se  demuestra  en  la  figura  8.1. 


Figura  8.1  Graficas  de  polinomios  de  Taylor  para  ex 


El  polinomio  de  Taylor  de  grado  n  difiere  del  polinomio  del  siguiente  grado  inferior  solo 
por  la  suma  de  un  termino: 


PnW  =  P«-  l 


w  + 


fin)(x  o) 


U  -  Jfo)n 


de  modo  que  un  listado  como  (2)  es  redundante;  se  puede  leer  Po(x),  p i(x)  y  P2{x)  de  una 
formula  para  p^(x).  En  efecto,  si  /  es  infinitamente  diferenciable,  pn(x)  es  justamente  la 
(n  +  1  )-esima  suma  parcial  de  la  serie  de  Taylor' 


(3) 


X 

v'=» 


fU](x 0) , 


^o)-'  * 


Determinar  los  polinomios  de  Taylor  de  cuarto  orden  correspondientes  a  las  funciones  ex, 
cos  x  y  sen  xeni0  =  2. 


'La  serie  de  Taylor  truncada  se  presento  en  la  seccion  3.6  (pagina  122)  como  herramienta  para  construir  formulas 
recursivas  de  soluciones  aproximadas  de  ecuaciones  diferenciales. 


Seccion  8.1 


Introduccion:  La  aproximacion  polinomial  de  Taylor 
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SOLUCION 


EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Para  f(x)  =  ex,  tenemos  que/^(2)  =  e 2  para  cada  j  =  0,  1, . . . ,  de  modo  que  (1)  implica 

e*  -r  +  e*(x  -  2)  +  £(x  -  2?  +  £(,  -  if  +  £(*  -  2?  . 

Para/(x)  =  cos  x,  tenemos  que/' (x)  =  —sen  x,f"(x)  =  —cos  x,f"'(x)  =  sen  xf^\x)  = 
cos  x,  de  modo  que 


cos  x  =  cos  2  -  (sen  2){x  -  2)  -  C(^  2  (x  -  l)2  +  ^  (x  —  2)3  +  C<^  ^  (jc  -  2)4  . 

De  manera  analoga  vemos  que 

sen  x  =  sen  2  +  (cos  2)(x  -  2)  -  — y-(x  -  2)2  -  ^  (x  -  2)3 

Para  relacionar  este  esquema  de  aproximacion  con  nuestro  tema  (la  solucion  de  ecuacio- 
nes  diferenciales),  alteraremos  nuestro  punto  de  vista;  consideramos  una  ecuacion  diferen- 
cial  no  como  una  “condicion  por  satisfacer”,  sino  como  una  receta  para  construir  los  polino- 
mios  de  Taylor  de  sus  soluciones.  Ademas  de  proporcionar  un  metodo  muy  general  para 
calcular  soluciones  aproximadas  y  precisas  de  la  ecuacion  cerca  de  cualquier  punto  “de  par- 
tida”  particular,  esta  interpretacion  nos  da  una  mejor  idea  del  papel  de  las  condiciones  inicia- 
les.  El  siguiente  ejemplo  ilustra  el  metodo. 

Determinar  los  primeros  polinomios  de  Taylor  que  aproximan  la  solucion  en  torno  de  x0  =  0 
del  problema  con  valores  iniciales 

y"  =  3y'+x^yt  y(0)  =  10  ,  y'(0)  -  5  . 


Para  construir 


n-  (ni+  Tnl  +y,,(0)  2  + 
pH w  =  y(°)  +  y  (0)x  +  2j-x  +  -  - 


x3  + 


vW(o) 

+  ■  ~~~xn 

n. 


necesitamos  los  valores  de  y(0),  y'(0),  y"(0),  y'"(0),  etc.  Los  dos  primeros  vienen  dados 
por  las  condiciones  iniciales.  El  valor  de  y"(0)  se  puede  deducir  de  la  propia  ecuacion  dife- 
rencial  y  los  valores  de  las  derivadas  de  orden  menor: 

y"(o)  =  3/(0)  +  07/3y(0)  =  3-  5  +  0-  10  =  15  . 


Como  y"  =  3y '  +  x7,/:,y  se  cumple  en  cierto  intervalo  en  torno  de  x{)  =  0,  podemos  derivar 
ambos  lados  para  deducir 

f  =  3y"  +  |x4/3y  +  xf$y'  , 

y<4)  =  iy'"  +  ~x^y  +  yx4/3/  +  x%"  , 

y®  =  3yW  +  +  (-■)  . 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


Asf,  al  sustituir  x  =  0  deducimos  que 

=  3  *  15  +  |  •  04''3  •  10  +  07/3  ■ 5  -  45  , 

y(4,(0)  =  3  •  45  +  y  •  01/3  •  10  +  y  *  O4/3  •  5  +  07/3  •  15  =  135  , 

y(5)(0)  =  3  ■  135  +  ||  •  <r2/3  •  10  +  (•••)  ;no  existe! 

En  consecuencia,  solo  podemos  construir  los  polinomios  de  Taylor  de  grado  0  a  4  para 
la  solucion,  y  p4(jc)  esta  dado  por 

p4(x)  -  10  +  5.1  +  +  ||x3  +  ^24  x4 

,  n  ,  ,  15  2  ,  15  i  45  4 

=  10  +  5x  +  -x~x  +  —  x  +  —x  .  m 
Z  Z  o 


El  siguiente  ejemplo  demuestra  la  aplicacion  del  metodo  de  polinomios  de  Taylor  a  una 
ecuacion  no  lineal. 


Determine  el  polinomio  de  Taylor  de  grado  3  para  la  solucion  al  problema  con  valores  ini- 
ciales 


(4) 


x  +  y  +  1  ’ 


y(0)  =  0  . 


Como  y(0)  =  0,  sustituimos  x  =  0yy  =  0enla  ecuacion  (4)  y  vemos  que  y'(0)  =  1.  Para 
determinar  y"(0),  derivamos  ambos  lados  de  la  ecuacion  en  (4)  con  respecto  de  x,  obtenien- 
do  asf  una  expresion  para  y"(x)  en  terminos  de  x,  y{x)  y  y'(x);  a  saber, 

(5)  .y" (x)  =  (- 1  )[x  +  y(x)  +  I  ]~2[  1  +  f  (x) }  . 


Sustituimos  x  =  0,  y(0)  =  0  y  y'(0)  =  1  en  (5)  para  obtener 


y" (o)  =  (-i)(i)-2(i  +  i)  =  -2  . 


De  manera  similar,  derivando  (5)  y  sustituyendo, 

v:'(vi  =  2  [|f  +  Vi  a;  +  Ij  rl  I  y'i.v)  7  -  [. x  +  yf.vi  +  ll"YW  , 

JW(0)  =  2(1)-3(1  +  l)2  ^  (l)  “(  2)  =  10  . 

Asf,  el  polinomio  de  Taylor  de  grado  3  es 

JJjfx)  =  (|:4-  x  ~  X2  +  ~  a  ^  x2  +  — Jf3  ■  ■ 

En  un  sentido  teorico,  podemos  estimar  la  precision  con  la  que  un  polinomio  de  Taylor 
pn{x)  aproxima  su  funcion  objetivo/(x)  para  x  cercana  a  x0.  Si  e„(x)  mide  la  precision  de  la 
aproximacion. 


cn(x)  :  =  f(x )  ~p„(x)  , 


Seccion  8.1 


Introduccion:  La  aproximacion  polinomial  de  Taylor 
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entonces  el  calculo  nos  proporciona  varias  formulas  para  estimar  en.  La  mas  transparente  se 
debe  a  Lagrange:  si  la  ( n  +  \)-esima  derivada  de  f  existe  y  es  continua  en  un  intervalo  que 
contenga  a  Xq  y  x,  entonces 


(6)  En{x)=  Ax-x^f 

(n  4-  1 )[ 


+  1 


donde  se  garantiza  que  £,  aunque  desconocida,  esta  entre  x0  y  xJ 


La  figura  8.1  y  la  ecuacion  (6)  sugieren  que  uno  podrfa  controlar  el  error  en  la  aproxi¬ 
macion  mediante  polinomios  de  Taylor  aumentando  el  grado  n  del  polinomio  (es  decir,  con- 
siderando  mas  terminos),  aumentando  con  ello  el  factor  (n  +  1)!  en  el  denominador.  Por  su- 
puesto,  esta  posibilidad  esta  limitada  por  el  numero  de  veces  que  podemos  derivar  a  f  En  el 
ejemplo  2,  por  ejemplo,  la  solucion  no  tenia  una  quinta  derivada  en  x0  =  0  (/(5)( 0)  es  “inti- 
nita”).  Asi,  no  podriamos  construir  p5(x),  ni  concluir  algo  acerca  de  la  precision  de  /?4(x)  a 
partir  de  la  formula  de  Lagrange. 

Sin  embargo,  para  el  ejemplo  3  podriamos,  en  teoria,  calcular  cada  derivada  de  la  solu¬ 
cion  y(x)  en  Xq  =  0  y  especular  acerca  de  la  convergencia  de  la  serie  de  Taylor 


V  v';W. 


=  lim  2 


;=o 


—f, - U  - 


a  la  solucion  y(x).  Para  ecuaciones  no  lineales  como  (4),  el  factor /(,!+1)(£)  en  la  formula  de 
Lagrange  para  el  error  puede  crecer  demasiado  rapido  con  n  y  amenazar  la  convergencia.  Pe- 
ro  si  la  ecuacion  diferencial  es  lineal  y  sus  coeficientes  y  termino  homogeneo  gozan  de  una 
caracteristica  llamada  analiticidad,  nuestro  deseo  se  vera  cumplido;  el  error  realmente  tiende 
a  cero  cuando  el  grado  n  tiende  a  infinite),  y  se  puede  asegurar  que  la  sucesion  de  polinomios 
de  Taylor  converge  a  la  solucion  real  en  cierto  intervalo  (conocido).  Por  ejemplo,  las  funcio- 
nes  exponencial,  seno  y  coseno  del  ejemplo  1  satisfacen  ecuaciones  diferenciales  lineales  con 
coeficientes  constantes,  y  sus  series  de  Taylor  convergen  a  los  valores  correspondientes  de  la 
funcion.  (En  realidad,  todas  sus  derivadas  estan  acotadas  en  cualquier  intervalo  de  longitud  fi- 
nita,  de  modo  que  la  formula  de  Lagrange  para  sus  errores  de  aproximacion  tiende  a  cero  al 
crecer  n,  para  cada  valor  de  x).  Este  es  el  tema  de  las  primeras  secciones  de  este  capftulo. 

En  las  secciones  8.5  y  8.6  veremos  que  las  soluciones  de  ecuaciones  lineales  de  segundo 
orden  pueden  tener  un  comportamiento  complejo  cerca  de  puntos  x0  donde  el  coeficiente 
de  y"  se  anule;  de  hecho,  tan  complejo  que  los  algoritmos  de  Euler  o  Runge-Kutta  no  serfan  de 
mucha  ayuda.  Pero  una  inteligente  modificacion  del  metodo  de  polinomios  de  Taylor,  debida 
a  Frobenius,  proporciona  aproximaciones  muy  precisas  a  las  soluciones  en  esas  regiones.  Tal 
vez  esta  ultima  caracteristica  sea  la  que  acentua  el  valor  de  la  metodologfa  de  Taylor  en  la 
practica  actual  de  las  matematicas  aplicadas. 


I  _a  ecuacion  (6)  se  demuestra  mediante  el  teorema  del  valor  medio;  vease,  por  ejemplo.  Principles  of  Mathematical 
Analysis,  3a.  edicion,  por  Walter  Rudin  (McGraw-Hill,  NuevaYork,  1976). 
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EJ  ERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  8,  determine  los  tres  primeros  ter- 
minos  no  nulos  en  las  aproximaciones  mediante  polino- 
mios  de  Taylor  para  el  problema  con  valores  iniciales 
dado. 

1.  /  =  x2  +  y2  ;  }’(0)  =  1  ■ 

2.  y'  ~  y 2  ;  y(0)  =  2  . 

3.  y'  =  sen  y  +  ex  ;  y(0)  =  0  . 

4.  y'  ~  sen(x  +  .y)  ;  y(o)  =  0  . 

5.  x"  +  tx  =  0  ;  j(0)  =  1  ,  jt'{0)  =  0  . 

6.  y"  +  y  =  0  ;  y(0)  —  0  ,  y'(0)  =  1  . 

7.  y"{6}  +  y{ef  ~  sen  B  ; 

y(0)  =  0  ,  /(0)  =  0  , 

8.  y"  +  sen  y  —  0  ;  y(0)  =  1  ,  y'(o)  =  0  . 

9.  (a)  Construya  el  polinomio  de  Taylor  Pi(x)  de  grado 

3  para  la  funcion/(x)  =  In  x  en  tomo  de  x  =  1 . 

(b)  Use  la  formula  (6)  para  el  error  y  muestre  que 

|  !n(  1 .5)  -  p3{  1.5)|  <  •  4  •  =  0.015625  . 

(c)  Compare  la  estimacion  de  la  parte  (b)  con  el  error 
real  calculando  |ln(  1.5)  —  p3(1.5)|  . 

(d)  Bosqueje  las  graficas  de  In  x  y  p3(.x)  (en  el  mis- 
nio  piano)  para  0  <  x  <  2. 

10.  (a)  Construya  el  polinomio  de  Taylor  pi(x)  de  gra¬ 
do  3  para  la  funcion/(x)  =  1/(2  —  x)  en  torno 
de  x  =  0. 

(b)  Use  la  formula  (6)  para  el  error  y  muestre  que 


(c)  Compare  la  estimacion  de  (b)  con  el  error  real 


(d)  Bosqueje  las  graficas  de  1/(2  —  x)  y  p3(x)  (en 
el  mismo  piano)  para  —  2  <  x  <  2. 

11.  Justilique  que  si  y  =  4>{x)  es  una  solucion  de  la 
ecuacion  diferencial  y"  +  p(x)y'  +  q{x)y  =  g(x)  en 
el  intervalo  (a,  b),  donde  p,  q  y  g  son  dos  veces  dife- 
renciables,  entonces  la  cuarta  derivada  de  4>{x)  exis- 
te  en  (a,  b). 

12.  Justilique  que  si  y  =  <!>{x)  es  una  solucion  de  la 
ecuacion  diferencial  y"  +  p{x)y'  +  q{x)y  =  g(x)  en 
el  intervalo  (a,  b),  donde  p,  q  y  g  tienen  derivadas  de 


todos  los  ordenes,  entonces  cf)(x)  tiene  derivadas  de  to- 
dos  los  ordenes  en  (a,  b). 

13.  Ecuacion  de  Duffing.  En  el  estudio  de  un  resorte 
no  lineal  con  forzamiento  periodico  surge  la  siguien- 
te  ecuacion: 

y"  +  ky  +  ry3  =  A  cos  u>t . 

Sean  k  =  r  =  A  =  1  y  w  =  10.  Determine  los  tres 
primeros  terminos  no  nulos  de  las  aproximaciones 
mediante  polinomios  de  Taylor  a  la  solucion  con  va¬ 
lores  iniciales  y(0)  =  0,  y'(0)  =  1. 

14.  Resortes  suaves  y  duros.  Para  la  ecuacion  de  Duf¬ 
fing  dada  en  el  problema  13,  el  comportamiento  de 
las  soluciones  se  modifica  cuando  r  cambia  de  signo. 
Cuando  r  >  0,  la  fuerza  de  restauracion  ky  +  ry 3  se 
vuelve  mas  fuerte  que  para  el  resorte  lineal  (r  =  0). 
Dicho  resorte  es  duro.  Cuando  r  <  0,  la  fuerza  de 
restauracion  es  mas  debil  que  la  del  resorte  lineal  y  el 
resorte  es  suave.  Los  pendulos  actuan  como  resortes 
suaves. 

(a)  Vuelva  a  resolver  el  problema  13,  con  r  =  —  1. 
Observe  que  para  las  condiciones  iniciales  y(0)  = 
0,  y'(0)  =  1,  los  resortes  suaves  y  duros  parecen 
responder  de  la  misma  forma  para  t  pequeno. 

(b)  Mantenga  k  =  A  =  1  y  a>  =  10;  cambie  las  condi¬ 
ciones  iniciales  pory(0)  =  1  y  y'(0)  =  0.  Ahora 
vuelva  a  resolver  el  problema  13  con  r  =  ±1. 

(c)  Con  base  en  los  resultados  de  la  parte  (b),  ^hay 
alguna  diferencia  entre  el  comportamiento  de 
los  resortes  suaves  y  duros  para  t  pequena?  Ex- 
plique. 

15.  La  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

xy"(x)  +  2y'(je)  +  xy{x)  =  0  , 
y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  0 

tiene  derivadas  de  todos  los  ordenes  en  x  =  0  (aun- 
que  esto  no  es  evidente).  Use  la  regia  de  L’Hopital 
para  calcular  el  polinomio  de  Taylor  de  grado  2  que 
aproxima  a  esta  solucion. 

16.  Ecuacion  de  van  der  Pol.  En  el  estudio  de  los  tu- 
bos  al  vacio  surge  la  siguiente  ecuacion: 

y"  +  (0.l)(y2  -  l)y  +  y  =  0  . 

Determine  el  polinomio  de  Taylor  de  grado  4  que 
aproxima  la  solucion  con  valores  iniciales  y(0)  =  1, 
y'(0)  =0. 
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8.2  SERIES  DE  POTENCIAS  Y  FUNCIONES  ANALITICAS 


Con  frecuencia,  las  ecuaciones  diferenciales  estudiadas  en  secciones  anteriores  poseian  solu- 
ciones  y{x)  que  se  pueden  escribir  en  terminos  de  funciones  elementales  como  polinomios, 
exponenciales,  senos  y  cosenos.  Sin  embargo,  hay  muchas  ecuaciones  importantes  cuyas  so- 
luciones  no  se  pueden  expresar  de  tal  forma.  En  los  capftulos  anteriores,  al  encontrar  una 
ecuacion  de  este  tipo  expresamos  la  solucion  como  una  integral  (vease  el  problema  27  de  los 
ejercicios  2.2,  pagina  46)  o  como  una  aproximacion  numerica  (secciones  3. 5-3. 7  y  5.6).  Sin 
embargo,  el  esquema  de  aproximacion  mediante  polinomios  de  Taylor  de  la  seccion  anterior 
sugiere  otra  posibilidad.  Suponga  que  la  ecuacion  diferencial  (y  las  condiciones  iniciales)  per- 
miten  el  calculo  de  cada  derivada  y-"1  en  el  punto  de  desarrollo  x().  ^Existen  condiciones  que 
garanticen  que  la  sucesion  de  polinomios  de  Taylor  corner ja  a  la  solucion  y(x)  cuando  el  gra- 
do  de  los  polinomios  tiende  a  infinito, 


n 

Inn  2 

/!— 4-rxi  j  —  0 


yUI(x  o)  (  y 

— 7i — u  -  nr  = 


v  yw(*o) 


2  , 

h  o  j] 


nV  -  >‘W  ? 


En  otras  palabras,  ^cuando  podemos  estar  seguros  que  una  solucion  de  una  ecuacion  diferen¬ 
cial  se  representa  mediante  su  serie  de  Taylorl  Como  veremos,  la  respuesta  es  bastante  favo¬ 
rable  y  presenta  una  nueva  y  poderosa  tecnica  para  resolver  ecuaciones. 

La  forma  mas  eficaz  de  iniciar  nuestro  analisis  de  este  tema  es  investigar  las  propiedades 
algebraicas  y  de  convergencia  de  expresiones  genericas  que  incluyen  a  las  series  de  Taylor, 
“polinomios  largos”,  por  asf  decirlo,  o,  de  manera  mas  convencional,  series  de  potencias. 


Series  de  potencias 

Una  serie  de  potencias  en  torno  del  punto  x0  es  una  expresion  de  la  forma 

QO 

(!)  2  a„(x  -  x0)n  =  a0  +  afe  ~  x0)  +  a2(x  -  x0)2  +  ■**  , 

n  =0 


donde  x  es  una  variable  y  las  an  son  constantes.  Decimos  que  (1)  converge  en  el  punto  x  =  c 
si  la  serie  infinita  (de  numeros  reales)  2  J=0  an(c  —  x0)n  converge;  es  decir,  si  el  limite  de  las 
sumas  parciales 

N 

Urn  2  a„(c  —  x0)n  , 

A'— >oo  ii  —  0 

existe  (como  numero  finito).  Si  este  limite  no  existe,  decimos  que  la  serie  de  potencias  di¬ 
verge  en  x  =  c.  Observe  que  (1)  converge  en  x  =  x(h  pues 

00 

2  a„(x o  —  x0)"  =  a(1  +  0  +  0  +  -  ■  —  a0  . 

#1—0 

^Pero  que  hay  de  la  convergencia  para  otros  valores  de  x?  Como  afirma  el  siguiente  teorema 
1,  una  serie  de  potencias  de  la  forma  (1)  converge  para  todos  los  valores  de  x  en  algun  “inter- 
valo”  con  centra  en  x(l  y  diverge  para  x  fuera  de  ese  intervalo.  Ademas,  en  los  puntos  interio- 
res  de  este  intervalo,  la  serie  de  potencias  converge  absolutamente,  en  el  sentido  de  que 
H^Lci\an(x  —  x0)1  converge.  (Recuerde  que  la  convergencia  absoluta  de  una  serie  implica  la 
convergencia  “ordinaria”  de  la  misma). 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


RADIO  DE  CONVERGENCIA 


Teorema  1.  Para  cada  serie  de  potencias  de  la  forma  (1)  existe  un  numero 
p  (0  <  p  <  oo),  llamado  radio  de  convergencia  de  la  serie  de  potencias,  tal  que  (1) 
converge  absolutamente  para  |x  —  x0  \  <  p  y  diverge  para  |x  —  x0|  >  p.  (Vease  la 
figura  8.2). 

Si  la  serie  (1)  converge  para  todo  valor  de  x,  entonces  p  =  oo.  Si  la  serie  (1)  so¬ 
lo  converge  en  x0,  entonces  p  =  0. 


7  Convergencia 

Divergencia  y  absoluta  y  Divergencia 


x0-p  x0  xq  +  p 

Figura  8.2  Intervalo  de  convergencia 


Observe  que  el  teorema  1  resuelve  la  cuestion  de  convergencia  excepto  en  los  extremos 
x0  ±  p.  Asf,  estos  dos  puntos  requieren  un  analisis  por  separado.  Para  determinar  el  radio  de 
convergencia  p,  un  metodo  que  con  frecuencia  se  puede  aplicar  facilmente  es  el  criterio  del 
cociente. 


CRITERIO  DEL  COCIENTE 

Teorema  2. 

Si  para  n  grande,  los  coeficientes  an  no  se  anulan  y  satisfacen 

lfm 

an+  1 

=  L  (0  <  L  <  oo)  , 

ft— *00 

entonces  el  radio  de  convergencia  de  la  serie  de  potencias  2,(=0  a„(x  —  x0)"  es 

p  =  1/L,  donde  p  = 

oosiL  =  0yp  =  0siL  =  oo, 

Observacion.  Debemos  advertir  al  lector  que  si  el  cociente  |an+1/a„|  no  tiene  un  lfmite,  en¬ 
tonces  hay  que  usar  otros  metodos  distintos  al  criterio  de  cociente  (por  ejemplo,  el  criterio  de 
la  rai'z)  para  determinar  p.  En  particular,  si  una  infinidad  de  an  se  anulan,  entonces  no  pode- 
mos  aplicar  el  criterio  del  cociente  directamente.  (Sin  embargo,  el  problema  7  demuestra  la 
forma  de  aplicar  el  resultado  para  series  que  solo  contienen  terminos  “pares”  o  “impares”). 


Determinar  el  conjunto  de  convergencia  de 

(2)  2  -  x  -  3 )”  . 

j»-o  n  -I  1 

Como  a„  =  (—2  )n/(n  +  l),tenemos 


lfm 

n— 


an+  L 


lfm 


(-2)'I+1(/t  +  1} 


"-►“I  (— 2)k(h  +  2) 

2 (n  +  1) 


=  lim  .  , 

(pi  +  2) 
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Por  el  criterio  del  cociente,  el  radio  de  convergencia  es  p  =  1/2.  Por  tanto,  la  serie  (2)  con¬ 
verge  absolutamente  para  |x  —  3|  <  1/2  y  diverge  cuando  \x  —  3|  >  1/2.  Solo  resta  determi- 
nar  que  ocurre  cuando  —  3|  =  1/2,  es  decir,  cuando  x  =  5/2yx  =  7/2. 

A1  hacer  x  =  5/2,  la  serie  (2)  se  convierte  en  la  serie  armonica  2/=0  a(n  +  1 )  1 .  que  sa- 
bemos  diverge.  Cuando  x  =  7/2,  la  serie  (2)  se  convierte  en  una  serie  armonica  alternante, 
que  sabemos  converge.  Asf,  la  serie  de  potencias  converge  para  cad  a  x  en  el  intervalo  semia- 
bierto  (5/2,7/2];  fuera  de  este  intervalo  diverge.  ■ 

Para  cada  valor  de  x  para  el  que  la  serie  de  potencias  2/=0  a„(x  —  x(t)"  converge,  obtene- 
mos  un  numero  que  es  la  suma  de  la  serie.  Es  adecuado  denotar  esta  suma  por/(x),  pues  su 
valor  depende  de  la  eleccion  de  x.  Asf,  escribimos 

00 

fix)  =  X  -  x0)n 

n  =0 

para  todos  los  numeros  x  en  el  intervalo  de  convergencia.  Por  ejemplo,  la  serie  geometrica 
2/=n  x"  tiene  radio  de  convergencia  p=  1  y  la  funcion  suma/(x)  =  1/(1  —  x);  es  decir, 

i  * 

(3)  H—  =  l+x  +  x2+  ■■■  -  'Lx"  para  -1  <  *  <  1. 

1  —  X  n=0 

En  este  capftulo  apelaremos  con  frecuencia  a  la  siguiente  propiedad  basica  de  las  series 
de  potencias. 


SERIES  DE  POTENCIAS  QUE  SE  ANULAN  EN  UN  INTERVALO 


Teorema  3.  Si  2/=0  un(x  —  x0)"  =  0  para  toda  x  en  cierto  intervalo  abierto,  enton- 
ces  cada  coeficiente  an  es  igual  a  cero. 


Dadas  dos  series  de  potencias 

30  CO 

(4)  f{x)  =  X  a„(x  -  xff  ,  g(x)  =  X  b„{x  -  xff1  , 

n  =  0  n  =  0 

con  radios  de  convergencia  no  nulos,  queremos  hallar  representaciones  en  serie  de  potencias 
para  la  suma,  producto  y  cociente  de  las  funciones /(x)  y  g(x).  La  suma  se  obtiene  facilmen- 
te  sumando  termino  a  termino: 

00 

f(x)  +  g(x)  =  X ,  {a„  +  b„){x  ~  x0)n 

n-0 

para  toda  x  en  el  intervalo  comun  de  convergencia  de  las  series  de  potencias  en  (4).  La  repre- 
sentacion  en  serie  de  potencias  para  el  producto /(x)g(x)  es  un  poco  mas  complicada.  Para 
motivar  la  formula,  consideramos  a  las  series  de  potencias  para /(x)  y  g(x)  como  “polinomios 
largos”,  aplicamos  la  ley  distributiva  y  agrupamos  los  terminos  en  potencias  de  (x  —  x0): 

[«o  +  a\ix  ~  ^o)  +  a2[x  ~  x0)2  +  •••  ]  ■  [*0  +  bi(x  -  xa)  +  b2(x  -  x0)2  +  ■■■  ] 
—  a0b0  +  (a0bi  +  a)i>o)(x  —  xuJ  +  (aob2  +  +  fl2^o)(J  “  x0)2  +  •••  , 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


La  formula  general  para  el  producto  es 

OC- 

(5)  f(x)g(x)  -  2  cn{x  -  xor  , 

ri-Q 

donde 

ft 

(6)  c»:=  - 

La  serie  de  potencias  en  (5)  se  llama  producto  de  Cauchy,  y  converge  para  toda  x  en  el 
intervalo  comun  de  convergencia  abierto  para  las  series  de  potencias  de  /y  g. 1 

El  cociente /(x) /  g(x)  tambien  tendra  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en  torno  de  x0, 
siempre  que  g(x0)  A  0.  Sin  embargo,  el  radio  de  convergencia  para  este  cociente  puede  ser 
menor  que  el  de  f(x)  o  g(x).  Por  desgracia,  no  hay  una  formula  agradable  para  obtener  los 
coeficientes  de  la  serie  de  potencias  para/(x)/g(x).  Sin  embargo,  podemos  usar  el  producto 
de  Cauchy  para  dividir  la  serie  de  potencias  de  manera  indirecta  (vease  el  problema  15).  La 
serie  cociente  tambien  se  puede  obtener  aplicando  formalmente  el  proceso  de  division  de  po- 
linomios  (vease  el  problema  16). 

El  siguiente  teorema  explica,  en  parte,  por  que  las  series  de  potencias  son  tan  utiles. 


DERIVACION  E  INTEGRACION  DE  SERIES  DE  POTENCIAS 


Teorema  4.  Si  la  serie /(x)  =  a„(x  —  x0)"  tiene  un  radio  de  convergencia  po- 
sitivo  p,  entonces/es  diferenciable  en  el  intervalo  |x  —  x0|  <  p  y  al  derivar  termino 
a  termino  se  obtiene  la  serie  de  potencias  de  la  derivada: 

OG 

f'[x)  =  2  nan(x  -  x0)’!_l  para  |x  -  x0|  <  p  . 

n  =  1 

Ademas,  al  integrar  termino  a  termino  se  obtiene  la  serie  de  potencias  para  la  inte¬ 
gral  de/: 

r  oc 

J  f(x)dx  =  2q  ~-j-(x  -  Jfo)'i+l  +  C  para  \x  -  xa\  <  p  . 


Partiendo  de  la  serie  geometrica  (3)  para  1/(1  —  x),  determinar  una  serie  de  potencias  para 
cada  una  de  las  siguientes  funciones: 

(a)  - .  (b)  7 — .  (c)  arctanx  , 

\  +  x2  ( I  -  x}2 

(a)  Al  reemplazar  x  por  — jr  en  (3)  se  obtiene  inmediatamente 
(7)  — 1  ,  -  1  -  x2  +  x4  -  xfi  +  •••  +  (-l)nx2n  +  •••  . 

1  +  X 


(b)  Observe  que  1/(1—  xj2  es  la  derivada  de  la  funcion/(x)  =  1/(1  —  x).  Por  lo  tan- 
to,  al  derivar  (3)  termino  a  termino  obtenemos 


^En  realidad,  puede  ocurrir  que  el  radio  de  convergencia  de  la  serie  de  potencias  para  f(x)g(x)  o  f(x)  +  g(x)  sea 
mayor  que  el  de  las  series  de  potencias  para/o  g. 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


EJEMPLO  4 


(8)  f'(x)  =  7 — i-^r-  »  1  4-  2x  +  3jc2  +  4x3  +  +  hjc'1-1  +  •••  . 

(l  ~  ■*) 

(c)  Como 

p  1 

arctan  x  =  - -dt  , 

Jol+f2  ' 

podemos  integral-  la  serie  en  (7)  termino  a  termino  para  obtener  la  serie  de  arctan  x. 
A  si, 

I  -  r  +  r4  -  /6  +  ■■■  +  (-l)'V2'’  +  ■■■}<* 

,  ,  1  -  1  . 

(9)  arctan x  —  x  —  xx  +  xX  -  —x  +  +  — r — — ; - (-  .  a 

y  ’  3  5  7  in  +  1 

Es  importante  recordar  que  como  la  serie  geometrica  (3)  tiene  el  intervalo  (abierto)  de 
convergencia  (  — 1,  1),  las  representaciones  (7),  (8)  y  (9)  son  validas  al  menos  en  este  inter¬ 
valo.  (En  realidad,  la  serie  (9)  para  arctan  x  converge  para  toda  |jc|  <  1). 

Corrimiento  del  indice  de  la  suma 

El  rndice  de  la  suma  en  una  serie  de  potencias  es  un  rndice  nominal,  como  la  variable  de  integra¬ 
tion  en  una  integral  definida.  Por  lo  tanto, 

OO  OU  CO 

S  an(x  -  x0f  =  2  ak(x  -  XqY  =  2  a,{x  -  xa}  . 

n~  0  A’~0  j  —  0 

Asf  como  a  veces  queremos  cambiar  la  variable  de  integration,  hay  situaciones  (y  encontra- 
remos  muchas  en  este  capftulo)  en  que  es  recomendable  cambiar  o  recorrer  el  indice  de  la 
suma.  Esto  es  de  particular  importancia  cuando  hay  que  combinar  dos  series  de  potencias 
distintas. 

Expresar  la  serie 

UO 

2  n(n  —  1  )a„xn~2 

ti  =  2 

como  una  serie  donde  el  termino  generico  sea  xk  en  vez  de  x"  2. 

Al  hacer  k  =  n  —  2,  tenemos  que  n  =  k  +  2y  n —  1  =  k  +  1.  Observe  que  cuando  n  =  2, 
k  =  0.  Por  lo  tanto,  al  sustituir  en  la  serie  dada,  vemos  que 

OO  OO 

2  n[n  —  l)a„xn  2  =  2  (k  +  2 ){k  +  l)ak  +  2xk  ,  ■ 

n =2  k = 0 


l  +  i 


;dl=  { 


Mostrar  que 

CXi  O C. 

x3  2  n2(n  -  2 )a„xn  —  2  (n  -  3 )2(n  -  5 )a„-.3x*  . 

n  =  0  n  =  3 
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SOLUCION 


EJEMPLO  5 


SOLUCION 


Primero  introducimos  el  termino  x3  dentro  de  la  suma  del  lado  izquierdo: 

oq  :xi 

xi  2  n2[n  —  2 )a„xn  —  2  n2(n  —  2)anxK'r3  . 

n- 0  n — 0 

Para  escribir  esto  con  el  termino  generico  xk,  hacemos  k  =  n  +  3.  Asi,  n  =  k  —  3  y  n  =  0  co¬ 
rresponds  a  k  =  3.  Una  sustitucion  directa  implica 

(X)  oc 

2 '>r(n  -  2 )aX+'  =  2(*  -  3 f(k  -  5)ak^xk  . 

n-  0  A  -  3 

A1  reemplazar  k  por  n  obtenemos  la  forma  deseada.  ■ 

Mostrar  que  la  identidad 

oo  oo 

2  na„  \Xn  ]  +  2  b„xn+]  =  0 

n  —  l  n  —  2 

implica  que  a0  =  ax  =  a2  =  0  y  a,  =  —  —  i / (n  +  1)  para  n  >  3. 

Primero  escribimos  ambas  series  en  terminos  de  xk.  Para  la  primera  serie,  hacemos  k  =  n  —  1, 
de  modo  que  n  =  k  +  1  y  escribimos 

OO  OO 

2  n&„-  pr"-1  =  2  (A  +  1  )a&xk  . 

n ~ 1  k— 0 

Luego,  con  k  =  n  +  1  ,n  =  k—  1,1a  segunda  serie  se  convierte  en 

caCs 

2  bX*-  -  2  h 

I  -  1 

Asf,  la  identidad  establece  que 

OC  00 

2  (k  +  l)aA;t*  +  2  bk-]Xk  =  0  , 

k  —  fl  A  -  3 

de  modo  que  tenemos  una  serie  de  potencias  cuya  suma  es  igual  a  cero;  en  consecuencia,  por 
el  teorema  3,  cada  uno  de  sus  coeficientes  es  igual  a  cero.  Para  k  =  3,  4,  ,  ambas  series 

contribuyen  al  coeficiente  de  xk  y  con  ello  confirmamos  que 

(k  +  l)ak  +  bk—  i  =  0 

o  ak  =  ~bk  \/ (k  +1)  para  k  >  3.  Para  k  =  0,  1  o  2,  solo  contribuye  la  primera  serie,  de 
modo  que 

(0  +  l)%  =  0  , 

(i  +  1V1  =  o  , 

(2  +  1  )a2  *  0  . 


Por  lo  tanto,  a0  =  ax  =  a2  =  0.  ■ 
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Funciones  analiticas 

No  todas  las  funciones  se  pueden  expresar  como  series  de  potencias;  aquellas  funciones  que 
cumplen  esta  restriccion  se  llaman  analiticas. 


FUNCTION  ANALITICA 


Definicion  1.  Una  funcion/es  analitica  en  x(|  si  en  un  intervalo  abierto  en  torno 
de  Xq,  esta  funcion  es  la  suma  de  una  serie  de  potencias  2/=0  a„(x  —  x0)n  con  un  ra¬ 
dio  de  convergencia  positivo. 


Por  ejemplo,  una  funcion  polinomial  b0  +  b\X  +  ■  ■  ■  +  bnxn  es  analitica  para  cada  x0, 
pues  siempre  podemos  escribirla  en  la  forma  a0  +  a  fx  —  x0)  +  ■  ■  ■  +  an(x  —  x0)".  Una  fun¬ 
cion  racional  P(x)/Q(x),  donde  P{x)  y  Q(x)  son  polinomios  sin  factores  comunes,  es  una 
funcion  analitica  excepto  en  los  puntos  x0  para  los  que  Q(x0)  =  0.  Como  recordara  el  lector 
de  sus  cursos  de  calculo,  las  funciones  elementales  ex,  sen  x  y  cos  x  son  analiticas  para  cada 
x,  mientras  que  In  x  es  analitica  para  x  >  0.  Algunas  representaciones  conocidas  son 


(10)  e  '  -  1  +  x  +  +  |y  +  -  •  - 

r3  r5 

(11)  sen  x  —  .r - h - 

3!  51 

x 2  x 4 

(12)  cos jc  =1 - 4-  .  _ 

2!  4! 

(13)  In  x  ■  {x  -  1)  -  -  I.)2  +  .'  i\  -  l)3 


2^7, 

«--o  nl 

f 

/  \  j 

'■-o  (2>i  +  1)1 

f  , 

«=o  (2 n)! 


donde  (10),  (11)  y  (12)  son  validas  para  cada  x,  mientras  que  (13)  es  valida  para  x  en  el  inter¬ 
valo  semiabierto  (0,  2]. 

El  teorema  4  relativo  a  la  derivada  de  una  serie  de  potencias  muestra  que  una  funcion/ 
analitica  en  x0  es  diferenciable  en  una  vecindad  de  x(l.  Ademas,  como/'  tiene  una  representa- 
cion  en  serie  de  potencias  en  esta  vecindad,  tambien  es  analitica  en  x0.  A1  repetir  este  argu- 
mento,  vemos  que/",/(3\  etc.,  existen  y  son  analiticas  en  x0.  En  consecuencia,  si  una  fun¬ 
cion  no  tiene  derivadas  de  todos  los  ordenes  en  x0,  entonces  no  puede  ser  analitica  en  Xq.  La 
funcion /(x)  =  \x  —  l|  no  es  analitica  en  x0  =  1,  pues/'(l)  no  existe;/(x)  =  x1/^  no  es  ana¬ 
litica  en  Xq  =  0,  pues/"'(0)  no  existe. 

Ahora  podemos  deducir  algo  muy  especifico  acerca  de  las  series  de  potencias  que  pu- 
dieran  representar  una  funcion  analitica.  Si/(x)  es  analitica  en  x0,  entonces  (por  definicion), 
es  la  suma  de  alguna  serie  de  potencias  que  converge  en  una  vecindad  de  x0\ 

OO 

f{x)  =  2  a„(x  -  xQ)”  . 

n  —  0 

Por  el  razonamiento  del  parrafo  anterior,  las  derivadas  de/tienen  representaciones  en  series 
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de  potencias  convergentes 


fix) 

fix) 


2  najx  —  xdf  1  =  0  +  2  najpc 


u  —  0 


*0/ 


2  n(n  -  !>„!>  -  .%)"  2  =  0  +  0  +  2  n(n  -  I )an(x  -  2 

n— 0  n=2 


‘  co 

-  1)—  (w  -  [j  -  1  ])«*(*  -  xqY^ 

no 

=  2  n{n  -  1)  •••  (n  -  [j  -  l])a„(x  -  A0)'r  j 

fl—j  '  ' 


Pero  si  evaluamos  estas  series  en  x  =  xQ  vemos  que 
f(xQ)  -  a0  , 

fix o)  =  1  -a\  , 

/"(a0)  =  2-1.%  , 


es  decir,  aj  =  f^\x0)/jl  y  la  serie  de  potencias  debe  coincidir  con  la  serie  de  Taylor1 

fij\x0) 

./! 

en  torno  de  x0.  Cualquier  serie  de  potencias,  sin  importar  la  forma  en  que  se  deduzca,  con- 
vergente  en  una  vecindad  de  Xq  a  una  funcion,  tiene  que  ser  la  serie  de  Taylor  de  esa  funcidn. 
Por  ejemplo,  el  desarrollo  para  arctan  x  dado  en  (9)  del  ejemplo  2  debe  ser  su  desarrollo  en 
serie  de  Taylor. 

Con  estos  hechos  en  mente  estamos  listos  para  regresar  al  estudio  de  la  eficacia  de  las 
tecnicas  de  series  de  potencias  para  resolver  ecuaciones  diferenciales.  En  las  siguientes  sec- 
ciones,  el  lector  debera  tener  en  mente  que  si  fy  g  son  analfticas  en  x0,  entonces  tambien  lo 
son/+  g,  cffg  y  f/g  si  g(x())  T  0.  Estos  hechos  son  consecuencia  de  las  propiedades  alge- 
braicas  de  las  series  de  potencias,  analizadas  anteriormente. 


En  los  problemas  1  a  6,  determine  el  conjunto  de  conver- 
gencia  de  la  serie  de  potencias  dada. 


i.  2 


2~” 
“o  n  +  1 
2 

n~0  2 


(x-i)v  2.  2  2 


»  =  o  n\ 


3.  2  2-(x  +  2)"  .  4,  2 

h  -  a  O  n  v  7 


« tr  +  2 n 


(x  -  3)"  . 


02 


6.  2 

n  -  o 


(n  +  2) 

«! 


'  (a  +  2)' 


7.  En  ocasiones,  el  criterio  del  cociente  (teorema  2)  es 
aplicable  a  una  serie  de  potencias  que  contiene  una 
infinidad  de  coeficientes  nulos,  siempre  que  el  pa¬ 
tron  de  ceros  sea  regular.  Por  ejemplo,  use  el  teore- 


'Cuando  el  punto  de  desarrollo  x0  es  cero,  la  serie  de  Taylor  tambien  se  conoce  como  serie  de  Maclaurin. 
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ma  2  para  mostrar  que  la  serie 

i  2  i  4  i  6 

a0  +  a2x  + 


■  =  2 

<■  =  0 

tiene  un  radio  de  convergencia  p  =  1  f[L ,  si 

a2t  +  3 


<*2*X 


2k 


11m 

k—^-Xs 


a2k 


=  L  , 


y  que 

a\.  r  +  ay  r3  +  apr5  +  a  7.r7  + 


=  2 


aik ,  D 


,2*^  I 


tiene  un  radio  de  convergencia  p  =  1  /-JM,  si 
a2  k+  3 


lfm 

k— >oo 


=  M  . 


«2  *  +  I 

[Sugerencia:  Seaz  =  x2]. 

8.  Determine  el  conjunto  de  convergencia  de  la  series 
de  potencias  dadas. 


(a)  2  2lkxlk , 

Jk-0 

(c)  senx  [ec.  (11)]. 


(b)  2  2^'ratl 
r  =  o 

(d)  cos  x  (ec.  (12)). 


(e)  (sen  jc)/jf  —  2  (-  l)",r2"/(2n  +  l)l. 

»  =  0 

(f)  2  2lkX4k  . 


13.  f{x)  -  e ~x  =  2  - — , 

fi-o  nl 

gW  =  d+  *)"'  =  2(-i)v 

ii  —  0 

14.  f(x)  =  e*  =  2  ±x"  , 
gix)  =  C~ 


V  (“1)" 

2  — Ax'1 


15.  Determine  los  primeros  terminos  de  la  serie  de  po¬ 
tencias  para  el  cociente 


q{x 


.U<- 1/(2^ 


i  ji =0  n! 

mediante  los  siguientes  pasos: 

(a)  Sea  q(x)  =  anx'\  donde  hay  que  determi- 
nar  los  coeficientes  an.  Argumente  que 
xn/2n  es  el  producto  de  Cauchy  de  q{x)  y 

2“  „*7 nl 

(b)  Use  la  formula  (6)  del  producto  de  Cauchy  para 
deducir  las  ecuaciones 


^0 


«o 


1 

—  =  an  t  a i 
2 


+  U: 


En  los  problemas  9  y  10,  determine  el  desarrollo  en  serie 
de  potencias  2)7o  anXn  para  f(x)  +  g{x),  dados  los  de- 
sarrollos  paraf{x)  y  g{x). 


9.  f{x)  -  2 


1 


n  =  on  +  1  ’ 


g(x)  =  £  2"Y_I  . 


10.  ft 


x)  - 


00 

2  ^-(jc  -  if-2 


«  =  j  n 


»M  =  2  y„(x  ~  if  1  ■ 

11-1  L 

En  los  problemas  11  a  14,  determine  los  tres  primeros 
terminos  no  nulos  en  el  desarrollo  en  serie  de  potencias 
para  el  producto  f{x)g{x). 

1  „ 


11.  f[x)  -  e*  -  2 

J  '  „=n  nl 


gijt!  =  sen  x  —  2 


{2k  +  1)!' 


12.  f{x)  =  sen  x  =  2 


■If 


..2k  -  1 


.2*  I  1 


k--o  { 2k  +  1)!' 


, .  f  i-iy 

g(x)  =  cos  .  =  2, 


,2  k 


1  _  «0  ,  Ol  , 

~  v  +  y  +  «2  +  a3 .  -  •  *  * 


(c)  Resuelva  las  ecuaciones  de  la  parte  (b)  para  de- 
terminar  los  constantes  a0 ,  ay  a2 ,  ay 
16.  Para  determinar  los  primeros  terminos  en  la  serie  de 
potencias  para  el  cociente  q{x)  en  el  problema  15, 
trate  a  las  series  de  potencias  en  el  numerador  y  el 
denominador  como  “polinomios  largos”  y  realice  la 
division  de  polinomios.  Es  decir, 


l  !  ..r  I  ^x2  + 


,1  ill 

+  2X  +  4X  + 


En  los  problemas  17  a  20,  determine  un  desarrollo  en  se¬ 
rie  de  potencias  para  f{x),  dado  el  desarrollo  para 

fix)- 

CX) 

17.  /(*)  =  (1  +x)-'  -  2  (-l)V  . 


n  =  0 


18.  f{x)  -  sen  x  -  2 


(-If 


„2i  +  1 


k-u  {2k  +  l)f 


19,  f[x)  =  2  a„x"  . 

/i-  0 
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20,  f(x)  —  2  na„xH~ 1 

n  -  I 


En  los  problemas  21  y  22,  determine  un  desarrollo  en  se- 
rie  de  potencias  para  g{x)  ■=  fof(t),  dado  el  desarrollo 
paraf(x). 


21,  f{x)  =  (1  +  x)  1  =  2  (~l)V  . 


.  ,  sen  a-  v1 
22.  f(x)  -  2 


-o 

sen  a  ^  (—  l){" 

x  &  (2k  +  I  )i 


En  los  problemas  23  a  26,  exprese  la  serie  de  potencias 
dada  como  una  serie  con  termino  generico  xk. 

OO 

23.  2  na„ x"~  1  . 

n  =  ] 
oo 


24,  2  n(n  —  l)«„x"  2  . 


25.  2  a„xn  *  1 

n-0 

OO 

26.  2 


n- 1  n  +  3" 


27.  Muestre  que 

OO 

x22  «(«  +  I )ay 

n  =  0 

OO 

=  2  [it  -  2 )(n  —  \)an_-,xn  . 

ft  —  2 

28.  Muestre  que 

OO  OO 

2  2  arrxn+i  +  2  nbnx''-] 

n  =  ft  n  =  i 

oo 

=  +  2  [ 2a„  -  j  +  (n  +  l)^„+  i  ]a'‘  . 

n  —  \ 

En  los  problemas  29  a  34,  determine  la  serie  de  Taylor 
en  torno  del  punto  x0  para  las  funciones  y  valores  de  x0 
dados. 

29.  /(a)  =  cos  x  ,  Xq  =  tt  . 

30.  f{x)  =  A-1  ,  A0  =  1  . 

31.  f(x)  =  ,  a0  -  0  . 


32.  fix )  =  Ln(  1  +  a)  ,  Ay  =  0  . 

33.  /(a)  =  a  !  +  3a  -  4  ,  x()  —  1  . 

34.  j(x)  -  Va  ,  xq  —  1  . 

35.  La  serie  de  Taylor  para/(x)  =  In  x  en  torno  de  x0  =  1 
dada  en  la  ecuacion  (13)  tambien  se  puede  obtener 
como  sigue: 

(a)  Partiendo  del  desarrollo  1/(1  —  s)  =  y 

de  la  observacion 

I  =  1 

x  1  I-  (a  —  l)  ’ 

obtenga  la  serie  de  Taylor  para  1/a  en  torno  de 
Xq  =  L 

(b)  Como  In  a  =  ff  \/t  dt,  use  el  resultado  de  la  par¬ 
te  (a)  y  la  integracion  termino  a  termino  para  ob¬ 
tener  la  serie  de  Taylor  para/(A)  =  In  a  en  torno 
de  a0  =  1 . 

36.  Sean /(a)  y  g(x)  analfticas  en  a0.  Determine  si  las  si- 
guientes  afirmaciones  son  siempre  verdaderas  o  a  ve- 
ces  falsas: 

(a)  3/(a)  +  g( a)  es  analitica  en  a0  . 

(b)  f(x)/g{x)  es  analitica  en  a0  . 

(c)  /'(a)  es  analitica  en  a0  . 

(d)  [/(a)]3  -  ff  g(t)  dt  es  analitica  en  a0  . 

37.  Sea 

e-W  ,  x  *  0  , 

0  ,  a  =  0  . 

Muestre  que/^”^(0)  =  0  para  n  =  0,  1,  2, ....  y  por 
tanto  que  la  serie  de  Maclaurin  para /(a)  es0+0  + 
0  +  •  •  •  ,  la  que  converge  para  toda  a  pero  es  igual  a 
/(a)  solo  cuando  a  =  0.  Este  es  un  ejemplo  de  fun- 
cion  que  tiene  derivadas  de  todos  los  ordenes  (en  = 
0),  cuya  serie  de  Taylor  converge,  pero  la  serie  de 
Taylor  (en  torno  de  a0  =  0) ;  no  converge  a  la  funcion 
original!  En  consecuencia,  esta  funcion  no  es  analfti- 
ca  en  a  =  0. 

38.  Calcule  la  serie  de  Taylor  para/(A)  =  ln(l  +  a2)  en 
torno  de  a0  =  0.  [Sugerencia:  Multiplique  la  serie 
para  (1  +  a2)  por  2a  e  integre]. 


8.3  SOLUCIONES  DE  ECUACIONES  DIFERENCIALES  LINEALES 
MEDIANTE  SERIES  DE  POTENCIAS 


En  esta  seccion  demostraremos  un  metodo  para  obtener  una  solucion  en  serie  de  potencias 
de  una  ecuacion  diferencial  lineal  con  coeficientes  polinomiales.  Este  metodo  es  mas  facil  de 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


utilizar  que  el  metodo  con  series  de  Taylor  analizado  en  la  seccion  8. 1  y  a  veces  proporciona 
una  expresion  agradable  para  el  termino  general  en  el  desarrollo  en  serie  de  potencias.  El  he- 
cho  de  conocer  la  forma  del  termino  general  tambien  nos  permite  verificar  el  radio  de  con- 
vergencia  de  la  serie  de  potencias. 

Primero  escribimos  la  ecuacion  diferencial  lineal 

(1)  a2{x)y"  +  +  a0{x)y  ~  0 

en  la  forma  canonica 

(2)  y"  +  p(x)y'  +  q{x)y  =  0  , 

donde P\{x)  :=  al(x)/a2(x)  y  q(x)  :=  a0(x)/a2(x). 


PUNTOS  ORDINARIOS  Y  SINGULARES 


Definicion  2.  Un  punto x0  es  un  punto  ordinario  de  la  ecuacion  (1)  sip  =  a ,  /a2 
y  q  =  ao/a2  son  analfticas  en  x0.  Si  x0  no  es  un  punto  ordinario,  se  dice  que  es  un 
punto  singular  de  la  ecuacion. 


Determinar  todos  los  puntos  singulares  de 

xy”  +  jc{1  -  .t]  V  +  (senjc)y  —  0  . 
A1  dividir  la  ecuacion  entre  x  vemos  que 

x  ,■  \  sen  x 


p(x 


*(1  -x)  ’ 


q(x)  = 


Los  puntos  singulares  son  aquellos  donde  p(x)  o  q(x)  dejan  de  ser  analfticas.  Observe  que 
p(x)  y  c/(x)  son  cocientes  de  funciones  que  son  analfticas  en  todo  punto.  Por  tanto,  p( x)  y 
q(x)  son  analfticas  excepto,  tal  vez,  cuando  sus  denominadores  se  anulan.  Para  p(x),  esto 
ocurre  en  x  =  0  y  x  =  1 .  Pero  como  podemos  cancelar  una  x  en  el  numerador  y  el  denomina- 
dor  de  p(x),  es  decir, 

x  _  1 

j;(  1  -  x)  1  -  x  ’ 

vemos  que  en  realidad  p(x)  es  analftica  en  x  =  0.  Por  lo  tanto,  p(x)  es  analftica  excepto  en 
x  =  1.  Para  q(x),  el  denominador  se  anula  en  x  =  0.  Como  en  el  caso  de  p(x).  este  cero  es  re- 
movible,  pues  q{x)  tiene  el  desarrollo  en  serie  de  potencias 


q{x) 


sen  x 


3!  5! 


1  _  X_  4.  -L 

1  3!  +  5! 


Asi,  q(x )  es  analftica  en  todo  punto.  En  consecuencia,  el  unico  punto  singular  de  la  ecuacion 
dada  es  x  =  1.  ■ 


+Tales  puntos  se  llaman  singularidades  removibles.  En  este  capftulo  supondremos  que  en  tales  casos  hemos  definido 
(o  redefinido)  a  la  funcion  de  modo  que  sea  analftica  en  el  punto. 


442 


Capitulo  8  Soluciones  de  ecuaciones  diferenciales  mediante  series 


EJEMPLO  2 

SOLUCION 


En  un  punto  ordinario  x0  de  la  ecuacion  (1)  (o  (2)),  las  funciones  coeficiente  p(x)  y  q(x) 
son  analfticas.  Por  lo  tanto,  es  de  esperar  que  las  soluciones  de  estas  ecuaciones  hereden  esta 
propiedad.  Por  el  analisis  de  la  section  6.1  relativo  a  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden, 
la  continuidad  de  p  y  q  en  una  vecindad  de  x0  basta  para  implicar  que  la  ecuacion  (2)  tiene 
dos  soluciones  linealmente  independientes  definidas  en  esa  vecindad.  Pero  las  funciones 
analfticas  no  son  meramente  continuas,  tienen  derivadas  de  todos  los  ordenes  en  una  vecin¬ 
dad  de  x0.  Asf,  podemos  derivar  la  ecuacion  (2)  para  mostrar  que  y1''1  existe;  continuando  de 
esta  forma,  podemos  demostrar  que  las  soluciones  de  (2)  deben  tener  tambien  derivadas 
de  todos  los  ordenes.  Aunque  no  podemos  concluir  de  este  razonamiento  que  las  soluciones  dis- 
frutan  de  la  propiedad  mas  fuerte,  la  analiticidad,  este  es  el  caso  (vease  el  teorema  5  de  la  sec¬ 
cion  8.4).  Por  lo  tanto,  en  una  vecindad  de  un  punto  ordinario  x0,  las  soluciones  de  (1)  (o  (2))  se 
pueden  expresar  como  una  serie  de  potencias  en  torno  de  x{). 

Para  ilustrar  el  metodo  de  series  de  potencias  en  torno  de  un  punto  ordinario,  analice- 
mos  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  primer  orden  sencilla. 

Determinar  una  solucion  en  serie  de  potencias  en  torno  de  x  =  0  para 

(3)  y'  +  2xy  =  0. 

El  coeficiente  de  y  es  el  polinomio  2x,  que  es  analftico  en  todo  punto,  de  modo  que  x  =  0  es 
un  punto  ordinario'  de  la  ecuacion  (3).  Asf,  esperamos  hallar  una  solucion  en  serie  de  poten¬ 
cias  de  la  forma 

oe 

(4)  y(x)  =  a0  +  a{x  +  a2x2  +  —  2  a„xn  . 

n-  0 

Nuestra  tarea  consiste  en  determinar  los  coeficientes  a„. 

Para  esto  necesitamos  el  desarrollo  para  y'{x)  dado  por  la  derivation  termino  a  termino 
de  (4): 

CO 

y'U)  =  0  +  a,  +  2 a2x  +  3 a2x2  +  ■■■  =  2  nanx”^‘  . 

n  ~  1 

Ahora  sustituimos  los  desarrollos  en  serie  para  y  y  y'  en  (3)  y  obtenemos 

OO  CX) 

2  nunx"  ~ 1  -I-  2x  S  anxn  —  0  , 

n— I  n  =  0 

lo  que  se  simplifica  como 

DO  OO 

(5)  2  nanxn~l  +  2  2 anx,,+  i  =  0  . 

a  —  I  fi  “0 

Para  sumar  las  dos  series  de  potencias  en  (5),  sumamos  los  coeficientes  de  potencias  seme- 
jantes  de  x.  Si  escribimos  los  primeros  terminos  de  esta  suma,  obtenemos 

(a  |  +  2  a2x  +  3fl3.rz  +  4  a4x3  +  ■■■ )  +  (2a0x  +  2a  tx2  +  2  a2x3  +  ■■■)  =  (), 

(6)  a |  +  (2(7 2  +  2%)x  +  (3rt3  +  2cti)x2  +  (4(34  4-  2(7j)x3  +  •••  =  0  . 
Para  que  la  serie  de  potencias  del  lado  izquierdo  de  la  ecuacion  (6)  se  anule,  todos  los  coefi- 


'Por  un  punto  ordinario  de  una  ecuacion  de  primer  orden  y'  +  q(x)y  =  0  entendemos  un  punto  donde  q(x)  es 
analitica. 
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cientes  deben  ser  iguales  a  cero.  Asi, 

a,  —  0  ,  2 a2  +  2a 0  =  0  , 

3 a3  +  2ci]  =  0  ,  4a4  +  2 a2  =  0  ,  etc. 

A1  resolver  el  sistema  anterior,  tenemos 

2 

#1=0,  =  -a0  ,  a 3  =  -  r«i  =  0  , 

1  1  /  1  1 
a 4  =  ~2  2  =  ~2k~a^  =  ^  0  ' 

Por  tanto,  la  serie  de  potencias  para  la  solucion  asume  la  forma 

(7)  y(x)  =  a0  -  \  a0x4  +  . 

Aunque  los  primeros  terminos  que  aparecen  en  (7)  son  utiles,  a  veces  es  bueno  tener  una 
formula  para  el  termino  general  en  el  desarrollo  en  serie  de  potencias  para  la  solucion.  Para 
lograr  esto,  regresaremos  a  la  ecuacion  (5).  Esta  vez,  en  vez  de  solo  escribir  unos  cuantos 
terminos,  recorreremos  los  indices  en  las  dos  series  de  potencias  para  sumar  sobre  las  mis- 
mas  potencias  de  x,  digamos  xk.  Para  esto,  recorremos  el  indice  de  la  primera  suma  en  (5)  ha- 
ciendo  k  =  n  —  1 .  Entonces  n  =  k  +  1  y  k  =  0  cuando  n  =  1 .  Por  lo  tanto,  la  primera  suma 
de  (5)  se  convierte  en 

(8)  2  rwnxn~l  =  2  (k  +  l)nt+1jf,:  . 

ft  —  I  k  =  0 

En  la  segunda  suma  de  (5)  hacemos  k  =  n  +  1  de  modo  que  n  =  k  —  \  y  k  =  \  cuando  n  =  0. 
Esto  implica 

OO  fjo 

(9)  2  2a,iX'1+1  =  2  2ak~vxk  . 

ij  =  0  4  =  I 

A1  sustituir  (8)  y  (9)  en  (5)  tenemos 

txj  oo 

(10)  2  (k  +  l\ak+ixk  +  2  2ak-\Xk  =  0  . 

t'  — 0  k=  1 

Como  la  primera  suma  en  (10)  comienza  en  k  =  0  y  la  segunda  en  k  =  1,  descomponemos  la 
primera  en 

oo  oo 

2  (k  +  \)ak+ixk  =  <7(  +  2  ( k  +  l)at+  ]Xk  . 

Entonces  (10)  se  convierte  en 

nc. 

(11)  a,  +  2  [  {k  +  l)fl*  , ,  +  2 ak- ,  ]x4  -  0  . 

k  =  I 

A1  igualar  todos  los  coeficientes  en  (1 1)  a  cero,  vemos  que 
ax  =  0  , 
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y  para  toda  k  >  1 , 

(12)  (k  +  l)ot+i  +  2%-,  =  0  . 

La  ecuacion  (12)  es  una  relacion  de  concurrencia  que  podemos  usar  para  determinar  el  coe- 
ficiente  a^+x  en  terminos  de  es  decir. 


2 


(h:\-i 

+ 

1 

II 

j  a*- i  ■ 

Al  hacer  k  = 

1,2,  ...,  8 

y  usar  el  hecho  de  que  a\ 

=  0,  tenemos 

a2  — 

2 

-f«o  = 

-a0 

(k  = 

I)  , 

a,  - 

2 

“3C|  = 

-  0 

(k-- 

--  2) 

a4  — 

2 

4 

1 

2«o 

(k  - 

3)  , 

a5  = 

2 

~  ^a3  = 

-  0 

(k- 

=  4) 

a6  = 

2 

ao 

( k  = 

5)  , 

«?  = 

2 

5  = 

=  0 

(k  -- 

=  6) 

%  = 

-h  = 

1 

4\a° 

(k  = 

7)  , 

2 

"  ga7  = 

=  0 

(k  = 

=  8) 

Despues  de  reflexionar  un  poco,  nos  damos  cuenta  que 
(-1)'* 

a2n  =  ,  £t0  ,  n  =  1,2,..*  , 

a2n  + 1  =  0  ,  n  =  0,  1 ,  2, . . .  . 

A1  sustituir  de  nuevo  en  la  expresion  (4),  obtenemos  la  solucion  en  serie  de  potencias 
(13)  y  W  =  a0  -  a0x2  +  ^,-fio.r4  +  ■  ■  ■  =  a0  2  — — x2,‘  . 

4!  H: 

Como  a0  no  esta  determinado  aun,  sirve  como  una  constante  arbitraria,  y  por  tanto  (13)  pro- 
porciona  una  solucion  general  de  la  ecuacion  (3).  ■ 

Podemos  aplicar  el  criterio  del  cociente  descrito  en  el  problema  7  de  los  ejercicios  8.2  (pa- 
gina  438)  para  verificar  que  la  serie  de  potencias  en  (13)  tiene  radio  de  convergencia  p  —  oo. 
Ademas,  (13)  nos  recuerda  el  desarrollo  para  la  funcion  exponencial;  el  lector  debe  verificar 
que  converge  a 

y(x)  =  a 0e~r  ■ 

Esta  solucion  general  de  la  sencilla  ecuacion  (3)  tambien  se  puede  obtener  mediante  el  meto- 
do  de  separation  de  variables. 

La  convergencia  de  las  sumas  parciales  de  (13),  con  a0  =  1,  a  la  solucion  real  e  xl  se 
muestra  en  la  figura  8.3.  Observe  que  al  considerar  mas  terminos  se  obtiene  una  mejor  apro- 
ximacion  en  torno  de  x  =  0.  Observe  ademas,  sin  embargo,  que  cada  suma  parcial  es  polino- 
mial,  por  lo  que  diverge  en  x  =  ±oo,  mientras  que  e  x  '  converge  a  cero,  por  supuesto.  Asl, 
cada  aproximacion  mediante  una  suma  parcial  comienza  a  deteriorarse  para  |x|  grande.  Esta 
es  una  caracterfstica  tfpica  de  las  aproximaciones  mediante  series  de  potencias. 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


En  el  siguiente  ejemplo  usamos  el  metodo  de  series  de  potencias  para  obtener  una  solu¬ 
cion  general  de  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden. 

Determinar  una  solucion  general  de 

(14)  2  y"  +  xy'  +  y  =  0 

en  la  forma  de  una  serie  de  potencias  en  torno  del  punto  ordinario  x  =  0. 

Escribimos 

■00 

(15)  y(jr)  =  a()  +  rqx  +  a^x1  +  ■■■  =  2  , 

n  -  0 

y  derivamos  termino  a  termino  para  obtener 

ec 

y‘{x)  =  0|  +  2 a2x  +  3a3jr2  +  ■"  =  ^  na„xn~]  , 

n  -  1 

i x- 

y"{x)  =  2£?t  +  6 ayx  #  12 a4x2  +  •••  —  ^  n{n  ~  1  )@„xH ~2  . 

n  =  2 

A1  sustituir  esta  serie  de  potencias  en  la  ecuacion  (14),  vemos  que 

oc  oo  oo 

(16)  X  2 n(n  —  1  )a„xn^2  +  X  na„x’1  +  X  a„x 11  =  0  . 

n—2  n  = }  n  —  0 

Para  simplificar  la  suma  de  las  tres  expresiones  en  (16),  recorremos  los  indices  de  modo  que 
el  termino  general  en  cada  uno  sea  una  constante  por  xk.  Para  la  primera  suma,  sustituimos 
k  =  n  —  2  y  obtenemos 

00  00 

X  2n{n  -  l)a„xn  2  =  X  2{k  +  2 )(k  +  1  )ak+2xk  ■ 

(1  =  2  k  =0 
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En  la  segunda  y  tercera  sumas,  simplemente  sustituimos  k  por  n.  Con  estos  cambios  de  indi¬ 
ces,  la  ecuacion  (16)  queda 

oc  cx>  oo 

X  2{k  +  2 )(k  +  l) ak+2xk  +  X  kakxk  +  X  akxk  ~  0  . 

t”  0  ~  k  -  1  *  =  0 

A  continuation  separamos  los  terminos  x°  de  los  demas  y  luego  agrupamos  las  potencias  se- 
mejantes  de  x  en  las  tres  sumas  para  obtener 

OO 

4«2  +  a0  +  X  [  2{k  +  2 }(k  +  !)«.;  .  n  +  kak  +  ak  V:  -  0  , 

A1  igualar  a  cero  los  coeficientes  de  esta  serie  de  potencias  tenemos 


(17)  4a?  +  a0  =  0 

y  la  relation  de  recurrencia 

(18)  2{k  +  2 ){k  +  1 K+2  +  (k  +  \)ak  =  0  ,  k  >  1  . 

Ahora  podemos  usar  (17)  y  (18)  para  determinar  todos  los  coeficientes  ak  de  la  solution  en 
terminos  de  a0  y  at.  Despejando  ak+2  en  (18), 


(19)  a*T  2 

Asf, 


1 


2 (k  +  2) 


a* 


k  >  1  . 


%  _  ^2  U0 


1 

2  1 

-1 
2-  3‘ 

*  *  2$*  ‘  FTaTS* 

-l  l 


a  m - a 

2*6 


2" • 3  ■  5 
-1 


o3 .  ■?  .  4 . 5  26  •  3! 


(*  =  1)  , 
(k  =  2)  , 

(A’  =  3)  , 

-1 

«o 


«7  = - a* 

2-7  5 

— ! 

2  ■  8 ' 


, - -  fii 

23 •  3 • 5  •  7 

1 


1 

2s  •  4! 


(A  =  4)  , 
(k  =  5)  , 
(A'  =  6}  . 


2  ■  2  •  4  ■  6  •  8 

Ahora  es  claro  el  patron  de  los  coeficientes.  Como  a0  y  a ,  no  tiene  restricciones,  vemos  que 
(-1)" 


a 2n 


2  lnn\ 


a0  ,  n  s  1  , 
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fl2H+  I 


{-IT 


n  \ 


2"[l  ■  3-5  *•*  (2n  -1  1)] 

De  aquf  surgen  dos  soluciones  linealmente  independientes,  a  saber, 

(20)  >',(.r)  =  2  (haga  a0  =  l,a,  =  0)  , 

2  m 


(21)  y2(x)  =■  2 


1)" 


J2  n  +  1 


«=o  2J,[  1  •  3  •  5  ••*  (2n  +  1)] 


(haga  at)  =  0,  A]  —  l) 


Por  lo  tanto,  una  solucion  general  de  (14)  es  a^y i(x)  4-  ayyiix).  La  figura  8.4  muestra 
algunas  aproximaciones  a  las  soluciones  y\(x),  ■ 


y 


Figura  8.4  Aproximaciones  mediante  sumas  parciales  a  las  soluciones  del  ejemplo  3 


El  metodo  ilustrado  en  el  ejemplo  3  se  puede  usar  tambien  para  resolver  problemas  con 
valores  iniciales.  Suponga  que  tenemos  dados  los  valores  de  v(0)  y  v '(());  entonces,  de  la 
ecuacion  (15),  vemos  que  a o  =  y(0)  y  ax  =  y'(0)-  A1  conocer  estos  dos  coeficientes  obtene- 
mos  una  linica  solucion  en  serie  de  potencias  para  el  problema  con  valores  iniciales. 

La  relacion  de  recurrencia  (18)  en  el  ejemplo  3  solo  implicaba  a  dos  de  los  coeficientes, 
ak+2  y  ak,  y  podemos  deducir  de  esta  relacion  la  forma  general  del  coeficiente  an.  Sin  embar¬ 
go,  en  muchos  casos  se  obtienen  relaciones  de  recurrencia  mas  complicadas,  con  dos  o  mas 
terminos.  Cuando  esto  ocurre,  es  imposible  determinar  la  forma  general  de  los  coeficientes 
an.  En  el  siguiente  ejemplo  consideramos  una  ecuacion  que  da  lugar  a  una  relacion  de  recu¬ 
rrencia  de  tres  terminos. 
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EJEMPLO  4 


SOLUCION 


Determinar  los  primeros  terminos  de  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en  torno  de  x  =  0 
para  una  solution  general  de 

(22)  (l  +  a-2)/  ~y'+y  =  o  ■ 

Como  p(x)  =  —(1  +  x2)~l  y  q(x)  =  (1  +  x2)~l  son  analiticas  en  x  —  0,  este  es  un  punto 
ordinario  para  la  ecuacion  (22).  Por  lo  tanto,  podemos  expresar  su  solution  general  en  la 
forma 

OC 

W  =  2  anxn  . 


A1  sustituir  este  desarrollo  en  (22)  tenemos 

OO  DO  OC' 

(l  +  jr)  2  n{n  -  1  )a„xn~2  -  2  na,lx,l~i  +  2  a„xrl  ~  0  , 

n  —  2  h  =  I  ;i  =  0 

OC  Od  OO  00 

(23)  2  n(n  —  1  )anxn~2  +  2  n(n  —  l)njrv"  —  2  na„xn  1  +  2  a„xn  =  0  . 

n=2  n—2  n  —  1  tt  —  0 

Para  sumar  sobre  potencias  semejantes  xk,  hacemos  k  =  n  —  2  en  la  primera  suma  de  (23), 
k  =  n  —  1  en  la  tercera  y  k  =  n  en  la  segunda  y  cuarta.  Esto  implica 

oo  oc  oo  oc 

2  (i  -I-  2 ){k  +  l  }ak+2x!r  +  2  k(k  —  l) akxk  —  2  (k  +  1  )a4+ ! jca'  +  2  akxl  =  0  . 


Separamos  los  terminos  correspondientes  a  A  =  0  y  A  =  ly  agrupamos  el  resto  bajo  una  suma, 
(2  a2  —  c3|  +  Ojj)  +  (6  ay  —  2  a2  +  at)x 

OO 

+  ;2  [{A  +  2 )(k  +  l)%+2  —  (A-  +  l)fli  +  1  +  (k(k  —  l)  +  1^) Jjc*  =  0  . 

A1  igualar  los  coeficientes  a  cero  tenemos 

(24)  2a2  -  fli  +  «o  =  0  , 

(25)  6«3  —  lu2  4-  =0 

y  la  relation  de  recurrencia 

(26)  (k  +  2)(jfc  +  l)at+2  ~  (k  +  l)ot+ 1  +  (A2  -  k  +  i)ak  =  0  ,  k  >  2  . 

Podemos  despejar  a  a2  en  (24)  en  terminos  de  a0  y  a , : 


Ahora  que  tenemos  a2,  podemos  usar  (25)  para  expresar  a3  en  terminos  de  a0  y  a , : 


2  a2  —  a  i 


a  3  - 


(«i  -  «o)  -  «i 


~Qq 

6 


6  6 

Despejamos  en  la  relacion  de  recurrencia  (26)  para  obtener 

(k  +  1 )ak+l  -  (A2  -  k  +  l)at 
(A  +  2)(k  +  1) 


(27) 


«*•  -2  - 


A>  2  . 
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Para  k  =  2,  3  y  4,  esto  da 
«4 


«5 


-  3 a2 

a3  —  a2 

4- 

■3 

4 

-flu 

(° 

i  — 

6 

\ 

2  /  2  a0  —  3a; 

4 

24 

4 - 

-  lay 

3a0  — 

5' 

■4 

40 

"6  = 


5as  —  I3fl4  36rii  —  17  a0 


6-5 


720 


(*  =  2)  . 
(k  =  3)  , 
(A-  =  4)  . 


Ahora  podemos  expresar  una  solucion  general  en  terminos  hasta  de  orden  6,  usando  a0  y  a , 
como  las  constantes  arbitrarias.  Asf, 


(28) 


\>(X)  =  ^0  +  G\X  +  (  2  I*  —  -g  JT 


2gp  -  3aIy  4  /3g0  -  5  f  -  17«u)  6 


24 


40 


a-3  + 


720 


a°  + 


=  a0  1 


-A3  +  —A4  +  —  t5  -  —  A6  + 

6  12  40  720 


+  ail  r  4-  -r2  —  —a4 - —  a5  4-  —  xt  + 

‘'  2  8  40  20 


Si  tenemos  valores  especfficos  para  a0  y  ax,  /Jas  sumas  parciales  de  la  representacion  en 
serie  de  potencias  (28)  nos  dara  aproximaciones  utiles  de  la  solucion  cuando  x  =  0.5? 
que  decir  cuando  x  =  2.3  o  x  =  7.8?  Las  respuestas  a  estas  preguntas  dependen  del  radio  de 
convergencia  de  la  serie  de  potencias  en  (28).  Pero  como  no  logramos  determinar  una  forma 
general  para  los  coeficientes  an  en  este  ejemplo,  no  podemos  usar  el  criterio  del  cociente  (u 
otros  metodos,  como  el  criterio  de  la  rafz,  el  criterio  de  la  integral  o  el  criterio  de  compara- 
cion)  para  calcular  el  radio  p.  En  la  siguiente  seccion  remediaremos  esta  situation  dando  un 
procedimiento  sencillo  para  determinar  una  cota  inferior  para  el  radio  de  convergencia  de  las 
soluciones  en  serie  de  potencias. 


E  J  ERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  10,  determine  los  puntos  singulares 
de  la  ecuacion  diferencial  dada. 

1.  (a  +  l)y"  -  a 2y'  +  3y  -  0  . 

2.  jr  V  L  3/  ■■  xy  =  0  . 

3.  (B2  -  2]y"  +  2y‘  +  (sen  B)y  =  0  . 

4.  (a2  +  x)y"  +  3/  -  6Ay  =  0  . 


5.  (r  -  /  -  2}x"  +  (f  +  1)a'  -  (t  -  2)x  =  0  . 

6.  (a2  —  l)y"  +  (l  -  x)y'  +  (a2  2.v  4  1  )v  0  . 

7.  (sen  a)v"  +  (cos  a)j»  =  0  . 

8.  esy"  -  {x1  -  l)yr  +  2xy  -  0  . 

9.  (sen  0)y"  -  (in  On  =  0  . 

10.  i  In  Or  -  l)].y"  +  (sen  2x)y’  -  exy  ~  0  . 
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En  los  problemas  11  a  18,  determine  al  menos  Jos  prime- 
ros  cuatro  terminos  no  nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de 
potencias  en  torno  de  x  =  0  para  una  solucion  general 
de  la  ecuacion  diferencial  dada. 

11.  /  +  (x  +  2)y  -  0  .  12.  /  -  y  =  0  . 

13.  z"  ~  xh  =  0  .  14.  (x2  +  1)/’  +  y  =  ()  . 

15.  v"  f  (x  -  1  }y'  +  v  =  0  . 

16.  y"  —  2y’  +  y  =  0  . 

17.  w*  -  xV  +  tv  -  0  . 

18.  (2x  -  3 )y"  -  xy'  4  .y  =  0  . 

En  los  problemas  19  a  24,  determine  un  desarrollo  en  se¬ 
rie  de  potencias  en  torno  de  x  =  0  para  una  solucion  ge¬ 
neral  de  la  ecuacion  diferencial  dada.  Su  respuesta  debe 
incluir  una  formula  general  para  los  coeficientes. 

19.  y'  —  2 xy  —  0  .  20.  y"  +  y  —  0  . 

21.  y"  ~  xy'  +  4y  =  0  .  22.  y"  —  xy  •  0  . 

23.  z*  -  x  ~z. '  -  xz  =  0  . 

24.  (x2  ■+■  1  )y"  -  xy'  +  y  =  0  .. 

En  los  problemas  25  a  28,  determine  al  menos  los  prime- 
ros  cuatro  terminos  no  nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de 
potencias  en  torno  de  x  =  0  para  la  solucion  del  proble- 
ma  con  valores  iniciales  dado. 

25.  w"  -i-  3j kw’  —  w  —  0  ; 

w(0)  —  2  ,  w'(Q)  =  0  . 

26.  (x2  —  x  +  l)y"  —  y'  —  y  —  0  ; 

y(0)  -  0  ,  y'(0)  =  1  . 

27.  (x  +  1  )y"  -  y  =  0  ; 

y(0)  —  0  ,  y'(0)  =  1  . 

28.  y"  +  (x  —  2)y'  —  y  =  0  ; 

v(0)  -  - 1  ,  y'(0)  =  0  . 

PJ  En  los  problemas  29  a  31,  use  los  primeros  terminos  del 
desarrollo  en  serie  de  potencias  para  determinar  una 
aproximacion  polinomial  ciibica  para  la  solucion  del 
problema  con  valores  iniciales  dado.  Grafique  las  apro- 
ximaciones  polinomiales  lineal,  cuadrdtica  y  ciibica  pa¬ 
ra  —5  <  x  <  5. 

29.  y"  +  /  -  xy  -  0  ; 

.y(0)  =  1  ,  y'(0)  =  -2  . 

30.  y"  -  4xy'  +  5  y  =  0  ; 

y (o)  —  - 1  ,  y'(o)  =  l  . 

31.  (x2  +  2)y"  +  2xy'  +  3y  =  0  ; 

y(0)  =  1  .  y'(0)  =  2  . 


32.  Considere  el  problema  con  valores  iniciales 

f  ~  2 xy'  -  2  y  =  0  ; 
y(0)  =  a0  ,  y'(0)  =  a,  , 

donde  a0  y  at  son  constantes. 

(a)  Muestre  que  si  a0  =  0,  entonces  la  solucion  sera 
una  funcion  impar  [es  decir,  y(— x)  =  ~y(x)  pa¬ 
ra  toda  x],  ocurre  cuando  a1  =  0? 

(b)  Muestre  que  si  a0  y  O]  son  positivos,  entonces  la 
solucion  es  creciente  en  (0,  oo). 

(c)  Muestre  que  si  a0  es  negativo  y  at  es  positivo, 
entonces  la  solucion  es  creciente  en  (— oo,  0). 

(d)  condiciones  sobre  a0  y  «,  garantizarian 
que  la  solucion  es  creciente  en  (— oo,  oo)? 

33.  Use  el  criterio  del  cociente  para  mostrar  que  el  radio 
de  convergencia  de  la  serie  en  la  ecuacion  (13)  es  in- 
finito.  [Sugerencia:  Vease  el  problema  7  de  los  ejer- 
cicios  8.2,  pagina  438]. 

34.  Ecuacion  de  Emden.  Una  ecuacion  no  lineal  clasi- 
ca  que  aparece  en  el  estudio  del  comportamiento  ter- 
mico  de  una  nube  esferica  es  la  ecuacion  de  Emden 

y"  +  -y'  +  vn  =  0  . 
x‘ 

con  condiciones  iniciales  y( 0)  =  1,  y'(0)  =  0.  Aun- 
que  x  =  0  no  es  un  punto  ordinario  para  esta  ecua¬ 
cion  (que  es  no  lineal  parax  =t=  1),  es  posible  mostrar 
que  existe  una  solucion  analitica  en  x  =  0.  Si  n  es  un 
entero  positivo,  muestre  que  los  primeros  terminos 
de  una  solucion  en  serie  de  potencias  son 


[Sugerencia:  Sustituyax  =  1  +  c2x2  +  c3x3  +  c4x4  + 
c5x5  +  ■  ■  ■  en  la  ecuacion  y  calcule  con  cuidado  los 
primeros  terminos  del  desarrollo  de  yn]. 

35.  Resistencia  variable.  En  la  seccion  5.6  rnostra- 
mos  que  la  carga  q  en  el  capacitor  de  un  circuito  sen- 
cillo  RLC  queda  descrita  mediante  la  ecuacion 

Lq"{t)  +  Rq'(t)  +  ~q(t)  =  E(t)  , 

donde  L  es  la  inductancia,  R  la  resistencia,  C  la  capa- 
citancia  y  E  la  fuente  de  voltaje.  Como  la  resistencia 
de  un  resistor  se  incrementa  con  la  temperatura,  su- 
pongamos  que  el  resistor  se  calienta  de  modo  que 
R(t)  =  1  +  t/ 10  ohms  (vease  la  figura  8.5).  Si  L  = 
0.1  henrys,  C  =  2  farads,  E(t)  =  0,  q( 0)  =  10  cou¬ 
lombs  y  q'(0)  =  0  amperes,  determine  al  menos  los 
primeros  cuatro  terminos  no  nulos  en  un  desarrollo 
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0.1  henry  s 


2  farads 

g(0)  =10  coulombs 
q  '(0)  =  0  amperes 


k(t)  —  6  -  t  N/m 

-nttmv- 


1  N-s/m  | 

2  kg 

i 

1 

Figura  8.6  Un  sistema  masa-resorte  cuyo  resorte  se  calienta 


Figura  8.5  Un  circuito  RLC  cuya  resistencia  se  calienta 

en  serie  de  potencias  en  tomo  de  t  =  0  para  la  carga  en 
el  capacitor. 

36.  Constante  de  un  resorte  variable.  A1  calentar  un 
resorte,  su  “constante”  decrece.  Suponga  que  el  re¬ 
sorte  se  calienta  de  modo  que  la  “constante”  en  el 
instante  t  es  k(t)  =  6  -  f  N/m  (vease  la  figura  8.6). 
Si  el  sistema  masa-resorte  sin  forzamiento  tiene  masa 
m  =  2  kg  y  una  constante  de  amortiguamiento  b  =  1 


N-s/m  con  condiciones  iniciales  a(0)  =  3  m  y  x'(0) 
=  0  m/s,  entonces  el  desplazamiento  x{t)  queda 
descrito  mediante  el  problema  con  valores  iniciales 

2x"it)  +  jt'(f)  +  (6  —  ?)*(/}  =  0  ; 
jc(0)  =  3  ,  a-'(0)  =  0  . 

Determine  al  menos  los  primeros  cuatro  terminos  no 
nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en  tomo 
de  t  =  0  para  el  desplazamiento. 


ECUACIONES  CON  COEFICIENTES  ANALITICOS 


En  la  seccion  8.3  presentamos  un  metodo  para  obtener  una  solucion  en  serie  de  potencias  en 
torno  de  un  punto  ordinario.  En  esta  seccion  continuamos  el  analisis  de  este  procedimiento. 
Primero  enunciaremos  un  teorema  basico  de  existencia  para  la  ecuacion 

(1)  y"(x)  +  p{x)y’(x)  +  q{x)yU)  =  0  , 

que  justifica  el  metodo  de  series  de  potencias. 


EXISTENCIA  DE  SOLUCIONES  ANALITICAS 


Teorema  5.  Suponga  que  x(t  es  un  punto  ordinario  para  la  ecuacion  (1).  Entonces 

(1)  tiene  dos  soluciones  analfticas  linealmente  independientes  de  la  forma 

O0 

(2)  y{x)  =  S  a„{x  -  x0)n  . 

n  —  \) 

Ademas,  el  radio  de  convergencia  de  cualquier  solucion  en  serie  de  potencias  de  la 
forma  dada  por  (2)  es  al  menos  tan  grande  como  la  distancia  de  x0  al  punto  singular 
mas  cercano  (con  valores  reales  o  complejos)  de  la  ecuacion  (1). 


El  elemento  clave  en  la  demostracion  del  teorema  5  es  la  construccion  de  una  serie  geo- 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


EJEMPLO  2 


SOLUCION 


metrica  convergente  que  domine  al  desarrollo  en  serie  (2)  de  una  solution  para  la  ecuacion 
(1).  La  convergencia  de  la  serie  en  (2)  es  entonces  consecuencia  del  criterio  de  comparacion. 
Los  detalles  de  esta  demostracion  aparecen  en  textos  mas  avanzados  de  ecuaciones  diferen¬ 
ciales.1 

Como  vimos  en  la  section  8.3,  el  metodo  de  series  de  potencias  nos  proporciona  una  so¬ 
lution  general  con  la  misma  forma  de  (2),  donde  a0  y  a,  son  constantes  arbitrarias.  Las  dos 
soluciones  linealmente  independientes  que  se  mencionan  en  el  teorema  5  se  pueden  obtener 
haciendo  a0  =  1,  al  =  0  para  la  primera  y  a0  =  0,  ax  =  1  para  la  segunda.  Asf,  podemos  ex¬ 
tender  el  teorema  5  diciendo  que  la  ecuacion  (1)  tiene  una  solucion  general  de  la  forma  (2) 
con  a0y  a1  como  las  constantes  arbitrarias. 

La  segunda  parte  del  teorema  5  indica  una  forma  sencilla  de  determinar  un  valor  mini- 
mo  para  el  radio  de  convergencia  de  la  serie  de  potencias.  Solo  necesitamos  hallar  los  puntos 
singulares  de  la  ecuacion  (1)  y  luego  determinar  la  distancia  entre  el  punto  ordinario  x0  y  el 
punto  singular  mas  cercano. 

Determinar  un  valor  minimo  para  el  radio  de  convergencia  de  una  solucion  en  serie  de  poten¬ 
cias  en  torno  de  x  =  0  para 

(3)  2y"  -I-  xy'  +  y  —  0  . 

Para  esta  ecuacion,  p(x)  =  x/2  y  q(x)  =  1/2.  Ambas  funciones  son  analiticas  para  todos  los 
valores  reales  o  complejos  de  x.  Como  la  ecuacion  (3)  no  tiene  puntos  singulares,  la  distancia 
entre  el  punto  ordinario  x  =  0  y  el  punto  singular  mas  cercano  es  infinita.  Por  tanto,  el  radio 
de  convergencia  es  infinito.  ■ 

El  siguiente  ejemplo  nos  ayuda  a  contestar  las  preguntas  planteadas  al  final  de  la  ultima 
section. 

Determinar  un  valor  minimo  para  el  radio  de  convergencia  de  una  solucion  en  serie  de  poten¬ 
cias  en  torno  de  x  =  0  para 

(4)  (1  +  r  V  -  /  +  y  =  0  . 

En  este  caso,  p(x)  =  — 1/(1  +  x2),  q(x )  =  1/(1  +  x2)  de  modo  que  los  puntos  singulares  de 
la  ecuacion  (4)  aparecen  cuando  1  +  x2  =  0;  es  decir,  cuando  x  =  ±  -f—  1  =  ±i.  Como  los 
unicos  puntos  singulares  de  la  ecuacion  (4)  son  los  numeros  complejos  ±i,  vemos  que  x  =  0  es 
un  punto  ordinario.  Ademas,  la  distancia' '  de  0  a  cualquiera  de  los  puntos  ±i  es  1.  Asi,  el  radio 
de  convergencia  de  una  solucion  en  serie  de  potencias  en  torno  de  x  =  0  es  al  menos  1 .  ■ 

En  la  ecuacion  (28)  de  la  section  8.3  hallamos  los  primeros  terminos  de  una  solucion  en 
serie  de  potencias  de  la  ecuacion  (4).  Como  ahora  sabemos  que  esta  serie  tiene  radio  de  con¬ 
vergencia  al  menos  1,  las  sumas  parciales  de  esta  serie  convergeran  a  la  solucion  para  |x|  <  1. 
Sin  embargo,  cuando  |x|  >  1,  no  tenemos  bases  para  decidir  si  podemos  usar  la  serie  para 
aproximar  la  solucion. 

Los  desarrollos  en  serie  de  potencias  en  torno  de  x0  =  0  son  mas  faciles  de  manejar  que 
los  desarrollos  en  torno  de  puntos  distintos  del  cero.  Como  muestra  el  siguiente  ejemplo,  un 
sencillo  corrimiento  en  la  variable  nos  permite  desarrollar  siempre  con  respecto  del  origen. 


:  Vease,  por  ejemplo.  Ordinary  Differential  Equations,  4a.  edicion,  por  G.  Birkhoff  y  G.-C.  Rota  (John  Wiley  & 
Sons,  NuevaYork,  1989). 


"Recuerde  que  la  distancia  entre  los  dos  numeros  complejos  z  =  a  +  bi  y  w  =  c  +  di  esta  dada  por 
sj{a  —  c)2  +  {b  —  d)2  . 
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EJEMPLO  3 

SOLUCION 


EJEMPLO  4 

SOLUCION 


Determine  los  primeros  terminos  en  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en  torno  de  x  =  1  pa¬ 
ra  una  solucion  general  de 

(5)  2 y"  +  xy'  +  V  =  0  . 

Determine  ademas  el  radio  de  convergencia  de  la  serie. 

Como  vimos  en  el  ejemplo  1,  la  ecuacion  (5)  no  tiene  puntos  singulares.  Asf,  x  =  1  es  un 
punto  ordinario  y,  como  consecuencia  del  teorema  5,  la  ecuacion  (5)  tiene  una  solucion  ge¬ 
neral  de  la  forma 

CO 

(6)  yix)  =  2  a„{x  -  l)re  . 

1 1  -0 

Ademas,  el  radio  de  convergencia  de  la  serie  en  (6)  debe  ser  infinito. 

Podemos  simplificar  el  calculo  de  los  coeficientes  an  recorriendo  el  centra  del  desarrollo 

(6)  de  x0  =  1  a  t0  =  0.  Logramos  esto  sustituyendo  x  =  t  +  1.  Hacemos  Y{t)  =  y(t  +  1)  y 
usamos  la  regia  de  la  cadena: 

dy  _  dY  d2y  d2Y 

dx  dt  dx2  dt2 

y,  por  lo  tanto,  podemos  modificar  la  ecuacion  (5)  como 
ii-Y  r!V 

(7)  2— +  (t  +  1)  —  +  Y  =  0  . 

dt2  dt 

Ahora  buscamos  una  solucion  general  de  la  forma 

OO 

(8)  Y{t)  =  2  a„f  , 

it  0 

donde  las  an  en  las  ecuaciones  (6)  y  (8)  son  las  mismas.  Procediendo  de  la  manera  usual,  sus- 
tituimos  la  serie  de  potencias  para  Y(t )  en  (7)  y  deducimos  una  relacion  de  recurrencia  para 
los  coeficientes,  para  hallar  en  ultima  instancia 

ri»  -  «0[i  -  \t2  +  j  +  st|f  -  \t2  +■  ■■■  | 

(dejamos  los  detalles  al  lector).  Asf,  al  hacer  de  nuevo  t  =  x  —  1  tenemos 

(9)  y(x)  =  fl0|  1  -  ^(x  -  l)2  +  2.{. X  -  l)3  +  ■■■  | 

'+  «1  It®  "  1)  -  ^(-t  -  l)2  -  -  l)3  +  j  .  ■ 

Cuando  los  coeficientes  de  una  ecuacion  lineal  no  son  polinomios  en  x,  sino  funciones 
analfticas,  podemos  seguir  encontrando  soluciones  analfticas  esencialmente  con  el  mismo  me- 
todo. 

Determinar  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  para  la  solucion  de 

(10)  /'M  4-  e-ylx)  +  (1  +  jr2)y(jc)  =  0  :  y(0]  =  1  ,  /(0)  =  0  . 

En  este  caso,  p(x)  =  ex  y  q(x)  =  1  +  x2  y  ambas  son  analfticas  para  toda  x.  Asf,  por  el  teore- 
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ma  5,  el  problema  con  valores  iniciales  (10)  tiene  una  solucion  en  serie  de  potencias 

CO 

(11)  y(x)  =  2  anxn 

/t  =  0 

que  converge  para  toda  x  (p  =  oo).  Para  determinar  los  primeros  terminos  de  esta  serie,  pri- 
mero  desarrollamos  p(x)  =  ex  en  su  serie  de  Maclaurin: 

2  1 

x  i  ,  i  X ,  X- 

r  -,+x*2!  +  3!+  "■  ' 

A1  sustituir  los  desarrollos  de  y(x),  y'(x),  y"(x)  y  ex  en  (10)  obtenemos 


2  3  4 

(12)  Sr(b  -  1  )a„xn~2  +  (l+xb;yb':^-  +  -^  +  na»: 


.if-  ] 


+  (l  +  x2)  anxn  =  0 


it-0 


Debido  a  las  dificultades  de  los  calculos  por  el  hecho  de  que  aparece  el  producto  de  la  serie 
de  potencias  de  ex  y  y'{x),  nos  concentraremos  en  los  terminos  hasta  de  orden  4.  Desarrolla¬ 
mos  (12)  y  nos  fijamos  en  tales  terminos: 


(13) 


(2ai  +  6  «3jc  +  12a4x2  +  20t-f=.x !  +  30  + 

+  (a,  +  2  a2x  +  3  a3x2  +  4a4x3  +  5  a5x4  + 
+  (C|X  4  2 a2x2  +  3 a3x3  +  4«4x4  + 


3  .  J  4  i 
+  —£23  X  -r 


i  r  1  r  i  1  4  I 

+  +  3«2-*  + 


+ 


24 


+  (a0  +  a\X  +  +  44X4  + 

+  (a0jf2  +  fl|X3  +  a2j4  + 


)  =  0 


1  *  2  nanx"  1 

2n  —  L 

nanx 

^  •  2  na„xn  ~ 1 


x 


1  •  2  an x" 

2  -  2  a„xn 


A1  agrupar  las  potencias  semejantes  de  x  en  la  ecuacion  (13)  (por  ejemplo,  los  terminos  x2 
aparecen  en  negritas)  y  luego  igualar  los  coeficientes  a  cero,  llegamos  al  sistema  de  ecuaciones 


2«2  "b  1  'b  fi-Q  ~  0 

6a 3  -b  2a2  +  2a  1  =0 

12«4  4-  3%  +  3a2  +  j a1  +  a0  =  0 

7 

20as  +  4a4  +  4ri3  +  a2  +  ~^ai  ~  0 
3  4  1 

30a6  +  5 +  5rj4  +  -a 3  -b  —  a2  +*  24^1  —  0 


(termino  ) 
(termino  x1) 

{termino  x2 


(termino  x3  ’ 
(termino  x4 


Las  condiciones  iniciales  en  (10)  implican  que  y(0)  =  a0  =  1  y  y'(0)  =  a1  =  0.  Usamos  es- 
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tos  valores  de  a0  y  ax  para  hallar  a2,  luego  a3,  y  asf  sucesivamente: 


2 ch  +  0+  1  =  0  =>  —  — 


1 

2 


6 ay  ■  l  ;  0  -  0  =4-03  -  -  , 

12 a4  +  ;>  ~  §  +  0  +  1  =  0  ==» <*4  =  0  , 

20«s  +  0  +  ^  —  2  0  =  0  =^!«5  =  —  Y20  ’ 

30rt6  _2J  +  0+^“2‘T‘0  =  0=^<3fi-  - 


Asf,  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales  en  (10)  es 


(14) 


y  w 


- - xz 
o 


1 


1 

120; 


720 


Hasta  ahora  hemos  usado  el  metodo  de  series  de  potencias  solo  para  ecuaciones  homo- 
geneas.  Pero  podemos  aplicar  el  mismo  metodo,  con  obvias  modificaciones,  a  las  ecuaciones 
no  homogeneas  de  la  forma 

(15)  _y"(x)  4-  /?(jr)/(jt}  +  q(x)y{x)  =  g{x)  , 

siempre  que  el  termino  de  forzamiento  g(x)  y  las  funciones  coeficientes  sean  analfticas  en 
Xq.  Por  ejemplo,  para  hallar  una  serie  de  potencias  en  torno  de  x  =  0  para  una  solucion  gene¬ 
ral  de 


(16)  y"(x)  -  xy'(,v)  “*  y(x)  =  sen  x  , 


usamos  la  sustitucion  y(x)  =  S anxn  para  obtener  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  para  el 
lado  izquierdo  de  (16).  Luego  igualamos  los  coeficientes  de  esta  serie  con  los  coeficientes 
correspondientes  del  desarrollo  de  Maclaurin  para  sen  x: 


sen  x 


=  1 


(-1  y  a 

(2ft  +  1)!A 


Despues  de  hacer  los  detalles  (vease  el  problema  20),  un  desarrollo  para  una  solucion  gene¬ 
ral  de  (16)  es 

(17)  y(x)  =  aoyiix)  +  > 

donde 


(18)  yi(„y)  =  1  +  |-x2  +  +  4^.r'J  +  •■■  » 

(19)  y2(x)  =  x  +  V  +  j^x5  +  y^x7  +  ••• 


son  las  soluciones  de  la  ecuacion  homogenea  asociada  a  la  ecuacion  (16)  y 


(20) 


=  ¥  +  b' 


19 

5040 J 


+ 


es  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  (16). 
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EJ  ERCICIOS  f;* 


En  los  problemas  1  a  6,  determine  un  valor  minimo  para 
el  radio  de  convergencia  de  una  solucion  en  serie  de  po- 
tencias  en  torno  de  x0. 

1.  (x  4  l)y"  —  3 xy’  4-  2 y  =  0  ;  x0  =  1  . 

2.  y"  —  xy'  —  3y  —  0  :  ji’q  =  2  . 

3.  (1  +  x  +  x2)y"  -  3v  -  0  ;  x0  -  1  . 

4.  ( x 2  ~  5x  +  6 )y"  -  3 xy’  -  y  =  0  ;  *0  =  0. 

5.  y"  (tan  x)y'  +  y  =  0  ;  x0  —  0  . 

6.  (l  4-  x3)y"  -  xy'  +  3x2y  =  0  ;  x0  =  l  . 

En  los  problemas  7  a  12,  determine  al  menos  los  cuatro 
primeros  terminos  no  nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de 
potencias  en  torno  de  x0  para  una  solucion  general  de  la 
ecuacion  diferencial  dada  con  el  valor  indicado  para  x0. 

7.  >>'  +  2.(x  -  l)y  =  0  ;  xH  =  1  . 

8.  y'  ■  2 xy  =  0  ;  jCq  =  —  I  . 

9.  {x2  -  2x)y"  +2 y  =  0  ;  xQ  ~  1  . 

10.  x2y"  -  xy'  +  2y  =  0  ;  x0  =  2  . 

11.  x2y"  -  y'  4-  y  =  0  ;  xn  -  2  . 

12.  y  +  (3-r  “  iy  -  y  =  0  ;  *Q  =  -1  . 

En  los  problemas  13  a  19,  determine  al  menos  los  cuatro 
primeros  terminos  no  nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de 
potencias  de  la  solucion  al  problema  con  valores  inicia- 
les  dado. 

13.  x'  +  (sen  t)x  =  0  ;  *(0)  =  I  . 

14.  y'  -  exy  =  0  ;  y(0)  =  1  . 

15.  U2  4-  l)y"  -  eW  +  y  =  0  ; 

y(0)  =  1  ,  v'(0)  =  1  . 

16.  y*  +  ty'  ■(-  e'y  ~  0  ; 

y(0)  =  0,  y'  (0)  =  —  1  . 

17.  >,r'  -  (sen  x)y  =  0  ; 

v ( )  =  1  ,  =  0  . 

18.  y"  -  (cos  x)y‘  -  y  -  0  ; 

y{ir/2)  -  1  ,  /(tt/2)  =  1  . 

19.  y"  e^y'  +  (cosx)y  =  0  ; 

y(0)  =  - 1  ,  y'(0)  ~  1  . 

20.  Para  deducir  la  solucion  general  dada  por  las  ecua¬ 
ciones  (17)-(20)  para  la  ecuacion  no  homogenea  (16), 
siga  estos  pasos: 

(a)  Sustituya  y(x)  =  altxn  y  la  serie  de  Maclau- 


rin  para  sen  x  en  la  ecuacion  (16)  para  obtener 

OO 

{la 2  ~  «0)  +  2  \{k  +  2 }{k  +  1  )ak+2  '  ■  [k  +  1)^]** 

=  Y 

»-n  {In  +  1)! 

(b)  Iguale  los  coeficientes  de  potencias  semejantes 
de  x  en  ambos  lados  de  la  ecuacion  de  la  parte 
(a)  y  deduzca  con  ello  las  ecuaciones 

«o  1  ,  a\  «o 

«2  =  y,  «,  -6ly,  ar-y. 

J_  «l_  _  ^0 

4Q  +  15  ’  48  > 

19  a, 

07  ~  5040  +  105  ' 

(c)  Muestre  que  las  relaciones  de  la  parte  (b)  pro- 
porcionan  la  solucion  general  de  (16)  dada  en 
las  ecuaciones  (17)-(20). 

En  los  problemas  21  a  28,  use  el  procedimiento  ilustrado 
en  el  problema  20  para  hallar  al  menos  los  cuatro  prime¬ 
ros  terminos  no  nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de  poten¬ 
cias  en  torno  de  x  =  0  de  una  solucion  general  para  la 
ecuacion  diferencial  dada. 

21.  y'  —  xy  —  sen  x  . 

22.  w'  +  jcw  =  ex  . 

23.  z"  +  xz‘  +  z  =  x2  +  2x  +  1  . 

24.  y"  -  2xy'  +  3y  =  ,x2  . 

25.  (|  +  x2)y"  ~  xy'  +  y  =  e~x  . 

26.  y"  —  xy'  +  2 y  =  cos  x  . 

27.  (l  -  x2)y "  -  y'  4  y  =  tan*  . 

28.  y"  —  (senx)y  =  cos.r  . 

29.  La  ecuacion 

(1  -  x2)y"  -  2 xy'  4-  nin  +  l)y  =  0  , 
donde  n  es  un  parametro  no  especificado,  es  llamada 
ecuacion  de  Legendre.  Esta  ecuacion  aparece  en 
aplicaciones  de  las  ecuaciones  diferenciales  a  ffsica 
e  ingenierfa. 

(a)  Determine  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en 
tomo  de  x  =  0  para  una  solucion  de  la  ecuacion 
de  Legendre. 

(b)  Muestre  que  para  un  entero  no  negativo  n,  existe 
un  polinomio  de  grado  n  que  es  solucion  de  la 
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ecuacion  de  Legendre.  Estos  polinomios,  salvo 
un  multiplo  constante,  se  llarnan  polinomios  de 
Legendre. 

(c)  Determine  los  tres  primeros  polinomios  de  Le¬ 
gendre  (salvo  un  multiplo  constante). 

30.  Resorte  vencido.  Cuando  se  vence  un  resorte,  el 
valor  de  su  “constante”  de  resorte  decrece.  Un  mode- 
lo  para  un  sistema  masa-resorte  con  un  resorte  ven¬ 
cido  es 

mx"(t)  +  bx'(t)  +  ke~n‘x(t)  —  0  , 

donde  m  es  la  masa,  b  la  constante  de  amortiguamien- 
to,  k  y  rj  son  constantes  positivas,  y  x(t )  es  el  despla- 
zamiento  del  resorte  con  respecto  de  la  position  de 
equilibrio.  Sean  m  =  1  kg,  b  =  2  N-s/m,  k  =  1  N/m 
y  rj  =  l(s)_1.  El  sistema  se  pone  en  movimiento  des- 
plazando  la  masa  un  metro  con  respecto  de  su  posi¬ 


cion  de  equilibrio  y  luego  se  libera  (x(0)  =  1,  x'(0) 
=  0).  Determine  al  menos  los  cuatro  primeros  termi- 
nos  no  nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en 
tomo  de  t  =  0  para  el  desplazamiento. 

31.  Resorte  vencido  sin  amortiguamiento.  En  el  sis¬ 
tema  masa-resorte  para  un  resorte  vencido  analizado 
en  el  problema  30,  suponga  que  no  hay  amortigua¬ 
miento  (es  decir,  b  =  0),  m  =  1  y  lc  =  1 .  Para  ver  el 
efecto  del  desgaste  en  el  resorte,  considere  a  rj  como 
un  parametro  positivo. 

(a)  Vuelva  a  resolver  el  problema  30  con  b  =  0  y  ij 
arbitrario  pero  fijo. 

(b)  Haga  17  =  0  en  el  desarrollo  obtenido  en  la  parte 
(a).  ^Coincide  este  desarrollo  con  el  de  la  solu- 
cion  al  problema  con  17  =  0?  [Sugerencia:  Cuan¬ 
do  rj  =  0,  la  solution  es  x(t)  =  cos  t\. 


8.5  REVISION  DE  LAS  ECUACIONES  DE  CAUCHY-EULER 
(EQUIDIMENSIONALES) 

En  las  secciones  anteriores  consideramos  metodos  para  obtener  soluciones  en  serie  de  poten¬ 
cias  en  torno  de  un  punto  ordinario  para  una  ecuacion  lineal  de  segundo  orden.  Sin  embargo, 
en  ciertos  casos  quisieramos  obtener  un  desarrollo  en  serie  en  torno  de  un  punto  singular  de 
la  ecuacion.  Para  motivar  un  procedimiento  para  hallar  tales  desarrollos,  regresemos  a  las 
ecuaciones  de  Cauchy-Euler.  En  el  ejercicio  4.3,  problema  38,  resolvimos  estas  ecuaciones 
haciendo  el  cambio  de  variable  x  =  e',  que  transforma  una  ecuacion  de  Cauchy-Euler  en  una 
ecuacion  con  coeficientes  constantes.  Sin  embargo,  es  mas  instructive  para  nuestro  estudio  de 
los  desarrollos  en  serie  en  torno  de  puntos  singulares  trabajar  directamente  con  la  variable  x. 

Recuerde  que  una  ecuacion  de  Cauchy-Euler  homogenea  de  segundo  orden  tiene  la 
forma 

(1)  ax2y"(x)  +  bxy'(x )  +  cy(jt)  =  0  ,  jc  >  0, 

donde  a  (=£0),  bye  son  constantes  (reales).  Como  en  este  caso  p{x)  =  b/(ax)  y  q(x)  = 
cl  (ax2),  tenemos  que  x  =  0  es  un  punto  singular  de  (1). 

La  ecuacion  (1)  tiene  soluciones  de  la  forma  y  =  x'.  Para  determinar  los  valores  de  r, 
podemos  hacer  lo  siguiente.  Sea  L  el  operador  diferencial  definido  por  el  lado  izquierdo  de  la 
ecuacion  (1),  es  decir, 

(2)  L  [>■](*)  :=  ax2y"  (jt)  +  bxy’( x)  +  cy(x)  , 
y  hacemos 

(3)  w(r,  x)  '■=  xr . 

Al  sustituir  w(r,  x)  en  vez  de  y(x)  en  (2),  vemos  que 

L[w](x)  <=  ax2r(r  ~  l)xr^3  3-  bxrx r~l  +  cxr 
—  { ar 1  +  (b  —  a)r  +  c}.rr  . 
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De  aquf  vemos  que  w  =  x'  es  una  solucion  de  (1)  si  y  solo  si  r  satisface 

(4)  ar 2  +  (b  -  a)r  +  c  =  0  . 

La  ecuacion  (4)  es  la  ecuacion  auxiliar,  o  indicial,  de  (1). 

Cuando  la  ecuacion  indicial  tiene  dos  rafces  distintas,  tenemos 

L[wr](jc)  =  a(r  -  r|)(r  -  1  r2)xr  . 

lo  cual  implica  que  la  ecuacion  (1)  tiene  las  dos  soluciones 

(5)  yj(jr)  =  w{r1,  -t)  =  x ,  x  >  0  , 

(6)  y2(x)  —  w(r2,x)  =  xri  ,  x  >  0  , 

que  son  linealmente  independientes. 

Cuando  r1  y  r2  son  complejos  conjugados,  a  ±  z/J.  podemos  usar  la  formula  de  Euler  pa¬ 
ra  expresar 

In  ,v)  +  ie"1'1  J  sen  (fi  In  j) 

—  jr“cos(^  In  x )  +  i.rasen(/3  In  x)  . 

Como  las  partes  real  e  imaginaria  de  xa  +  tambien  deben  ser  soluciones  de  (1),  podemos 
reemplazar  (5)  y  (6)  por  las  dos  soluciones  con  valores  reales,  linealmente  independientes 

yi(.r)  =  j£°cos(jS  in  jc)  ,  ya(.r)  =  jc“sen(j8  In  x)  . 


Si  la  ecuacion  indicial  (4)  tiene  una  raiz  real  repetida  r(h  se  puede  ver  que  rr°  y  /°  In  x  son 
dos  soluciones  linealmente  independientes.  Esto  se  puede  deducir  con  el  metodo  de  reduc- 
cion  de  orden  del  ejercicio  6.1,  problema  31.  Sin  embargo,  es  mas  instructivo  para  aplicacio- 
nes  posteriores  ver  como  se  pueden  obtener  estas  dos  soluciones  linealmente  independientes 
con  el  punto  de  vista  de  los  operadores.  Si  r0  es  una  raiz  repetida,  entonces 

(7)  /.>u)  -  ci{r  -  r0)V  . 

A1  hacer  r  =  r0  tenemos  la  solucion 

(8)  yi  (jc)  =  vv(r0,  jc)  =  x'°  ,  x  >  0  . 


Para  determinar  una  segunda  solucion  linealmente  independiente,  observemos  lo  siguiente. 
El  lado  derecho  de  (7)  tiene  el  factor  ( r  —  r0)2,  de  modo  que  al  considerar  la  derivada  parcial 
de  (7)  con  respecto  de  r  y  hacer  r  =  r0,  obtenemos  un  cero.  Es  decir. 


(9) 


dr 


\L[w}{x)} 


=  {a(r  -  r0)V4nv  I-  lo.{r  -■  r0)xr} 


0 


Aunque  no  parece  que  hayamos  avanzado  hacia  una  segunda  solucion,  una  observacion  de- 
tallada  de  la  expresion  de  la  izquierda  en  (9)  reivindicara  nuestros  esfuerzos. 

Observemos  primero  que  w(r,  x )  =  x'  tiene  derivadas  parciales  continuas  de  todos  los 
ordenes  con  respecto  de  r  y  x.  Por  lo  tanto,  las  derivadas  parciales  cruzadas  son  iguales: 


c/3w  _  cfV  d"w  _  d~w 

i 'irdx2  dx2dr  '  drdx  dxdr 
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EJEMPLO  1 

SOLUCION 


En  consecuencia,  para  el  operador  diferencial  L  tenemos 

,  -  i  d  j  z  d2w  ,  dw 

~  dr  l  dxl  dx 


—L> 
Br  ~ 


O  d3vt'  , 

ax" - x  +  ox 

drdx2 


dw  .  dn' 

- b  C - 

drdx  dr 


d}w 


d2w 


dw 


—  ax2  "  "  +  bx~  +  c- 
BxzBr  dxdr  dr 


=  L 


dw 

dr 


es  decir,  los  operadores  d/ dr  y  L  se  conmutan.  Con  este  hecho,  podemos  escribir  (9)  como 
dw 


L 


dr 


0  . 


Asf,  para  el  caso  de  una  rafz  repetida  r0,  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  de 
(1)  es 


(i°)  y2$x)  =  ^(r0,x)  = 


=  xr°  I11  x  ,  x  >  0  . 


/'“r0 


Hallar  una  solucion  general  de 

(11)  4jtV‘U)  +  >'U‘)  =  0  ,  x  >  0  . 

Sea  w(r,  x)  =  xr  y  hagamos  que  L  denote  el  lado  izquierdo  de  (11).  Un  breve  calculo  implica 
L[w](x)  =  (4r2  -  4r  +  l)xr  . 

Resolvemos  la  ecuacion  indicial 

4r2  -  4r  +  1  =  (2r  -  l)2  -  4^r  -  =0 

al  obtener  la  rafz  repetida  r0  =  1/2.  Asf,  se  tiene  una  solucion  general  de  (1 1)  de  las  ecuacio¬ 
nes  (8)  y  (10)  haciendo  r0  =  1/2.  Es  decir, 

y(x)  =  C|  Vx  +  C2Vx  In  x  ,  x  >  0  .  ■ 

Para  concluir  observemos  que  las  soluciones  de  las  ecuaciones  de  Cauchy-Euler  pueden 
exhibir  algunas  caracterfsticas  extraordinarias  cerca  de  sus  puntos  singulares,  muy  distintas  a 
las  que  hemos  encontrado  en  el  caso  de  las  ecuaciones  con  coeficientes  constantes.  Note  que: 

(i)  xr  y  xr  In  x,  para  0  <  r  <  1,  tienen  pendiente  infinita  en  el  origen; 

(ii)  xr ,  para  r  <  0,  diverge  en  el  origen,  y 

(iii)  x“cos(j3  In  x)  y  x“  sen (f3  In  x)  oscilan  “con  rapidez  infinita”  cerca  del  origen.  (Vea- 
se  la  figura  8.7). 
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Figura  8.7  Grafica  de  x° 3  cos(  12  In  x ) 

Los  paquetes  numericos  para  resolver  ecuaciones  diferenciales  con  base  en  los  procedimien- 
tos  de  Euler  o  Runge-Kutta  no  podrfan  graficar  este  comportamiento;  los  metodos  analfticos 
son  esenciales  para  caracterizar  las  soluciones  cerca  de  los  puntos  singulares. 

En  la  seccion  8.7  analizaremos  el  problema  de  determinar  una  segunda  solucion  en  serie 
linealmente  independiente  para  ciertas  ecuaciones  diferenciales.  Como  veremos,  los  meto¬ 
dos  con  operadores  similares  a  los  descritos  en  esta  seccion  nos  conduciran  a  la  deseada  se¬ 
gunda  solucion. 


EJ  ERCICIOS 


En  los  problemas  1  a  10,  use  la  sustitucion  y  =  xr  pa¬ 
ra  hallar  una  solucion  general  de  la  ecuacion  dada  para 
x  >  0. 

1.  x2y"{ x)  +  6xy'(x)  -f  6}’(x)  —  0  . 

2.  2xzy"{x)  +  13xy'(x)  +  15y(x)  =  0  . 

3L  x2y"(x)  —  .yv'U'  j  +  17}’ (x)  ~  0  . 

4.  x2v"(x)  +  2xy’(x)  —  $y(x)  —  0  . 

d2v  5  dy  1 3 

5.  — -  = - gy  . 

dx  x  dx  x " 

d2y  I  dy  4 

6.  — g  = - ■  —x  y  , 

dx2  x  dx  x2 

7.  xV"  i  >;)  +  4 x2y"{x)  +  10xv'(x)  -  10}  (x)  “  0  . 

8.  x5>-"'{.r)  +  4x2f{x)  +  xy'(x)  =  0  . 

9.  xV"(x)  +  3x2y"(x)  +  5xy'(x)  —  5 y(x)  =  0  . 

10.  xY'(x)  +  9x2y" (x)  +  lO.rv’U)  +  8y(x)  =  0  . 

En  los  problemas  11  y  12,  use  una  sustitucion  de  la  for¬ 
ma  y  =  (x  —  c)r  para  hollar  una  solucion  general  de  la 


ecuacion  dada  para  x  >  c. 

11.  2(x  —  3)2v"(.v)  +  5(x  —  3)y'(x)  —  2y(x)  =  0  . 

12.  4(x  +  2 )2y"(x)  +  5y(x)  =  0  . 

En  los  problemas  13  y  14,  use  variacion  de  parametros 
para  hollar  una  solucion  general  de  la  ecuacion  dada  pa¬ 
ra  x  >  0. 

13.  x2f(x)  -  2 xy'(x)  +  2y(jc)  =  x^f1  , 

14.  x3y”(x)  +  2xy' (x)  —  2y(x)  =  6x~2  +  3x  . 

En  los  problemas  15  a  17,  resuelva  el  problema  con  va- 
lores  iniciales  dado. 

15.  t2x"(t)  -  12*0)  =  0  ; 

x(l)  —  3  ,  x'(l)  —  5  • 

16.  xV(x)  +  5. xy'(x)  +  4y(x)  =  0  ; 

3<0  =  3 ,  y(i)  =  7  . 

17.  x3_y"'(x)  +  6x2y”(x)  +  29 xy'(x)  —  29y{x)  =  0  ; 

y(l)  -  2  ,  /(l)  =  -3  ,  /(!}  =  19  ■ 
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18.  Cuando  r0  es  una  rai'z  repetida  de  la  ecuacion  auxiliar 
ar 2  +  br  +  c  =  0,  entonces  y](f)  =  er°'  es  una  solu¬ 
tion  de  la  ecuacion  ay"  +  by'  +  cy  =  0,  donde  a,  by 
c  son  constantes.  Use  una  deduction  similar  a  la  de 
esta  seccion  para  el  caso  en  que  la  ecuacion  indicial 
tiene  una  raiz  repetida  para  mostrar  que  una  segunda 
solution  linealmente  independiente  es  y2(t)  =  ter°'. 


19.  SeaL[y](x):=  x3y'"(x)  +  xy'{x)  —  y(x)  . 

(a)  Muestre  que  L[xr](x)  =  ( r  -  l)3xr . 

(b)  Use  una  extension  del  argumento  dado  en  esta 
seccion  para  el  caso  en  que  la  ecuacion  indicial 
tiene  una  rai'z  doble  y  muestre  que  L[y]  =  0  tie¬ 
ne  la  solution  general 

y(jr)  =  C|A‘  +  Cjxln.v  +  C3jc(lnx)5  . 


8.6  METODO  DE  FROBENIUS 

En  la  seccion  anterior  mostramos  que  una  ecuacion  homogenea  de  Cauchy-Euler  tiene  una 
solution  de  la  forma  y(x)  =  xr,  x  >  0,  donde  r  es  cierta  constante.  Las  ecuaciones  de 
Cauchy-Euler  tienen,  por  supuesto,  una  forma  muy  particular,  con  un  unico  punto  singular 
(en  x  =  0).  En  esta  seccion  mostraremos  que  la  teorfa  de  ecuaciones  de  Cauchy-Euler  se 
puede  generalizar  a  otras  ecuaciones  con  un  tipo  particular  de  singularidad. 

Para  motivar  el  procedimiento,  escribamos  la  ecuacion  de  Cauchy-Euler 

(1)  ax2y"(x)  +  bxy'{x)  +  cy(x )  =  0  ,  x  >  0  , 
en  la  forma  canonica 

(2)  y"(x)  +  p{x)y'{x}  +  q(x)y(x)  -  0  ,  .r  >  0  , 

donde 

p(x)  -  —  ,  g(x)  =  ^  , 

A-  A 

y  p0,  q0  son  las  constantes  b/ ay  cl  a,  respectivamente.  A1  sustituir  w{r,  x)  =  xr  en  vez  de  y  en 
la  ecuacion  (2)  obtenemos 

[r(r  -  l)  +  p0r  +  q0]x''~2  =  0  , 

lo  que  da  la  ecuacion  indicial 

(3)  r(r  —  t)  +  p{)r  +  q0  =  0  . 

Asr,  si  ;-|  es  una  rafz  de  (3),  entonces  w{r{,  x)  =  x"1  es  solution  de  las  ecuaciones  (1)  y  (2). 

Supongamos  ahora,  de  manera  mas  general,  que  (2)  es  una  ecuacion  para  la  que  xp(x)  y 
x2q(x),  en  vez  de  constantes,  son  funciones  analiticas.  Es  decir,  en  cierto  intervalo  en  torno 
de  x  =  0, 

CO 

(4)  xpix)  =  pn  +  ptf  +  p2x 2  +  =  2  pn x"  , 

n  —  0 
cx> 

(5)  x2q{. k)  =  q0  +  qtX  +  q2x 2  +  ••■  =  2  qnx*  . 

/i-  0 

(4)  y  (5)  implican  que 

(6)  lfmjrp(i)  =  pQ  y  lfmx2^(jt)  =  q0  , 
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y  por  tanto,  para  x  cercana  a  0,  tenemos  xp(x)  ~  p0  y  x2q(x)  ~  q0.  Por  lo  tanto,  es  razonable 
esperar  que  las  soluciones  de  (2)  se  comporten  (para  x  cercana  a  0)  como  las  soluciones  de  la 
ecuacion  de  Cauchy-Euler 

x2y"  +  Pqx y'  +  q0y  =  0  . 

Si  p{x)  y  q(x)  satisfacen  (4)  y  (5),  decimos  que  el  punto  singular  en  x  =  0  es  regular. 
Mas  en  general,  establecemos  lo  siguiente. 


PUNTO  SINGULAR  REGULAR 


Definicion  3.  Un  punto  singular  x'0  de 

(7)  y"(.r)  +  p(x)y'(x)  +  q{x)y(x)  -■  0 

es  un  punto  singular  regular  si  {x  —  x0)p(x)  y  (x  —  x())2q(x)  son  analfticas  en  x0. 1 
En  caso  contrario,  x0  es  un  punto  singular  irregular. 


Clasificar  los  puntos  singulares  de  la  ecuacion 

(8)  (x2  -  OV'U)  +  (x  +  l)y'(x)  -  y(x)  =  0  . 

En  este  caso 

(  \  x  +  1  _  _ 1 _ 

PW  (x2-lf  (x+l)(x-l)2' 

q{-x)  =  (x2-!)2  =  (x  +  l)2(x  -  l)2  ’ 

se  puede  observar  que  ±  1  son  los  puntos  singulares  de  (8).  Para  la  singularidad  en  1 ,  tenemos 
(x  -  l  )p(x)  =  ' - -  , 

[x  +  l)(x  -  1) 

que  no  es  analftica  en  x  =  1.  Por  lo  tanto,  x  =  1  es  un  punto  singular  irregular. 

Para  la  singularidad  en  —  1 ,  tenemos 

U  +  l)p(x)  =  ^  ^2  ’  (x  +  1)2<?W  =  ^  _  ^2  > 

que  son  analfticas  en  x  =  —  1.  Por  lo  tanto,  x  =  —  1  es  un  punto  singular  regular.  ■ 

Supongamos  que  x  =  0  es  un  punto  singular  regular  de  la  ecuacion  (7)  de  modo  que 
p(x)  y  q(x)  satisfacen  (4)  y  (5);  es  decir, 

QC  DO 

(9)  p(x)  =  X  p„xn~l  ,  q{x)  =  2 <  q„xn~2  . 

n = 0  n= 0 

La  idea  del  matematico  Frobenius  fue  que,  como  las  ecuaciones  de  Cauchy-Euler  tienen  so- 


'En  la  terminologia  de  variable  compleja,  p  tiene  un  polo  de  orden  a  lo  mas  1  y  q  tiene  un  polo  de  orden  a  lo  mas 
2  en  x0. 
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luciones  de  la  forma  x',  entonces  para  el  punto  singular  regular  x  =  0  deben  existir  solucio- 
nes  de  (7)  de  la  forma  x'  par  unafuncion  analitica. 1  Por  lo  tanto,  buscamos  soluciones  de  (7) 
de  la  forma 

OC  30 

(10)  wi/,  xj  =  xr  2  a„x”  =  X  anxn+r  ,  x  >  0  , 

ji  =  If  n  =  (I 

A1  escribir  (10)  hemos  supuesto  que  a(l  es  el  primer  coeficiente  distinto  de  cero,  de  mo- 
do  que  debemos  determinar  r  y  los  coeficientes  an,  n  >  1.  Derivamos  w(r,  x)  con  respecto  de 
x  para  obtener 

(X> 

(11)  w'fojc)  =  X  (n  +  r)anxn+r ~l  , 

f\  —  0 

oo 

(12)  w"(r. x)  —  X  [n  i  r){n  r  1  )a„x'i'i'r~2  . 

n  =  (i 

Si  sustituimos  los  desarrollos  anteriores  para  w{r,  x),  w'(r,  x),  w"(r,  x),  p{x)  y  q(x)  en  (7), 
tenemos  que 

oo  /  cc  \  /  oo  \ 

(13)  X  (n  +  r)(n  +  r  -  l)anx”  +  r +  I  X •  p„x”  ~ 1  j  I  X  (»  +  r)a„x'1+r~ 1 J 

n  =  0  \  n  ^  0  /  \  h  -  0  / 

Ahora  usamos  el  producto  de  Cauchy  para  realizar  la  multiplicacion  de  las  series  y  luego 
agrupamos  las  potencias  semejantes  de  x,  a  partir  de  la  potencia  menor,  x'  2.  de  donde 

(14)  [r(r  -  1)+  p0r  4-  qnUi0xr  2 

+  [(/■  +  l)«|  4  (r  4  l)po«|  +  PO'Oq  +  4-  <7 ta0 ] jr' —  1  +  ■■■  =  0  . 

Para  que  el  desarrollo  del  lado  izquierdo  de  la  ecuacion  (14)  sume  cero,  cada  coeficiente  debe 
ser  igual  a  cero.  A1  considerar  el  primer  termino  x1  2,  tenemos 

(15)  [r(r  -  l)  +  pQr  +  <7CI]a0  «  0  . 

Como  hemos  supuesto  que  a0  A  0,  la  cantidad  entre  corchetes  debe  anularse.  Esto  nos  da  la 
ecuacion  indicial  igual  a  la  deducida  para  las  ecuaciones  de  Cauchy-Euler. 


ECUACION  INDICIAL 


Definicion  4.  Si  x0  es  un  punto  singular  regular  de  y"  4-  py’  +  qy  =  0,  entonces  la 
ecuacion  indicial  para  este  punto  es 

(16)  r(r  -  1)  +  +  <7o  =  0  . 

donde 

p{)  :=  lim  (x  -  Xq)p(x)  ,  q0  :=  h'm  (x  -  xnfq(x)  . 

v— f.V0  x— fcA'f) 

Las  raices  de  la  ecuacion  indicial  son  los  exponentes  (indices)  de  la  singularidad  x0. 


^ Nota  historica:  George  Frobenius  (1848-1917)  desarrollo  este  metodo  en  1873.  Tambien  se  le  conoce  por  sus  in- 
vestigaciones  en  teorfa  de  grupos. 
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SOLUCION 


Hallar  la  ecuacion  indicial  y  los  exponentes  en  la  singularidad  x  =  —  1  de 

(17)  (,r  -  l)V(x)  +  (jc  +  l),y'(*)  -  y{x)  =  0  . 

En  el  ejemplo  1  mostramos  que  x  =  -1  es  un  punto  singular  regular.  Como  p{x)  =  (x  + 
l)_1(x  —  1)~2  y  q(x)  =  ~(x  +  l)~2(x  —  1)~2,  tenemos 

Pi)  =  +  1  )/>(*)  ^  I'm .(x  -  l)“2  =  j  , 

<7o  =  (x  +  l)2^(x)  =  lim  [Wx  -  IT2]  -  ~~  • 

A1  sustituir  estos  valores  para  p()  y  q{)  en  (16),  obtenemos  la  ecuacion  indicial 

(18)  r{r  -  1)  +  ^  -  }  =  0  . 

Multiplicamos  por  4  y  factorizamos  para  obtener  (4 r  +  1  )(r  —  1)  =  0.  Por  lo  tanto,  r  =  1, 
—  1/4  son  los  exponentes.  ■ 

Como  hemos  visto,  podemos  usar  la  ecuacion  indicial  para  determinar  los  valores  de  r 
para  los  que  el  coeficiente  de  xr  1  en  (14)  se  anula.  Si  igualamos  a  cero  el  coeficiente  de  xr  1 
en  (14),  tenemos 

(19)  [(r  +  1>  +  (r  +  l)pu  +  <70]a,  +  (p,r  +  q})a0  =  0  . 

Como  a0  es  arbitrario  y  conocemos  ph  q,  y  r,  podemos  determinar  ax  en  la  ecuacion  (19), 
siempre  que  el  coeficiente  de  a1  en  (19)  no  sea  cero.  Esto  ocurrira  si  consideramos  a  r  como 
la  mayor  de  las  dos  rafces  de  la  ecuacion  indicial  (vease  el  problema  43). '  De  manera  analo- 
ga,  al  igualar  a  cero  el  coeficiente  de  xf,  podemos  despejar  a2  en  terminos  de  ph  qb  r,  a0  y 
Si  continuamos  de  esta  manera,  podemos  hallar  los  a„  de  forma  recursiva.  El  procedimiento 
se  ilustra  en  el  siguiente  ejemplo. 

Determinar  un  desarrollo  en  serie  en  torno  del  punto  singular  regular  x  =  0  para  una  solu- 
cion  de 

(20)  (x  +  2)x2y"(x)  -  xy'(x)  +  (l  +  j)y(.r)  =  0  ,  x  I>  0  . 

Enestecaso,  p{xj  =  ~X  l(x  +  2)"1  y  q{x)  =  x_2(x  +  2)_1(l  +  x),  demodoque 

Po  ~  b'm  xp(x)  =  lfm[-(x  +  2)_l]  =  -  -  , 

A-  >0  A— >0  Z 

q()  =  limx2q(x)  =  li'rn (x  +  2)~’(l  +  x)  =  ~  . 

A— »■()  A— ^0  Z 

Como  x  =  0  es  un  punto  singular  regular,  buscamos  una  solucion  a  (20)  de  la  forma 

CO  CO 

(21)  w(r,  x)  -  xr  2  a„xn  =  2  a„xn  "r  . 

n-=Q  n-  0 


'Surgen  varias  posibilidades  interesantes  si  consideramos  a  r  como  la  rafz  menor;  analizaremos  esto  en  la  siguiente 
seccion. 
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Por  el  analisis  anterior,  r  debe  satisfacer  la  ecuacion  indicial  (16).  A1  sustituir  p0  y  qQ  en  (16) 
obtenemos 


r(r  -  1)  -  'r  fr  ^  =  0  , 

que  simplificamos  como  2 r2  —  3r  +  1  =  (2 r  —  l)(r  —  1)  =0.  Asr,  r  =  1  y  r  =  1/2  son  las 
rarces  de  la  ecuacion  indicial  asociada  ax  =  0. 

Utilicemos  la  rarz  mayor  r  =  1;  luego  calculemos  los  valores  de  ah  a2,  etc.,  para  obtener 
la  solucion  w(  1 ,  x).  Podemos  simplificar  los  calculos  sustituyendo  w(r,  x)  directamente  en  la 
ecuacion  (20),  donde  los  coeficientes  son  polinomios  en  x,  en  vez  de  dividir  entre  (x  +  2) A’2  y 
tener  que  trabajar  con  las  funciones  racionales p(x)  y  q(x).  A1  insertar  w(r,  x)  en  (20)  y  recor- 
dar  las  formulas  para  w'{r,  x)  y  w"(r,  x)  en  (11)  y  (12)  tenemos  (con  r  =  1) 

DO  oo 

(22)  (x  +  2)x 2  2  (n  +  1  —  x  2  {n  +  1  )anxn 

n  —  0  vi  ™  0 

DO 

+  (1  +  x)  2  a„x’,+  '  =  0  , 

n~0 

lo  que  podemos  escribir  como 

•DO  00 

(23)  2  (n  +  1  )nanxn+2  +  2  2(n  +  1  )natlxn+l 

n  =  0  n  =  0 

oc  oc 

+  2  a„x"  +  1  +  2  anxn+1  -  0  ■ 

«= 0  M-0 

A  continuacion  recorremos  los  indices  de  modo  que  cada  suma  en  (23)  tenga  potencias  xk. 
Con  k  =  n  +  2  en  la  primera  y  ultima  sumas  y  k  =  n  +  1  en  el  resto,  (23)  se  convierte  en 

00  DO 

(24)  2  [(>  -  l)(*  -  2)  +  \  }ak-2xk  +  2  [2 k{k  -  1 )-  k  +  l]ai_iJC*  =  0  . 

Separamos  el  termino  k  =  1  y  agrupamos  el  resto  en  una  suma: 

00 

(25)  [2(l )(0)  -1  +  1  ]a0jc  +  2  [(it2  -  3k  +  3 )fljt_2  +  {2k  -  l)(Jfc  -  l)a4_i]jt4  =  0  . 

Observe  que  el  coeficiente  de  x  en  (25)  es  igual  a  cero,  lo  que  se  debe  a  que  r  =  1  es  una  rarz  de 
la  ecuacion  indicial,  obtenida  esta  al  igualar  a  cero  el  coeficiente  de  la  menor  potencia  de  x. 

Ahora  podemos  determinar  los  ak  en  terminos  de  a0  igualando  a  cero  los  coeficientes  de 
xk  en  la  ecuacion  (25)  para  k  =  2,  3,  etc.  Esto  nos  proporciona  la  relacion  de  recurrencia 

(26)  {k2  -  3k  +  3)ak-2  +  {2k  -  1  )(ifc  -  lK-  ,  =  0  , 

o,  de  manera  equivalente, 

k2  -  3k  +  3 
(2k  -  1  ){k  -  \)Uk~ 2 


2  (»  +  i)«„xhH 

n  -0 


(27)  Ui_{ 


k  >  2  . 
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A1  hacer  k  =  2,  3  y  4  en  (27),  vemos  que 

1 

a  i  -=  -~a0 

JL  _  _L 
a 2  ~  iofll  "  ioa° 

i  _  _  j_ 

fl3  —  2°z  ~  "30  a° 

Sustituimos  los  valores  de  r,  a1?  a2  y  «3  en  (21)  para  obtener 
(28)  w(  l,x)  =  aax'  ^1  -  jx  +  -^x2  -  ~x3  + 
donde  a0  es  arbitrario.  En  particular,  para  a0  =  1 ,  obtenemos  la  solucion 
yM~x-±x2  +  -3qX4+  ,  x  >  0 

Vease  la  figura  8.8.  ■ 


Figura  8.8  Sumas  parciales  que  aproximan  la  solucion  y\(x)  del  ejemplo  3 


Para  hallar  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  de  la  ecuacion  (20),  tal  vez 
podrfamos  hacer  r  =  1/2  y  hallar  ah  a2, .  .  .  para  obtener  una  solucion  w(  1/2,  x)  (vease  el  pro- 
blema  44).  En  este  caso  particular,  este  enfoque  funcionara.  Sin  embargo,  si  encontramos 


(k  =  2) 
(*  =  3) 
(k  ~  4) 
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una  ecuacion  indicial  con  una  rafz  repetida,  el  metodo  de  Frobenius  nos  dara  solo  una  solu¬ 
cion  (salvo  multiplos  constantes).  Para  hallar  la  deseada  segunda  solucion,  debemos  usar 
otra  tecnica,  como  el  procedimiento  de  reduction  de  orden  analizado  en  el  ejercicio  6.1, 
problema  3 1 .  En  la  siguiente  seccion  enfrentaremos  el  problema  de  determinar  una  segunda 
solucion  linealmente  independiente. 

Podemos  resumir  el  metodo  de  Frobenius  como  sigue. 


METODO  DE  FROBENIUS 


Para  deducir  una  solucion  en  terminos  de  una  serie  en  torno  del  punto  singular  x0  de 

(29)  a2(x)y"(x)  +  +  a0(jr)y(x)  =  0  ,  x  >  x0  : 

(a)  Haga p(x)  ■=  al{x)/a2{x),  q(x)  ■=  a0(x)/a2(x).  Si  (x  -  x0)p(x)  y 
(x  —  x0)2q(x )  son  analfticas  en  x0,  entonces  x0  es  un  punto  singular 
regular  y  se  pueden  aplicar  los  siguientes  pasos. 

(b)  Sea 

oo  oo 

(30)  w{r,x)  ~  (x  -  xM  S  a„(x.  -  x0)fl  =  2  a„{x  -  x0)R+''  , 

n  =  0  n  =  0 

y,  al  derivar  termino  a  termino,  sustituimos  vv(r,  x)  en  la  ecuacion  (29)  para 
obtener  una  ecuacion  de  la  forma 

,40(x  ~  x0)r+J  +  A({x  -  xoy-J+l  +  =  0  . 

(c)  Igualamos  los  coeficientes  A0,  Ah  A2, ...  a  cero.  [Observe  que  la  ecuacion  A0  =  0 
es  justo  un  multiplo  constante  de  la  ecuacion  indicial  r(r  —  1)  +  p0r  +  q()  =  0]. 

(d)  Use  el  sistema  de  ecuaciones 

Aq  ~  0  ,  Aj  =  0  ,  , . .  ,  Ak  —  0 

para  determinar  una  relacion  de  recurrencia  que  implique  ak  y  a0,  a\, ,  ak  | . 

(e)  Haga  r  =  rx,  la  rafz  mayor  de  la  ecuacion  indicial,  y  use  la  relacion  obtenida  en 
el  paso  (d)  para  determinar  a lt  a2, . .  .  de  manera  recursiva  en  terminos  de  a0  y  rx. 

(f )  Un  desarrollo  en  serie  para  una  solucion  de  (29)  es 

CO 

(31)  w{r^x)  =  {x  -  .Vo/1  -  x(})n  ,  x  >  xa  , 

ft  — 0 

donde  a0  es  arbitrario  y  los  un  se  definen  en  terminos  de  a(t  y  r , . 


Una  cuestion  importante  que  queda  pendiente  es  la  relativa  al  radio  de  convergencia  de 
la  serie  de  potencias  que  aparece  en  (31).  El  siguiente  teorema  contiene  una  respuesta.1 


Para  una  demostracion  de  este  teorema,  vease  Ordinary  Differential  Equations,  por  E.  L.  Ince  (Dover  Publications, 
Inc.,  NuevaYork,  1956),  capi'tulo  16. 


468 


Capitulo  8  Soluciones  de  ecuaciones  diferenciales  mediante  series 


P 


Teorema  6.  Si  x0  es  un  punto  singular  regular  de  la  ecuacion  (29),  entonces  existe 
al  menos  una  solucion  en  terminos  de  una  serie  de  la  forma  (30),  donde  r  =  rl  es  la 
mayor  de  las  rafces  de  la  ecuacion  indicial  asociada.  Ademas,  esta  serie  converge 
para  toda  x  tal  que  0  <  x  —  x0  <  R,  donde  R  es  la  distancia  de  x0  al  otro  punto 
singular  mas  cercano  (real  o  complejo)  de  (29). 


Para  simplificar  la  exposition,  en  los  siguientes  ejemplos  solo  consideraremos  desarro- 
llos  en  serie  en  torno  del  punto  singular  regular  x  =  0  y  solo  aquellas  ecuaciones  para  las  que 
la  ecuacion  indicial  correspondiente  tiene  rafces  reales. 

Los  siguientes  tres  ejemplos  no  solo  ilustran  el  metodo  de  Frobenius  sino  que  son  mode- 
los  importantes  a  los  que  nos  referiremos  en  secciones  posteriores. 


EJEMPLO  4  Determinar  una  solucion  en  terminos  de  una  serie  en  torno  del  punto  singular  regular  x  =  0  de 


(32)  a  V'  (r)  -  xy'(x)  +  (l  -  .tjyuj  =  0  .  x  >  0  , 


solucion  En  este  caso,/?(x)  =  —  x  1  y  q(x)  =  (1  —  x)x  2.  Es  facil  verificar  que  x  =  0  es  un  punto  sin¬ 


gular  regular  de  (32),  de  modo  que  calculamos 
Pd  =  Ifm  xp(x)  =  lfm(-l)  =  -1  , 
i/n  ^  lfm  a'2^(.v)  -  l(m(l  -  x)  =  1  . 

v  -  >0  A-  >0 


La  ecuacion  indicial  es 


r(r  -  l)  -  r  +  1  =  r2  -  2r  +  I  =  (r  -  l)2  = 


=  0  . 


que  tiene  las  rafces  r\  =  r2  =  1. 
A  continuacion,  sustituimos 


(33) 


en  (32)  y  obtenemos 


oo  oo 


cx; 


+  0  -  x)  I  =  0  , 

H  =  0 


lo  que  escribimos  como 


Recorremos  los  indices  de  modo  que  cada  suma  en  (35)  quede  en  terminos  de  potencias  xk+r. 
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haciendo  k  =  n  +  1  en  la  ultima  suma  y  k  =  n  en  el  resto.  Esto  implica 

DO  OO 

(36)  2  [(ft  *  r){k  +  r  -  l)  -  {k  +  r)  +  1  V.xi  +  r  -  2  at^x!i+r  =  0  . 

Separamos  el  termino  correspondiente  a  k  =  0  y  agrupamos  el  resto  bajo  una  suma  para  ob- 
tener 

(37)  [>{r-  I)  -  r  +  l]a0xr 

OO 

+  2;  {[(ft  +  r)(k  +  r  —  l)  (ft  •  /)  I  1  —  a k  i }x* '  ’  =  0  . 

A1  igualar  a  cero  los  coeficientes,  recuperamos  la  ecuacion  indicial 

(38)  [t{r  ~  1)  -  r  +  1  ]«0  =  0  , 

y  obtenemos,  para  ft  >  1 ,  la  relacion  de  recurrencia 

(39)  [(.ft  +  rf  -  2 (ft  +  r)  +  \]ak  -  a4_,  =  0  , 
lo  que  se  reduce  a 

(40)  (ft  +  r  \fak  -  tik.  t  =  0  . 

Podemos  usar  la  relacion  (40)  para  hallar  ak  en  terminos  de  ak-\. 

(41)  Uk  =  (ft  +  r  -  l)2  ’  k~l- 

A1  hacer  r  =  rx  =  1  en  (38)  obtenemos  (como  era  de  esperar)  0  •  a0  =  0  y  en  (41)  tenemos 

(42)  ftai- 
ft" 

Para  ft  =  1 ,  2  y  3  tenemos 

=  <k>  (ft  -  1)  . 

—  7  Cl[  ~  7  77  flo  =  —  CIq  (ft  —  2)  , 

“  22  (2  ■  l)2  4  ' 

^3  ^2  ^2  77^  2  j\2  ^0  (ft  -^)  1 

En  general,  tenemos 

(43)  ak  =  ^2fl»  • 

Por  lo  tanto,  la  ecuacion  (32)  tiene  una  solucion  en  terminos  de  una  serie  dada  por 


.r  >  0  . 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


Como  x  =  0  es  el  unico  punto  singular  para  la  ecuacion  (32),  el  teorema  de  Frobenius  (o 
el  criterio  del  cociente)  implica  que  la  solucion  en  terminos  de  una  serie  (44)  converge  para 
toda  x  >  0. 

En  los  dos  ejemplos  siguientes,  solo  bosquejamos  el  metodo  e  invitamos  al  lector  a  pro- 
porcionar  los  pasos  intermedios. 

Determinar  una  solucion  desde  el  punto  de  vista  de  una  serie  en  torno  del  punto  singular  re¬ 
gular  x  =  0  de 

(45)  jy”(x)  +  4/(x)  -Xy(x)  =  0  ,  x>0. 

Como  p(x)  =  A/x  y  q(x)  =  —  1,  vemos  que  x  =  0  es  un  punto  singular  regular  y 
Pa  =  li'rn  xp(x)  =  4  ,  q0  =  lira \  x2q{x)  S  0  . 

x— »-0  a— KJ 

La  ecuacion  indicial  es 

r{r  ~  1)  +  4r  =  r2  +  3r  =  r{r  +  3)  =  0  , 

con  rarces  rx  =  0  y  r2  =  —3. 

Ahora  sustituimos 

OO  QO 

(46)  w{r,  jc)  =  xr  2  a„xn  ~  2  anxn+r 

rj-0  n  =  0 

en  (45).  Despues  de  un  poco  de  algebra  y  de  recorrer  los  indices,  obtenemos 

(47)  [r(r  —  l)  +  4/']  Ur,  a''"1  +  [(r  +  l)r  +  4  (r  +  l)]ajAr 

OC- 

+  2  [(k  +  r  +  |)(A  +  r  +  4)oiH  [  —  ak.  i'\xk~r  =  0  . 

A  continuacion  igualamos  los  coeficientes  a  cero  y  vemos  que 

(48)  [r[r  -  l)  +  4 r]a0  =  0  , 

(49)  [l>  +  l)r  +  A(r  +  l)}a,  =  0  , 

y  para  k  >  1 ,  tenemos  la  relacion  de  recurrcncia 

(50)  {k  +  r  +  1  )(k  +  r  +  4)ai+(  -  ak^\  -  0  . 

Para  r  =  rx  =  0,  la  ecuacion  (48)  se  convierte  en  0  •  a()  =  0  y  (49)  se  convierte  en  4  ■  a:  =0. 
Por  lo  tanto,  aunque  a0  es  arbitrario,  ax  debe  anularse.  Al  hacer  r  =  r1  =  0  en  (50),  vemos 
que 

(51)  %+1  =  Jk  +  DO k  +  4)ilk  "  k  -  1  ’ 

lo  que  implica  (despues  de  unos  cuantos  calculos  experimentales)  que  a2r  t  i  =  0  para  k  = 
0,1  ...  ,y 

Cl2k  ~  [2-4 --- (2/fc)][5*7  •••  (2k  +  3) ]  a° 

= _ 1 _ 

2'-Af  5 -7  ■■■(2k  +  3}]“°  ’ 


i>l. 
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EJEMPLO  6 


SOLUCION 


Por  lo  tanto,  la  ecuacion  (45)  tiene  una  solucion  en  serie  de  potencias 

m  2*4![5-7---C2fc  +  3)] 


(53) 


w\ 


(M  -  a, A  I  I  2  v 


-x 


2k 


X  >  0  . 


Si  en  el  ejemplo  5  hubiesemos  trabajado  con  la  rafz  r  =  r2  =  —3,  habrfamos  obtenido 
dos  soluciones  linealmente  independientes  (vease  el  problema  45). 


Determinar  una  solucion  en  terminos  de  una  serie  en  torno  del  punto  singular  regular  x  =  0  de 

(54)  xy"{x)  +  3/(x)  —  xy(.v)  =  0  ,  x  >  0  , 

Como  p(x)  =  3/x  y  q(x)  =  —  1,  vemos  que  en  efecto  x  =  0  es  un  punto  singular  regular. 
Ademas, 

Pi)  =  \imxp{x)  =  3  ,  Cjs)  =  lfm  x2q(x]  =  0  . 

X— HJ  .v— >0 

De  modo  que  la  ecuacion  indicial  es 

(55)  f[r  -  1)  +  3r  =  t2  +  2r  =  r{r  +  2)  =  0  , 

con  rafces  rt  =  0  y  r2=  —2. 

Sustituimos 

DO  CO 

(56)  w(r,  x)  =  xr  2  a„x"  —  2  a„xn+r 

n  —  0  n  -  0 

en  (54)  para  obtener 

(57)  [r(r  —  i)  +  3  r]a0x'_I  +  [(r  +  1  )r  +  3  (r  + 

oc 

4-  2  [(&  +  f  +  1  ){k  +  r  +  3)ak+l  —  at_i]xt+f  =  0  . 

A1  igualar  a  cero  los  coeficientes  tenemos 

(58)  [r(r  —  l)  +  ir]a0  =  0  , 

(59)  [(r  +  l)r  +  3(r  +  l}]a,  =  0  , 
y  para  k  >  1,1a  relacion  de  recurrencia 

(60)  (k  +  r  +  l)(/c  +  r  +  3)a^+|  —  =  0  . 

Para  r  =  r1  =  0,  estas  ecuaciones  conducen  a  las  siguientes  formulas:  a2k+\  =  0,  k  =  0, 

i,...,y 

1611  Cl2k  ~  [2  -  4  -  (2A:)]  [4  •  (S  -  •  -  (2k  +  2)]**u  “  22kk\(k  +  1)!°°  ’  *  ”  °' 

Por  lo  tanto,  la  ecuacion  (54)  tiene  una  solucion  en  serie  de  potencias 


(62) 


OC  j 

ri0'x)‘‘a°A2 


1  k 


x  >  0 


A  diferencia  del  ejemplo  5,  si  trabajamos  con  la  segunda  rafz  r  =  r2  =  —2  del  ejemplo 
6,  no  obtendrfamos  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  (vease  el  problema  46). 
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En  los  ejemplos  anteriores  podrfamos  usar  el  metodo  de  Frobenius  para  hallar  una  solu- 
cion  en  terminos  de  una  serie  valida  a  la  derecha  (x  >  0)  del  punto  singular  regular  x  =  0. 
Para  x  <  0,  podemos  usar  el  cambio  de  variable  x  =  —t  y  luego  resolver  la  ecuacion  resul- 
tante  para  t  >  0. 

El  metodo  de  Frobenius  tambien  se  aplica  a  ecuaciones  lineales  de  orden  superior  (vean- 
se  los  problemas  35-38). 


EJ  ERCICIOS 


8.6 


En  los  problemas  1  a  10,  clasifique  cada  punto  singular 
( real  o  complejo)  de  la  ecuacion  dada  como  regular  o 
irregular: 

1.  (xz  -  l)v"  +  xy'  +  3y  =  0  . 

2.  x2y"  +  8xy'  “  3xy  =  0  . 

3.  (x2  +  1  )z°  +  7xV  -  3xz  =  0  . 

4.  x~y"  -  5xy'  +  7y  =  0  . 

5.  (x2  -  L)2y"  -  (x  -  1)/  +  3y  =  0  . 

6.  ( x 2  -  4 )/'  +  lx  +  2 )/  #  3y  -  0  . 

7.  (f2  -  t  -  2fx"  +  (/2  -  4)x'  -  tx  =  0  . 

8.  (x2  —  x)y"  +  xy’  +  7y  =  0  , 

9.  (x2  +  2x  -  8)V  +  (3jc  +  12,)/  -  x2y  -  0  . 

10.  x3(x  -  l).y"  +  (x2  -  3x)(sen  x)y'  ■■  xy  =  0  . 

En  los  problemas  11  a  18,  determine  la  ecuacion  indicial 
y  los  exponentes  para  la  singularidad  indicada  para  la 
ecuacion  diferencial  dada. 

11.  x2y"  —  2xy'  —  lOy  =  0  ,  en  x  —  0  . 

12.  x2y"  +  4 xy'  +  2y  =  0  ,  en  x  =  0  . 

13.  (x2  —  x  —  2 )2z"  +  (x2  —  4);'  —  6xz  =  0  , 
en  x  —  2  . 

14.  (x2  -  4)y”  +  (x  +  2 )y’  +  3y  =  0  , 
en  x  —  —2  . 

15.  03y"  4 ■  &(sen  $)y’  -  (tan  0)y  0  .  en  6  =  0  . 

16.  (x2  -  l)y"  -  (x  -  l).y‘  -  3y  =  0  ,  en  x  =  1  . 

17.  (x  -  l)2y"  i-  (x2  -  l)y'  -  Vly  -  0  , 

en  x  =  1  . 

18.  4x(sen  x)y"  -  3y  ~  0  ,  en  x  =  0  . 

En  los  problemas  19  a  24,  use  el  metodo  de  Frobenius 
para  hallar  al  menos  los  cuatro  primeros  terminos  no  nu- 
los  del  desarrollo  en  serie  en  torno  de  x  =  0  para  una  solu- 
cion  de  la  ecuacion  dada,  con  x  >  0. 

19.  9x2y"  +  9x2y '  +  2y  =  0  . 


20.  2x(x  -  1  )y"  +  3(x  -  l).y’  -  y  -  0  . 

21.  x2y"  -i  xy'  +  x2y  =  0  . 

22.  xy"  +  y'  -  4y  =  0  . 

23.  x2z"  +  (x2  41  x}z'  z  0  . 

24.  3xy"  +  (2  -  x)y'  -  y  =  0  . 

En  los  problemas  25  a  30,  use  el  metodo  de  Frobenius 
para  hallar  una  formula  general  para  los  coeficientes  an 
en  un  desarrollo  en  serie  en  torno  de  x  =  0  para  una  so¬ 
lution  de  la  ecuacion  dada,  con  x  >  0. 

25.  4x2y"  +  2xV  —  (x  +  3)_y  —  0  . 

26.  x2y"  +  (x2  -  x)y'  +  y  =  0  . 

27.  xw"  -  w’  —  xw  =  0  . 

28.  3x2v"  +  8xy'  4-  (x  -  2)y  =  0  . 

29.  xy”  +  (x  -  l)y'  -  2 y  =  0  . 

30.  x(x  4-  1  )y"  4-  (x  4-  5)/  -  4y  =  0  . 

En  los  problemas  31  a  34,  determine  primero  una  formu¬ 
la  de  recurrencia  para  los  coeficientes  en  el  desarrollo 
en  serie  (de  Frobenius)  de  la  solution  en  torno  de  x  =  0. 
Use  esta  formula  de  recurrencia  para  determinar  si  exis- 
te  una  solution  de  la  ecuacion  diferencial,  decreciente 
para  x  >  0. 

31.  xy"  +  (l  —  x)_y'  —  y  —  0  . 

32.  x2y"  -  x(!  +  x)/  +  y  =  0  . 

33.  3xy”  +2(1—  x).v'  -  4y  =  0  . 

34.  xy”  +  (x  +  2)y'  -  y  =  0  . 

En  los  problemas  35  a  38,  use  el  metodo  de  Frobenius 
para  determinar  al  menos  los  cuatro  primeros  terminos 
no  nulos  en  el  desarrollo  en  serie  en  torno  de  x  =  0  para 
una  solution  de  la  ecuacion  lineal  de  tercer  orden  dada, 
para  x  >  0. 

35.  6x3y"'  +  13x2y"  +  (x  +  x2)y'  +  xy  =  0  . 

36.  6xV"  +  1 1*V  ~  2x/  -  (x  -  2)y  =  0  . 
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37.  6x V"  +  13x2y"  —  ( x 2  +  3x)y'  -  xy  —  0  . 

38.  6j r3y"’  +  ( 1 3.x:2  -  v')y"  +  xy'  -  xy  =  0  . 

En  los  problemas  39  y  40,  trate  de  usar  el  metodo  de 
Frobenius  para  hollar  un  desarrollo  en  serie  en  torno  del 
punto  singular  irregular  x  =  0  para  una  solucion  de  la 
ecuacion  diferencial  dada.  Si  el  metodo  junciona,  de  al 
rnenos  los  cuatro  primeros  terminos  no  nulos  en  el  desa¬ 
rrollo.  Si  el  metodo  no  funciona,  explique  por  que. 

39.  x2y"  +  (3x  -  l)_y'  +  y  =  0  . 

40.  x2y"  +  /  -  2y  =  0  . 


En  ciertas  aplicaciones  es  deseable  tener  un  desarrollo 
en  torno  del  punto  al  infinito.  Para  obtener  tal  desarro¬ 
llo,  use  el  cambio  de  variable  z  =  1  /x  y  desarrolle  en 
torno  de  z  =  0.  En  los  problemas  41  y  42,  muestre  que 
infinito  es  un  punto  singular  regular  de  la  ecuacion  dife¬ 
rencial  dada,  mostrando  que  z  =  0  es  un  punto  singular  re¬ 
gular  de  la  ecuacion  transformada  en  z.  Encuentre  ademas 
los  primeros  cuatro  terminos  (como  minima)  en  el  desarro¬ 
llo  en  serie  en  torno  de  infinito  de  una  solucion  a  la  ecua¬ 
cion  original  en  x. 

41.  x3y"  -  xz¥'  -  y  =  0  . 

42.  18(x  -  4)2(x  -  6)y"  +  9x{x  -  4)y'  -  32y  =  0  . 


43.  Muestre  que  si  rx  y  r2  son  rafces  de  la  ecuacion  indi- 
cial  (16),  donde  rx  es  la  rafz  mayor  (Re  rx  >  Re  r2), 
entonces  el  coeficiente  de  ax  en  la  ecuacion  (19)  no 
se  anula  cuando  r  =  r{. 

44.  Para  obtener  una  segunda  solucion  linealmente  inde¬ 
pendiente  de  la  ecuacion  (20): 

(a)  Sustituya  w(r,  x)  dado  en  (21)  en  la  ecuacion 
(20)  y  concluya  que  los  coeficientes  ak,  k  >  1, 
deben  satisfacer  la  relacion  de  recurrencia 


{k  +  r  -  l){2&  +  2r  -  l)at 

*1-  [Ik  +  r  -  1  )(k  +  r  -  2)  +  l]^_i  =  0  . 

(b)  Use  la  relacion  de  recurrencia  con  r  =  1/2  para 
deducir  la  segunda  solucion  en  terminos  de  una 
serie 


(c)  Use  la  relacion  de  recurrencia  con  r  =  1  para 
obtener  w(l,  x)  en  (28). 

45.  En  el  ejemplo  5,  muestre  que  si  elegimos  r  =  r2  = 
—3,  entonces  obtenemos  dos  soluciones  linealmente 
independientes  de  la  ecuacion  (45).  [ Sugerencia :  a0 
y  a3  son  constantes  arbitrarias] . 

46.  En  el  ejemplo  6,  muestre  que  si  elegimos  r  =  r2  = 
—2,  entonces  obtenemos  una  solucion  que  es  un 
multiplo  constante  de  la  solucion  dada  en  (62).  [5m- 
gerencia:  Muestre  que  a0  y  at  deben  anularse,  rnien- 
tras  que  a2  es  arbitrario]. 

47.  Al  aplicar  el  metodo  de  Frobenius  surge  la  siguiente 
relacion  de  recurrencia:  ak+]  =  X51  aj (k+\)9 ,  k  = 
0,  1,  2, ...  . 

(a)  Muestre  que  los  coeficientes  estan  dados  por  la 
formula  ak  =  15 lka0/ (k\)9,  k  =  0,  1,  2, ...  . 

(b)  Use  la  formula  de  la  parte  (a),  con  a0  =  1,  para 
calcular  a5,  ai0,  al5,  a20  y  a2 5  en  su  computadora 
o  calculadora.  (',Que  esta  fallando? 

(c)  Ahora  use  la  relacion  de  recurrencia  para  calcu¬ 
lar  ak  para  k  =  1,  2,  3,  ....  25,  suponiendo  que 
a0  =  1. 

(d)  <',Que  ventaja  tiene  la  relacion  de  recurrencia  so- 
bre  la  formula? 


8.7  DETERMINACION  DE  UNA  SEGUNDA  SOLUCION 
LINEALMENTE  INDEPENDIENTE 

En  la  seccion  anterior  mostramos  que  si  x  =  0  es  un  punto  singular  regular  de 

(1)  y'r{x)  +  p(x)y'{x)  +  q(x)y(x)  =  0  ,  x  >  0  , 

entonces  es  posible  usar  el  metodo  de  Frobenius  para  hallar  una  solucion  en  terminos  de  una 
serie  valida  para  x  cercana  a  cero.  El  primer  paso  del  metodo  consiste  en  hallar  las  rafces  r,  y 
r2  (Re  /'|  >  Re  r2)  de  la  ecuacion  indicial  asociada 

(2)  r[r  -  1)  +  p0r  +  q0  =  0  . 
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Entonces,  utilizando  la  rafz  mayor  ru  la  ecuacion  (1)  tiene  una  solucion  en  terminos  de  una 
serie  de  la  forma 

no  OO 

(3)  w(fi,x)  =  jc'1  2  a„xn  =  2  a!ixn~':  , 

fi  =  0  n  -  0 

donde  a0  #  0.  Para  determinar  una  segunda  solucion  linealmente  independiente,  nos  inclina- 
mos  primero  por  hacer  r  =  r2  y  buscar  una  solucion  de  la  forma 

oo  oo 

(4)  w(r2,x)  -  a-’-’  2  =  2  a„xn+rz  ■ 

n  =  0  n -  0 

Veremos  que  este  procedimiento  funciona,  siempre  que  r,  —  r2  no  sea  un  entero.  Sin  embar¬ 
go,  cuando  rt  —  r2  es  un  entero,  el  metodo  de  Frobenius  con  r  =  r2  podria  simplemente  con¬ 
duct  a  la  misma  solucion  obtenida  con  la  rafz  r, .  (Esto  es  evidente  cuando  rt  =  r2). 

Determinar  los  primeros  termino  en  el  desarrollo  en  torno  del  punto  singular  regular  x  =  0 
para  una  solucion  general  de 

(5)  (x  +  2)x2y"{x)  -  xy'  +  (1  +  x)y(x)  =  0  ,  x  >  0  . 

En  el  ejemplo  3  de  la  seccion  8.6  usamos  el  metodo  de  Frobenius  para  hallar  una  solucion  en 
terminos  de  una  serie  para  (5).  En  el  proceso  vimos  que  po  =  —1/2,  qo  =1/2  y  la  ecuacion 
indicial  tiene  rafces  r,  =  1,  r2  =  1/2.  Como  estas  rafces  no  difieren  en  un  entero  —  r2  = 
1/2),  el  metodo  de  Frobenius  nos  dara  dos  soluciones  linealmente  independientes  de  la  forma 

OO  OO 

(6)  H’(r,  x)  ~x'  2  anxn  =  2  a„x’l~r  . 

rt  =  0  ti  =  0 

En  el  problema  44  de  los  ejercicios  8.6  pedimos  al  lector  que  muestre  que  al  sustituir  w(r,  x ) 
en  (5)  se  llega  a  la  relacion  de  recurrencia 

(7)  {k  +  r  —  l}(2A  +2 r  ~  i)ak  +  [ (k  +  r  —  l)(A;  +  r  —  2)  +  1  =  0  ,  k  >  1. 

Con  /•  =  rx  =  1  y  a0  =  1 ,  entonces 

(8)  +  ••• 

como  se  obtuvo  en  la  seccion  anterior.  Ademas,  al  hacer  r  =  r2=  1  /2  y  a()  =  1  en  (7)  tenemos 
la  segunda  solucion, 

(9)  =  X*  -  lx*  +  Yi'*  -  Wrox1'2  +  - ■ ■  ■ 

En  consecuencia,  una  solucion  general  de  la  ecuacion  (5)  es 

(10)  y(x)  -  c,T,(x)  +  c2y2w  .  X  >  0  , 

donde  yi(x)  y  y2(x)  son  las  soluciones  en  serie  dadas  en  las  ecuaciones  (8)  y  (9).  Vease  la  fi- 
gura  8.9.  ■ 

Cuando  una  ecuacion  indicial  tiene  rafces  repetidas  r,  =  r2,  es  claro  que  al  sustituir  r  = 
r2  obtenemos  la  primera  solucion,  lo  que  no  nos  lleva  a  parte  alguna.  Una  posibilidad  consis- 
te  en  usar  el  metodo  de  reduccion  de  orden  descrito  en  el  problema  3 1  de  los  ejercicios  6. 1 . 
Sin  embargo,  este  metodo  tiene  la  desventaja  de  requerir  el  manejo  de  series  que  con  fre- 
cuencia  hacen  diffcil  determinar  el  termino  general  en  el  desarrollo  en  serie  para  la  segunda 
solucion  linealmente  independiente.  Un  metodo  mas  directo  consiste  en  usar  el  siguiente 
teorema,  que  proporciona  la  forma  de  esta  segunda  solucion.  Usted  no  debera  sorprenderse 
de  ver  que,  en  analogfa  con  la  situacion  para  una  ecuacion  de  Cauchy-Euler  cuya  ecuacion 
indicial  tiene  rafces  repetidas,  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  implica  a  la 
primera  solucion  multiplicada  por  una  funcion  logarftmica. 
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En  el  siguiente  teorema  damos  la  forma  general  de  dos  soluciones  linealmente  indepen- 
dientes  para  los  tres  casos  en  que  las  rafces  de  la  ecuacion  indicial  (a)  no  difieren  por  un  en- 
tero,  (b)  son  iguales,  (c)  difieren  por  un  entero  distinto  de  cero. 


FORMA  DE  UNA  SEGUNDA  SOLUCION  LINEALMENTE  INDEPENDIENTE 


Teorema  7.'  Sea  x(l  un  punto  singular  regular  para  y"  +  py '  +  qy  =  0  y  sean  rl  y 
r2  las  rafces  de  la  ecuacion  indicial  asociada,  donde  Re  rx  >  Re  r2. 

(a)  Si  /'|  —  r2  no  es  un  entero,  entonces  existen  dos  soluciones  linealmente  indepen- 
dientes  de  la  forma 

OO 

(11)  y i  (x)  =  S  a„(t  -  x0)"+r'  ,  a0  +  0  , 

n  —  0 

oo 

(12)  y2(x)  =  2  b„(x  -  x0)n+r 2  ,  b0  #  0  . 

n  =  0 

(b)  Si  /'|  =  r2,  entonces  existen  dos  soluciones  linealmente  independientes  de  la 
forma 

OO 

(13)  yi(x)  =  2  an(x  ~  x0)n+ri  ,  a0  ¥=  0  , 

71  =0 

OO 

(14)  y2(x)  =  y,Wln(x  -  x0)  +  2  bn{x  -  x0)n+r'  . 

n=  1 

(c)  Si  /'|  —  r2  es  un  entero  positivo,  entonces  existen  dos  soluciones  linealmente 
independientes  de  la  forma 


OO 


(15) 

y,(x)  =  2 \  an{x  -  x0)n+r'  , 

n  =  0 

a0  +  0  , 

(16) 

y2{x)  =  Cyx{x) ln(x  -  x0)  + 

OO 

2 \  bn{x  -  x0)n  +  r>  , 

n  =  0 

bo  *  0 

donde  C  es  una  constante  que  podrfa  anularse. 


^Para  una  demostracion  del  teorema  7,  vease  el  texto  Ordinary  Differential  Equations ,  4a.  edicion,  por  G.  Birkhoff 
y  G.-C.  Rota  (John  Wiley  &  Sons,  Nueva  York,  1989). 
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En  cada  caso  del  teorema,  yx{x)  es  justamente  la  solucion  en  terminos  de  una  serie  obte- 
nida  mediante  el  metodo  de  Frobenius,  con  r  =  rl.  Cuando  rx  —  r2  no  es  un  entero,  el  meto- 
do  de  Frobenius  proporciona  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  considerando 
r  =  r2.  Veamos  ahora  que  el  hecho  de  conocer  la  forma  de  la  segunda  solucion  nos  permite 
obtenerla.  De  nuevo,  para  simplificar  la  exposicion.  solo  consideramos  ecuaciones  indiciales 
con  rafces  reales. 

Determinar  los  primeros  terminos  en  el  desarrollo  en  serie  en  torno  del  punto  singular  regu¬ 
lar  x  =  0  para  dos  soluciones  linealmente  independientes  de 

(17)  x2y"(x)  —  xy'(x)  +  (l  —  x)y(x)  =  0  ,  x  >  0  . 

En  el  ejemplo  4  de  la  seccion  8.6  usamos  el  metodo  de  Frobenius  para  obtener  una  solucion 
de  (17)  en  terminos  de  una  serie.  En  el  proceso  vimos  que  la  ecuacion  indicial  es  r 1  -  2 r 
4-1=0,  con  las  rafces  rx  =  r2  =  1.  Trabajando  con  rx  =  1  dedujimos  la  solucion  en  termi¬ 
nos  de  una  serie 

(18)  y\{x)  =  x  +  x2  +  -X3  +  ^-X4  4-  'x5  +  ■  ■  •  =2  77^2xk+1 

4  36  576  k=0  (k!) 

[Vease  la  ecuacion  (44)  en  la  seccion  8.6  con  a0  =  1]. 

Para  determinar  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  y2(x),  apelamos  al  teo¬ 
rema  7,  parte  (b),  lo  que  afirma  (con  x0  =  0)  que  y2(x)  tiene  la  forma 

CO 

(19)  y2(x)  =  yx(x)lnx  +  2  b„xn  +  1  . 

n=  1 


Nuestro  objetivo  es  determinar  los  coeficientes  bn  sustituyendo  v2(x)  directamente  en  la  ecua¬ 
cion  (17). 

Primero  derivamos  y2(x)  en  (19)  para  obtener 

CO 

y'2(x )  =  y'](x)lnx  4-  x_Iy!(x)  4-  2  (n  +  1  )bnxn  , 

n=  1 

co 

y2{x)  =  y"(x)lnx  —  x_2V|(x)  +  2x_1y'|(x)  +  2  n(n  4-  1  )b„xn~]  . 

n  —  1 

Al  sustituiry2(A)  en  (17)  se  llega  a 

(20)  x2|y"(x) In x  —  x  2yi (x)  +  2x  'yj (x)  +  2  n(n  +  l)fj(Ix"_1| 

—  x^y'x (x)  In  x  4-  x^'y^x)  4-  2  (n  +  l)fenx''| 

4-  (l  —  x)|^Vi(x)lnx  4-  2  7>„x'!+l  |  =  0  , 
lo  que  simplificamos  como 

(21)  {x2y'i{x)  -  xy;(x)  +  (1  -  x)y!(x)}lnx  -  2yx(x)  +  2xy'x(x) 


CO 

4-  2  n(n  +  1  )bnx"  +  1 

n—  1 


2  (n  +  1  )bnx'l+l  4-  2  bnxn  +  1 

n  —  1  n  —  1 


2  bnxn+1  =  o  . 

n  =  1 
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Observe  que  el  factor  frente  a  In  x  es  justamente  el  lado  izquierdo  de  la  ecuacion  (17)  con 
y  =  yx.  Como  v,  es  solucion  de  (17),  este  factor  se  anula.  Con  esta  observation  y  un  corri- 
miento  en  los  indices  de  las  sumas,  podemos  escribir  la  ecuacion  (21)  como 

OO 

(22)  2xy\{x)  —  2 yt(x)  +  b{x 2  +  2  ( k2bk  —  bk-^)xk+]  =  0  . 

k  =  2 

Para  identificar  los  coeficientes  en  (22)  de  modo  que  podamos  igualarlos  a  cero,  debemos  sus- 
tituir  de  regreso  en  los  desarrollos  en  serie  para  yi(x)  y  y{ (x).  De  (18),  vemos  que  y[(x)  = 
H^=o(k  +  1  )xk/ (kl  )2.  A1  insertaresta  serie  junto  con  (18)  en  (22),  vemos  que 

(23)  £ - p 2 - x  +  b'x  +  ,?2  {k  bk  ~  bk- i)x  =  0  • 


Separamos  los  terminos  k  =  0  y  k  =  ly  agrupamos  los  terminos  semejantes: 

2k 


(24)  (2  +  b,)x2  +  2 


e2  L  (^!); 


+  k  bk-  bk-i 


xk+x  =  0  . 


Ahora  igualamos  a  cero  los  coeficientes  de  (24).  Del  termino  x2  tenemos  que  2  +  /;,  =  0,  de 
modo  que  /;,  =  —2.  Del  termino  xk'  1 ,  obtenemos 


2k 

(kl)2 


+  k2bk  -  bk  |  =  0 


(25)  bk  = 


bk- 1 


2k 

(kl)1 


(k>2) 


A1  hacer  k  =  2  y  3,  calculamos 

i  1  r  j  1 1  3  r  1 

(26)  *2=^[*i  -  1]  =— ,  b,  =  - 


3  _  6_ 

4  36 


-11 

108 


Por  tanto,  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  de  (17)  es 
(27)  y2(x)  =  y'i(x) In x  -  2x2  -  -|x3  -  ^-x4  +  ■■■  . 


Ver  figura  8.10  en  la  pagina  478. 

En  los  dos  ejemplos  siguientes  consideramos  el  caso  en  que  la  diferencia  entre  las  raices 
de  la  ecuacion  indicial  es  un  entero  positivo.  En  el  ejemplo  3  veremos  que  la  constante  C  de 
la  formula  (16)  debe  anularse  (es  decir,  no  hay  termino  In  x),  mientras  que  en  el  ejemplo  4, 
esta  constante  es  distinta  de  cero  (es  decir.  hay  un  termino  In  x).  Como  las  soluciones  de  es- 
tos  ejemplos  requieren  varios  calculos  intermedios,  no  mostraremos  todos  los  detalles,  sino 
que  invitaremos  al  lector  a  tomar  parte  activa  rellenando  los  huecos. 
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Determinar  los  primeros  terminos  en  el  desarrollo  en  serie  en  torno  del  punto  singular  regu¬ 
lar  x  =  0  para  una  solucion  general  de 

(28)  x}'"(x)  +  4/(jc)  -  ry(.r)  =  0  ,  x  >  0  . 

En  el  ejemplo  5  de  la  seccion  8.6  se  aplico  el  metodo  de  Frobenius  para  determinar  un  desa¬ 
rrollo  en  serie  en  torno  de  x  =  0  para  una  solucion  de  la  ecuacion  (28).  AM  vimos  que  la 
ecuacion  indicial  es  r1  +  3r  =  0,  con  rafces  rl  =  0  y  r2  =  —3.  Trabajando  con  r1  =  0  obtu- 
vimos  la  solucion  en  terminos  de  una  serie 

(29)  ViW  =  1  +  -j^*2  +  ^x4  +  ■■■ 

[vease  la  ecuacion  (53)  en  la  seccion  8.6,  con  a0  =  1]. 

Como  rx  —  r2  =  3  es  un  entero  positivo,  el  teorema  7  implica  que  la  ecuacion  (28)  tiene 
una  segunda  solucion  linealmente  independiente  de  la  forma 

CO 

(30)  y2{x)  -  Cv | U-) In  *  +  2  Kte*-3  . 

n-0 

A1  sustituir  esta  expresion  para  y2  en  la  ecuacion  (28)  obtenemos 

x| 6’v"U') In x  4-  2Cx~iy\(x)  —  Cx~2y](x}  +  2  (n  —  3)(n  —  4)£>wJf ”  5 J1 
+  4 1  Cy) (a)  In  a  +  Cx_1y;(x)  +  2  ( n  -  3)^ka'!_4| 

-  x|cy[{A)lnA  +  2  (?nAn_3|  =  0  , 
que  se  simplifica  como 

{xy'/(x)  +  4v](a)  -  x>',(x)}cinx  +  3Ca_i>’i(a)  +  2Cy'](x) 

CC  00  00 

+  2  (h  -  3)(»  -  4}V'*~4  +  2  4(rt  -  3 )bnxn~4  -  2  hnxn~2  =  0  . 

r{  —  0  ft  =  0  /l  =  0 
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El  factor  entre  Haves  se  anula  debido  a  que  y  |  (x)  satisface  la  ecuacion  (28).  Despues  de  agru- 
par  las  sumas  y  simplificar,  la  ecuacion  (32)  se  convierte  en 

OC 

(33)  3Cx_1V[{x)  +  2Cy'|(x)  —  2 *]X-3  +  2  [k{k  —  3 )bk  —  bk~ 2]x*  4  =  0  . 

A1  sustituir  en  la  serie  para  y,  (x)  y  desarrollar  los  primeros  terminos  de  la  suma  en  (33),  ob- 
tenemos 


-2 *,x  3  +  (-2jb2  -  *0)x  2  +  (3 C  -  bi)x  1  +  (4*4  -  b2) 

+  (ic  +  10*3  -  b^jx  +  (18*,  -  *4)x2  +  (,'^C  t  28*7  -  *5  )*3 
+  •  •  •  =  0  - 

Ahora  igualamos  a  cero  los  coeficientes: 

—2*|  =  0  =s>  *i  =0  ,  —2*i  —  bo  =  0  =>  *2  =  —  yr*o  , 


3C  -  *!  =  0  >C  =  |*T  =  0  ,  4*4  -  *2  =  0  =>  *4  =  |*2  -  -|*n  , 


1  1 0 c  1 
—  C  +  10*5  -  *3  =  0  =>  *5  =  - — -  =  — *3  , 


11 

280' 


18 

*5 


18*ft  -  *4  =  0  =>•  *6  =  -^-*4  =  -|^;*f, 


C  +  28*7  -  *5  ==  0  =*•  *7  = 


_  280 C  =  J_ 
28  280 


Observe,  en  particular,  que  C  debe  ser  igual  a  cero.  A1  sustituir  los  valores  anteriores  de  las 
*„  y  C  =  0  de  regreso  en  la  ecuacion  (30),  tenemos 


donde  *0  y  *3  son  constantes  arbitrarias.  Observe  que  la  expresion  entre  Haves  despues  de  *3 
es  justamente  el  desarrollo  en  serie  para  y ,  (x)  dado  por  la  ecuacion  (29).  Por  lo  tanto,  para 
obtener  una  segunda  solucion  linealmente  independiente,  debemos  elegir  a  *0  distinta  de  ce¬ 
ro.  A1  hacer  *0  =  1  y  *3  =  0  tenemos 

(35)  y2{x)  =x  3  -  ''  -  -  ^jc3  +  ■■■  . 

Por  lo  tanto,  una  solucion  general  de  la  ecuacion  (28)  es 

(36)  y{x)  =  co’iW  +  c2y2(x}  ,  x  >  0  , 

donde  yq(x)  y  y2(x)  estan  dadas  en  (29)  y  (35).  [Observe  que  el  lado  derecho  de  (34)  coin¬ 
cide  con  (36)  si  identificamos  *0  con  c2  y  *3  como  cx].  Vease  la  figura  8.11.  ■ 
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y 


Figura  8.11  Sumas  parciales  que  aproximan  las  soluciones  del  ejemplo  4 


Determinar  los  primeros  terminos  en  el  desarrollo  en  serie  en  torno  del  punto  singular  regu¬ 
lar  x  =  0  para  dos  soluciones  linealmente  independientes  de 

(37)  xy"(x)  +  3/(x)  —  xy(x)  =  0  ,  .v  >  0  . 


En  el  ejemplo  6  de  la  seccion  8.6  usamos  el  metodo  de  Frobenius  para  hallar  un  desarrollo 
en  serie  en  torno  de  x  =  0  para  una  solucion  de  la  ecuacion  (37).  Ahf  vimos  que  la  ecuacion 
indicial  es  r2  +  2r  =  0,  con  ralces  r,  =  0  y  r2=  —2.  Usando  rj  =  0  obtuvimos  la  solucion 
en  terminos  de  una  serie 


(38) 


ytU  =  l 


,14.1 

- V  -r  - 1 

192  9216 


[vease  la  ecuacion  (62)  de  la  seccion  8.6  y  haga  a0  =  1], 

Como  rx  —  r2  =  2  es  un  entero  positivo,  el  teorema  7  implica  que  la  ecuacion  (37)  tiene 
una  segunda  solucion  linealmente  independiente  de  la  forma 

no 

(39)  y2{x)  =  C>'i(jc)  In  x  +  2  bnxn~2  . 

ft  _0 


A1  introducir  el  desarrollo  para  y2  (x )  en  la  ecuacion  (37)  y  simplificar  se  llega  a 
(^0)  {at'iCv)  +  3yj(j-)  —  x>’((x)}c  lri  x  +  2Cx",v’iU)  +  2Cyj(jr) 

oc  oc  oo 

+  2  (n  —  2 )(«  —  +  2  3 (n  —  2 )bnxn~2  —  2  bnx”~l  =  0  . 

/!  =  0  ji=0  v  =  0 

De  nuevo,  el  factor  entre  Haves  se  anula,  pues  V|  (v)  es  una  solucion  de  la  ecuacion  (37).  Si  agru- 
pamos  las  sumas  y  simplificamos,  la  ecuacion  (40)  se  convierte  en 

OO 

(41)  2Cr~ly](.r)  +  2Cy\{x)  —  +■  2  [k{k  —  2 )bk  —  bk_2  ]jct_3  —  0  . 

k  =  l 


A1  sustituir  en  los  desarrollos  en  serie  para  V|  (x)  y  y[  (x)  y  desarrollar  los  primeros  terminos, 
la  suma  en  (41)  conduce  a 


(42) 


— b\X  2  +  (2C  —  b^)x  1  +  (3£>3  —  /?,)  + 


x 


(  15*4 


hi* 


96 


C  +  24  bf. 


x 3  + 


=  0 
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A1  igualar  a  cero  los  coeficientes  en  (42),  se  puede  ver  que  podemos  elegir  a  C  y  b2  como 
constantes  arbitrarias: 


— by  ~  0  =>  h |  •  0  , 

2 C  —  b0  =  0=>  b0  =  1C  (C  arbitraria), 

3 b]  ~by  =  0  =>b2  =  Irby  =  0  , 

3 

3  .  ~  4^  ]  3 

S£>4  —  b2  +  ~j  C  —  0=>b4 - g  =  g b)  —  32^  {bo  arbitraria), 

15^5  “  £13  =  0  =>  b5  =  ~~b2  =  0  , 


_ _ c 

24/>6  -  b,  +  =  0  ^b6  =  — 2|6  = 


1152 


C  . 


A1  sustituir  estos  valores  de  /;„  de  nuevo  en  (39),  obtenemos  la  solucion 

3  , 


(43) 


MX 


C  S  >'i  (xj  In  x  4-  2x “ 


7  4 

- X 


+  b 


W 


32  1152 

x2  + 


2  t  _L„  4 


192' 


}• 


donde  C  y  b2  son  constantes  arbitrarias.  Como  el  factor  que  multiplica  a  b2  es  la  primera  so¬ 
lucion  v,  (x),  podemos  obtener  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  eligiendo 
C  =  1  y  b2  =  0: 

3  7 

(44)  y2{x)  ~  vj (,n ) In  x  -I-  2x~2  -  ^ x4 


1152' 


Vease  la  figura  8.12. 


Figura  8.12  Sumas  parciales  que  aproximan  las  soluciones  del  ejemplo  5 
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Para  terminar,  notemos  que  si  las  rafces  r,  y  r2  de  la  ecuacion  indicial  asociada  a  una 
ecuacion  diferencial  son  complejas,  entonces  son  complejos  conjugados.  Asf,  la  diferencia 
r,  —  r2  es  imaginaria  y  por  tanto,  no  se  trata  de  un  entero,  de  modo  que  estamos  en  el  caso 
(a)  del  teorema  7.  Sin  embargo,  en  vez  de  utilizar  la  forma  (11 )-( 1 2)  para  las  soluciones  li- 
nealmente  independientes,  por  lo  general  se  consideran  las  partes  real  e  imaginaria  de  (11); 
el  problema  26  proporciona  un  refinamiento  de  esta  situacion. 


EJERCICIOS 


8.7 


En  los  problemcis  1  a  14,  determine  al  menos  los  tres  pri- 
meros  terminos  no  nulos  en  el  desarrollo  en  serie  en  tor- 
no  de  x  =  0  para  una  solucion  general  de  la  ecuacion 
dada,  con  x  >  0.  (Estas  son  las  mismas  ecuaciones  que 
en  los  problemas  19  a  32  de  los  ejercicios  8.6). 

1.  9 x2y"  +  9a'V  4-  2y  =  0  . 

2.  2x(x  l)y"  4  3{x  -  l)y’  y  =  0  . 

3.  x2y"  +  xy'  +  x2y  —  0  . 

4.  xy"  4  y’  -  4; y  -  0  . 

5.  x2z"  +  (a2  +  x)z'  —  z  —  0  . 

6.  3xy"  4  (2  —  x)y'  -  y  ~  0  , 

7.  4jeV  4  2 x2y'  -  0  +  3)y  -  0  . 

8.  .rV'  +  (x2  —  x)y'  4  y  =  0  . 

9.  xw"  -  w'  -  xw  —  0  . 

10.  3x2y"  4  8 xy'  +  (x  -  2 )y  =  0  . 

11.  xy*  +  (x  -  l)y'  -  2y  =  0  . 

12.  x(x  +  1)/'  +  (x  +  5)y'  -  4y  =  0  . 

13.  xy"  +  ( 1  “  ,r)y  ~  y  —  0  . 

14.  a2/'  -  a(  1  4-  a)/  +  y  =  0  . 

En  los  problemas  15  y  16,  determine  si  la  ecuacion  dada 
tiene  una  solucion  acotada  cerca  del  origen,  si  todas  las 
soluciones  estan  acotadas  cerca  del  origen  o  ninguna  de 
las  soluciones  esta  acotada  cerca  del  origen.  (Estas  son  las 
mismas  ecuaciones  que  en  los  problemas  33  y  34  de  los 
ejercicios  8.6).  Observe  que  solo  necesita  analizar  la  ecua¬ 
cion  indicial  para  responder  esta  pregunta. 

15.  3 xy"  +  2(1  -  a )y'  -  4y  =  0  . 

16.  xy”  +  {x  +  2)y'  -  y  =  0  . 

En  los  problemas  17  a  20,  determine  al  menos  los  tres  pri- 
meros  terminos  en  el  desarrollo  en  serie  en  torno  de  x  =  0 
para  una  solucion  general  de  la  ecuacion  lineal  de  tercer 


orden  dada,  para  x  >  0.  (Estas  son  las  mismas  ecuaciones 
que  en  los  problemas  35  a  38  de  los  ejercicios  8.6). 

17.  6a V"  +  13aV  +  (a  +  x2)y'  +  xy  =  0  . 

18.  6a  V"  4-  1  lx2/'  -  2xy'  -  (a  -  2).y  =  0  . 

19.  6x'V"  +  13a2>>"  —  (a2  4  3x)y'  —  xy  —  0  . 

20.  6xV'  +  (l3x2  -  xV  +  xy'  -  xy  =  0  . 

21.  Columnas  con  flexion  lateral.  En  el  estudio  de  la 
flexion  lateral  de  una  columna  con  seccion  transver¬ 
sal  variable  aparece  la  ecuacion 

(45)  ■S'y(jf)  +  a2y(x)  =  0  ,  x  >  0  , 

donde  x  se  relaciona  con  la  altura  sobre  el  suelo  y  y 

es  la  flexion  con  respecto  de  la  vertical.  La  constante 
positiva  a  depende  de  la  rigidez  de  la  columna,  su 
momento  de  inercia  en  la  parte  superior  y  la  carga. 
El  entero  positivo  n  depende  del  tipo  de  columna. 
Por  ejemplo,  cuando  la  columna  es  un  cono  truncado 
[vease  la  figura  8.13(a)],  tenemos  que  n  =  4. 

4 

(a)  Cono  (b)  Piramide  truncada  con  espesor 

truncado  fijo  T  y  ancho  variable 

Figura  8.13  Columnas  con  flexion  lateral 
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(a)  Use  la  sustitucion  x  =  t  1  para  reducir  (45)  con 
n  =  4  en  la  forma 


d  y  2  dy  , 
— r  4- - +  ay 

dr  t  dt 


0 


r  >  0 


(b)  Determine  al  menos  los  seis  primeros  terminos 
no  nulos  en  el  desarrollo  en  serie  en  torno  de 
t  =  0  para  una  solucion  general  de  la  ecuacion 
obtenida  en  la  parte  (a). 

(c)  Use  el  resultado  de  la  parte  (b)  para  dar  un  desa¬ 
rrollo  en  torno  de  x  =  oo  para  una  solucion  ge¬ 
neral  de  (45). 


22.  En  el  problema  21,  considere  una  columna  con  una 
seccion  transversal  rectangular,  con  dos  lados  cons- 
tantes  y  los  otros  dos  cambiando  en  forma  lineal 
[vease  la  figura  8.13(b)],  En  este  caso,  n  =  1.  Deter¬ 
mine  al  menos  los  cuatro  primeros  terminos  no  nulos 
en  el  desarrollo  en  serie  en  torno  de  x  =  0  para  una 
solucion  general  de  la  ecuacion  (45)  cuando  n  =  1. 


23.  Use  el  metodo  de  Frobenius  y  la  formula  para  reduc¬ 
tion  de  orden,  ecuacion  (11)  para  determinar  al  me¬ 
nos  los  tres  primeros  terminos  no  nulos  en  el  desarro¬ 
llo  en  serie  en  torno  del  punto  singular  regular  x  =  0 
para  una  solucion  general  de  la  ecuacion  diferencial 

x2y"  4-  y'  —  2y  =  0  . 

24.  La  ecuacion 


xy"{x)  +  (l  —  Jt)y'(.t)  +  ny{x)  =  0  , 


donde  n  es  un  entero  no  negativo,  es  llamada  ecua¬ 
cion  diferencial  de  Laguerre.  Muestre  que  para  ca- 
da  n,  esta  ecuacion  tiene  una  solucion  polinomial  de 
grado  n.  Estos  polinomios  se  denotan  conio  Ln{x)  y 
se  llaman  polinomios  de  Laguerre.  Los  primeros  po¬ 
linomios  de  Laguerre  son 

L0(x)  =  I  ,  &i{x)  =  ~x  +  1  . 

L2(x)  =  x2  -  4x  +  2  . 

25.  Use  los  resultados  del  problema  24  para  obtener  los 
primeros  terminos  en  el  desarrollo  en  serie  en  torno 
de  x  =  0  para  una  solucion  general  x  >  0  de  1  a  ecua¬ 
cion  diferencial  de  Laguerre  para  n  =  0  y  1 . 


26.  Para  obtener  dos  soluciones  linealmente  independien- 
tes  de 

(46)  X2/  +  (x  +x*jf+y  =  0  ,  -v  >  0  , 


siga  estos  pasos: 

(a)  Verifique  que  (46)  tiene  un  punto  singular  regu¬ 
lar  en  x  =  0  y  que  la  ecuacion  indicial  asociada 
tiene  rafces  complejas  ±i. 

(b)  Como  vimos  en  la  seccion  8.5,  podemos  escribir 


xa+ip  =  xaxip 

=  xacm{j3  in  x)  +  yr"sen(jS  In  x)  . 

d 

Deduzca  de  esta  formula  que  ~yxa  p  = 
( a  +  i(3)xa-l+'P. 

(c)  Sea  y(x)  =  altxn+\  donde  ahora  los  coefi- 
cientes  son  constantes  complejas,  y  sustituya  es¬ 
ta  serie  en  la  ecuacion  (46)  usando  el  resultado 
de  la  parte  (b). 

(d)  Haga  igual  a  cero  los  coeficientes  de  las  potencias 
semejantes  y  deduzca  la  relacion  de  recurrencia 


a 


n 


n  —  1  +  i 
( n  +  i)2+  I"' 


paran  ^  1  . 


(e)  Haga  a0  =  1  y  calcule  los  coeficientes  ax  y  a2 
para  obtener  con  ello  los  primeros  terminos  de 
una  solucion  compleja  de  (46). 

(f)  Calcule  las  partes  real  e  imaginaria  de  la  solu¬ 
cion  obtenida  en  la  parte  (e)  y  deduzca  las  si- 
guientes  soluciones  reales  linealmente  indepen- 
dientes  de  (46): 


.yiU)  =  [cos(ln  jcJ] 1 1  -  ~x  +  +  “-J 

+  [sen(lnj;)]||x  -  ^x2  +  | 

v2( x)  =  [cos(lnj;)]|-  ^x  +  ^x1  +  | 

+  [sen  (in  x)]  1 1  -  |.r  +  -j^J2  +  | 


8.8  FUNCIONES  ESPECIALES 

En  el  trabajo  avanzado  en  matematicas  aplicadas,  ingenierfa  y  ffsica  surgen  con  frecuencia 
unas  cuantas  ecuaciones  particulares  de  segundo  orden.  Estas  ecuaciones  han  sido  estudia- 
das  en  forma  extensa  y  se  han  escrito  varios  volumenes  sobre  las  propiedades  de  sus  solucio¬ 
nes,  las  que  se  conocen  como  funciones  especiales. 
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Para  servir  como  referenda  incluimos  una  breve  exposition  de  tres  de  estas  ecuaciones: 
la  ecuacion  hipergeometrica,  la  ecuacion  de  Bessel  y  la  ecuacion  de  Legendre.  La  ecuacion 
de  Bessel  controla  la  dependencia  radial  de  las  soluciones  a  las  ecuaciones  diferenciales  par- 
ciales  clasicas  de  la  ffsica  en  sistemas  coordenados  esfericos  (vease  la  section  10.7,  pagi- 
na  638);  la  ecuacion  de  Legendre  controla  su  dependencia  con  respecto  de  la  latitud.  Gauss 
formulo  la  ecuacion  hipergeometrica  como  una  ecuacion  generica  cuyas  soluciones  incluyen 
las  funciones  especiales  de  Legendre,  Chebyshev,  Gegenbauer  y  Jacobi.  Para  un  estudio  mas 
detallado  de  las  funciones  especiales,  el  lector  puede  consultar  Basic  Hypergeometric  Series, 
por  G.  Gasper  y  M.  Rahman  (Cambridge  University  Press,  Cambridge,  1990);  Special  Func¬ 
tions,  por  E.  D.  Rainville  (Macmillan,  Nueva  York,  1960),  y  Higher  Transcendental  Functions, 
por  A.  Erdelyi,  editor  (McGraw-Hill,  Nueva  York,  1953),  3  volumenes. 


Ecuacion  hipergeometrica 

La  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden 

(1)  *{l  -  x)yn  +  [y  —(<*  +  /?  +  l;.t  y  -  afiy  —  0  , 

donde  a,  (3  y  y  son  parametros  hjos,  es  llamada  ecuacion  hipergeometrica.  Esta  ecuacion 
tiene  puntos  singulares  en  x  =  0  y  1,  ambos  regulares.  Asf,  un  desarrollo  en  serie  en  torno  de 
x  =  0  para  una  solucion  de  (1)  obtenida  mediante  el  metodo  de  Frobenius  convergera  al  me- 
nos  para  0  <  x  <  1  (vease  el  teorema  6,  pagina  468).  Para  hallar  este  desarrollo,  observe  que 
la  ecuacion  indicial  asociada  con  x  =  0  es 

r(r  -  l)  4-  y r  =  r{r  -  (l  -  y))  =  0  , 

con  rafces  0  y  1  —  y.  Supongamos  que  y  no  es  un  entero  y  usemos  la  rafz  r  =  0  para  obtener 
una  solucion  para  (1)  de  la  forma 

CO 

(2)  yL(x)  =  I  #/  . 

h  =  0 

Al  sustituir  ^(x)  dada  en  (2)  dentro  de  (1),  recorrer  indices,  y  simplificar,  llegamos  a  la 
ecuacion 

CO 

(3)  2  [m(k  +  y  —  l)a„  —  (n  +  a  —  l)(n  +  —  \)ar-  \  ~\xn~x  —  0  . 

T(—  1  L 


Al  igualar  a  cero  los  coeficientes  de  la  serie  obtenemos  la  relacion  de  recurrencia 

(4)  n(n  +  y  —  1  )aa  —  (n  +  a  —  l)(rt  +  (3  —  l)a„-  i  ~  0  ,  n  &  1  . 

Como  n  >  1  y  y  no  es  un  entero,  no  hay  problema  de  division  entre  cero,  asf  que  escribimos 

(4)  como 


(5) 


(«  +  cr  —  l)(n  +  j8  —  l) 


n(n  +  y  —  l) 
Hallamos  a„  en  forma  recursiva: 


■*n  —  1 


(6) 


er(a  +  l)  ■  ■  ■  (at  +  n  —  1  )/3(/3  +  l)  ■  •  •  ()3  +  n  —  l) 
n!y(y  4  1 )  •  •  •  (y  I  n  l) 


-«o 
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Si  usamos  la  funcion  factorial  (f)„,  definida  para  enteros  no  negativos  n  como 

(7)  (Ob  :==  f(;  +  l)(?  +  2)  (f  +  n  -  l)  ,  n  S:  1  , 

(Ou  :“l  i  L#  0  , 


entonces  podemos  expresar  a„  de  manera  mas  compacta  como 


(8) 


a„  = 


-a0 


n  >  1  . 


[Podemos  escribir  n\  como  (1),,].  Si  a{)  =  1  y  sustituimos  la  expresion  para  an  en  (8)  dentro 
de  (2),  obtenemos  la  siguiente  solucion  de  la  ecuacion  hipergeometrica: 


(9) 


V](.r)  =  1  + 


I 


La  solucion  dada  en  (9)  se  llama  funcion  hipergeometrica  de  Gauss  y  se  denota  F(a, 
fi\  y;  x). 1  Es  decir. 


(10) 


F{  u,  ji\  y;.r)  :=  1 


Las  funciones  hipergeometricas  son  generalizaciones  de  las  series  geometricas.  Para  ver  es- 
to,  observe  que  para  cualquier  constante  /]  que  no  sea  cero  ni  un  entero  negativo, 

F{  1,j3;/3;.v)  =  1  +  x  +  x2  +  x3  +  ■■■  . 


Es  interesante  notar  que  muchas  otras  funciones  familiares  se  pueden  expresar  en  terminos  de 
la  funcion  hipergeometrica.  Por  ejemplo, 


(ID 

(12) 

(13) 

(14) 


F{a,fi;fcx)  =  (l  -  x)_ff  , 

F(l,  \\2\x)  —  —x_1  ln( I  —  x)  , 


Dejaremos  al  lector  que  verifique  estas  formulas. 

Para  obtener  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  de  (1)  cuando  y  no  es  un 
entero,  usamos  la  otra  rafz  de  la  ecuacion  indicial,  1  —  y.  y  buscamos  una  solucion  de  la 
forma 

OO 

(15)  y2tv)  =  Xfr/+‘-T  ■ 

ll  -  U 


Nota  historical  Carl  Friedrich  Gauss  hizo  un  estudio  amplio  de  esta  funcion  en  1813.  En  Men  of  Mathematics 
(Dover  Publications,  Inc.,  Nueva  York,  1937),  el  historiador  de  las  matematicas  E.  T.  Bell  se  refiere  a  Gauss  como  el 
principe  de  las  matematicas. 
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A1  sustituir  y2(x)  en  la  ecuacion  (1)  y  calcular  bn,  tenemos  que 


(16) 


y2{x)  ~xl~y  + 


v  («  +  1  ~  7 )AP  +  1  ~  y)n  n+i~y 

«!(2  —  y)„ 


A1  factorizar  x1  y,  vemos  que  la  segunda  solucion  y2{x)  se  puede  expresar  en  terminos  de 
una  funcion  hipergeometrica.  Es  decir, 

(17)  y2{x)  =  x'~yF(a  +  1  —  %  jS  +  1  —  y; 2  -  y;jc)  . 


Si  y  es  un  entero,  una  de  las  formulas  dadas  en  (9)  o  (16)  (correspondiente  a  la  rafz  ma¬ 
yor,  0  o  1  -  y)  sigue  proporcionando  una  solucion.  Entonces  usamos  las  tecnicas  de  este  ca¬ 
pitulo  para  obtener  una  segunda  solucion  linealmente  independiente,  que  puede  o  no  conte- 
ner  un  termino  logaritmico.  Omitiremos  el  analisis  de  estas  soluciones. 

En  muchos  textos,  la  funcion  hipergeometrica  se  expresa  en  terminos  de  la  funcion 
gamma  T(x)  en  vez  de  la  funcion  factorial.  Recuerde  que  en  la  section  7.6  definimos 

f  (XJ 

(18)  r(x)—  e~uKx~l  du  ,  x  >  0 

Jo 


y  mostramos  que 

(19)  r(x  +  1)  =jrrC*)  ,  x  >  0  . 

Si  usamos  varias  veces  la  relacion  (19)  tenemos 

r(f  -f1  n) 


(20)  (4  = 


r(?) 


para  t  >  0  y  n  cualquier  entero  no  negativo.  Usamos  la  relacion  (20)  para  expresar  la  funcion 
hipergeometrica  como 


(21) 


F(a,  frr,x) 


r(y)  g  r(q  +  «)r(j3  +  n)  n 

r{a)r(0)  nirty  +  n) 


Ecuacion  de  Bessel 


La  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden 

(22)  xy  +  xy'  +  (y-  -  yy  =  o  , 

donde  v  >  0  es  un  parametro  hjo,  se  llama  ecuacion  de  Bessel  de  orden  v.  Esta  ecuacion 
tiene  un  punto  singular  regular  en  x  =  0  y  no  tiene  mas  puntos  singulares  en  el  piano  com- 
plejo.  Por  lo  tanto,  una  solucion  en  terminos  de  una  serie  para  (22)  obtenida  mediante  el  me- 
todo  de  Frobenius  convergera  para  0  <  x  <  oo.  La  ecuacion  indicial  para  (22)  es 

r(r  —  i)  +  r  —  ir  —  (r  —  v){r  +  v)  —  0  , 


con raices  r,  =  vy  r2  =  —  v.  Si  2v  no  es  un  entero,  entonces  el  metodo  de  Frobenius  propor- 
ciona  dos  soluciones  linealmente  independientes,  dadas  por 


(23) 


>'iW  =  «o 


i- 

22fln!(l  +  v)n 
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(24) 


no 

y2{x)  =  b0  2 
=  0 


(-1)" 


22"»!(l 


I' 


Si  en  (23)  hacemos 


« o  = 


1 

2j,r(i  +  v) ' 


entonces  la  relation  (20)  implica  que  la  funcion 

,  ,  v  (“I)"  (x\**  +  * 

(25)  n!l’(l  +  v  +  n)\2j 

es  una  solucion  de  (22).  Jv(x)  es  la  funcion  de  Bessel  de  primer  tipo  de  orden  v.  De  ma- 

nera  similar,  si  hacemos 


1 


2“T(l  -  v) 


en  la  ecuacion  (24),  tenemos  la  solucion 


(26) 


J-Ax) 


<x> 


2 


(-i)'1  M2" 

n!r(l  —  v  +  n)  \2 / 


que  es  la  funcion  de  Bessel  de  primer  tipo  de  orden  —v.  Cuando  rt  —  r2  =2v  no  es  un  ente- 
ro,  el  teorema  7  de  la  seccion  8.7  implica  que  Jv{x)  y  J  u{x)  son  linealmente  independientes. 
Ademas,  se  puede  mostrar  que  si  v  no  es  un  entero,  aunque  2v  lo  sea,  entonces  J„(x)  y 
J  ,,(x)  siguen  siendo  linealmente  independientes. 

^Que  ocurre  en  el  caso  restante,  cuando  v  es  un  entero  no  negativo,  digamos  v  =  ml  Aun¬ 
que  Jm(x)  sigue  siendo  una  solucion,  la  funcion  J_m(x)  ni  siquiera  esta  bien  definida,  pues  la 
formula  (26)  implica  a  la  funcion  gamma  evaluada  en  un  entero  no  positivo.  Con  un  analisis 
mas  detallado  de  la  funcion  gamma,  se  puede  ver  que  1  /T{k)  =  0  para  k  =  0,  —  1,  —2, 

Por  lo  tanto,  (26)  se  convierte  en 

,  ,  _  y  (_1)"  _  y  (-1)"  fx\2tt^m 

m  n=0  «T(1  -  m  +  n)  \2/  «=«  «!F(l  —  m  +  «)  1.2/ 

A1  comparar  (27)  con  la  formula  (25)  para  Jm(x)  (y  despues  de  recorrer  el  mdice),  vemos  que 
(28)  =  {~l)mJjx)  , 


lo  que  significa  que  J  m(x)  y  Jm(x)  son  linealmente  dependientes.  Para  resolver  el  problema 
de  hallar  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  en  el  caso  en  que  v  sea  un  entero 
no  negativo,  podemos  usar  el  teorema  7  de  la  seccion  8.7.  Sin  embargo,  podemos  seguir  otro 
metodo  que  describimos  a  continuacion. 

Si  v  no  es  un  entero,  podemos  considerar  combinaciones  lineales  de  Jv(x)  y  /_„( x)  para 
obtener  soluciones  de  (22).  En  particular,  sea 


Nota  historical  Frederic  Wilhelm  Bessel  (1784-1846)  comenzo  su  carrera  en  la  navegacion  comercial  y  posterior- 
mente  se  convirtio  en  astronomo.  En  1817,  Bessel  introdujo  las  funciones  Jls{x)  en  su  estudio  de  las  orbitas  planetarias. 
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(29) 


cos(t>ff)/p(jr)  -  ,/-„(■*•) 
sen  {vtt} 


donde  v  no  es  un  entero, 


para  x  >  0.  La  funcion  Y„(x)  es  la  funcion  de  Bessel  de  segundo  tipo  de  orden  v.  y,  como 
se  puede  verificar,  J„(x)  y  Yv(x)  son  linealmente  independiente.  Observe  que  cuando  v  es  un 
entero,  el  denominador  en  (29)  se  anula;  pero  por  la  formula  (28),  jtambien  el  numerador! 
Por  lo  tanto  es  razonable  esperar  que,  en  un  sentido  de  lfmite,  la  formula  (29)  siga  teniendo 
sentido.  En  efecto,  si  usamos  la  regia  de  L’Hopital,  es  posible  mostrar  que  para  m  un  entero 
no  negativo,  la  funcion  definida  por 


(30) 


w\.  „  cm{vn)Jv(x)  -  J-Jx) 

■=  ltm - 7 — t - 

sen  (vtt) 


para  x  >  0  es  una  solucion  de  (22)  con  v  =  m.  Ademas,  Jm( x)  y  Ym(x)  son  linealmente  inde- 
pendientes.  De  nuevo  decimos  que  Ym(x)  es  la  funcion  de  Bessel  de  segundo  tipo  de  orden 
m.  En  la  literatura,  a  veces  se  denota  la  funcion  Ym{x)  como  Nm(x)\  algunas  variantes  de  ella 
se  conocen  como  funcion  de  Neumann  y  funcion  de  Weber. 

La  figura  8.14  muestras  las  graficas  de  Jq(x)  y  /i(x)  y  la  figura  8.15  las  graficas  de 
Y0(x)  y  Y\(x).  Observe  que  las  curvas  para  Jq(x)  y  J\{x)  se  comportan  como  ondas  sinusoi- 
dales  amortiguadas  y  tienen  ceros  que  se  intercalan  (vease  el  problema  28).  El  hecho  de  que 
las  funciones  de  Bessel  /„  tengan  una  infinidad  de  ceros  es  util  en  ciertas  aplicaciones  (vease 
el  proyecto  A  del  capitulo  10). 

Hay  varias  relaciones  de  recurrencia  utiles  que  implican  a  las  funciones  de  Bessel.  Por 
ejemplo, 


(31) 

^[xyJe(x)]  =  x%-  i(x)  , 

(32) 

j^[x  '7„(jt)]  =  -x  vJ,  +  ](x. 

(33) 

4+iW  =  ~JJyx)  -  4-iW 

,  (34) 

4+iW  =  4- iW  -  - 

y 


Figura  8.14  Graficas  de  las  funciones  de  Bessel  Jq(x)  y  J\(x) 
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y 


Figura  8.15  Graficas  de  las  funciones  de  Bessel  YqC*)  y  ^i(*) 


Ademas,  se  cumplen  relaciones  analogas  para  las  funciones  de  Bessel  de  segundo  tipo. 

Para  ilustrar  las  tecnicas  necesarias  para  demostrar  las  relaciones  de  recurrencia,  veriti- 
caremos  la  relacion  (31).  Primero  sustituimos  la  serie  (25)  para  Jv{x)  en  el  lado  izquierdo  de 
(31)  y  derivamos  para  obtener 


(35) 


d 

dx 


[xvjX a)] 


£L,f  >-■)*  (A** 

dx  \  nir(l  +  v  +  n)\2/ 


d  /  £  (■ ~{)nx2n  l  2r 

dx  «T(l  +  v  +  n) 22n  +  v 


(  — l)"(2n  +  2v)x2n+2p-] 
«=a  ftir(l  +  v  +  n)22n  +  v 


Como  T(1  +  v  +  n)  =  {v  +  n)r(i'  +  n ),  tenemos  de  (35) 


-[*%(*}]  =  2 

dx  L  «=D  m  !  F  ( i-1  +  n 


^2x2n + 2v  ~~  * 


(v  +  n) 22n  +  v  ' 


A1  factorizar  una  xv,  se  llega  a 


- \X»JP(X)]  =  XV  2  — 7 —  t  ,  .i 

dx L  «=o  /? ! r ( 1  +  (v  —  l)  +  n)  V2, 


I  " 


2  ri  -r  v  —  1 


=  xvJ,,-]{x) 


como  afirma  la  ecuacion  (31).  Dejaremos  la  verification  de  las  demas  relaciones  como  ejer- 
cicios  (veanse  los  problemas  22-24). 
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Las  siguientes  aproximaciones  son  utiles  al  analizar  el  comportamiento  de  las  funciones 
de  Bessel  para  argumentos  grandes: 


(36)  JM 


V 


7TX 


COS  X 


V7T 

2 


fj  • 


VTT 

2 


-  -  ,  x  » 


Este  comportamiento  oscilatorio  se  demuestra  en  las  figuras  8.14  y  8.15.  El  problema  41 
proporciona  una  cierta  justificacion  de  la  formula  (36).  Por  supuesto,  para  x  pequena  los  ter- 
minos  principals  del  desarrollo  en  serie  de  potencias  dominan  y  tenemos 


(37)  Jv(x)  «  x'7[2T(l  +  v}]  , 
0  <  x  «  1  . 


yn(x)  =>  (2  In  x)h 


'  p>& 


(x)  ~  -r(v)27(, 


Ecuacion  de  Legendre 

La  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden 

(38)  (1  —  x2)y"  —  2xy'  +  n{n  +  l)y  =  0  , 

donde  n  es  un  parametro  fijo,  es  llamada  ecuacion  de  Legendre.'  Esta  ecuacion  tiene  un 
punto  singular  regular  en  1 ,  y  por  tanto  se  puede  obtener  una  solucion  en  terminos  de  una  se¬ 
rie  para  (38)  en  torno  de  x  =  1  mediante  el  metodo  de  Frobenius.  Haciendo  z  =  x  —  1,  la 
ecuacion  (38)  se  transforma  en 

(39)  z(z  +  2) — 4  +  2{z  +  l)-j-  ~  n{n  +  Ijy  =  0  . 

dzz  dz 

La  ecuacion  indicial  para  (39)  en  z  =  0  es 
r(r  -  1)  +  r  ~  r2  =  0  , 
con  rafces  r,  =  r2  =  0.  Al  sustituir 


f(7  -  2 


dkZ 


en  (39)  y  proceder  de  la  manera  usual,  llegamos  a  la  solucion 


(40) 


y.  (~n)k(n  +  j )kfl  ~  Ak 

"  *![!)*  V  2  )  ’ 


donde  hemos  expresado  yj  en  terminos  de  la  variable  original  x  y  a0  =  1.  Hemos  escrito  la 
solucion  en  la  forma  anterior  porque  (40)  muestra  claramente  que 


(41) 


y |  (jc)  —  F  —ft,  n  +  1:  1: 


donde  F  es  la  funcion  hipergeometrica  de  Gauss  definida  en  (10). 


Nota  historica:  Las  soluciones  de  esta  ecuacion  fueron  obtenidas  por  Adrien  Marie  Legendre  (1752-1833)  en  1785 
y  se  conocen  como  funciones  de  Legendre. 
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Para  n  un  entero  no  negativo,  el  factor 

(— n)k  =  (— nX— n  +  1  )(~n  +  2)■■■  {— n  +  k  -  l) 

se  anulara  para  k  >  n  +  1.  Por  lo  tanto,  la  solucion  dada  en  (40)  y  (41)  es  un  polinomio  de 
grado  n.  Ademas,  v ,  ( 1 )  =  1.  Estas  soluciones  polinomiales  de  la  ecuacion  (38)  se  llaman 
polinomios  de  Legendre  o  polinomios  esfericos  y  se  denotan  tradicionalmente  como  Pn{x)\ 
es  decir, 


(42) 


oo 


:=  i  +  x 

Jt  =  ] 


(-ti)t(n  +  \\(i  -  x\k 

*!(!)*  \  2  / 


Si  desarrollamos  en  torno  de  x  =  0,  entonces  Pn(x)  asume  la  forma 


(43) 


Pjx)  =  2~"  2 

m  =  0 


(-lf(2H  -  2m)\  xU_lm 
in  —  m)'m\[n  —  2m)\ 


donde  [n/2]  es  el  mayor  entero  menor  o  igual  que  «/ 2  (vease  el  problema  34).  Los  tres  prime- 
ros  polinomios  de  Legendre  son 


P(,{x)  =  1  ,  />](*)- J,  Pt{x)  =  \x2~{- 

Los  polinomios  de  Legendre  satisfacen  la  condicion  de  ortogonalidad 

(44)  J  Pm{x)P„(x)dx  =  0  para  n  =#  m  . 

Para  ver  esto,  primero  escribimos  la  ecuacion  (38)  en  la  llamada  forma  autoadjunta: 

(45)  [(l  -  x2)y’]'  +  n(n  +  l)y  =  0  . 


Como  Pn(x)  y  Pm(x)  satisfacen  (45)  con  parametros  n  y  m  respectivamente,  tenemos 

(46)  [(1  -  x2)P'(jt)]'  +  n(n  +  l)P„(x)  =  0  , 

(47)  [(l  -  x2]p;„(x) ] '  +  m{m  +  l)Pm(jc)  =  0  . 

Multiplicamos  (46)  por  Pm(x),  (47)  por  Pn( x)  y  restamos  para  obtener 

pmW[0  -  j--2)p;(x)]'  -  p„(jc||i  -  x2)p’m{x)]' 

+  [«(«  +  l)  -  m{m  +  l)]PM(a:)F„(jc}  =  0  , 

que  podemos  escribir  en  la  forma 

(48)  ( n 2  -  nr  +  n  -  m)Pjx)Pn{x)  -  P„(x)[(l  "  x2)P'm{x)]'  -  Pm(*}[(l  “  x2)pY.x)]'  . 


Un  calculo  directo  muestra  que  el  lado  derecho  de  (48)  es  justamente 
{(1  -  x2)[pnix)p^(x)  -  p;,(j:)pffl(.r)]};  . 
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Usamos  este  hecho  y  la  identidad  n2  —  nr  +  n  —  m  =  (n  —  m)(n  +  m  +1),  para  escribir  la 
ecuacion  (48)  como 

(49)  (n  -  m)(rt  +  m  +  1  =  {(l  “  x“) [ ~  - 

Integramos  ambos  lados  de  (49)  de  x  =  —  1  a  x  =  1  para  llegar  a 

(50)  {«  —  m)(n+m+l)|  Pm{x)Pn{x)dx 

=  '  {(1  -  A'2)[P„(.r)P;tU)  -  P'n[x)Pm(x)]ydx. 

-  {(i  -  xXpjyiP'Jx)  -  n{*)pj*)]}  | ' , 

=  o 

pues  1  —  x2  =  0  para  x  =  ±1.  Como  n  y  m  son  enteros  no  negativos  con  n  T  m,  entonces 
(n  —  m)(n  +  m  +  1)  =f=  0,  de  modo  que  la  ecuacion  (44)  es  consecuencia  de  (50). 

Los  polinomios  de  Legendre  tambien  satisfacen  la  formula  de  recurrencia 

(51)  (a  +  1  IP n  +  % ix)  ~  (2fi  +  l.UP«U)  -  1 W 

y  la  formula  de  Rodrigues 

(52)  p„{x) = ^£i{u2  -  in 

(veanse  los  problemas  32  y  33). 

Los  polinomios  de  Legendre  son  generados  por  la  funcion  ( 1  —  2xz,  +  z2)1^2  en  el  sen- 
tido  de  que 

CC 

(53)  (1  -  +  z2y:/2  -  2  P„(x)zn  ,  |z|  <  1  ,  |4  <  1  - 

n-0 

Es  decir.  si  desarrollamos  (1  —  2 xz  +  Z2)  l,/2  en  una  serie  de  Taylor  en  torno  de  z  =  0,  consi- 
derando  a  x  como  un  parametro  fijo,  entonces  los  coeficientes  de  z"  son  los  polinomios  de 
Legendre  Pn(x).  La  funcion  (1  —  2 xz  +  z2)  1  /  2  es  llamada  funcion  generatriz  de  Pn(x)  y  se 
puede  deducir  de  la  formula  de  recurrencia  (51)  (vease  el  problema  35). 

Los  polinomios  de  Legendre  son  un  ejemplo  de  una  clase  particular  de  funciones  llama¬ 
da  polinomios  ortogonales  clasicos. '  Esta  clase  incluye,  por  ejemplo,  a  los  polinomios  de 
Jacobi,  4“4X);  l°s  polinomios  de  Gegenbauer  o  ultraesfericos,  C,f(x);  los  polinomios 
de  Chebyshev  (Tchebichef),  Tn(x)  y  U„(x):  los  polinomios  de  Laguerre,  L“(x),  y  los  poli¬ 
nomios  de  Hermite,  Hn(x).  Las  propiedades  de  los  polinomios  ortogonales  clasicos  se  pue- 
den  encontrar  en  los  libros  citados  anteriormente  en  esta  seccion  o  en  Handbook  of  Mathe¬ 
matical  Functions  with  Formulas,  Graphs,  and  Mathematical  Tables,  por  M.  Abramowitz  e 
I.  A.  Stegun  (editores)  (Dover,  Nueva  York.  1965),  capitulo  22. 


Lin  este  caso,  la  ortogonalidad  quiere  decir  que  f  p„(x)pm(x)w(x)  dx  =  0  para  n  m,  donde  tv(jc)  es  una  funcion 
de  ponderacion  en  el  intervalo  (a,  b). 
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En  los  problemas  1  a  4,  exprese  una  solution  general  de 
la  ecuacion  dada  mediante  funciones  hipergeometricas 
de  Gauss. 

1.  x(l  -  x)y"  +  -  2v  =  0  . 

2.  3x(l  ■-  x)_y"  +  (l  —  27x)y'  —  45  y  —  0  . 

3.  2x(  1  -  x)y"  +  (1  -  6 x)y’  -  2 y  =  0  . 

4.  2x(l  —  x)y"  +  (3  —  10x)y'  —  6y  0  . 


En  los  problemas  5  a  8,  verifique  las  siguientes  formulas 
desarrollando  cada  funcion  en  una  serie  de  potencias  en 
torno  de  x  =  0. 


5.  F ( 1 ,  1;  2;  A")  —  —  x  1  ln(  1  —  x) 

6.  F(a ,  13;  j8;  x)  ~  (l  -  x)~a  . 


=  x  Cretan  x  . 


14.  9 x2y”  +  9xy'  +  (9x2  -  16)y  -  0  . 

15.  x2y"  +  xy’  +  {x2  -  l)y  =  0  . 

16.  x2y"  +  xy’  +  x2y  -  0  . 

17.  9/ V  4-  9tx'  +  (9 12  -  4)x  =  0  . 

18.  xV'  +  xz’  +  (x2  -  16)z  =  0  . 

En  los  problemas  19  y  20  se  da  una  ecuacion  de  Bessel. 
Para  la  election  adecuada  de  v,  la  funcion  de  Bessel  Jv(x) 
es  una  solution.  Use  el  metodo  analizado  en  la  section 
8.7  para  obtener  una  segunda  solution  linealmente  inde- 
pendiente. 

19.  x2y"  +  xy’  +  (x2  -  l)y  =  0  . 

20.  x2y”  +  xy’  +  {x2  -  4)>>  =  0  . 

21.  Muestre  que  xvJv{x)  satisface  la  ecuacion 

xy"  —  (1  2v)y‘  4  xy  ~  0  .  x  >  0  , 

y  use  este  resultado  para  hallar  una  solucion  de  la 
ecuacion 

xy"  ~  2/  +  xy  =  0  ,  x  >  0  . 


En  los  problemas  9  y  10,  use  uno  de  los  metodos  analiza- 
dos  en  la  section  8.7  para  obtener  dos  soluciones  lineal¬ 
mente  independientes  de  la  ecuacion  hipergeometrica 
dada. 

9.  x(l  —  x)y"  +  (1  —  3x)_y'  —  y  —  0  . 

10.  x(  1  -  x)y"  +  (2  -  2x)y'  -  ~y  =  0  . 

11.  Muestre  que  la  ecuacion  hipergeometrica  confluente 

xy”  +  (y  —  x)/  —  ay  —  0  , 


donde  ayy  son  parametros  fijos  y  y no  es  un  entero, 
tiene  dos  soluciones  linealmente  independientes 

(X)  (  \ 

y,(x)  =  iFifajysx)—  1  +  2  n  x " 

n=l  n!{y)tt 


—  x1  J\E{(a  +  I  -  y;  2  —  y;x)  . 


12.  Use  la  propiedad  de  la  funcion  gamma  dada  en  (19) 
para  deducir  la  relacion  (20). 


En  los  problemas  13  a  18,  exprese  una  solution  general 
de  la  ecuacion  dada  mediante  funciones  de  Bessel  de  pri¬ 
mer  o  segundo  tipo. 

13.  4x2y"  +  4 xy’  +  (4x2  —  \)y  =  0  . 


En  los  problemas  22  a  24,  deduzca  las  formulas  de  recu- 

rrencia  indicadas. 

22.  Formula  (32).  23.  Formula  (33). 

24.  Formula  (34). 

25.  Muestre  que 

ji(x)  =  (2/ttx)1/2  sen  x  y 

J-{j2{x)  =  (2/ttx)1^  cos  x  . 

26.  Las  funciones  de  Bessel  de  orden  v  =  n  +  1/2,  donde 
n  es  cualquier  entero,  se  relacionan  con  las  funciones 
de  Bessel  esfericas.  Use  la  relacion  (33)  y  los  resulta- 
dos  del  problema  25  para  mostrar  que  tales  funciones 
de  Bessel  se  pueden  representar  en  terminos  de  sen  x, 
cos  x  y  potencias  de  x.  Demuestre  esto  determinando 
una  forma  cerrada  para  y_3/2(x)  y  J^^x). 

27.  Use  el  teorema  7  de  la  seccion  8.7  para  determinar 
una  segunda  solucion  linealmente  independiente  de 
la  ecuacion  de  Bessel  de  orden  0  en  terminos  de  la 
funcion  de  Bessel  /0(x). 

28.  Muestre  que  entre  dos  rafees  positivas  consecutivas 
(ceros)  de  7|(x)  existe  una  rafz  de  Jq(x).  Esta  propie¬ 
dad  de  intercalado  de  las  raices  de  las  funciones  de 
Bessel  se  ilustra  en  la  figura  8.14.  [Sugerencia:  Use 
la  relacion  (31)  y  el  teorema  de  Rolle  del  calculo]. 
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29.  Use  la  formula  (43)  para  determinar  los  cinco  prime  - 
ros  polinomios  de  Legendre. 

30.  Muestre  que  los  polinomios  de  Legendre  de  grado  par 
son  funciones  pares  de  x,  mientras  que  los  de  grado 
impar  son  funciones  impares. 

31.  (a)  Muestre  que  la  condition  de  ortogonalidad  (44) 

para  los  polinomios  de  Legendre  implica  que 
I 

P„{x}q(x)dx  —  0 

-i 

para  cualquier  polinomio  q{x)  de  grado  a  lo  mas 
n  —  1.  [Sugerencia:  Los  polinomios  P0,  Px, ... , 
Pn-\  son  linealmente  independientes  y  porlo  tan- 
to  generan  el  espacio  de  todos  los  polinomios  de 
grado  a  lo  mas  n  —  1.  Asf,  q{x)  =  a0P0( x)  +  •  •  • 
+  a„_ ]/*„_ !  (jc)  para  constantes  adecuadas  ak]. 

(b)  Demuestre  que  si  Qn{x)  es  un  polinomio  de  gra¬ 
do  n  tal  que 
•  1 

Q.n{x]Pk{x)dx  =  0 

J  -1 

para  k  =  0, 1, ...  ,n  —  1  , 
entonces  Qn(x)  =  cP„(x )  para  cierta  constante  c. 
[Sugerencia:  Elija  c  de  modo  que  el  coeficiente 
de  x"  para  Qn{x)  —  cPn{x)  se  anule.  Entonces, 
como  P0, .  .  .  ,P„~i  es  una  base, 

Qn{x)  -  cPn(x)  =  a0P0(x )  +  •  ■  •  +  a„_ {Pn-i{x)  . 
Multiplique  la  ultima  ecuacion  por  Pk(x)  (0  < 
k<n  —  1 )  e  integre  de  x  =  —  1  a  x  =  1  para  mos- 
trar  que  cada  ak  se  anula], 

32.  Deduzca  la  formula  de  recurrencia  (51)  para  los  po- 
linomios  de  Legendre  mediante  los  siguientes  pasos: 

(a)  Muestre  que  la  funcion 

Q.n-i(x)  (n  +  l)Pn+i{x)  -  (2 n  +  l)xP„(x) 
es  un  polinomio  de  grado  n  —  1.  [ Sugerencia :  Calcu- 
le  el  coeficiente  del  termino  xn+1  mediante  la  repre¬ 
sentation  (42).  El  coeficiente  de  x"  tambien  se  anula 
porque  P,1+1(x)  y  xPn(x)  son  ambos  funciones  pares 
o  impares,  como  consecuencia  del  problema  30]. 

(b)  Use  el  resultado  del  problema  31(a)  y  muestre 
que 

i 

Q„-i(x)Pk(x)dx  =  0 

- 1 

para  k  =  0, 1, . . . ,  n  -  2  . 


(c)  Del  problema  31(b),  concluya  que  Q„- j(x)  = 
cPn—i  (x)  y,  haciendo  x  =  1,  muestre  que  c  = 
— n.  [Sugerencia:  Recuerde  que  Pm(  1)  =  1  para 
toda  m\.  La  definicion  de  Q„_1(x)  en  la  parte 
(a)  implica  la  formula  de  recurrencia. 

33.  Para  demostrar  la  formula  de  Rodrigues  (52)  para  los 
polinomios  de  Legendre,  siga  estos  pasos: 

(a)  Sea  vn-=  (dn / dxn) {(xn  —  1)"};  muestre  que 
vn{x)  es  un  polinomio  de  grado  n  con  el  coefi¬ 
ciente  de  x”  igual  a  (2 ri)\/n\. 

(b)  Use  integracion  por  partes  n  veces  para  mostrar 
que,  para  cualquier  polinomio  g(x)  de  grado  me- 
nor  que  n, 

v„(x)qix)dx  =  0  . 

Sugerencia:  Por  ejemplo,  cuando  n  =  2, 

' 

.  -i  d.x~ 

+  |  . 

Como  n  =  2,  el  grado  de  q{x)  es  a  lo  mas  1,  de 
modo  que  q"{x)  =  0.  Asf, 

(  ^:-{{x2  ~  lf)q(x)dx  =  0  . 

J  - 1  dx* 

(c)  Use  el  resultado  del  problema  31(b)  para  concluir 
que  P„(x)  =  cvn(x)  y  muestre  que  c  =  1/2 nn\ 
comparando  el  coeficiente  de  x"  en  Pn(x)  y 
vn{x). 

34.  Use  la  formula  de  Rodrigues  (52)  para  deducir  la  re¬ 
presentation  (43)  de  los  polinomios  de  Legendre 
Pu(x).  Sugerencia:  Por  la  formula  binomial, 

P"(*>  =  dx"  _ 

2 "n\  dxn  L«=o  {n  —  m)\m\  J 

35.  La  funcion  generatriz  en  (53)  para  los  polinomios  de 
Legendre  se  puede  deducir  de  la  formula  de  recurren¬ 
cia  (51)  como  sigue.  Sea  x  fijo  y  hagamos/(z)  :  = 

Pn(x)zn.  El  objetivo  es  determinar  una  formula 
explfcita  para/(z). 
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(a)  Muestre  que  al  multiplicar  cada  termino  en  la 
formula  de  recurrencia  (51)  por  zn  y  sumar  los 
terminos  dc  n  =  1  a  oo,  llegamos  a  la  ecuacion 
diferencial 

df  x  -  z 

dz  ~  1  -  2.ri  +  z2'f  ' 

Sugerencia : 

CO 

2  (n  +  [)Pn+i{x)zn 

n  =  I 

oc 

=  2  («  +  \}P„  +  [{x)z"  -  />,{*) 

Ti—  U 

_  4T 

dz  'r  ' 

(b)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial  deducida  en  la 
parte  (a)  y  use  las  condiciones  iniciales/(0)  = 
Po(x)  =  1  para  obtener/(z)  =  (1  -  2xz  + 
z2ri/2. 

36.  Determine  una  solucion  general  en  torno  de  x  =  0 
para  la  ecuacion 

( I  —  x2)y”  —  2xy'  +  2  y  —  0 

hallando  primero  una  solucion  polinomial  y  usando 
despues  la  formula  para  reduccion  de  orden  dada  en 
los  ejercicios  6.1,  problema  31,  para  hallar  una  se- 
gunda  solucion  (en  serie). 

37.  Los  polinomios  de  Hermite  H„(x)  son  soluciones 
polinomiales  de  la  ecuacion  de  Hermite 

y”  -  2xy'  +  2ny  —  0  . 


Dichos  polinomios  son  generados  mediante 


.,2  tx-r  _ 


i  mf 


n\ 


Use  esta  ecuacion  para  determinar  los  cuatro  prime  - 
ros  polinomios  de  Hermite. 

38.  Los  polinomios  de  Chebyshev  (Tchebichef)  Tn(x) 
son  soluciones  polinomiales  de  la  ecuacion  de  Che¬ 
byshev 

(l  -  x2)y"  —  xy'  +  n2y  =  0  . 


Dichos  polinomios  satisfacen  la  relacion  de  recu¬ 
rrencia 

7^lW  =  '2xTn{x)  ~  , 


con  T0(x)  =  1  y  T{{x)  =  x.  Use  esta  relacion  de  re¬ 
currencia  para  determinar  los  tres  siguientes  polino¬ 
mios  de  Chebyshev. 


39.  Los  polinomios  de  Laguerre  Ln(x)  son  soluciones 
polinomiales  de  la  ecuacion  de  Laguerre 

xy"  +  (l  —  x)y’  +  ny  =  0  . 

Dichos  polinomios  satisfacen  la  formula  de  Rodri¬ 
gues 


dn 


Use  esta  formula  para  determinar  los  cuatro  prime- 
ros  polinomios  de  Laguerre. 

40.  Reduccion  a  la  ecuacion  de  Bessel.  La  clase  de 
ecuaciones  de  la  forma 

(54)  f{x)  +  cx'ly{x)  =  0  ,  .v  >  0  , 


donde  c  y  n  son  constantes  positivas,  se  puede  resol¬ 
ver  transformando  la  ecuacion  en  la  ecuacion  de 
Bessel. 

(a)  Use  primero  la  sustitucion  y  =  x]'2z  para  trans- 
formar  (54)  en  una  ecuacion  en  terminos  de  v  y  z. 

(b)  En  segundo  lugar  use  la  sustitucion 


s 


2'Vc  „h  1. 1 
n  +  2 


para  transformar  la  ecuacion  obtenida  en  la  parte 
(a)  en  la  ecuacion  de  Bessel 


d2z  dz 

- r  +  S —  + 

ds2  ds 


s  >  0  . 


(c)  Podemos  dar  una  solucion  general  de  la  ecuacion 
de  la  parte  (b)  en  terminos  de  funciones  de  Bes¬ 
sel  de  primer  y  segundo  tipo.  Sustituyendo  de  re- 
greso  en  s  y  z,  obtenga  una  solucion  general  de  la 
ecuacion  (54). 

41.  (a)  Muestre  que  la  sustitucion  z(x)  =  \fx  y(x) 
transforma  la  ecuacion  de  Bessel  (22)  en  la 
forma 

,55)  + 


(b)  Para  x  55>  1,  parecerfa  que  la  ecuacion  (55)  pu- 
diera  ser  aproximada  por  la  ecuacion 

(56)  **  +  «=(>. 


Escriba  la  solucion  general  de  (56),  haga  y(x)  = 
z{x)/\[x  ,  e  indique  si  la  aproximacion  me¬ 
diante  la  formula  (56)  es  plausible. 

(c)  Para  v  =  ±1/2,  la  ecuacion  (55)  se  reduce  a  la 
ecuacion  (56)  exactamente.  Relacione  esta  ob¬ 
servation  con  el  problema  25 . 
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Resumen  del  capitulo 


Los  problemas  con  valores  iniciales  que  han  sido  estudiados  y  no  caen  en  la  categoria  de  los 
que  pueden  “resolverse”  (como  las  ecuaciones  con  coeficientes  constantes  o  equidimensio- 
nales)  se  pueden  analizar  interpretando  la  ecuacion  diferencial  como  una  receta  para  calcular 
las  derivadas  de  orden  superior  de  la  funcion  incognita.  El  metodo  de  polinomios  de  Taylor 
usa  la  ecuacion  para  construir  una  aproximacion  polinomial  que  concuerde  con  los  valores 
iniciales  de  un  numero  finito  de  derivadas  de  la  incognita.  Si  la  ecuacion  permite  la  extrapo¬ 
lation  de  este  procedimiento  a  polinomios  de  grado  arbitrariamente  grande,  se  pueden  cons¬ 
truir  representaciones  en  serie  de  potencias  de  la  solution. 


Series  de  potencias 

Toda  serie  de  potencias  2/=0  an(x  —  x0)"  tiene  un  radio  de  convergencia  p,  0  <  p  <  oo,  tal 
que  la  serie  converge  absolutamente  para  \x  —  x0\  <  py  diverge  cuando  \x  —  x0|  >  p.  Por  el 
criterio  del  cociente, 


P  n~-xx  |  an  I 

siempre  que  este  lfmite  exista  como  numero  real  extendido.  Una  funcion /(x)  que  sea  la  su- 
ma  de  una  serie  de  potencias  en  cierto  intervalo  abierto  en  torno  de  x0  es  analitica  en  x0.  Si/ 
es  analitica  en  x0,  su  representation  en  serie  de  potencias  en  torno  de  x0  es  la  serie  de  Taylor 


fix)  -  2 


/<"W 


nl 


x<>  Y  ■ 


Metodo  de  serie  de  potencias  para  un  punto  ordinario 

En  el  caso  de  una  ecuacion  lineal  de  la  forma 

(1)  y"  +  p(x)y'  +  q(x)y  =  0  , 

donde  py  q  son  analiticas  en  x0,  el  punto  x0  es  un  punto  ordinario  y  la  ecuacion  tiene  un  par 
de  soluciones  linealmente  independientes  que  pueden  expresarse  como  series  de  potencias  en 
torno  de  x0.  Los  radios  de  convergencia  de  estas  soluciones  en  serie  son  al  menos  tan  grandes 
como  la  distancia  de  x0  a  la  singularidad  mas  cercana  (real  o  compleja)  de  la  ecuacion.  Para 
hallar  soluciones  en  serie  de  potencias  de  (1),  sustituimos  y(x)  =  25^=0  a«(x  ~  JC°)"  en 
agrupamos  terminos  semejantes  e  igualamos  a  cero  los  coeficientes  de  la  serie  de  potencias 
resultante.  Esto  conduce  a  una  relacion  de  recurrencia  para  los  coeficientes  an,  que,  en  algunos 
casos,  podrfa  dar  hasta  una  formula  general  para  los  an.  El  mismo  metodo  se  aplica  a  la  version 
no  homogenea  de  (1),  siempre  que  la  funcion  de  forzamiento  sea  tambien  analitica  en  x0. 


Puntos  singulares  regulares 

En  la  ecuacion  (1),  si  p  o  q  dejan  de  ser  analiticas  en  x0,  entonces  x0  es  un  punto  singular  de 

(1) .  Si  x0  es  un  punto  singular  para  el  que  (x  —  x0)p(x)  y  {x  —  XQ)2q(x)  son  ambas  analiticas 
en  xq,  entonces  x0  es  un  punto  singular  regular.  La  ecuacion  de  Cauchy-Euler. 

,  d-y  dy 

(2)  ax 2  -d,  +  bx  —  +  cy  =  0  , 

dx2  dxy 


x  >  0  , 
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tiene  un  punto  singular  regular  en  x  =  0  y  podemos  obtener  una  solucion  general  de  (2)  sus- 
tituyendo  y  =  xr  y  examinando  las  rarces  de  la  ecuacion  indicial  resultante  ar  +  (b  —  a)r  + 
c  =  0. 

Metodo  de  Frobenius 

Para  una  ecuacion  de  la  forma  (1)  con  un  punto  singular  regular  en  jr0,  es  posible  determinar 
una  solucion  en  terminos  de  una  serie  mediante  el  metodo  de  Frobenius.  Esto  se  logra  sus- 
tituyendo 

00 

w{r,  x)  =  {x-  xoy  2  a„(x  -  x0)n 

n  =  U 

en  (1),  hallando  una  relacion  de  recurrencia  para  los  coeficientes  y  eligiendo  r  =  rx,  la  mayor 
de  las  rarces  de  la  ecuacion  indicial 

(3)  r{r  -  1)  +  par  +  qQ  -  0  , 

donde p0  ■=  Umx^xi)(x  -  x0)p(x),  q0  ■=  lrmA.^(x  -  x0)1 2q(x). 

Determinacion  de  una  segunda  solucion  linealmente 
independiente 

Si  las  dos  rarces  rh  r2  de  la  ecuacion  indicial  (3)  no  difieren  por  un  entero,  entonces  podemos 
hallar  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  de  (1)  haciendo  r  =  r2  en  el  metodo 
de  Frobenius.  Sin  embargo,  si  rx  =  r2  o  rx  —  r2  es  un  entero  positivo,  entonces  el  descubri- 
miento  de  una  segunda  solucion  requiere  de  un  metodo  distinto,  que  puede  ser  un  procedimien- 
to  de  reduccion  de  orden  o  el  uso  del  teorema  7,  que  da  las  formas  de  las  soluciones. 

Funciones  especiales 

Algunas  funciones  especiales  de  la  frsica  y  la  ingenierra  que  surgen  de  soluciones  en  termi¬ 
nos  de  series  para  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden  con  coeficientes  polinomiales  son 
las  funciones  hipergeometricas  de  Gauss,  F{a1  /3;  y;  x)\  las  funciones  de  Bessel  Jv(x),  y  po- 
linomios  ortogonales  como  los  de  Legendre,  Chebyshev,  Laguerre  y  Hermite. 


PROBLEMAS  DE  REPASO 


1.  Determine  los  cuatro  primeros  terminos  no  nulos  en 
la  aproximacion  polinomial  de  Taylor  para  el  proble- 
ma  con  valores  iniciales  dado. 

(a)  y'  =  xy  -  y2  ;  y(0)  =  1  . 

(b)  z"  ~  x +  jcj2  =  0  ;  z(0)  =  - 1  , 

m  =  i . 

2.  Determine  todos  los  puntos  singulares  de  la  ecuacion 
dada  y  clasiffquelos  como  regulares  o  irregulares. 

(a)  (x2  -  4  fy"  +  (jr  -  4}/  I  ,yy  ~  0  . 

(b)  (sen  x)y"  •  y  ~  0  . 


3.  Determine  al  menos  los  cuatro  primeros  terminos 
no  nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en 
tomo  de  x  =  0  para  una  solucion  general  de  la  ecua¬ 
cion  dada. 

(a)  y"  +  x2y‘  -  2y  =  0  . 

(b)  y"  +  c  y  0  . 

4.  Encuentre  una  formula  general  para  el  coeficiente  a„ 
en  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en  torno  de 
x  =  0  para  una  solucion  general  de  la  ecuacion  dada. 

(a)  (1  -  x2)y”  +  xy'  +  3y  =  0  . 

(b)  (x2  -  2)y"  +  3y  =  0  . 
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5.  Determine  al  menos  los  cuatro  primeros  terminos  no 
nulos  en  un  desarrollo  en  serie  de  potencias  en  tomo 
dex  =  2  para  una  solucion  general  de 

w"  4-  (x  —  2}\v'  —  w  —  0  . 

6.  Use  la  sustitucion  v  =  xr  para  hallar  una  solucion  ge¬ 
neral  de  la  ecuacion  dada  para  x  >  0. 

(a)  2 x1 2y"{x)  +  5xy’{x)  -  12y(x)  =  0  . 

(b)  x3y"r(x )  +  3x2y"(x)  -  2xy'{x)  -  2 y{x)  =  0  . 

7.  Use  el  metodo  de  Frobenius  para  determinar  al  me¬ 
nos  los  cuatro  primeros  terminos  no  nulos  en  un  de¬ 
sarrollo  en  serie  de  potencias  en  tomo  de  x  =  0  para 
una  solucion  general  de  la  ecuacion  dada,  para  x>0. 

(a)  x2y"  -  Sxy'  +  (9  -  x)y  -  0  , 

(b)  x2y"  +  (x2  +  2x)y'  -  2y  =  0  . 

8.  Halle  la  ecuacion  indicial  y  sus  rafces,  y  enuncie 
(pero  no  calcule)  la  forma  del  desarrollo  en  terminos 
de  una  serie  en  tomo  de  x  =  0  (como  en  el  teorema  7  de 
la  pagina  475)  para  dos  soluciones  linealmente  inde- 
pendientes  de  la  ecuacion  dada  para  x  >  0. 


(a)  x2y"  +  (sen  x)y'  -  4y  =  0  . 

(b)  2xy"  +  5/  +  xy  =  0  , 

(c)  (xsenx)y”  +  xy’  +  (tan  x)y  =  0  . 

9.  Detemrine  al  menos  los  tres  primeros  terminos  no 
nulos  en  un  desarrollo  en  serie  en  torno  de  x  =  0  para 
una  solucion  general  de  la  ecuacion  dada  para  x  >  0. 

(a)  x2y"  —  jt(l  +  jc)y  +  >■  =  0  . 

(b)  xy"  +  y'  -  2y  =  0  . 

(c)  2 xy”  +  6/  +  y  =  0  . 

(d)  x2y"  +  (x  -  2 )y  -  0  . 

10.  Exprese  una  solucion  general  de  la  ecuacion  dada 
mediante  funciones  hipergeometricas  de  Gauss  o  fun- 
ciones  de  Bessel. 

(a)  .v(l  -  x)y"  +  -  6xjy'  -  6v  =  0  . 

(b)  9$y  +  90y'  +  {902  -  ljy  =  0  . 


EJ  ERCICIOS  DE  ESCRITURA  TECNICA 


1.  Sabiendo  que  una  solucion  general  de  una  ecuacion  li¬ 
neal  de  segundo  orden  no  homogenea  se  puede  expre- 
sar  como  una  solucion  particular  mas  que  una  solucion 
general  de  la  ecuacion  homogenea  correspondiente, 
^que  se  puede  decir  acerca  de  la  forma  de  una  solu¬ 
cion  general  en  terminos  de  una  serie  de  potencias 
para  la  ecuacion  no  homogenea  en  tomo  de  un  punto 
ordinario? 

2.  Analice  las  ventajas  y  desventajas  de  las  soluciones 

en  serie  de  potencias  sobre  las  soluciones  numericas 
generadas  mediante  los  metodos  de  Euler  o  Runge- 
Kutta. 


3.  Los  factores  x0  3,  x03,  In  x,  x-03  y  x03+l2<  surgen  en 
soluciones  generadas  mediante  el  metodo  de  Frobe¬ 
nius  para  resolver  una  ecuacion  diferencial  con  0  co¬ 
mo  punto  singular  regular.  Analice  los  problemas  que 
pueden  surgir  al  intentar  aproximar  tales  soluciones 
mediante  los  metodos  de  Euler  o  Runge-Kutta. 

4.  Analice  los  aspectos  implicados  al  intentar  usar  los 
polinomios  de  Taylor  (desarrollados  en  tomo  de 
x0  =  0)  para  estudiar  el  comportamiento  asintotico 
(cuando  t  —>  ±oo)  de  las  soluciones  de  la  ecuacion 
diferencial  y"  +  y  =  0. 
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A.  Soluciones  con  simetria  esferica  de  la  ecuacion 
de  Schrodinger  para  el  atomo  de  hidrogeno 

En  mecanica  cuantica,  uno  esta  interesado  en  determinar  la  funcion  de  onda  y  los  estados  de 
energfa  de  un  atomo,  lo  que  se  logra  mediante  la  ecuacion  de  Schrodinger.  En  el  caso  del  ato¬ 
mo  de  hidrogeno,  es  posible  hallar  funciones  de  onda  i/i  que  solo  dependan  de  r,  la  distancia  del 
proton  al  electron.  Tales  funciones  se  llaman  funciones  con  simetria  esferica  y  satisfacen  la 
sencilla  ecuacion 


(1) 


l  dr 
r  dr 


—  8mir~ 
h2 


^7> 


donde  eg,  m  y  h  son  constantes  y  E,  que  tambien  es  constante,  representa  la  energfa  del  atomo, 
que  aquf  suponemos  negativa. 

(a)  Muestre  que  con  las  sustituciones 

h1  ' ’ 


(2) 


r  = 


2,wime\ 

E  =  — ^ — B 


,  t  2  r  * 

4  /?“ 

donde  f:  es  una  constante  negativa,  la  ecuacion  (1)  se  reduce  a 
d2{pip) 


dp2 


2\ 

s  +  • 


f 


(3) 


(4) 


(5) 


(b)  Si  f  -=  pi/',  entonces  la  ecuacion  anterior  se  convierte  en 

dp-  \  pj 

Muestre  que  la  sustitucion/(p)  =  e~apg(p),  donde  a  es  una  constante  positiva, 
transforma  (2)  en 

d2g  .  dg  ( 2 

— -  —  2  a  — 

dp dp  \p 

(c)  Si  elegimos  or  =  —s{e  negativo),  entonces  (3)  queda 


+  8  +  8  pO 


d2g  dg  2 

— f  -  2a/  H — %  —  0  . 

dp 2  dp  p 

Muestre  que  una  solucion  en  serie  de  potencias  g(p)  =  akpk  (que  comienza  en 
k  =  1)  para  (4)  debe  tener  coeficientes  ak  que  satisfagan  la  relacion  de  recurrencia 

2 (ak  ™  l) 


ak+  l 


-ak 


1 


k{k  +  1) 

(d)  Para  a\  =  1  y  k  muy  grande,  ak+l  ~  ( 2a/k)ak  de  modo  que  ak+i  ~  (2 a)k/k\,  que 
son  los  coeficientes  de  pe2ap.  Por  lo  tanto,  g  actiia  como  pe2ap,  de  modo  que/(p)  = 
e~apg{p )  es  como  peap.  Regresando  aun  mas,  vemos  que  i fj  ~  eap.  Por  lo  tanto, 
cuando  r  =  h2 p/ 4-Trmeo  es  grande,  tambien  lo  es  i/j.  A  grandes  rasgos,  i/r(r)  es 
proporcional  a  la  probabilidad  de  hallar  un  electron  a  distancia  r  del  proton.  Asf,  ;  el 
argumento  anterior  implicaria  que  es  mas  probable  que  el  electron  en  un  atomo  de 
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hidrogeno  se  encuentre  a  una  distancia  muy  grande  del  proton!  Como  esto  no  tiene 
sentido  ffsico,  nos  preguntamos:  ^existen  valores  positivos  de  a  para  los  que  ip  se 
mantenga  acotada  cuando  r  crece? 

Muestre  que  si  a  =  l/n,  n  =  1,  2,  3,  ,  entonces  g(p)  es  un  polinomio  de  grado 

n  y  argumente  que  entonces  ip  se  mantiene  acotada. 

(e)  Sean  En  y  ipn(p)  el  estado  de  energia  y  la  funcion  de  onda,  respectivamente,  corres- 
pondientes  a  a  =  l/n.  Determine  En  (en  terminos  de  las  constantes  e/,  m  y  h)  y 
ipn(p)  para  n  =  1,  2  y  3. 

B.  Ecuacion  de  Airy 

H  En  aerodinamica  se  encuentra  el  problema  con  valores  iniciales  siguiente  para  la  ecuacion  de 
Airy: 

v"  +  xy  =  0  ,  y(0)  -  1  ,  y'(0)  =  0  . 

(a)  Determine  los  cinco  primeros  terminos  no  nulos  en  un  desarrollo  en  serie  en  tomo  de 
x  =  0  para  la  solucion  y  grafique  este  polinomio  para  -  1 0  <  jc  <  10. 

(b)  Use  la  subrutina  Runge-Kutta  (vease  la  seccion  5.3)  con  h  =  0.05  y  aproxime  la  solu¬ 
cion  en  el  intervalo  [0,  10],  es  decir,  en  los  puntos  0.05,  0.1, 0.15,  etcetera. 

(c)  Use  la  subrutina  Runge-Kutta  con  h  =  0.05  y  aproxime  la  solucion  en  el  intervalo 

[  — 10,  0].  [ Sugerencia :  Con  el  cambio  de  variables  z  =  ~x,  basta  aproximar  la  solu¬ 
cion  de  y"  —  zy  =  0;  y(0)  =  1,  y'{ 0)  =  0,  en  el  intervalo  [0,  10]]. 

(d)  Use  su  conocimiento  de  las  ecuaciones  con  coeficientes  constantes  como  base  para 
predecir  el  comportamiento  de  las  soluciones  de  la  ecuacion  de  Airy  y  decida  si  la 
aproximacion  mediante  una  serie  de  potencias  obtenida  en  la  parte  (a)  o  la  aproxima- 
cion  numerica  obtenida  en  las  partes  (b)  y  (c)  describe  mejor  el  comportamiento  real 
de  la  solucion  en  el  intervalo  [  — 10,  10]. 


C.  Flexion  de  una  torre 

Una  torre  se  construye  con  cuatro  vigas  angulares  unidas  por  las  diagonales  (vease  la  figura 
8.16).  La  curva  de  flexion  y(x)  para  la  torre  queda  descrita  mediante  la  ecuacion 

,  d2y  Pa 2 

(6)  x * — ,  -I —  y  =  0  ,  a  <  x  <  a  +  L  , 

dx2  El 

donde  x  es  la  coordenada  vertical  rnedida  hacia  abajo  desde  la  parte  superior  de  la  torre,  y  es  la 
flexion  con  respecto  de  la  vertical  que  pasa  por  el  centra  de  la  torre  sin  flexion,  L  es  la  altura  de 
la  torre,  a  es  la  longitud  del  truncamiento,  P  es  la  carga,  E  es  el  modulo  de  elasticidad  e  l  es  el 
momenta  de  inercia.  Las  condiciones  de  frontera  adecuadas  para  este  diseno  son 

(7)  y{a)  =  0  , 

(8)  y'{a  +  L)  =  0  . 

Es  claro  que  la  solucion  y(x)  =  0  siempre  esta  a  la  niano.  Sin  embargo,  cuando  la  carga  P 
es  lo  bastante  pesada,  la  torre  puede  pandearse  y  puede  surgir  una  solucion  no  trivial  y(x). 
Queremos  predecir  este  fenomeno. 

(a)  Resuelva  la  ecuacion  (6).  [ Sugerencia :  La  ecuacion  (6)  es  una  ecuacion  de  Cauchy- 
Euler] . 
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- A - 

/  \ 

/  \ 

/  \  a 


(a)  Sin  flexion 


Figura  8.16  Torre  con  flexion 


(b)  Muestre  que  la  primera  condition  en  la  frontera  (7)  implica 
y  =  Arisen [j3  ln(x/fl.(]  , 

donde  A  es  una  constante  arbitraria  y  f3  -  =  VPa/El  -  1/4. 

(c)  Muestre  que  la  segunda  condition  en  la  frontera  (8)  implica 

+  2/3 1  =  0  . 


As  tan 


fi  In 


a  +  L 


(d)  Use  el  resultado  de  la  parte  (c)  para  justificar  que  no  hay  flexion  (es  decir,  la  unica 
posibilidad  es  A  =  0)  si  0  <  /3  <  (3C,  donde  [3,  es  el  rnenor  numero  real  positivo  que 
anula  la  expresion  entre  Haves. 

(e)  El  valor  de  la  carga  correspondiente  a  [3,  es  la  carga  crftica  Pc.  Determine  P,  en 
terminos  de  /3t.,  a,  E  e  I. 

(f)  Halle  la  carga  crftica  Pc  si  a  =  10,  L  =  40  y  El  =  1,000. 


D.  Resortes  vencidos  y  funciones  de  Bessel 

En  los  problemas  30  y  31  de  los  ejercicios  8.4,  pagina  457,  analizamos  un  rnodelo  para  un  sis- 
tema  masa-resorte  con  un  resorte  vencido.  Si  no  hay  amortiguamiento,  el  desplazamiento  x(t) 
al  instante  t  queda  descrito  mediante  la  ecuacion 

(9)  mc"{t)  +  ke^!x{t)  *  0  , 

donde  m,  k  y  17  son  constantes  positivas.  La  solution  general  de  esta  ecuacion  se  puede  expre- 
sar  mediante  funciones  de  Bessel. 

(a)  El  coeficiente  de  x  sugiere  un  cambio  de  variable  de  la  forma  s  =  ae P.  Muestre  que 
(9)  se  transforma  en 
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(b)  Muestre  que  al  elegir  a  y  p  de  modo  que 


-17 


k 


la  ecuacion  (10)  se  transforma  en  la  ecuacion  de  Bessel  de  orden  0  en  terminos  de  s  y  x. 

(c)  Use  el  resultado  de  la  parte  (b)  para  mostrar  que  una  solucion  general  de  (9)  esta  dada 
por 


donde  J0  y  Y(l  son  las  funciones  de  Bessel  de  orden  0  del  primer  y  segundo  tipo, 
respectivamente. 

(d)  Analice  el  comportamiento  del  desplazamiento  x(t)  para  c2  positivo,  negativo  y  cero. 

(e)  Compare  el  comportamiento  del  desplazamiento  x(t)  para  r)  un  numero  positivo 
pequeno  y  i]  un  numero  positivo  grande. 


Metodos  matriciales  para 
sistemas  lineales 


9.1  INTRODUCCION 

En  este  capftulo  regresamos  al  analisis  de  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales.  Cuando  las 
ecuaciones  del  sistema  son  lineales,  el  algebra  de  matrices  proporciona  una  notacion  com- 
pacta  para  expresar  el  sistema.  La  misma  notacion  sugiere  nuevas  y  elegantes  formas  de  ca- 
racterizar  las  propiedades  de  la  solucion,  asf  como  novedosas  y  eficaces  tecnicas  para  obte- 
ner  soluciones  explicitas. 


En  el  capftulo  5  analizamos  situaciones  ffsicas  donde  dos  tanques  con  soluciones 
salinas  estaban  conectados  entre  sf  y  se  bombeaba  de  modo  que  en  ultima  instan- 
cia  se  vaciara  el  contenido  de  sal  en  cada  tanque.  Tomando  en  cuenta  los  flujos  hacia 
y  desde  cada  tanque,  dedujimos  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  para  los 
contenidos  de  (jc (t)  y  y(t))  de  cada  tanque;  un  modelo  tfpico  es 

dx/dt  =  — 4x  +  2 y  , 
dy/dt  —  4x  —  4y  . 

Exprese  este  sistema  en  notacion  matricial  como  una  unica  ecuacion. 


El  lado  derecho  del  primer  miembro  (1)  posee  una  estructura  matematica  familiar  por  el  calcu- 
lo  vectorial;  a  saber,  es  el  producto  punto'  de  dos  vectores: 

(2)  -4x  +  2y  =  [-4  2]«[x  y]  . 


^Recuerde  que  el  producto  punto  de  dos  vectores  u  y  v  es  igual  a  la  longitud  de  u  por  la  longitud  de  v  por  el  coseno 
del  angulo  entre  u  y  v.  Sin  embargo,  es  mas  facil  calcularlo  a  partir  de  los  componentes  de  u  y  v  mediante  el  “pro¬ 
ducto  interior”  indicado  en  la  ecuacion  (2). 
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EJEMPLO  1 


De  manera  analoga,  el  segundo  lado  derecho  de  (1)  es  el  producto  punto 
4x  ~  4 y  =  [4  -4]  *  [x  >']  . 

La  frecuente  aparicion  en  matematicas  de  arreglos  de  productos  punto,  como  el  que  apare- 
ce  en  el  sistema  (1),  condujo  al  desarrollo  del  algebra  de  matrices,  una  disciplina  matematica 
cuya  operacion  basica  (el  producto  de  matrices)  es  un  arreglo  de  un  conjunto  de  productos 
punto  de  acuerdo  con  el  siguiente  plan: 


4  2 

X 

1 

M 

\ 

—Ax  +  2 y 

1 

1 

-=t 

y_ 

.[4  -4]-[x  y]_ 

4x  —  Ay 

En  general,  el  producto  de  una  matriz  (es  decir,  un  arreglo  rectangular  de  m  por  n  nu- 
meros)  y  un  vector  columna  se  define  como  la  coleccion  de  productos  punto  de  los  renglones 
de  la  matriz  con  el  vector,  ordenados  como  un  vector  columna: 


renglon  #  1 

[religion  #  1  ]  •  v 

rcnglon  #  2 

V 

= 

[renglon  #2]  -v 

renglon  #  m 

[  renglon  #  m]  *  v 

donde  el  vector  v  tiene  n  componentes;  el  producto  punto  de  dos  vectores  de  dimension  n  se 
calcula  de  manera  evidente: 

/■‘I  «'  ■■■  'V  '  [-*1  L:  •••  Jffl]  =  «i*i  +  a2x2  +  •••  +  aHx„  . 

Podemos  usar  la  notacion  para  el  producto  de  matrices  para  escribir  el  sistema  (1)  para 
los  tanques  interconectados  como 


El  siguiente  ejemplo  demuestra  una  implantacion  de  esta  notacion  para  dimension  4. 
Observe  que  los  coeficientes  en  el  sistema  lineal  no  tienen  que  ser  constantes. 

Expresar  el  sistema 

x\  =  2.X]  +  l2x 2  +  (4 1  +  e‘)x4  , 
x'2  =  (sen  t)x2  +  (cos  t)x 3  , 

(?)  t 

JC3  =  X]  +  A' 2  +  +  .r,|  , 

x'A  =  0 

como  una  ecuacion  matricial. 


SOLUCION  Expresamos  el  lado  derecho  del  primer  miembro  de  (3)  como  el  producto  punto 
2x]  +  f2x2  +  (4f  +  e‘)xA  —  [2  t1  0  (4 1  +  c')]  •  [xj  x2  x3  x4]  . 
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Los  otros  productos  punto  se  definen  de  manera  analoga  y  la  forma  matricial  esta  dada  por 


x'l 

2  r  0  (4r  +  e‘) 

4 

0  sen  /  cos  t  0 

-4 

4 

Ill  1 

xi 

A 

0  0  0  0 

*4 

En  general,  si  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  se  expresa  como 

*1  =  an(t)xi  +  al2(t)x2  +  +  aln(t)xn 

-4  =  «2l{0xl  +  "22(4*2  +  "'  +  a2„(t)x„ 

x'„  -  +  a„ 2{t)x2  +  +  a,m{t)xn  , 

se  dice  que  es  un  sistema  lineal  homogeneo  en  forma  normal. 1  La  formulacion  matricial  de 

tal  sistema  es  entonces 

x'  =  Ax , 

donde  A  es  la  matriz  de  coeficientes 


«1 2(0  • 

II 

< 

II 

< 

a21(t)  • 

■  a2„(t) 

■  aw,(t) 

y  x  es  el  vector  solucion 
*1 


Observe  que  usamos  x'  para  denotar  el  vector  de  derivadas 


xl 

/ 

A 

x 2 

4 

x„ 

A 

[in  la  seccion  5.6,  pagina  284  se  definio  la  forma  normal  para  sistemas  generales. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Expresar  la  ecuacion  diferencial  para  el  oscilador  masa-resorte  no  amortiguado  sin  forza- 
miento  (recuerde  la  seccion  4.1,  pagina  152) 

(4)  my"  +  ky  =  0 

como  un  sistema  equivalente  de  ecuaciones  de  primer  orden  en  forma  normal  expresado  en 
notacion  matricial. 

Debemos  expresar  la  segunda  derivada,  v",  como  una  primera  derivada  para  formular  (4)  co¬ 
mo  un  sistema  de  primer  orden.  Esto  es  facil:  la  aceleracion  y"  es  la  derivada  de  la  velocidad 
v  =  y',  de  modo  que  (4)  se  convierte  en 

(5)  mv'  +  ky  =  0  . 

Ahora  podemos  formar  el  sistema  de  primer  orden  identificando  v  con  y'  y  agregando  es¬ 
to  a  (5): 

/  =  v 
mv'  =  —ky  . 

Para  escribir  este  sistema  en  forma  normal  y  expresarlo  como  una  ecuacion  matricial,  se  tie- 
ne  que  dividir  la  segunda  ecuacion  entre  la  masa  m: 


V 

r 

0 

1 

y 

V 

—k/m 

0 

V 

En  general,  se  acostumbra  escribir  una  ecuacion  diferencial  lineal  homogenea  de  orden  n 

£t„(/)yw  +  +  •■■  +  a  ,(f>'  +  a0(r)y  =  0 

como  un  sistema  equivalente  en  forma  normal  definiendo  las  primeras  {n  —  1)  derivadas  de 
y  (incluyendo  a  la  propia  y,  la  derivada  0-esima)  como  nuevas  incognitas: 

xi (t)  =  y(f)  , 

-%(f)  =  /{>)  . 

^W=yG,-l)W. 


Entonces  el  sistema  consta  de  la  identificacion  de  Xj(t)  como  la  derivada  de  (;),  junto 
con  la  ecuacion  diferencial  original  expresada  en  estas  variables  (y  dividida  entre  an(t )): 


—  .1C 2  , 

x'2 

=  -*3  , 

1 

■  V 

>< 

II 

«o{0 

4 

i  ^■v 

«»to 

a\  (j) 

aJjf2 


- 1(0 

X' 


Para  sistemas  de  dos  o  mas  ecuaciones  diferenciales  de  orden  superior,  se  aplica  el  mismo 
procedimiento  a  cada  funcion  incognita  en  orden;  un  ejemplo  aclarara  este  punto. 


Seccion  9.1 


Introduccion 


507 


EJEMPLO  3  Ya hemos  mostrado  que  el  oscilador  masa-resorte  que  se  muestra en la  figura 5 . 1 8  de  la pagi- 
na  287  queda  descrito  mediante  el  sistema 

d2 x 

2^4  +  6a-  2y  ~  0  . 

161  dt 

(6)  j2 

ay 

— -r  +  2y  —  2a  =  0  . 
dt1 

Escribir  (6)  en  notacion  matricial. 

S  O  L  U  C 1 6  N  Introducimos  una  notacion  para  las  derivadas  de  orden  bajo: 

(7)  A,  =  A  ,  A2  =  A'  ,  A3  =  y  ,  A4  =  >*'  . 

Con  estas  variables,  el  sistema  (6)  establece  que 

2x’o  +  6ai  —  2a3  =  0  , 

(8)  2  13, 

a 4  4-  2xj  —  2a,  =  0  , 

Asf,  la  forma  normal  es 
A',  =  A2  , 

X'2  =  —  3*1  +  x3  , 

A3  =  a4  , 
a  4  =  2a  •  —  2x3 

o,  en  notacion  matricial. 


Ai 

t 

0  1  0  0 

A] 

a2 

—3  0  1  0 

a2 

a3 

O 

O 

O 

a3 

a4 

2  0-20 

a4 

EJERCICIOS 


9.1 


En  los  problemas  1  a  6,  exprese  el  sistema  de  ecuaciones 
diferenciales  dado  en  notacion  matricial. 


x'  —  lx  +  2 y  , 

2. 

a  r  =  y  , 

c-V 

i 

II 

y'  ~  -a  , 

x'  —  a  #  y  4-  z  , 

4. 

x\  =  X1  -  X2  +  X 

y'  =  2z  —  a  , 

X2  =  X |  T  JC4  , 

2'  =  4f  . 

A 3  =  VtTA'i  ~  A3 

a4  =  0  . 

5.  x'  —  (sen  t) a  +  e'  y  , 
y'  —  (cos  t) x  +  (a  +  bt3)y 


6.  x\  —  (cos  2 1 )a  j  , 
a 3  =  (sen  2t)x2  , 

A3  =  Aj  —  A2  . 

En  los  problemas  7  a  10,  exprese  la  ecuacion  diferencial 
de  orden  superior  dada  como  un  sistema  matricial  en  for¬ 
ma  normal. 

7.  La  ecuacion  para  el  oscilador  masa-resorte  amorti- 
guado  my"  +  by'  +  Icy  =  0  . 

8.  La  ecuacion  de  Legendre  ( 1  —  t2)/'  —  2/y '  +  2y  =  0  . 

9.  La  ecuacion  de  Airy  y"  —  ty  =  0  . 

10.  La  ecuacion  de  Bessel  y"  +  —y'  +  (^1  ~~p)y  =  0  . 
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En  los  problemas  11  a  13,  exprese  el  sistema  de  ecuacio 
nes  diferenciales  de  orden  superior  dado  como  un  siste 
ma  matricial  en  forma  normal. 

11.  x"  +  3x+  2y  =  0  , 
y"  -  2x  ~  0  . 


9.2  REPASO  1:  ECUACIONES  ALGEBRAICAS  LINEALES 


12.  x"  4-  3x'  —  y'  +  2y  —  0  , 
y"  +  .i*  +  3_y;  -  y  —  0  . 

13.  x"  -  3x'  +  t2y  -  (cos  t)x  =  0  , 
ym  +  y"  -  tx'  +  /  +  e‘x  =  0  . 


En  esta  y  la  siguiente  seccion  revisaremos  algunos  hechos  basicos  relativos  a  los  sistemas 
algebraicos  lineales  y  el  algebra  de  matrices  que  seran  de  utilidad  al  resolver  sistemas  linea¬ 
les  de  ecuaciones  diferenciales  en  forma  normal.  Los  lectores  con  experiencia  en  estas  areas 
pueden  pasar  directamente  a  la  seccion  9.4. 

Un  conjunto  de  ecuaciones  de  la  forma 

«nX|  +  aux2  +  ■■■  +  a iHx„  =  b\  , 
rijjX!  +  0.22X2  +  ■•■  +  a2nx„  —  b2  , 

O n\X \  on2x 2  -f-  annxn  bn 

(donde  los  a,j  y  Ip  son  constantes)  es  un  sistema  lineal  de  n  ecuaciones  algebraicas  en  las  n 
incognitas  x1;  x2,. . . ,  xn.  Es  bien  conocido  el  procedimiento  para  resolver  el  sistema  mediante 
metodos  de  eliminacion.  Aqui  describiremos  una  implantacion  particularmente  conveniente 
del  metodo,  llamada  algoritmo  de  eliminacion  de  Gauss-Jordan. '  La  idea  basica  de  esta  for- 
mulacion  consiste  en  usar  la  primera  ecuacion  para  eliminar  Xj  en  las  demas  ecuaciones;  lue- 
go  usamos  la  segunda  ecuacion  para  eliminar  X2  en  las  demas,  y  asi  sucesivamente.  Si  todo 
va  bien.  el  sistema  resultante  quedara  “desacoplado”  y  los  valores  de  las  incognitas  x1?x2, ,  x„ 
seran  evidentes.  Un  breve  ejemplo  aclarara  esto. 

EJEMPLO  1  Resolver  el  sistema 

2x{  +  6x2  +  8x3  =  16  , 

4xt  +  15x2  +  19x3  —  38  , 

2xj  +  3x3  =  6  , 

SOLUCION  Restamos  2  veces  la  primera  ecuacion  de  la  segunda  para  eliminar  x,  de  esta  ultima.  De  ma- 
nera  similar,  eliminamos  Xj  de  la  tercera  ecuacion  restando  1  por  la  primera  ecuacion  de  ella: 


2x[  4-  6x2  +  8x3  =  16  , 
3x2  +  3x3  =  6  , 
—6x2  —  5x3  =  "10 


'El  algoritmo  de  Gauss-Jordan  no  es  el  mas  rapido  ni  el  mas  preciso  de  los  algoritmos  para  resolver  un  sistema  li¬ 
neal  de  ecuaciones  algebraicas,  pero  para  las  soluciones  realizadas  a  mano  tiene  muchas  ventajas  pedagogicas.  Por 
lo  general,  la  regia  de  Cramer ,  descrita  en  el  apendice  C,  es  mucho  mas  rapida. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Ahora  restamos  multiplos  de  la  segunda  ecuacion  de  la  primera  y  tercera  para  eliminar  x2  en 
ellas,  los  multiplos  adecuados  son  2  y  —2,  respectivamente: 

2X]  +  2a3  —  4  , 

3x2  +  3a3  =  6  , 
a3  =  2  . 

Por  ultimo  eliminamos  x3  de  las  dos  primeras  ecuaciones  restando  multiplos  (2  y  3,  respecti¬ 
vamente)  de  la  tercera  ecuacion: 

2x,  =  0  , 

3a-2  =  0  , 

x3  —  2  . 

Ahora  el  sistema  ha  quedado  desacoplado;  es  decir,  podemos  resolver  cada  ecuacion  por  se- 
parado: 


A I  -  0  j  x2  =  0  ,  *3  =  2  .  ■ 

Hay  dos  complicaciones  que  pueden  perturbar  la  ejecucion  directa  del  algoritmo  de 
Gauss-Jordan.  La  primera  ocurre  cuando  la  variable  que  debe  eliminarse,  digamos  Xj.  no  apa- 
rece  en  la  ecuacion  /.  Por  lo  general,  la  solucion  es  obvia:  utilizamos  una  de  las  ecuaciones 
posteriores  para  eliminar  Xj.  El  ejemplo  2  ilustra  esta  maniobra. 

Resolver  el  sistema 

xl  +  2a2  +  4a +  a4  =  0  , 

X 1  —  2a2  —  2a3  =  1  , 

—  2a[  —  4a2  —  8a3  -I-  Zr4  =  4  , 

jcj  +  4a2  +  2a3  =  —3  . 

Eliminamos  la  primera  incognita  X\  de  las  tres  ultimas  ecuaciones  restando  multiplos  de  la 
primera: 


a  j  +  2a3  +  4a3  +  X4  —  0  , 

2a3  +  jc4  =  1  , 

4a4  —  4  , 

2x?  —  2a3  —  x4  —  —3  . 

En  este  caso  no  podemos  usar  la  segunda  ecuacion  para  eliminar  la  segunda  incognita,  pues 
a2  no  esta  presente.  La  siguiente  ecuacion  que  si  contiene  a  a2  es  la  cuarta,  de  modo  que  in- 
tercambiamos  la  segunda  y  la  cuarta  ecuaciones: 

A‘i  +  2a2  +  4a3  +  a4  =  0  , 

2x2  -4  2a3  —  a4  =  —  3  , 

4a4  =  4  , 

2a3  +  a4  =  1  , 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


y  procedemos  para  eliminar  x2: 


Jtq  +  6xs  +  2*4  =  3  , 
ho  ~  2x3  —  X4  =  —  3  , 

4X4  =  4  5 

2*3  +  X4  —  1  , 

Para  eliminar  x3,  debemos  hacer  un  nuevo  intercambio, 


x  |  +  6*3  +  2*4  =  3  , 

2*2  “  2*3  —  *4  =  —  3  , 

2*3  +  *4  =  1  , 

4*4  -  4  , 


y  eliminamos,  en  orden,  *3  y  x4.  Esto  da 


*1  —*4  =  0, 

2*2  ~  2  ,  y 

2*3  +  *4=l  , 

4*4  =  4  , 


*1  =  1  , 

2*2  =  —  2  , 

2*3  =  0  , 

4*4  =  4  . 


La  solucion  de  las  ecuaciones  desacopladas  es 


*1  =  1  ,  *2  =  —  1  ,  *3  =  0,  *4=1.  ■ 


La  otra  complicacion  que  puede  surgir  para  aplicar  el  algoritmo  de  Gauss-Jordan  es  mas 
profunda.  (',Que  ocurre  si  cuando  tenemos  planeado  eliminar  la  incognita  *;,  ella  no  esta  en 
todas  las  ecuaciones  posteriores?  Lo  primero  que  debemos  hacer  es  eliminar  la  siguiente  in¬ 
cognita  Xj+i,  como  muestra  el  ejemplo  3. 

Aplicar  el  algoritmo  de  Gauss-Jordan  al  sistema 

2*1  +  4*2  +*3  =  8, 

(1)  2*i  +  4*2  =  6  , 

—4*]  —  8*3  +  *3  =  “10  . 

Eliminamos  *|  de  la  manera  usual: 

2*|  +  4*2  +  *3  =  8  , 

“  *3  =  —2  , 

3*3  =  6  . 

Como  *2  no  aparece  en  la  segunda  y  la  tercera  ecuaciones,  usamos  la  segunda  ecuacion  para 
eliminar  *3 : 

2*j  +  4*2  =  6  , 

-*3  =  -2  , 

0  =  0. 


(2) 
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EJEMPLO  4 


SOLUCION 


^Como  debemos  interpretar  el  sistema  (2)?  La  ultima  ecuacion  no  contiene  informa- 
cion,  por  supuesto,  de  modo  que  la  ignoramos.  '  La  segunda  ecuacion  implica  que  x3  =  2. 

La  primera  ecuacion  implica  que  x{  =  3  —  2x2;  pero  no  tenemos  una  ecuacion  para  x2. 
Es  claro  que  x2  es  una  variable  “libre”,  y  que  podemos  asignarle  cualquier  valor,  mientras  xl 
sea  igual  a  3  —  2x2.  Asr,  (1)  tiene  una  infinidad  de  soluciones  y  una  forma  conveniente  de  ca- 
racterizarlas  es 

X\  =  3  —  2s  ,  x2  ~  s  ,  Xj  =  2  ;  -oc  <  s  <  oo  . 

Debemos  resaltar  que  podemos  obtener  una  solucion  equivalente  considerando  a  Xj  co- 
mo  la  variable  libre,  digamos  x:  =  s,  y  haciendo  x2  =  (3  —  s)/2,  x3  =  2.  m 

El  ultimo  ejemplo  solo  demuestra  todas  las  caracterrsticas  que  hemos  hallado. 

Determinar  todas  las  soluciones  del  sistema 
X|  —  x2  +  2r3  +  2x4  =  0  . 

2xi  —  2x2  +  4a'3  +  3*4  =  1  , 

3.1]  —  3x2  +  6.r3  +  9x4  =  —  3  , 

4x\  —  4x2  +  8x3  +  Sx4  =  0  , 

Usamos  la  primera  ecuacion  para  eliminarxp 
X\  ~  x2  +  2x3  +  2x4  =  0  , 

-  X..|  =  1  , 

3x4  =  —3  , 

0  =  0. 


Como  x2  y  x3  no  aparecen  en  las  ecuaciones  posteriores,  usamos  la  segunda  ecuacion  para 
eliminar  x4. 


-  jj  +  SLij 

-jfi 

Q 
0 

No  tenemos  restricciones  sobre  x2  ni  sobre  x3;  asr,  las  consideramos  como  variables  libres  y 
caracterizamos  las  soluciones  como 

X]  =  2  +  a  —  2 1  ,  x2  —  s  ,  x3  =  /  ,  x4  =  —  1,  —00  <  s,  t  <  00  .  ■ 

Para  concluir,  observemos  que  si  la  ejecucion  del  algoritmo  de  Gauss-Jordan  produce 
resultados  como  0  =  1  (oO  =  k,  donde  A:  A  0),  el  sistema  original  no  tiene  soluciones;  es  in- 
consistente.  Esto  se  analiza  con  detalle  en  el  problema  12. 


I  ,a  aparicion  de  la  identidad  0  =  0  en  el  algoritmo  de  Gauss-Jordan  implica  que  una  de  las  ecuaciones  originales 
era  redundante.  En  este  caso,  el  lector  puede  observar  que  la  ultima  ecuacion  de  (1)  se  podrfa  deducir  restando  3  ve- 
ces  la  segunda  ecuacion  de  la  primera. 
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EJ  ERCICIOS 


En  los  problemcis  1  a  11,  determine  todas  las  soluciones 
del  sistema  usando  el  algoritmo  de  eliminacidn  de  Gauss- 
Jordan. 


1. 

*, 

4  2*2  4 

2*3  = 

=  6 

» 

2x\ 

4  *2  4 

*3  = 

=  6 

5 

-U 

H  *i  4 

cn 

-  6 

2. 

*, 

4  *2  + 

*3  4 

*4 

= 

1 

» 

■U 

4 

*4 

— 

0 

» 

*  2*2 

*3  4 

*4 

0 

> 

-U 

+  2*2  — 

*3  4 

*4 

= 

0 

3. 

4  2*2  4 

*3  r 

=  - 

■3 

4  4*2  — 

4}  = 

-  0 

, 

xi 

4  3*2  ~ 

2*3  = 

-  3 

4. 

*3  + 

*4 

- 

0 

-U 

+  *2  4  *3  4 

*4 

= 

1 

2*| 

—  *2  +  *3  +  2*4 

= 

0 

2*[ 

-  *2  +  *3  + 

*4 

= 

0 

5. 

— * 

[  +  2*2  = 

:  o  , 

6. 

2-V] 

4  2*2 

- 

*3  = 

0 

2* 

I  +  3*2  = 

=  0  . 

*] 

1  —  3*2 

4 

*3  = 

0 

4jc  ] 

“  4*2 

4 

2*3  - 

0 

7. 

—  4  3*2 

-  0  , 

8. 

*] 

4  *2  ■ 

*3 

=  0  , 

-3*,  4  9*2 

=  0  . 

4 

1 

*3 

=  o  , 

X\ 

4  *2  — 

•*3 

=  0  . 

9. 

(I- 

/)*!  4  2*2  =  0  , 

10. 

X 

]  4  *2 

4 

*3  - 

i 

-  (l  4  (■). 

*2  =  0. 

2x 

1  +  3*2 

- 

ix3  - 

0 

X 

]  ^  ^-^2 

4 

*3  = 

i 

11.  2jC(  +  Xj  —  —1  , 

—  3jC]  t  x2  +  4x3  =  1  , 

— X]  +  *2  +  5*3  =  0  . 

12.  Use  el  algoritmo  de  eliminacion  de  Gauss-Jordan 
para  mostrar  que  los  siguientes  sistemas  de  ecuacio- 
nes  son  inconsistentes.  Es  decir,  demuestre  que  la  exis- 
tencia  de  una  solucion  implicara  una  contradiction 
matematica. 

(a)  2*]  —  *2  =  2  , 

— 6xj  +  3*2  —  4  ■ 

(b)  2*1  4  x$  =  -1  , 

—  3*]  4  x2  4  4*3  =  1  , 

X]  4  X'i  4  5*3  =  1  . 

13.  Use  el  algoritmo  de  eliminacion  de  Gauss-Jordan 
para  mostrar  que  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones 
tiene  una  unica  solucion  para  r  =  2,  pero  una  infini- 
dad  de  soluciones  para  r  =  1. 

2*i  —  3*2  =  i  i 
*1  —  2*2  =  rx2  - 

14.  Use  el  algoritmo  de  eliminacion  de  Gauss-Jordan 
para  mostrar  que  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones 
tiene  una  unica  solucion  para  r  =  —  1 ,  pero  una  infi- 
nidad  de  soluciones  para  r  =  2. 

*1  4  2*2  -  *3  =  rxi  , 

*i  4  *3  =  rx 2  , 

4*i  -  4*2  4  5*3  =  r*3  , 


9.3  REPASO  2:  MATRICES  Y  VECTORES 


Una  matriz  es  un  arreglo  rectangular  de  numeros,  ordenados  en  renglones  y  colum- 
nas.  Una  matriz  m  X  n  (es  decir,  una  matriz  con  m  renglones  y  n  columnas)  se  de- 
nota  por  lo  general  como 


Seccion  9.3  Repaso  2:  matrices  y  vectores 
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donde  el  elemento  en  el  renglon  i  y  la  columna  /  es  fly.  Tambien  se  usa  la  notacion  | «(/]  para 
designar  a  A.  Las  matrices  con  las  que  trabajaremos  constan  por  lo  general  de  numeros  rea¬ 
les,  pero  en  ciertos  casos  tambien  permitiremos  el  uso  de  entradas  complejas. 

Ciertas  matrices  tienen  un  interes  particular:  las  matrices  cuadradas,  que  tienen  el  mis- 
mo  numero  de  renglones  que  de  columnas;  las  matrices  diagonales,  que  son  matrices  cuadra¬ 
das  que  solo  tienen  entradas  nulas  fuera  de  la  diagonal  principal  (es  decir,  a,j  =  0  si  i  ¥=  j),  y 
los  vectores  (columna),  que  son  matrices  n  X  1.  Por  ejemplo,  si 


3 

4 

-ll 

"3 

0 

0 

r  1 

4 

A  = 

2 

6 

5  ,  B  = 

0 

0 

0 

,  x  — 

2 

0 

L 

1 

4J 

0 

0 

7 

1 

entonces  A  es  una  matriz  cuadrada,  B  es  una  matriz  diagonal  y  x  es  un  vector.  Una  matriz 
m  X  n  cuyas  entradas  son  todas  nulas  es  llamada  matriz  nula  y  se  denota  0.  Por  razones  de 
consistencia,  denotaremos  las  matrices  con  letras  mayusculas  en  negritas,  como  A,  B,  C, 
I,  X  y  Y,  y  reservaremos  las  minusculas  en  negritas  para  los  vectores,  como  c,  x,  y  y  z. 


Algebra  de  matrices 

Suma  y  multiplicacion  escalar  de  matrices.  Las  operaciones  de  suma  y  multiplicacion 
escalar  de  matrices  son  muy  directas.  La  suma  se  realiza  sumando  los  elementos  correspon- 
dientes: 


1  2  3 

4  5  6 


1  1  1 
1  1  1 


2  3  4 
5  6  7 


Formalmente,  la  suma  de  dos  matrices  m  X  n  esta  dada  por 
A  +  B  =  [fly]  +  [%]  =  [fly  +  b.j]  « 

(La  unica  novedad  es  que  la  suma  no  esta  definida  para  dos  matrices  cuyas  dimensiones  m,  n 
no  coincidan.) 

Para  multiplicar  una  matriz  por  un  escalar  (un  numero),  simplemente  multiplicamos  ca- 
da  elemento  de  la  matriz  por  el  numero: 


1  2 

3 

3 

6 

9 

4  5 

6 

12 

15 

18 

En  otras  palabras,  rA  =  r[fl;;]  =  [ray],  La  notacion  —  A  representa  (  —  1)A. 

Propiedades  de  la  suma  y  multiplicacion  escalar  de  matrices.  La  suma  y  multiplicacion 
escalar  de  matrices  no  son  mas  que  disposiciones  de  orden  que  cumplen  las  propiedades  al- 
gebraicas  usuales.  Si  A,  B  y  C  son  matrices  m  X  n  y  r,  s  son  escalares,  entonces 

A  +  (B  +  C)  =  (A  +  B)  +  C  ,  A  +  B  =  B  +  A  , 

A  I  I!  -  A  .  A  +  i  -A)  =  0  , 

r(A  +  B)  =  rA  +  rB  ,  (r  +  ,s)A  =  rA  +  sA  , 

r(jA)  =  (rs)A  =  j(rA)  . 
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Multiplication  de  matrices.  El  producto  de  matrices  es  lo  que  hace  del  algebra  de  matri¬ 
ces  algo  interesante  y  util.  En  la  section  9.1  indicamos  que  el  producto  de  una  matriz  A  y  un 
vector  columna  x  es  el  vector  columna  formado  por  los  productos  punto  de  los  renglones  de 
A  con  x: 


1 

4 


2 

5 


1-1  +  2-0  +  3-2 

7 

4*1  +  5  •  0  +  6*2 

16 

Mas  en  general,  el  producto  de  dos  matrices  A  y  B  se  forma  mediante  el  arreglo  de  productos 
punto  de  los  renglones  del  primer  “factor”  A  con  las  columnas  del  segundo  factor  B;  el  pro¬ 
ducto  punto  del  /-esimo  renglon  de  A  con  la  y-esima  columna  de  B  se  escribe  como  la  entra- 
da  y-esima  del  producto  AB: 


1  0  1 

3-1  2 


5  3  x  +  z 

12  9  3x  -  y  +  2z 


1  +  0  +  4  2  +  0+1  x  +  0  +  z 

3  +  1  +  8  6  +  1  +  2  3x  —  y  +  2z 


Observe  que  AB  solo  esta  definido  cuando  el  numero  de  columnas  de  A  coincide  con  el  nu- 
mero  de  renglones  de  B.  Una  formula  util  para  el  producto  de  una  matriz  m  X  n  Ay  una  ma¬ 
triz  n  X  p  B  es 


n 

AB  :=  [ctf]  ,  donde  cy  :=  2  aikbkj  . 


El  producto  punto  del  /-esimo  renglon  de  A  y  la  y-esima  columna  de  B  aparece  en  la  expre- 
sion  de  “suma  de  productos”  para  cl;. 

Como  AB  se  calcula  en  terminos  de  los  renglones  del  primer  factor  y  las  columnas  del 
segundo  factor,  no  debe  sorprendernos  que,  en  general,  AB  no  es  igual  a  BA  (la  multiplica- 
cion  de  matrices  no  conmuta ): 


1  2 

0  1 

2  1 

0  1 

1  2 

3  4 

_ i 

_!  0_ 

cn 

_ i 

,  pero 

1  0 

_3  4 

1  2 

De  hecho,  las  dimensiones  de  A  y  B  pueden  hacer  que  uno  u  otro  de  estos  productos  quede 
indefinido: 


1  2 

0 

2 

0 

1  2 

i 

— _i 

i 

4 

f 

1 

3  4 

no  esta  definido  . 


En  este  mismo  sentido,  no  serfa  de  esperar  que  (AB)C  fuese  igual  a  A(BC),  pues  en 
(AB)C  calculamos  los  productos  punto  con  las  columnas  de  B,  mientras  que  en  A(BC)  utili- 
zamos  los  renglones  de  B.  Asi,  una  agradable  sorpresa  es  que  esta  complicacion  no  surge ,  y 
las  reglas  de  “agrupacion  de  parentesis”  son  las  acostumbradas: 


Seccion  9.3  Repaso  2:  matrices  y  vectores 


515 


(AB)C  =  A(BC)  (Asociatividad) 

(A  +  B)C  =  AC  +  BC  (Distributividad) 
A(B  +  C)  =  AB  +  AC  (Distributividad) 
(rA)B  =  r(AB)  =  A(rB)  (Asociatividad) 


En  resumen,  el  algebra  de  matrices  es  muy  similar  al  algebra  comun  de  los  numeros,  ex¬ 
cept/)  que  nunca  podemos  suponer  que  podemos  cambiar  el  orden  de  los  factores  matriciales. 

Matrices  como  operadores  lineales.  Sea  A  una  matriz  m  X  n,  y  sean  x  y  y  vectores  n  X 
1 .  Entonces  Ax  es  un  vector  m  X  1 ,  y  podemos  pensar  la  multiplicacion  por  A  como  una 
definicion  de  un  operador,  que  asocia  vectores  n  X  1  con  vectores  m  X  1.  Una  consecuen- 
cia  de  las  propiedades  de  distributividad  y  asociatividad  es  que  la  multiplicacion  por  A  de¬ 
fine  un  operador  lineal,  pues  A(x  +  y)  =  Ax  +  Ay  y  A(rx)  =  r(Ax).  Ademas,  si  A  es 
una  matriz  m  X  n  y  B  es  una  matriz  n  X  p.  entonces  la  matriz  m  X  p  AB  define  un  opera¬ 
dor  lineal  que  es  la  composicion  del  operador  lineal  definido  por  B  con  el  operador  lineal 
definido  por  A.  Es  decir,  (AB)x  =  A(Bx),  donde  x  es  un  vector  p  X  1. 

Algunos  ejemplos  de  operaciones  lineales  son: 

(i)  alargar  o  contraer  los  componentes  de  un  vector  por  factores  constantes; 

(ii)  girar  un  vector  con  cierto  angulo  en  torno  de  un  eje  fijo; 

(iii)  reflejar  un  vector  en  un  espejo  piano. 

La  formulacion  matricial  de  los  sistemas  algebraicos  lineales.  El  algebra  de  matrices 
fue  desarrollada  como  una  herramienta  conveniente  para  expresar  y  analizar  los  sistemas  al¬ 
gebraicos  lineales.  Observe  que  el  conjunto  de  ecuaciones 

xi  4-  2x2  +  x3  =  1  , 

X\  -i  3.1 2  +  It-!  -  -  1  , 

JT|  +  *3  =  0 

se  puede  escribir  como  el  producto  de  matrices 


(1) 


1  2 
1  3 
1  0 


En  general,  expresamos  el  sistema  lineal 


a{xX\  +  a[2x  2  +  •■■  +  ainxn  =  b\ 
fl2iJC]  +  022x2  +  "■  +  a2„x„  =  b2 


a„  1*1  +  a„2x  2  +  •■•  +  a„„xn  =  b, 
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en  notacion  matricial  como  Ax  =  b,  donde  A  es  la  matriz  de  coeficientes,  x  es  el  vector  de 
incognitas  y  b  es  el  vector  de  constantes  que  aparece  del  lado  derecho: 


«n 

fll2 

■  a  in 

Xl 

b\ 

A  - 

#21 

a22 

a2n 

x2 

b  = 

h 

^ n  1 

Cin2 

arm 

Xn 

K_ 

Si  b  =  0,  decimos  que  el  sistema  Ax  =  b  es  homogeneo  (de  manera  similar  a  la  nomenclatu¬ 
re  de  la  section  4.2). 

Identidad  para  las  matrices.  Existe  una  “identidad  multiplicativa”  en  el  algebra  de  matri¬ 
ces,  a  saber,  una  matriz  diagonal  cuadrada  I  con  unos  en  la  diagonal  principal.  A1  multiplicar 
I  por  la  derecha  o  la  izquierda  por  cualquier  otra  matriz  (con  dimensiones  compatibles),  se 
reproduce  esta  ultima  matriz: 


l 

0 

0 

1 

2  1 

1 

2 

1 

1 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

3  2 

= 

1 

3 

2 

1 

3 

2 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

] 

0  1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

.J 

0 

0 

1 

(Usaremos  la  notacion  I„  si  es  conveniente  especificar  la  dimension  n  X  n  de  la  matriz 
identidad.) 

Inversa  de  matrices.  Algunas  matrices  cuadradas  A  se  pueden  asociar  con  otras  matrices 
(cuadradas)  B  con  la  propiedad  de  que  BA  =  I: 


3  _j  n 

2  2 

1  2  1 

1  0  0 

(2) 

1  o  -- 

2  2 

-l  [  I 

L  2  2  J 

1  3  2 

1  0  1 

0  1  0 

0  0  1 

Cuando  esto  ocurre,  se  puede  mostrar  que 

(i)  B  es  la  unica  matriz  tal  que  BA  =  I,  y 

(ii)  B  satisface  ademas  AB  =  I. 

En  ese  caso,  decimos  que  B  es  la  inversa  de  A  y  escribimos  B  =  A-1. 

No  toda  matriz  tiene  una  inversa,  la  matriz  nula  0,  por  ejemplo,  nunca  puede  satisfacer 
la  ecuacion  OB  =  I.  Una  matriz  que  no  tiene  inversa  es  singular. 

Si  conocemos  la  inversa  de  la  matriz  de  coeficientes  A  en  un  sistema  de  ecuaciones  li¬ 
neales  Ax  =  b,  podemos  calcular  directamente  la  solution  mediante  A  'b,  como  muestra  la 
siguiente  deduction: 

Ax  =  b  implica  que  A~'  Ax  =  A  'b,  lo  que  a  su  vez  implica  x  =  A  'b  . 
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EJEMPLO  1 


Por  ejemplo,  podemos  usar  (2)  para  resolver  (1)  de  manera  bastante  eficiente: 


3  -1  1 

r  n 

2  2 

r  -, 

1 

X*? 

— 

-  0 

2  2 

-1 

_*3_ 

0 

—  -  1  - 

2  2 

Si  conocemos  A-1,  es  claro  que  este  calculo  es  mas  sencillo  que  aplicar  el  algoritmo  de 
Gauss-Jordan  de  la  seccion  anterior.  Asf,  parece  que  es  ventajoso  hallar  inversas  de  matrices. 
Algunas  inversas  se  pueden  obtener  directamente  a  partir  de  la  interpretation  de  la  matriz 
como  un  operador  lineal.  Por  ejemplo,  la  inversa  de  una  matriz  que  gira  un  vector  es  la  ma¬ 
triz  que  gira  en  la  direction  opuesta.  Una  matriz  que  realiza  una  reflexion  es  su  propia  inver¬ 
sa  (r,que  pasa  si  refiejamos  dos  veces?).  Pero  en  general  hay  que  utilizar  un  algoritmo  para 
calcular  la  inversa  de  una  matriz.  La  estrategia  subyacente  en  este  algoritmo  se  basa  en  la  ob¬ 
servation  de  que  si  X  denota  la  inversa  de  A,  entonces  X  debe  satisfacer  la  ecuacion  AX  =  I, 
asf,  la  determinacion  de  X  equivale  a  resolver  n  sistemas  lineales  de  ecuaciones  para  las  co- 
lumnas  {x,,  x2, .  .  .  ,  x„}  de  X: 


1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

,  Ax2  = 

0 

,  •••  ,  Ax„  = 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

La  implantation  de  esta  operacion  es  eficaz  mediante  la  siguiente  variante  del  algoritmo  de 
Gauss-Jordan. 

Determinacion  de  la  inversa  de  una  matriz.  Por  una  operacion  por  renglon  entendemos 
una  de  las  siguientes: 

(a)  Intercambiar  dos  renglones  de  la  matriz 

(b)  Multiplicar  un  renglon  de  la  matriz  por  un  escalar  distinto  de  cero 

(c)  Sumar  un  multiplo  escalar  de  un  renglon  de  la  matriz  a  otro  renglon. 

Si  la  matriz  nX  n  A  tiene  una  inversa,  entonces  podemos  determinar  A-1  realizando  opera¬ 
cion  por  renglon  sobre  la  matriz  n  X  2 n  [A ;  I]  obtenida  al  escribir  juntas  A  e  I.  En  particular, 
realizamos  operaciones  por  renglon  sobre  la  matriz  [A:  I]  hasta  que  los  primeros  n  renglones 
y  columnas  formen  la  matriz  identidad;  es  decir,  hasta  que  la  nueva  matriz  sea  [I  i  B].  Enton¬ 
ces,  A-1  =  B.  Debemos  notar  que  si  este  procedimiento  no  puede  producir  una  matriz  de  la 
forma  Pi  B],  entonces  A  no  tiene  inversa. 


Determinar  la  inversa  de  A  = 


I 

1 

1 


2  1 
3  2 
0  1 
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SOLUCION  Primero  se  forma  la  matriz  [Aj  I]  y  se  reduce por  renglones  a  [I  j  A  *].  Hacemos  lo  siguiente: 


Formamos  la  matriz  [A  j 1] 


12  1  |  1  0  0 

13  2  |  0  10 

10  1  |  0  0  1 


Restamos  el  primer  renglon 
del  segundo  y  el  tercero  para 
obtener 


1 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

-1 

1 

0 

0 

-2 

0 

-1 

0 

1 

Sumamos  2  veces  el  segundo 
renglon  al  tercero  para 
obtener 


1 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

-1  1 

0 

0 

0 

2 

-3 

2 

1 

Restamos  2  veces  el  segundo 
renglon  del  primero  para 
obtener 


1 

0 

-1 

3 

-2 

0~ 

0 

1 

1 

-1 

1 

0 

0 

0 

2 

-3 

2 

1 

Multiplicamos  el  tercer 
renglon  por  1/2  para  obtener 


Sumamos  el  tercer  renglon  al 
primero  y  luego  restamos  el 
tercer  renglon  al  segundo  para 
obtener 


1  0  -1 

0  1  1 

0  0  1 

10  0  1 
0  10 

0  0  1: 


3  -2 


-1 

_  3 
2 


-1 


La  matriz  que  aparece  en  color  es  A  1 .  (Compare  con  la  ecuacion  (2).)  ■ 


Determinantes.  Para  una  matriz  2  X  2  A,  el  determinante  de  A,  que  se  denota  det  A  o 
|A|,  se  define  como 


del  A  = 


"21 


a  12 


"n"22  "iXLi  ■ 


Podemos  definir  el  determinante  de  una  matriz  3  X  3  A  en  terminos  de  su  desarrollo  por  co- 
factores  con  respecto  de  su  primera  columna;  es  decir. 


dot  A 


"11 

"12 

"13 

a2] 

"22 

"23 

"31 

"32 

"33 

aTt 

"32 


"23 

"33 


-  »I2 


#21 

«31 


#23 

"33 


+  "13 


"21 

"31 


"22 

"32 
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Por  ejemplo, 


1  2  1 

0  3  5 

2  1-1 


3 

1 


1  (  —  3  -  5)  -  2(0  -  10)  4-  1{0  -  6)  =  6  . 


El  determinante  de  una  matriz  n  X  n  se  puede  definir  de  manera  similar  mediante  un  de- 
sarrollo  por  cofactores  que  implica  determinantes  de  orden  (n  —  1 ).  Sin  embargo,  una  forma 
mas  practica  de  evaluar  los  determinantes  cuando  n  es  grande  implica  la  reduction  por  ren- 
glones  de  la  matriz  a  su  forma  triangular  superior.  Como  aquf  trabajaremos  principalmente 
con  matrices  2  X  2  y  3  X  3,  referimos  al  lector  a  un  texto  de  algebra  lineal  elemental  para  un 
analisis  mas  detallado  de  la  evaluation  de  los  determinantes.1 

Es  laborioso  evaluar  directamente  los  determinantes  (en  particular  los  de  orden  supe¬ 
rior).  Tienen  una  interpretation  geometrical  det  A  es  el  volumen  (en  el  espacio  de  dimension 
n)  del  paralelepipedo  cuyas  aristas  estan  dadas  por  los  vectores  columna  de  A.  Pero  su  prin¬ 
cipal  valor  reside  en  el  papel  que  juegan  en  el  siguiente  teorema,  que  resume  muchos  de  los 
resultados  de  algebra  lineal  que  necesitaremos,  y  en  la  regia  de  Cramer,  que  describimos  en 
el  apendice  C. 


MATRICES  Y  SISTEMAS  DE  ECUACIONES 


Teorema  1.  Sea  A  una  matriz  n  X  n.  Las  siguientes  afirmaciones  son  equivalentes: 

(a)  A  es  singular  (no  tiene  inversa). 

(b)  El  determinante  de  A  es  igual  a  cero. 

(c)  Ax  =  0  tiene  soluciones  no  triviales  (x  ¥=  0). 

(d)  Las  columnas  (renglones)  de  A  forman  un  conjunto  linealmente  dependiente. 


En  la  parte  (d),  la  afirmacion  de  que  las  n  columnas  de  A  son  linealmente  dependientes 
significa  que  existen  escalares,  cu  ...  ,cn  no  todos  iguales  a  cero,  tales  que 

C\ a,  +  c2a2  +  ■■■  +  c„ a„  =  0  , 

donde  a,  es  el  vector  que  forma  la  j-esima  columna  de  A. 

Si  A  es  una  matriz  cuadrada  singular  (de  modo  que  det  A  =  0),  entonces  Ax  =  0  tiene 
una  infinidad  de  soluciones.  En  efecto,  el  teorema  1  afirma  que  existe  un  vector  x0  =t=  0  tal 
que  Ax0  =  0,  y  podemos  obtener  una  infinidad  de  soluciones  distintas  de  esta  multiplicando 
x0  por  cualquier  escalar,  es  decir,  haciendo  x  =  cx0.  Ademas,  Ax  =  b  no  tiene  soluciones  o 
tiene  una  infinidad  de  soluciones  de  la  forma 

x  =  xp  +  xh  , 

donde  xp  es  una  solution  particular  de  Ax  =  b  y  xh  es  cualquiera  de  la  infinidad  de  solucio¬ 
nes  de  Ax  =  0  (vease  el  problema  15).  El  parecido  entre  esta  situation  y  la  de  resolver  ecua- 
ciones  diferenciales  lineales  no  homogeneas  debe  ser  claro. 


'  Vease  Linear  Algebra  and  Its  Applications,  2a.  edicion,  por  David  C.  Lay  (Addison- Wesley,  Reading,  Mass.,  1997). 
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A  manera  de  ilustracion,  en  el  ejemplo  3  de  la  seccion  9.2  (pagina  534)  vimos  que  el 
sistema 

2  4  1 

2  4  0 

-4  -8  1 

tiene  soluciones 

.tq  ~  3  2s  ,  x%  —  s  ,  x3  ~  2  ■,  —  oo  <  s  <  oo  . 

Si  escribimos  esto  en  notacion  matricial,  podemos  identificar  los  vectores  xp  y  x/;  menciona- 
dos  anteriormente: 


*1 

8 

A*2 

— 

6 

Xi 

-10 

3  -  Is 

3 

-2 

s 

= 

0 

+  S 

1 

2 

2 

0 

Observe  ademas  que  el  determinante  de  A  realmente  se  anula, 


det  A  =  2 


4 

-8 


4 

-8 


2-4  -  4-2  +  1*0  =  0  , 


y  que  la  dependencia  lineal  de  las  columnas  de  A  queda  exhibida  por  la  identidad 


2 

2 

+  1 

4 

4 

+  0 

l" 

0 

_ 

0 

0 

„4 

-8 

1 

L  J 

0 

Si  A  es  una  matriz  cuadrada  no  singular  (es  decir,  A  tiene  una  inversa  y  det  A  A  0),  en- 
tonces  el  sistema  homogeneo  Ax  =  0  tiene  a  x  =  0  como  su  unica  solucion.  Mas  en  general, 
cuando  det  A  A  0,  el  sistema  Ax  =  b  tiene  una  unica  solucion  (a  saber,  x  =  A  'b). 


Calculo  de  matrices 

Si  permitimos  que  las  entradas  ay(t)  de  una  matriz  A (f)  sean  funciones  de  la  variable  t,  en- 
tonces  A(f)  es  una  funcion  matricial  de  t.  De  manera  analoga,  si  las  entradas  x,-(r)  de  un 
vector  x(f)  son  funciones  de  t,  entonces  x(f)  es  una  funcion  vectorial  de  t. 

Estas  funciones  matriciales  y  vectoriales  tienen  un  calculo  similar  al  de  las  funciones  con 
valores  reales.  Una  matriz  A (t)  es  continua  en  t0  si  cada  entrada  a^t)  es  continua  en  t0.  Ade¬ 
mas,  A  ( r)  es  diferenciable  en  f0  si  cada  entrada  a^t)  es  diferenciable  en  t0,  y  escribimos 


(3)  ^(t0)=A'(f0):=[4(%)] 


De  manera  similar,  definimos 


(4) 
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t  +  1  cos  t 
e'  1 


EJEMPLO  2  Sea  A(f)  = 

Calcular:  i(a)  A '(f)  .  (b)  [  A (f)dt  . 

Jo 

SO  LUC  I  ON  Usamos  las  formulas  (3)  y  (4)  para  calcular 


(a)  A’[r)  — 


2 1  —sen  t 
e‘  0 


(b)  A(r)  dt  = 


4 

3 

e  -  I 


sen  1 

1 


EJEMPLO  3  Mostrar  que  x(f)  = 
donde 


cos  cot 
sen  wt 


es  una  solucion  de  la  ecuacion  diferencial  matricial  x'  =  Ax, 


A  = 


0  —  co 

io  0 


SOLUCION  Basta  verificar  que  x'(f)  y  A x(f)  son  la  misma  funcion  vectorial 

At) 

Las  propiedades  basicas  de  la  derivacion  son  validas  para  las  funciones  matriciales. 


—  to  sen  col 

;  Ax  = 

G 

—  Cl) 

cos  cot 

_  —  to  sen  wt 

0_ 

co  cos  cot 

CO 

sen  col 

[  co  cos  cot 

FOMULAS  DE  DERIVACION  PARA  FUNCIONES  MATRICIALES 


~ (CA)  —  C^— ■  C  una  matriz  constante. 

afr  ‘  ’  dt 

4  (A  +  B)  =  f  +  ^  . 

dt v  ;  dt  dt 

-j-(AB)  =  A^  +  . 

dt  ’  dt  dt 


En  la  ultima  formula,  el  orden  en  que  escribimos  las  matrices  es  muy  importante,  pues 
como  hemos  enfatizado,  la  multiplicacion  de  matrices  no  siempre  conmuta. 


E  J  ERCICIOS 


1.  Sean  A 


2  1 
3  5 


y  B  — 


Determinar:  (a)  A  +  B  . 


-1  0 
2  -3  ' 

(b)  3A  —  B  . 


2.  Sean  A  := 

2  0  S’ 

y  B  ;= 

1-1  2 

2  1  1 

J 

0  3  -2 

Determinar:  (a)  A  +  B  .  (b)  7A  —  4B  . 
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3.  Sean  A  — 


2  4 


y  B  ~ 


- 1  3 

5  2 


Determinar:  (a)  AB  .  (b)  A2  =  AA  .  (c)  B2  = 

BB  . 


8.  Sean  A  —  ^  ^ 

Verifique  que  AB  4=  BA. 


y  B- 


1  2l 

3  2 


4.  Sean  A  :— 


2  1 
0  4 
-1  3 


y  B :- 


En  los  problemcis  9  a  14,  calcule  la  inversa  de  la  matriz 
dada,  si  esta  existe. 


9. 


2  1 
-1  4 


10. 


4  1 

5  9 


5.  Sean  A  ;= 


C  : 


’ 

(a)  AB  . 

(b) 

BA  . 

. 

’  1  1 

1 

1 

1  1 

1 

-2l 

B  = 

1  0 

ii. 

I  2 

1 

12, 

1 

2  3 

2 

-3j  ’ 

!  1 

y 

2  3 

2 

0 

1  1 

-2 

-1 

1 

1 

1 

1 

13. 

2 

1 

0 

14. 

t 

-  1 

1 

3 

1 

-1 

1 

1 

Determinar:  (a)  AB  .  (b)  AC  .  (c)  A(B  +  C) . 


6.  Sean  A  :— 


1.  2 
1  1 


R 


0  3 
1  2 


C  := 


1  -4 
1  1 


Determinar:  (a)  AB  .  (b)  (AB)C  .  (c)  (A  +  B)C  . 


15.  Demuestre  que  si  xp  satisface  Axp  =  b,  entonces  to- 
da  solucion  del  sistema  no  homogeneo  Ax  =  b  es  de 
la  forma  x  =  xp  +  xh,  donde  xh  es  una  solucion  del 
sistema  homogeneo  correspondiente  Ax  =  0. 


16.  Sean  A 


2-1  1 
-1  2  1 

1  1  2 


7.  La  matriz  obtenida  de  A  al  intercambiar  sus  renglo- 
nes  y  columnas  se  llama  la  transpuesta  de  A  y  se 
denota  por  A7.  Por  ejemplo,  si 


A  = 


2  6 

2  -1 


entonces 


A7"  = 


1 

2 

6 


-1 

2 

1 


(a)  Muestre  que  A  es  singular. 


(b)  Muestre  que  Ax  = 

(c)  Muestre  que  Ax  = 
soluciones. 


3 

1 

L3J 

3' 

0 

l3j 


no  tiene  soluciones. 


tiene  una  infinidad  de 


En  general,  tenemos  [cty]7  =  [b,j\,  donde  btj  =  a ^ 

(a)  Muestre  que  si  u  y  v  son  vectores  columna  n  X 
1,  entonces  el  producto  matricial  u7v  es  igual  al 
producto  punto  u  •  v. 

(b)  Sea  v  un  vector  columna  3X1  con  v7  =  [23  5]. 
Muestre  que,  para  la  matriz  A  dada  arriba, 
(Av)r  =  v7A7. 

(c)  ^Se  cumple  la  relacion  (Av)r  =  v7A7  para  cual- 
quier  matriz  Am  X  n  y  cualquier  vector  v  n  X  1  ? 

(d)  ySe  cumple  la  relacion  (AB)r  =  B7A7  para 
cualquier  pareja  de  matrices  A.  B  tales  que  am- 
bos  productos  matriciales  esten  definidos? 


En  los  problemas  17  a  20,  determine  lafuncion  matricial 
X~*(f)  cuyo  valor  en  t  es  la  inversa  de  la  matriz  dada 

x(0- 


17.  X(f)  =  1, 


18.  X(l)  = 


sen  2 1 
2  cos  2 1 


cos  2 1 
—  2  sen  2 1 


19.  X(f)  = 


e  e 
-e~'  2e2' 

e 4e2r 
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20.  X(/)  - 


1  t 


3e3‘  0 


1 


9e  0  0 

En  los  problemas  21  a  26,  evalue  el  determinante  dado. 


En  los  problemas  33  y  34,  determine  dX/dt  para  lasfun- 
ciones  matriciales  dadas. 


33.  X(f)  = 


21. 


23. 


4  3 
-1  2 


1  0  0 

3  1  2 

I  5  -2 


22. 


24. 


12  8 
3  2 

1 

0 


0  2 
3  -1 
2  I 


e3' 

3e2' 

-2e5' 

-e2,_  ' 

sen  2f 

cos  2 1 

e 

-it 

—sen  2 1 

2  cos  2t 

3e 

-2x 

3  sen  2/ 

cos  2 1 

e 

2t 

34.  X  f  = 


En  los  problemas  35  y  36,  verifique  que  lafnncidn  vecto- 


1 

4 

3 

1 

4 

4 

rial  dada  satisface  el  sistema  indicado. 

25. 

-1 

-1 

2 

26. 

3 

0 

-3 

4 

5 

2 

1 

6 

2 

II 

yr\ 

r*it 

i  i 

-2  4 

x  ,  x(r)  = 

2e3r 

En  los  problemas  27  a  29,  determine  los  valores  de  r  pa¬ 
ra  los  que  det(A  —  r\)  =  0. 


27.  A  = 


1  1 

-2  4 


28.  A  = 


3  3 
2  4 


36.  x' 


0  0  0 
0  1  0 
1  0  1 


xU) 


3e‘ 


En  los  problemas  37  y  38,  verifique  que  lafuncion  matri- 
cial  dada  satisface  el  sistema  indicado. 

30.  Ilustre  la  equivalencia  de  las  afirmaciones  (a)-(d)  en  37.  X'  — 
el  teorema  1  (pagina  519)  para  la  matriz 


X  , 


XU)  = 


-2c' 


29.  A  = 


0  0  0 
0  1  0 
1  0  1 


i _ 

-2 

2 

1 

0 

1 

o 

—2 

4 

2 

w 

0 c 

II 

0 

3 

-2 

2 

2 

4 

0 

-2 

1 

como  sigue. 

(a)  Muestre  que  el  procedimiento  de  reduccion  por 
renglones  aplicado  a  [A  i  I]  no  produce  una  in- 
versa  para  A. 

(b)  Calcule  det  A. 

(c)  Determine  una  solution  no  trivial  x  de  Ax  =  0. 

(d)  Halle  escalares  ch  c2  y  c3,  no  todos  iguales  a  ce- 
ro,  tales  que  c , a ,  +  c2a2  +  c3a3  =  0,  donde  ah 
a2  y  a3  son  las  columnas  de  A. 


xU)  = 


0 

0 


En  los  problemas  39  y  40  se  dan  las  matrices  A (t)  y 
B  (t).  Determine 


(a)  |  A {t)dt  .  (b)  |  B(t)dt  .  (c)  —  [AU)B(f) 


En  los  problemas  31  y  32,  determine  dx/dt  para  lasfun- 
ciones  vectoriales  dadas. 


39.  A  (?)  = 


bU)  = 


cos  l 
sen  / 


-sen  t 
cos  1 


e  1  sen  3/ 

2e3’ 

32.  x(f)  = 

0 

40.  A(f)  = 

1  e~2t 

.  B(r)  = 

e  1  e  ' 

—  e  f  sen  3 1 

3 

-e~'  3e~! 

31.  x(f)  = 
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En  los  problemas  41  a  43,  Ar  se  refiere  a  la  matriz  trans- 

puesta  analizada  en  el  problema  7. 

41.  Una  matriz  n  X  n  A  es  simetrica  si  A7  =  A;  es  de¬ 
ck,  si  atj  =  Up  para  toda  i,j=  1 ,...,«.  Muestre  que 
si  A  es  una  matriz  n  X  n,  entonces  A  +  A7  es  una 
matriz  simetrica. 

42.  Sea  A  una  matriz  m  X  n.  Muestre  que  A7A  es  una 
matriz  simetrica  n  X  n  y  AA7  es  una  matriz  simetri¬ 
ca  m  X  m  (vease  el  problema  41). 

43.  El  producto  interior  de  dos  vectores  es  una  genera¬ 
lization  del  producto  punto,  para  vectores  con  entra- 
das  complejas.  Se  define  como 

n 

(x,  y}  :=  2  x-y,  ,  donde 

I 


X  =  col  (X|,  X2,...,  Xn ),  y  =  col  (yb  y2,  ■  ■  ■ , 
yn)  son  vectores  complejos  y  la  barra  denota 
la  conjugation  compleja. 

(a)  Muestre  que  (x,  y)  =  xTy,  donde 
y  =  col  (y i,y2, . . .  ,yn)  . 

(b)  Demuestre  que  para  cualesquiera  vectores  n  X  1 
x,  y,  z  y  cualquier  numero  complejo  1,  se  cumple 

(x,  y)  =  (y,  x)  , 

(x,  y  +  z)  =  (x,  y)  +  (x,  z)  , 

(Ax,  y)  =  A(x,  y)  .  (x,  Ay)  =  A(x,  y)  . 


9.4  SISTEMAS  LINEALES  EN  FORMA  NORMAL 


Como  continuation  de  la  introduction  de  la  section  9.1,  decimos  que  un  sistema  de  n  ecua- 
ciones  diferenciales  lineales  esta  en  forma  normal  si  se  expresa  como 

(1)  x'(t)  =  A(t)x(t)  +  f(t)  , 

donde  x(f)  =  col^^f),  .  .  .  ,  xn(t)),  f (f)  =  col  ( f\{t ),  .  .  .  ,/„(?))  y  A(f)  =  [a,-,(t)]  es  una 
matriz  n  X  n.  Como  en  el  caso  de  una  ecuacion  diferencial  lineal  escalar,  un  sistema  es  homo- 
geneo  si  f(f)  =  0;  en  caso  contrario,  es  no  homogeneo.  Cuando  los  elementos  de  A  son  todos 
constantes,  se  dice  que  el  sistema  tiene  coeficientes  constantes.  Recuerde  que  una  ecuacion 
diferencial  lineal  de  orden  n 

(2)  V-U!  4-  pn_ +  •  •  ■  4-  p0(/)y(f)  = 


se  puede  escribir  como  un  sistema  de  primer  orden  en  forma  normal  usando  la  sustitucion 
X\ (t)  ~  y{t),X2(t)  :=  y'(t), . .  . ,  x„(t)  ~  y^n  l\t)',  en  efecto,  la  ecuacion  (2)  es  equivalente  a 
x'(t)  =  A (f)x(f)  4-  f(r),  donde  x(f)  =  col^^r), . . . ,  f(t )  :=  col(0, . . . ,  0,  g (t))  y 


A(?)  = 


0 

0 


0 

-pa(t) 


l  o 

0  1 

0  0 

-p\(t)  -Pl(t) 


0  0 
0  0 


0  1 

Pn  2(0  -pn-l(f) 


La  teorfa  para  sistemas  en  forma  normal  sigue  muy  de  cerca  la  teorfa  de  ecuaciones  di¬ 
ferenciales  lineales  presentada  en  los  capftulos  4  y  6.  En  muchos  casos,  las  demostraciones 
para  ecuaciones  diferenciales  lineales  escalares  se  pueden  extender  a  sistemas  normales  con 
las  modificaciones  adecuadas.  Recfprocamente,  los  resultados  para  sistemas  normales  se 
aplican  a  las  ecuaciones  lineales  escalares,  pues,  como  hemos  mostrado,  cualquier  ecuacion 
lineal  escalar  se  puede  expresar  como  un  sistema  normal.  Este  es  el  caso  con  los  teoremas  de 
existencia  y  unicidad  para  ecuaciones  diferenciales  lineales. 


Seccion  9.4  Sistemas  lineales  en  forma  normal 


525 


EJEMPLO  1 


El  problema  con  valores  iniciales  para  el  sistema  normal  (1)  es  el  problema  de  deter- 
minar  una  funcion  vectorial  diferenciable  x(r)  que  satisfaga  el  sistema  en  un  intervalo  I  y 
que  ademas  satisfaga  la  condicion  inicial  x(f0)  =  x0,  donde  t0  es  un  punto  dado  de  I  y  x0  = 
col(x!  o, .  .  .  ,  xn0 )  es  un  vector  dado. 


EXISTENCIA  Y  UNICIDAD 


Teorema  2.  Suponga  que  A (f)  y  f(f)  son  continuas  en  un  intervalo  abierto  I  que 
contiene  al  punto  t0.  Entonces,  para  cualquier  eleccion  del  vector  x0  =  col  (jr,  0, .  .  . , 
x„0),  existe  una  unica  solucion  x(f)  en  todo  el  intervalo  /  del  problema  con  valores 
iniciales 

x'(f)  «  A (f)x(r)  +  f(t)  ,  x(?Cl)  =  x0  . 


Si  escribimos  el  sistema  (1)  como  x'  —  Ax  =  f  y  definimos  el  operador  L[x]  :=  x'  —  Ax, 
entonces  podemos  expresar  el  sistema  (1)  en  la  forma  de  operador  L[x]  =  f.  En  este  caso,  el 
operador  L  asocia  a  cada  funcion  vectorial  una  funcion  vectorial.  Ademas,  L  es  un  operador  li¬ 
neal  en  el  sentido  de  que  para  cualesquiera  escalares  a,  by  cualesquiera  funciones  vectoriales 
diferenciables  x,  y,  tenemos 

L[«x  #  by]  -  «L[x]  +  £>£[y]  . 

La  demostracion  de  esta  linealidad  es  consecuencia  de  las  propiedades  de  la  multiplicacion 
de  matrices  (vease  el  problema  25). 

Como  consecuencia  de  la  linealidad  de  L,  si  xb  .  .  .  ,  xn  son  soluciones  del  sistema  ho- 
mogeneo  x'  =  Ax,  o  L[x]  =  0  con  notacion  de  operadores,  entonces  cualquier  combinacion 
lineal  de  estos  vectores,  C|X|  +  ■  ■  •  +  c„x„  sera  tambien  una  solucion.  Ademas,  veremos  que 
si  las  soluciones  xb  . .  . ,  x„  son  linealmente  independientes,  entonces  toda  solucion  de  L[x]  =  0 
se  puede  expresar  como  c | x ,  +  •■■  +  cnxn  para  una  eleccion  adecuada  de  las  constantes 
C 1 ,  •  •  •  >  C;  ■ 


DEPENDENCIA  LINEAL  DE  FUNCIONES  VECTORIALES 


Definicion  1.  Las  m  funciones  vectoriales  xh  . .  .  ,  xm  son  linealmente  depen- 

dientes  en  un  intervalo  I  si  existen  constantes  cx, ,  cm,  no  todas  iguales  a  cero, 
tales  que 

c-,x1(f)+  =  0 

para  toda  t  en  /.  Si  los  vectores  no  son  linealmente  dependientes,  entonces  son  li¬ 
nealmente  independientes  en  I. 


Mostrar  que  las  funciones  vectoriales  x^f)  =  col(ef,  0,  e'),  x2(f)  =  col(3ef,  0,  3e')  y 
x3(f)  =  col(r,  1,  0)  son  linealmente  dependientes  en  (—  oo,  oo). 
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SOLUCION 

EJEMPLO  2 

SOLUCION 


Observe  que  x2  es  justamente  el  triple  de  x,  y  por  tanto,  3x,  (t)  —  x2(t)  +  0  •  x3(f)  =  0  para 
toda  t.  Por  lo  tanto,  x1;  x2  y  x3  son  linealmente  dependientes  en  ( —  cxd,  cxd).  ■ 

Mostrar  que  las  funciones  vectoriales  x^r)  =  col(e2',  0  e2'),  x2(f)  =  col(e2r,  e2',  — e2')  y 
x3(f)  =  col(e',  2et,  e'),  son  linealmente  independientes  en  (—cxd,  cxd). 

Para  demostrar  la  independencia,  suponemos  que  c  , ,  c2  y  c3  son  constantes  para  las  cuales 


(3)  cqx^f)  +  c2x2(f)  +  c3x3(f)  =  0 

se  cumple  para  toda  t  en  (  —cxd,  cxd)  y  mostraremos  que  esto  obliga  a  que  cq  =  c2  =  c3  =  0. 
Veamos  que  ocurre  con  t  =  0  en  (3): 


V 

r 

r 

Cl 

0 

+  c2 

i 

+  c3 

2 

1 

-i 

1 

que  es  equivalente  al  sistema  de  ecuaciones  lineales 

c{  +  c2  +  c3  =  0  , 

(4)  c2  +  2c3  =  0  , 

cl  -  c2  +  c3  =  0  . 

Podemos  resolver  (4)  o  verificar  que  el  determinate  de  sus  coeficientes  es  distinto  de  cero 
(recuerde  el  teorema  1  de  la  pagina  519)  para  concluir  que  (4)  solo  tiene  la  solucion  trivial 
Ci  =  c2  =  c3  =  0.  Por  lo  tanto,  las  funciones  vectoriales  xb  x2  y  x3  son  linealmente  inde¬ 
pendientes  en  (—cxd,  cxd)  (de  hecho,  en  cualquier  intervalo  que  contenga  a  t  =  0).  ■ 

Como  muestra  el  ejemplo  anterior,  si  x^f), .  .  .  ,  x„(?)  son  n  funciones  vectoriales,  cada 
una  con  n  componentes,  entonces  estos  vectores  seran  linealmente  independientes  en  un  in¬ 
tervalo  I  si  el  determinante 

det[x,(r)  ...  x„(r)] 

es  distinto  de  cero  en  algun  punto  t  en  I.  Debido  a  la  analogfa  con  las  ecuaciones  escalares, 
llamamos  a  este  determinante  el  wronskiano. 


WRONSKIANO 


Definicion  2.  El  wronskiano  de  n  funciones  vectoriales  x, (t)  =  coI(a'|  !,..., 
xn  i), .  .  .  ,  x„(f )  =  col(x!  „,...,  xn „)  se  define  como  la  funcion  con  valores  reales 


lP[x„ 


JW(f)  A'L2(f)  ■ 

•  *ijt) 

11 
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Ahora  mostraremos  que  si  x1;  x2,  .  .  .  ,  x„  son  soluciones  linealmente  independientes 
en  /  para  el  sistema  homogeneo  x'  =  Ax,  donde  A  es  una  matriz  n  X  n  de  funciones  conti- 
nuas,  entonces  el  wronskiano  W(t)  detfx^  x2,  .  .  .  ,  x„]  nunca  se  anula  en  I.  Suponga- 
mos  lo  contrario,  que  kk(f0)  =  0  en  algun  punto  t0.  Entonces,  por  el  teorema  1  de  la  pagina 
543,  el  hecho  de  que  el  determinante  se  anule  implica  que  los  vectores  columna  x^fo), 
x2(f0),  •  •  •  ,  x„(f0)  son  linealmente  dependientes.  Asf,  existen  escalares  c1; .  .  .  ,  cn,  no  todos 
nulos,  tales  que 

Cixx(r0}  +  ■••  +  c„x„(fj})  =  #  . 

Sin  embargo,  cqx^f)  +  •••  +  c„\n(t)  y  la  funcion  vectorial  z (t)  =  0  son  ambas  soluciones 
de  x'  =  Ax  en  /;  ademas,  coinciden  en  el  punto  t0.  Asf,  estas  soluciones  deben  coincidir  en  I  de 
acuerdo  con  el  teorema  de  existencia  y  unicidad  (teorema  2);  es  decir, 

£bXi(f)  +  ■■■  +  c„xn(f)  -  0 

para  toda  1  en  I.  Pero  esto  contradice  la  informacion  dada  en  el  sentido  que  x, , .  .  .  ,  x„  son  li¬ 
nealmente  independientes  en  I.  Hemos  mostrado  que  kP(f0)  A  0,  y  como  t0  es  un  punto  arbi- 
trario,  tenemos  que  W(t)  A  0  para  toda  t  E  I. 

El  argumento  anterior  tiene  dos  implicaciones  importantes  que  se  asemejan  a  lo  ocurri- 
do  en  el  caso  escalar.  En  primer  lugar,  el  wronskiano  de  soluciones  de  x'  =  Ax  es  identica- 
mente  nulo  o  nunca  se  anula  en  /(vease  tambien  el  problema  31).  En  segundo  lugar,  un  con- 
junto  de  n  soluciones  x1; .  .  .  ,  x„  de  x'  =  Ax  en  I  es  linealmente  independiente  en  I  si  y  solo 
si  su  wronskiano  nunca  se  anula  en  I.  Con  estos  hechos  a  la  mano,  podemos  imitar  la  demos- 
tracion  dada  para  el  caso  escalar  en  la  seccion  6. 1  (teorema  2)  para  obtener  el  siguiente  teo¬ 
rema  de  representacion  para  las  soluciones  de  x'  =  Ax. 


REPRESENTACION  DE  SOLUCIONES  (CASO  HOMOGENEO) 


Teorema  3.  Sean  x1; .  . . ,  x„  n  soluciones  linealmente  independientes  del  sistema 
homogeneo 

(5)  x'(f)  -  A(/)x(» 

en  el  intervalo  I,  donde  A(f)  es  una  funcion  matricial  n  X  n.  continua  en  I.  Entonces 
toda  solucion  de  (5)  en  I  se  puede  expresar  en  la  forma 

(6)  x(f)  =  qXiO)  +  ■■■  +  c„x„(t)  , 
donde  C\, ...  ,cn  son  constantes. 


Un  conjunto  de  soluciones  {x1; .  .  .  ,  x,,}  que  es  linealmente  independiente  en  /  o,  en  for¬ 
ma  equivalente,  cuyo  wronskiano  no  se  anula  en  /,  es  un  conjunto  fundamental  de  solucio¬ 
nes  para  (5)  en  /.  La  combinacion  lineal  en  (6),  escrita  con  constantes  arbitrarias,  se  conoce 
como  una  solucion  general  de  (5). 

Si  consideramos  los  vectores  de  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  y  formamos  las 
columnas  de  una  matriz  X(r)  de  la  manera  siguiente, 


X(r)  =  [x,(f)  x2(f)  . 

ii 

* 

*2.1  W 

*1.2W  ‘ 

*2,2(7)  ‘ 

1  *l,«(f) 

■  *2^(0 

ij) 

*n,2M  ’ 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


entonces  la  matriz  X(f)  es  una  matriz  fundamental  para  (5).  Podemos  usarla  para  expresar 
la  solucion  general  (6)  como 

x(f)  =  X(f)c, 

donde  c  =  col(c1? . . . ,  c„)  es  un  vector  constante  arbitrario.  Como  det  X  =  VP[X],  . . . ,  x„]  nun- 
ca  se  anula  en  I,  el  teorema  1  de  la  section  9.3  implica  que  X(f)  es  invertible  para  cada  t  en  I. 

Verificar  que  el  conjunto 


es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  el  sistema 


(7) 


C(t) 


0  1  1 
1  0  1 
1  1  0 


\{t) 


en  el  intervalo  (— oo,  oo)  y  hallar  una  matriz  fundamental  para  (7).  Determinar  ademas  una 
solucion  general  para  (7). 


A1  sustituir  el  primer  vector  del  conjunto  S  en  el  lado  derecho  de  (7),  tenemos 


0 

1 

f 

^2e2!' 

Ax  ~ 

1 

0 

1 

= 

2e21 

1 

1 

0 

_2e2'_ 

Por  lo  tanto,  este  vector  satisface  el  sistema  (7)  para  toda  t.  Podemos  usar  calculos  similares 
para  verificar  que  los  otros  vectores  en  S  tambien  son  soluciones  de  (7)  en  (— oo,  oo).  Para 
mostrar  que  S  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones,  basta  observar  que  el  wronskiano 


vKO  = 


e 

e 


it 
2 1 


ri 

ii 

0  e~‘ 

~f  ■"  t 

+ 

1 

e2i  e  1 

,2t  -t 

e  —e 

e  —e 

nunca  se  anula. 

Una  matriz  fundamental  X(t)  para  (7)  es  justamente  la  matriz  que  usamos  para  calcular 
el  wronskiano;  es  decir, 


e 

e 

e 


2 1 
It 
It 


0 


(8)  X(t)  = 
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Ahora  podemos  expresar  una  solucion  general  de  (7)  como 


'e21' 

-e~r 

0 

u 

II 

u 

K 

II 

1* 

e2‘ 

e1' 

+  c2 

0 

-4 

+  Cj 

-e-' 

Es  facil  verificar  que  la  matriz  fundamental  en  (8)  satisface  la  ecuacion 


0 

1 

1 


1 

0 

1 


1 

1 

0 


X0  ; 


esto  es  equivalente  a  verificar  que  x'  =  Ax  para  cada  columna  x  en  S.  En  general,  una  matriz 
fundamental  para  un  sistema  x'  =  Ax  satisface  la  ecuacion  diferencial  matricial  correspon- 
diente  X'  =  AX. 

Otra  consecuencia  de  la  linealidad  del  operador  L  definido  por  L[x]  :=  x'  —  Ax  es  el 
principio  de  superposicion  para  sistemas  lineales,  el  cual  establece  que  si  x,  y  x2  son  solu- 
ciones  de  los  sistemas  no  homogeneos 

L[x]  =  g,  y  L[x]  =  g2  , 

respectivamente,  entonces  C|X,  +  c2x2  es  una  solucion  de 

L[xJ  =  tq gj  +  c2 g2  - 

Usamos  el  principio  de  superposicion  y  el  teorema  de  representacion  para  sistemas  homoge¬ 
neos  para  demostrar  el  siguiente  teorema. 


REPRESENTACION  DE  SOLUCIONES  (CASO  NO  HOMOGENEO) 


Teorema  4.  Sea  xp  una  solucion  particular  del  sistema  no  homogeneo 
(9)  x'(f)  =  A(f)xl»  +  f(f) 

en  el  intervalo  I  y  sea  {x1; .  .  .  ,  x„}  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  en  /  para 
el  sistema  homogeneo  correspondiente  x(f)  =  A (f)x(f).  Entonces  toda  solucion  de 

(9)  en  /  se  puede  expresar  en  la  forma 

(10)  x(f)  =  Xp(t)  +  C!X,(f)  +  "•  +  c„xn{t)  , 
donde  C\, ...  ,cn  son  constantes. 


La  demostracion  de  este  teorema  es  casi  identica  a  las  demostraciones  del  teorema  6  de 
la  seccion  4.7  y  el  teorema  4  de  la  seccion  6.1.  Dejaremos  la  demostracion  como  ejercicio. 

La  combinacion  lineal  de  x;),  x , , .  . .  ,  x„  en  (10)  escrita  con  constantes  arbitrarias  ch  ...  ,cn 
es  una  solucion  general  de  (9).  Esta  solucion  general  se  puede  expresar  tambien  como  x  = 
xp  +  Xc,  donde  X  es  una  matriz  fundamental  para  el  sistema  homogeneo  y  c  es  un  vector 
constante  arbitrario. 
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Ahora  resumimos  los  resultados  de  esta  seccion  aplicados  al  problema  de  determinar 
una  solucion  general  de  un  sistema  de  n  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden  en 
forma  normal. 


METODO  PARA  RESOLVER  SISTEMAS  NORMALES 


1.  Para  determinar  una  solucion  general  del  sistema  homogeneo  n  X  n  x!  =  Ax: 

(a)  Determine  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  {x1; .  .  .  ,  x„}  que  consta 
de  n  soluciones  linealmente  independientes  del  sistema  homogeneo. 

(b)  Forme  la  combinacion  lineal 

X  -  Xc  -  CjXj  +  4  cHx„  , 

donde  c  =  col(c!, .  .  .  ,  c„ )  es  cualquier  vector  constante  y  X  =  [x,  .  .  .  x„] 
es  la  matriz  fundamental,  para  obtener  una  solucion  general. 

2.  Para  determinar  una  solucion  general  del  sistema  no  homogeneo  x'  =  Ax  +  f: 

(a)  Determine  una  solucion  particular  xp  del  sistema  no  homogeneo. 

(b)  Forme  la  suma  de  la  solucion  particular  y  la  solucion  general  Xc  =  c  |  x ,  + 
■••  +  c„x„  del  sistema  homogeneo  correspondiente  en  la  parte  1, 

X  =  Xp  +  Xc  =  Xp  +  CjX]  +  ■  ■  ■  +  c„xn  , 

para  obtener  una  solucion  general  del  sistema  dado. 


Dedicaremos  el  resto  de  este  capitulo  a  analizar  varios  metodos  para  determinar  conjuntos 
fundamental  de  soluciones  para  sistemas  homogeneos  y  soluciones  particulares  para  siste¬ 
mas  no  homogeneos. 


EJERCICIOS 


9.4 


En  los  problemas  1  a  4,  escriba  el  sistema  dado  en  la  for¬ 
ma  matricial  x'  =  Ax  +  f. 

1.  x'{i)  ~  3;c(f)  —  _y(f)  +  t 1  , 

>■'(?)  =  -x(t)  +  2 y(t)  +  e'  . 

2.  r'(t)  ~  2 r(t)  +  sen  l  , 

6'(t)  =  r(t)  -  fl(()  +  1  . 

_  dx  *2  ,  a  dx  , 

X^  =  rx~y-~z  +  t,  4  .-  =  x  +  y  +  z, 

dy  ,  dy 

~~n  =  e  z  +  5  ,  —  =  2x  -  y  +  3;  , 

at  at 

d'7 

-y  —  tx  —  y  +  3z  —  e‘  .  y  =  x  +  5z  ■ 
dt  dt 


En  los  problemas  5  a  8,  escriba  la  ecuacion  escalar  dada 
como  un  sistema  de  primer  orden  en  forma  normal.  Ex- 
prese  el  sistema  en  la  forma  matricial  x'  =  Ax  +  f. 


5.  y"(f)  —  3y'(t)  —  10y(/)  =  sent  . 

6. x"(t)+x(t)-=t2.  7.  +  w  =  t2  . 

dt 4 


cos  /  . 


En  los  problemas  9  a  12,  escriba  el  sistema  dado  como 
un  conjunto  de  ecuaciones  escalares. 


9.  x'  = 


5 

0 

i  —7f 

2 

-2 

4 

X  +  e 

-3 
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,  r  2  i 

t 

10.  x  =  1  1  _ 

x  +  e' 

1  ~ 1  3J 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

11.  x’  — 

-1 

2 

5 

x  +  e1 

0 

+  f 

1 

0 

5 

1 

0 

_0_ 

0 

1 

o’ 

1 

3 

12.  x'  - 

0 

0 

1 

x  +  t 

-1 

+ 

1 

-1 

1 

2 

2 

0 

En  los  problemas  13  a  18,  determine  si  las  funciones 
vectoriales  dadas  son  linealmente  dependientes  o  lineal- 
mente  independientes  en  el  intervalo  (— oo,  oo). 


IS. 


sen  t 
cos  t 


sen  It 
cos  2/ 


16. 


1 

5 


-3 

-15 


e‘ 

sen  t 

22.  X]  = 

e! 

x2  - 

cos  t 

e’ 

—  sen  r 

x3  = 


-cos  t 
sen  t 
cos  t 


23.  Verifique  que  las  funciones  vectoriales 


*i  = 


y 


x2  = 


e 

3e 


-i 

-f 


son  soluciones  del  sistema  homogeneo 


x'  =  Ax  = 


2 

3 


-1 

-2 


x  , 


en  (— oo,  oo),  y  que 


te‘ 

1 

’  / 

_L 

t 

o’ 

te‘ 

4 

3c'_ 

i 

2 1 

1 

V 

1 

o' 

17.  c2' 

0 

,  *2! 

1 

1 

5 

-1 

0 

es  una  solucion  particular  del  sistema  no  homogeneo 
x'  =  Ax  +  f(f),  donde  f(r)  =  col(e',  t).  Determine 
una  solucion  general  de  x'  =  Ax  +  f(r). 


U 

24.  Verifique  que  las  funciones  vectoriales 

1 

i 

t 2 

18. 

0 

0 

0 

1 

r 

r 

0 

,  *2  = 

c3i 

e3' 

0 

En  los  problemas  19  a  22,  las  funciones  vectoriales  da¬ 
das  son  soluciones  del  sistema  x'(f)  =  A x(f).  Determine 
si  format:  un  conjunto  fundamental  de  soluciones.  En  ca- 
so  afirmativo,  determine  una  matriz  fundamental  para  el 
sistema  y  de  una  solucion  general. 


Xy  = 


—  C 

— e 

e 


-3j 
-3 1 
—  3t 


son  soluciones  del  sistema  homogeneo 


19.  X!  =  e 2 


1 

2/ 

-2 

1  -2  2 

-2 

,  x2  =  e 

4 

II 

< 

II 

x 

-2  1  2 

2  2  1 

—  / 

3 

4/ 

i 

X]  ^  e 

2 

,  x2  =  e 

.  i. 

en  (— oo,  oo)  y  que 


21.  X|  = 

2e_l 

>  %  = 

e’ 

0 

*  xp  = 

i 

U\ 

y  + 

_ i 

_  e~\ 

y 

4i  +  2 

*3  = 


3 1 
3 1 
it 


es  una  solucion  particular  de  x'  =  Ax  +  f(r),  donde 
f(r)  =  col(—  9t,  0,  —  18r).  Determine  una  solucion 
general  de  x'  =  Ax  +  f (f). 
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25.  Demuestre  que  el  operador  definido  por  L[x]  :=  x'  — 
Ax,  donde  A  es  una  funcion  matricial  n  X  «  y  x  es  una 
funcion  vectorial  diferenciable  n  X  1,  es  un  operador 
lineal. 

26.  Sea  X(r)  una  rnatriz  fundamental  para  el  sistema 
x'  =  Ax.  Muestre  que  \(t)  =  X(t)X_1  (t0)\0  es  la 
solucion  del  problema  con  valores  iniciales  x'  = 
Ax,  x(f0)  =  Xq. 

En  los  problemas  27  y  28,  verifique  que  X(f)  es  una  ma- 
triz  fundamental  para  el  sistema  dado  y  calcule  X-1(f). 
Use  el  resultado  del  problema  26  para  hollar  la  solucion 
del  problema  con  valores  iniciales  dado. 


II 

0  6  0 

1  0  I 

II 

’S' 

* 

-1 

0 

1  1  0 

1 

x(r) 


6e~' 

-3e~ 

-2t 

2e3' 

-e'  ' 

e 

2 1 

e3' 

-Se-1 

e~ 

-it 

e31 

28.  x' 


2 

3 


X(f)  = 


29.  Muestre  que 


It 


t\t\ 

m 


=  D 


en  (—oo,  oo),  pero  que  las  dos  funciones  vectoriales 

/2 
2/ 

son  linealmente  independientes  en  (—  oo,  oo). 

30.  Formula  de  Abel.  Si  xl5  .  .  .  ,  x„  son  cualesquiera 
n  soluciones  del  sistema  n  X  n  x'(r)  =  A (f)x(f),  en- 
tonces  la  formula  de  Abel  proporciona  una  repre¬ 
sentation  para  el  wronskiano  W(t)  '■=  W[xl5  .  .  .  , 
x„](r),  a  saber, 


t\t\ 
2  |f 


W(t)  =  W(f0)exp  (an(s)  +  •  •  •  +  ann(s)}ds 


donde  au(.y),  . . .  ,  am,(s)  son  los  elementos  de  la  dia¬ 
gonal  principal  de  A(s).  Demuestre  esta  formula  pa¬ 


ra  el  caso  particular  n  =  3.  [ Sugerencia :  Siga  la  idea 
delineada  en  el  problema  36  de  los  ejercicios  6.1.] 

31.  Use  la  formula  de  Abel  para  demostrar  que  el  wrons¬ 
kiano  de  n  soluciones  de  x'  =  Ax  en  el  intervalo  I  es 
identicamente  nulo  en  /  o  nunca  se  anula  en  I. 

32.  Demuestre  que  siempre  existe  un  conjunto  funda¬ 
mental  de  soluciones  para  el  sistema  homogeneo 
x'(f)  =  A (f)x(f)  en  un  intervalo  I,  siempre  que 
A(f)  sea  continua  en  I.  [ Sugerencia :  Use  el  teorema 
de  existencia  y  unicidad,  teorema  2,  y  haga  varias 
elecciones  adecuadas  para  x0.] 

33.  Demuestre  el  teorema  3  relativo  a  la  representacion 
de  soluciones  del  sistema  homogeneo. 

34.  Demuestre  el  teorema  4  relativo  a  la  representacion 
de  soluciones  del  sistema  no  homogeneo. 

35.  Para  ilustrar  la  relation  entre  una  ecuacion  de  orden 
superior  y  el  sistema  equivalente  de  primer  orden,  con- 
sidere  la  ecuacion 


(11)  f’{t)  -  6f(t)  +  lly'l/j  -  6y(t)  =  0  . 


(a)  Muestre  que  {e\  e2t,  eir}  es  un  conjunto  funda¬ 
mental  de  soluciones  para  (11). 

(b)  Use  la  definition  de  la  section  6.1  para  calcular 
el  wronskiano  de  {e\  e2\  e3'}. 

(c)  Haga  xx  =  y,  x2  =  y' ,  x3  =  y"  y  muestre  que  la 
ecuacion  (11)  es  equivalente  al  sistema  de  pri¬ 
mer  orden 

(12)  x'  =  Ax , 
donde 


A  := 


0 

0 

6 


0 

1 

6 


(d)  La  sustitucion  utilizada  en  la  parte  (c)  sugiere 
que 


S-~ 


1 

1 _ 

Cl 

1 _ 

e 3r 

e‘ 

2el! 

3e3’ 

4e21 

9e 3‘ 

i 

r 

L 

L  J 

r 

L 

es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para 
el  sistema  (12).  Verifique  esta  afirmacion. 

(e)  Calcule  el  wronskiano  de  S.  ^Cual  es  su  relation 
con  el  wronskiano  calculado  en  la  parte  (b)? 


Seccion  9.5  Sistemas  lineales  homogeneos  con  coeficientes  constantes 
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9.5  SISTEMAS  LINEALES  HOMOGENEOS 
CON  COEFICIENTES  CONSTANTES 

En  esta  seccion  analizamos  un  procedimiento  para  obtener  una  solucion  general  del  sistema 
homogeneo 

(1)  x'(0  =  Ax(r)  , 

donde  A  es  una  matriz  constante  (real)  n  X  n.  La  solucion  general  que  estamos  buscando  es- 
tara  definida  para  toda  f,  pues  los  elementos  de  A  no  son  mas  que  funciones  constantes,  que 
son  continuas  en  (— oo,  oo)  (recuerde  el  teorema  2  de  la  pagina  525).  En  la  seccion  9.4  mos- 
tramos  que  podemos  construir  una  solucion  general  de  (1)  a  partir  de  un  conjunto  fundamen¬ 
tal  de  soluciones  que  consta  de  n  soluciones  linealmente  independientes  de  (1).  Nuestro  ob- 
jetivo  es  hallar  tales  n  soluciones  vectoriales. 

En  el  capftulo  4  logramos  resolver  ecuaciones  lineales  homogeneas  con  coeficientes 
constantes  estimando  que  la  ecuacion  tendrfa  una  solucion  de  la  forma  e".  Como  cualquier 
ecuacion  lineal  escalar  se  puede  expresar  como  un  sistema,  es  razonable  esperar  que  el  siste¬ 
ma  (1)  tenga  soluciones  de  la  forma 

x(f)  =  er,u  , 

donde  r  es  una  constante  y  u  es  un  vector  constante,  los  cuales  debemos  determinar.  A1  susti- 
tuir  er'u  en  vez  de  x(t)  en  (1)  tenemos 

re" u  =  A<? r 'ii  =  <?"Au  . 

Cancelamos  el  factor  e"  y  reagrupamos  terminos  para  obtener 

(2)  (A  -  rl)u  =  0  , 

donde  rl  denota  la  matriz  diagonal  con  r  a  lo  largo  de  su  diagonal  principal. 

El  calculo  anterior  muestra  que  x(f)  =  e"u  es  una  solucion  de  (1)  si  y  solo  si  r  y  u  satis- 
facen  la  ecuacion  (2).  Como  el  caso  trivial,  u  =  0,  no  nos  sirve  para  hallar  soluciones  lineal¬ 
mente  independientes  de  (1),  necesitamos  que  u  A  0.  Tales  vectores  tienen  un  nombre  espe¬ 
cial,  como  sigue. 


VALORES  Y  VECTORES  PROPIOS 


Definicion  3.  Sea  A  =  [a,;]  una  matriz  constante  n  X  n.  Los  valores  propios  de  A 
son  aquellos  numeros  (reales  o  complejos)  r  para  los  que  (A  —  rl)u  =  0  tiene  al 
menos  una  solucion  no  trivial  u. 1  Las  soluciones  no  triviales  correspondientes  u  son 
los  vectores  propios  de  A  asociados  a  r. 


Como  se  establece  en  el  teorema  1  de  la  seccion  9.3,  un  sistema  lineal  homogeneo  de  n 
ecuaciones  algebraicas  en  n  incognitas  tiene  una  solucion  no  trivial  si  y  solo  si  el  determi- 
nante  de  sus  coeficientes  se  anula.  Por  lo  tanto,  una  condicion  necesaria  y  suficiente  para  que 

(2)  tenga  una  solucion  no  trivial  es  que 

(3)  I A  -  rl  I  =  0  . 


’ll  puede  tener  entradas  con  numeros  complejos. 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


A1  desarrollar  el  determinante  de  A  —  rl  en  terminos  de  sus  cofactores,  veremos  que  es 
un  polinomio  de  grado  n  en  r;  es  decir, 

(4)  |  A  —  rl  |  =p{r). 

Por  lo  tanto,  determinar  los  valores  propios  de  una  matriz  A  es  equivalente  a  determinar  los 
ceros  del  polinomio  p(r).  La  ecuacion  (3)  se  llama  la  ecuacion  caracteristica  de  A,  y  p(r) 
en  (4)  es  el  polinomio  caracteristico  de  A.  La  ecuacion  caracteristica  para  sistemas  juega 
un  papel  similar  al  jugado  por  la  ecuacion  auxiliar  para  ecuaciones  escalares. 

Existen  muchos  paquetes  de  software  comercial  que  sirven  para  calcular  los  valores  y 
vectores  propios  de  una  matriz  dada.  Cuatro  de  ellos  son  DERIVE  de  Soft  Warehouse,  Inc.; 
MATLAB  de  The  MathWorks,  Inc.;  MATHEMATICA  de  Wolfram  Reasearch;  y  MAPLE, 
de  la  Universidad  de  Waterloo.  Aunque  animamos  al  lector  a  usar  estos  paquetes,  los  ejem- 
plos  y  los  ejercicios  de  este  texto  pueden  resolverse  facilmente  sin  ellos.  Los  ejercicios  para 
los  que  serfa  recomendable  un  paquete  estan  indicados  con  el  icono  {Q|  ■ 

Determinar  los  valores  y  vectores  propios  de  la  matriz 


La  ecuacion  caracteristica  para  A  es 


[A  -  rl |  = 


r)(-2 


r)  +  3  =  r2  —  1  =  0  . 


Por  lo  tanto,  los  valores  propios  de  A  son  rx  =  1,  r2  =  —  1.  Para  determinar  los  vectores  pro¬ 
pios  correspondientes  a  rx  =  1,  debemos  resolver  (A  —  r ,  I )  u  =  0.  Al  sustituir  Ayr!  tenemos 


(5) 


1 

-3 

«1 

0 

1 

-3 

«2 

0 

Observe  que  esta  ecuacion  matricial  es  equivalente  a  la  ecuacion  escalar  tq  —  3 u2  =  0.  Por 
lo  tanto,  las  soluciones  de  (5)  se  obtienen  asignando  un  valor  arbitrario  a  u2,  digamos,  u2  = 
s,  y  haciendo  tq  =  3 u2  =  3s.  En  consecuencia,  los  vectores  propios  asociados  a  rl  =  1  se 
pueden  expresar  como 

(6)  u,  =  y  3  . 


Para  r2  =  —1,1a  ecuacion  (A  —  r2I)u  =  0  se  convierte  en 


- 1 

1 

_ 1 

i.q 

o 

_ _ 1 

1 

1 _ 

1 

1 _ 

1 

o 

l _ 

Al  resolverla,  obtenemos  que  iq  =  s  y  u2  =  s,  con  s  arbitrario.  Por  lo  tanto,  los  vectores  pro¬ 
pios  asociados  a  r2  =  —  1  son 

1 

1  '  B 


(7}  u2  -  s 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Observemos  que  en  el  ejemplo  anterior,  la  coleccion  (6)  de  todos  los  vectores  propios 
asociados  a  rl  =  1  forman  un  subespacio  de  dimension  1  al  agregarle  el  vector  cero.  Lo  mis- 
mo  es  cierto  para  r2  =  —  1.  Estos  subespacios  se  llaman  subespacios  propios. 


Hallar  los  valores  y  vectores  propios  de  la  matriz 


La  ecuacion  caracterrstica  de  A  es 


A  —  ri  - 


—  r  2 
1  —  r 

4  -4 


=  0 


que  se  simplifica  como  (r  —  l)(r  —  2)(r  —  3)  =0.  Por  lo  tanto,  los  valores  propios  de  A 
son  /q  =  1,  r2  =  2  y  r3  =  3.  Para  hallar  los  vectores  propios  asociados  a  rl  =  1,  hacemos 
r  =  1  en  (A  —  rl)u  =  0  y  obtenemos 


1 

o 

_ i 

M] 

0 

1  -l  l 

«2 

— 

0 

4-4  4 

.*3. 

0 

Podemos  usar  operaciones  elementales  por  renglon  (elimination  gaussiana)  para  ver  que 
(8)  es  equivalente  a  las  dos  ecuaciones 

W|  it2  4  u2  =  0  , 

2 u2  —  M3  =  0  . 


Asr,  podemos  obtener  las  soluciones  de  (8)  asignando  un  valor  arbitrario  a  u2,  digamos  u2  =  s, 
despejando  m3  en  2 u2  —  m3  =  0  para  obtener  w3  =  2s,  y  luego  despejando  tq  en  ux  —  u2  + 
m3  =  0  para  obtener  =  —s.  Por  lo  tanto,  los  vectores  propios  asociados  a  r ,  =  1  son 


Para  r2  =  2,  resolvemos 


-1  2-1 

«i 

0 

1  -2  1 

u2 

0 

4-4  3 

w3 

0 

de  manera  similar  (vease  la  seccion  9.2)  para  obtener  los  vectores  propios 


(10) 
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Por  ultimo,  para  r3  =  3  resolvemos 


1 

<N 

CO 

l _ 

1 

i _ 

i 

O 
i _ 

1  -3  1 

W2 

ii 

0 

4  -4  2  ^ 

i 

£ 

i 

O 

y  obtenemos  los  vectores  propios 


(ID 


Regresemos  al  problema  de  determinar  una  solucion  general  de  un  sistema  homogeneo 
de  ecuaciones  diferenciales.  Ya  hemos  mostrado  que  e"u  es  una  solucion  de  (1)  si  r  es  un  va¬ 
lor  propio  y  u  un  vector  propio  correspondiente.  La  cuestion  es:  ^podemos  obtener  n  solu- 
ciones  linealmente  independientes  del  sistema  homogeneo  hallando  todos  los  valores  y  vec¬ 
tores  propios  de  A? 


n  VECTORES  PROPIOS  LINEALMENTE  INDEPENDIENTES 


Teorema  5.  Suponga  que  la  matriz  constante  n  X  n  A  tiene  n  vectores  propios 
linealmente  independientes  uh  u2, .  .  . ,  u„.  Sea  r;  el  valor  propio1  correspondiente 
a  u,.  Entonces 

(12)  {e'l'U],  er>'u2l . . . ,  er«‘uH} 

es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  en  (— oo,  oo)  para  el  sistema  homogeneo 
x'  =  Ax.  En  consecuencia,  una  solucion  general  de  x'  =  Ax  es 

(13)  x(f)  =  clerir U[  +  c2er-‘u2  +  •■■  +  c„er"‘ u„  , 
donde  c1? .  .  . ,  c„  son  constantes  arbitrarias. 


Demostracion.  Como  hemos  visto,  las  funciones  vectoriales  enumeradas  en  (12)  son 
soluciones  del  sistema  homogeneo.  Ademas,  su  wronskiano  es 

W(t)  =  det[enru1, . . . ,  <?vu„]  =  t?(r'+"'+r")'det[ui) .  . . ,  uB]  . 

Como  hemos  supuesto  que  los  vectores  propios  son  linealmente  independientes,  el  teorema 
1  de  la  seccion  9.3  implica  que  det[ii|.  .  .  .  ,  u„]  no  se  anula.  Por  lo  tanto,  el  wronskiano  W(t) 
nunca  se  anula.  Esto  muestra  que  (12)  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones,  y  en  conse¬ 
cuencia,  una  solucion  general  esta  dada  por  (13).  ■ 

En  el  siguiente  ejemplo  damos  una  aplicacion  del  teorema  5. 


Yos  valores  propios  rt, .  . .  ,  rn  pueden  ser  reales  o  complejos  y  no  tienen  que  ser  distintos.  En  esta  seccion  analiza- 
mos  los  casos  de  valores  propios  reales.  Consideraremos  los  valores  propios  complejos  en  la  seccion  9.6. 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


Determinar  una  solucion  general  de 

(14)  x'(f)  =  Ax 0)  ,  donde  A  = 

En  el  ejemplo  1  mostramos  que  la  matriz  A  tiene  valores  propios  rx  =  1  y  r2  =  ~  1.  Si 
hacemos,  digamos,  s  =  1  en  las  ecuaciones  (6)  y  (7),  obtenemos  los  vectores  propios  co- 
rrespondientes 


Como  Ui  y  U2  son  linealmente  independientes,  el  teorema  5  implica  que  una  solucion  general 
de  (14)  es 

(15)  x(f)  =  cte' 


2  -3 
1  -2 


Si  sumamos  los  vectores  del  lado  derecho  de  la  ecuacion  (15)  y  luego  escribimos  las  ex- 
presiones  para  los  componentes  de  x(f)  =  col^^f),  x2(t)),  obtenemos 

X|  (t)  =  3 cxe'  +  c2e~'  , 
x2(t)  =  cxe‘  +  c2e~‘  . 

Esta  es  la  forma  ya  familiar  para  una  solucion  general  de  un  sistema,  segun  vimos  en  la  sec¬ 
cion  5.3. 

El  ejemplo  3  ilustra  muy  bien  el  papel  geometrico  que  juegan  los  vectores  propios  iq  y 
u2.  Si  el  vector  inicial  x(0)  es  un  multiplo  escalar  de  iq  (es  decir,  x(0)  =  entonces  la 

solucion  vectorial  del  sistema,  x(f)  =  cle'ux,  siempre  tendra  la  misma  direccion  o  la  direccion 
opuesta  a  Uj.  Es  decir.  estara  a  lo  largo  de  la  linea  recta  determinada  por  u ,  (vease  la  figura 


Figura  9.1  Trayectorias  de  las  soluciones  del  ejemplo  3 
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9.1).  Ademas,  cuando  t  crece,  la  trayectoria  de  esta  solucion  tiende  a  infinito,  pues  el  valor 
correspondiente  r1  =  1  es  positivo  (note  el  termino  e’).  Algo  similar  ocurre  si  el  vector  ini- 
cial  es  un  multiplo  escalar  de  u2,  excepto  que  como  r2  =  —  1  es  negativo,  la  trayectoria  x(f)  = 
c2e  'll 2  tendera  al  origen  al  crecer  t  (debido  al  termino  e  ').  Para  un  vector  inicial  que 
implique  a  U!  y  u2,  como  x(0)  =  y  (iq  +  u2),  la  trayectoria  resultante  es  la  mezcla  de  los 
movimientos  anteriores,  donde  la  contribucion  debida  al  mayor  de  los  valores  propios,  r,  = 
1,  domina  cuando  t  crece;  vease  la  figura  9.1. 

Las  trayectorias  rectas  en  el  piano  xtx2  (el  piano  fase)  apuntan  entonces  a  lo  largo  de  las 
direcciones  de  los  vectores  propios  de  la  matriz  A.  (Vease  la  figura  5.6  de  la  seccion  5.2,  por 
ejemplo.) 

Una  util  propiedad  de  los  vectores  propios  en  relacion  con  su  independencia  lineal  viene 
dada  por  el  siguiente  teorema. 


INDEPENDENCIA  LINEAL  DE  VECTORES  PROPIOS 


Teorema  6.  Si  rh  .  . . ,  r  son  valores  propios  distintos  para  la  matriz  A  y  u,  es  un 
vector  propio  asociado  a  r„  entonces  u  | ....  ,  um  son  linealmente  independientes. 


Demostracion.  Consideremos  primero  el  caso  m  =  2.  Supongamos,  por  el  contrario, 
que  u  |  y  u2  son  linealmente  dependientes,  de  modo  que 

(16)  u,  =  cu2 

para  cierta  constante  c.  Multiplicamos  ambos  lados  de  (16)  por  A  y  usamos  el  hecho  de  que 
Uj  y  u2  son  vectores  propios  con  valores  propios  correspondientes  r,  y  r2  para  obtener 

(17)  ru,  —  cr2u2  • 

A  continuacion  multiplicamos  (16)  por  r2  y  restamos  de  (17)  para  obtener 


(r i  -  =  <>  ■ 


Como  u |  no  es  el  vector  cero,  debemos  tener  r1  =  r2.  jPero  esto  viola  la  hipotesis  de  que  los 
valores  propios  son  distintos!  Por  lo  tanto,  u,  y  u2  son  linealmente  independientes. 

Los  casos  m  >  2  se  siguen  por  induccion.  Los  detalles  de  la  demostracion  se  dejan  co¬ 
mo  ejercicio.  ■ 

Al  combinar  los  teoremas  5  y  6  tenemos  el  siguiente  corolario. 


n  VALORES  PROPIOS  DISTINTOS 


Corolario  1.  Si  la  matriz  constante  An  X  n  tiene  n  valores  propios  distintos 
ru  ,  r„,  y  u,  es  un  vector  propio  asociado  a  rh  entonces 

{rr|'u,, .  .  . ,  er"'u„} 

es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  el  sistema  homogeneo  x'  =  Ax. 
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EJEMPLO  4 


SOLUCION 


Resolver  el  problema  con  valores  iniciales 


(18)  *'(/)  = 

1 

2  -1 

0  1 

x(i), 

II 

c? 

a 

1 

o  — 
_ 1 

4 

-4  5 

o 

_ 1 

En  el  ejemplo  2  mostramos  que  la  matriz  de  coeficientes  3  X  3  A  tiene  tres  valores  propios 
distintos  rl  =  1,  r2  =  2  y  r3  =  3.  Si  hacemos  s  =  1  en  las  ecuaciones  (9),  (10)  y  (1 1)  obtene- 
mos  los  vectores  propios  correspondientes 


Ui  = 

-1 

1 

,  - 

-2' 

1 

,  u3  = 

-1 

1 

2 

4 

4 

cuya  independencia  lineal  queda  garantizada  por  el  teorema  6.  Por  lo  tanto,  una  solucion  ge¬ 
neral  de  ( 1 8)  es 


(19)  *(f)  =  cxe* 

-1 

1 

-1-  c2e2' 

- 2 

1 

+  c^e2r 

-1 

1 

2 

4 

4 

—et  —le2t  —e3j 

Cl 

t  „2 1 

e  e  e 

c2 

\ 

% 

ot 

_ 1 

^C3. 

Para  satisfacer  la  condition  inicial  en  (18),  resolvemos 


-1  -2  -1 

ci 

-1 

1  1  1 

c2 

— 

0 

2  4  4 

C*- 

0 

y  vemos  que  Cj  =  0,  c2  =  1  yc3=  —  1.  A1  insertar  estos  valores  en  (19)  obtenemos  la  solu¬ 
cion  deseada.  ■ 

Hay  una  clase  particular  de  matrices  n  X  n  que  siempre  tienen  valores  propios  reales  y 
siempre  tienen  n  vectores  propios  linealmente  independientes:  las  matrices  reales  simetricas. 


MATRICES  REALES  SIMETRICAS 


Definition  4.  Una  matriz  real  simetrica  A  es  una  matriz  con  entradas  reales  que 
satisface  Ar  =  A. 


Recuerde  que  la  transpuesta  se  obtiene  intercambiando  los  renglones  por  las  columnas, 
lo  que  es  equivalente  a  “voltear”  la  matriz  con  respecto  de  su  diagonal  principal.  En  conse- 
cuencia,  AT  =  A  si  y  solo  si  A  es  simetrica  con  respecto  de  su  diagonal  principal. 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


Si  A  es  una  matriz  real  simetrica  n  X  n,  se  sabe  que  siempre  existen  n  vectores  propios 
linealmente  independientes.  Asf,  podemos  aplicar  el  teorema  5  y  una  solution  general  de 
x'  =  Ax  esta  dada  por  (13). 


Hallar  una  solution  general  de 
(20)  x'(t)  —  Ax(t)  ,  donde 


-2 

1 

2 


2 

2 

1 


A  es  simetrica,  de  modo  que  sabemos  que  A  tiene  tres  vectores  propios  linealmente  indepen¬ 
dientes.  Para  hallarlos,  calculamos  primero  la  ecuacion  caracterfstica  para  A: 


A  “  rl|  = 


1  -  r  — 2  2 

-2  1  -  r  2 

2  2  1  -  r 


~{r  ~  3 )2(r  +  3)  =  0 


Asf,  los  valores  propios  de  A  son  r,  =  r2  =  3  y  r3  =  —3. 

Observe  que  el  valor  propio  r  =  3  tiene  multiplicidad  2  como  rafz  de  la  ecuacion  carac¬ 
terfstica.  Por  lo  tanto,  debemos  hallar  dos  vectores  propios  linealmente  independientes  aso- 
ciados  con  r  =  3.  A1  sustituir  r  =  3  en  (A  —  rl)u  =  0  tenemos 


1 

1 

to 

1 

to 

to 
_ 1 

M| 

0 

-2  -2  2 

t(2 

= 

0 

2  2  -2 

_U3_ 

0 

Este  sistema  es  equivalente  a  la  ecuacion  — iq  —ih  +  m3  =  0,  de  modo  que  podemos  obtener 
sus  soluciones  asignando  un  valor  arbitrario  a  u2,  digamos  u2  =  v  y  un  valor  arbitrario  a  w3, 
digamos  m3  =  s.  Despejamos  tq  para  obtener  ux  =  u2  —  u2  =  s  —  v.  Por  lo  tanto,  los  vecto¬ 
res  propios  asociados  con  rx  -  r2  =  3  se  pueden  expresar  como 


s  —  V 

1 

-1 

V 

=  s 

0 

+  V 

1 

S 

1 

0 

Primero  hacemos  s  =  1,  v  =  0  y  luego  s  =  0.  v  =  1  para  obtener  los  dos  vectores  propios  li¬ 
nealmente  independientes 


1 

-1 

(21) 

Ui  = 

0 

1 

_ 

,  u2  = 

1 

0 

Para  r3  =  —3,  resol vemos 


4-2  2 

Mi 

0 

(A  +  3I)u  = 

-2  4  2 

2  2  4 

u2 

M:i 

— 

0 

0 

'Vease  Linear  Algebra  and  Its  Applications,  2a.  edicion,  por  David  C.  Lay  (Addison- Wesley,  Reading,  Mass.,  1997). 
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para  obtener  los  vectores  propios  col(—  s,  —s,  s).  A1  hacer  5=1  obtenemos 

'-ll 

u3  =  —  I 

1 

Como  los  vectores  propios  Uj,  U2  y  U3  son  linealmente  independientes,  una  solucion  general 
de  (20)  es 


II 

-  “ 

1 

0 

+  c2f3' 

■-l' 

1 

1 

+ 

-1 

-l 

1 

0 

1 

Si  una  matriz  A  no  es  simetrica,  es  posible  que  A  tenga  un  valor  propio  repetido  pero 
que  no  tenga  dos  vectores  propios  correspondientes  linealmente  independientes.  En  particu¬ 
lar,  la  matriz 


(22) 


-1 

-3 


tiene  el  valor  propio  repetido  rx  =  r2  =  —  1,  pero  el  problema  35  muestra  que  todos  los  vec¬ 
tores  propios  asociados  con  r  =  —  1  son  de  la  forma  u  =  5  col(l,  2).  En  consecuencia,  no 
existen  dos  vectores  propios  linealmente  independientes. 

En  los  problemas  35-40  se  ilustra  un  procedimiento  para  hallar  una  solucion  general  en 
tal  caso,  pero  la  teorfa  subyacente  se  difiere  a  la  seccion  9.8,  donde  analizaremos  la  exponen- 
cial  de  una  matriz. 


E  J  ERCICIOS 


9.5 


En  los  problemas  1  a  8  determine  los  valores  y  vectores 
propios  de  la  matriz  dada. 


En  los  problemas  9  y  10,  algunos  de  los  valores  propios 
de  la  matriz  dada  son  complejos.  Determine  todos  los  va¬ 
lores  y  vectores  propios. 


1. 


-4 

2 


3. 


1 

2 


s. 


1 

0 

0 


0 

0 

2 


0 

2 

0 


r 

"1  2  -f 

0  -1 

1  0 

10. 

0  1  1 

0-1  1 

En  los  problemas  11  a  16,  determine  una  solucion  gene¬ 
ral  del  sistema  x' (t)  =  Ax(t)  para  la  matriz  dada  A. 


1  1 
0  1 

1  0 


r  ,  31 

_l  4 

1  3 

11.  A  = 

-5  3 

12.  A  = 

12  1 

J 

7. 


1  0 

2  3 
0  2 


0 

1 

4 


-3 

1 

0 

1 

2 

2 

8. 

0 

—  3 

1 

13.  A  = 

2 

0 

3 

4 

~8 

2 

2 

3 

0 
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- 

1 

1 

14. 

A  - 

1 

2 

1 

_ 

0 

3 

-1 

1 

2 

3" 

-7 

0 

6 

15. 

A  = 

0 

1 

0 

16.  A  = 

0 

5 

0 

2 

1 

2 

6 

0 

2  _ 

17.  Considere  el  sistema  x'(f)  =  Ax(f),  t  >  0,  con 


23.  A 


2  1 

0  -1 

0  0 

0  0 


1  -1 

0  1 

3  1 

0  7 


24.  A 


4-1  0  0 

0  0  0  0 

0  0  2  -3 

0  0  1-2 


A  - 


1 

V3 


V3 

-1 


25.  Use  tecnicas  del  algebra  de  matrices  para  hallar  una 
solucion  general  del  sistema 


(a)  Muestre  que  la  matriz  A  tiene  valores  propios 
rl  =  2  y  r2  =  —2  con  vectores  propios  correspon- 
dientes  Uj  =  col  (V3,  1)  y  u2  =  col(l,  —  V3  ). 

(b)  Bosqueje  la  trayectoria  de  la  solucion  con  vector 
inicial  x(0)  =  —  Uj. 

(c)  Bosqueje  la  trayectoria  de  la  solucion  con  vector 
inicial  x(0)  =  u2. 

(d)  Bosqueje  la  trayectoria  de  la  solucion  con  vector 
inicial  x(0)  =  u2  —  Uj. 

18.  Considere  el  sistema  x'(f)  =  Ax(f),  t  >  0,  con 


x'  =  x  +  2_y  —  z  , 

y'  —  x  +  z  , 

z'  =  4x  -  4y  +  5s  . 

26.  Use  tecnicas  del  algebra  de  matrices  para  hallar  una 
solucion  general  del  sistema 

x'  =  3jc  -  4y  , 
y'  =  4.v  —  7_v  . 


(a) 

(b) 

(c) 

(d) 


Muestre  que  la  matriz  A  tiene  valores  propios 
r1  =  —  1  y  r2  =  —  3  con  vectores  propios  corres- 
pondientes  U!  =  col(l,  1)  yu2  =  col(l,  —1). 
Bosqueje  la  trayectoria  de  la  solucion  con  vector 
inicial  x(0)  =  Uj. 

Bosqueje  la  trayectoria  de  la  solucion  con  vector 
inicial  x(0)  =  — u2. 

Bosqueje  la  trayectoria  de  la  solucion  con  vector 
inicial  x(0)  =  Uj  —  u2. 


En  los  problemas  27  a  30,  use  un  paquete  de  software  de 
algebra  lineal,  como  DERIVE,  MATLAB,  MAPLE  o 
MATHEMATICA  para  calcular  los  valores  y  vectores 
propios  pedidos  y  luego  dar  una  matriz  fundamental  pa¬ 
ra  el  sistema  x'(f)  =  Ax(f)  para  la  matriz  dada  A. 


27.  A 


0  1.1  0 

0  0  1.3 

0.9  1.1  -6.9 


28.  A 


2  1  1 
-110 

3  3  3 


En  los  problemas  19  a  24,  determine  una  matriz  funda¬ 
mental  para  el  sistema  x'(f)  =  A x(f),  para  la  matriz 
dada  A. 


19.  A 


29.  A  = 


-I 

8 

1 

1 

20.  A  = 

5 

-1 

4 

0 

2 

—  6 

3 

3 

0 

1 

0 

0 

"o 

1 

0 

3 

1 

~f 

30.  A  = 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

1 

.  22.  A  = 

1 

3 

■1 

0 

0 

0 

1 

8  - 

14 

7 

3 

3 

-1 

0 

0 

-2 

4 

21.  A  = 
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En  los  problemcis  31  a  34,  resuelva  el  problema  con  valo- 
res  iniciales  dado. 


31.  x'(r)  = 


1 

3 


32.  x'(f)  = 


6 

2 


33.  x'(l) 


1  -2 
-2  1 

2  -2 


2 

-2 

1 


x(0)  = 


“h. 

ii 

0  1 

1  0 

1 

1 

*(*)  x 

x(0)  = 

-1 

4 

1  1 

0 

0 

37.  (a)  Muestre  que  la  matriz 


A  = 


2 

0 

0 


1  6 
2  5 
0  2 


tiene  el  valor  propio  repetido  r  =  2  con  multipli- 
cidad  3  y  que  todos  los  vectores  propios  de  A 
son  de  la  forma  u  =  s  col(l,  0,  0). 

(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  obtener  una 
solution  del  sistema  x'  =  Ax  de  la  forma  xt(f)  = 

it 

£U|. 

(c)  Para  obtener  una  segunda  solution  linealmente 
independiente  de  x'  =  Ax,  intente  con  x2(f)  = 
te2,Ui  +  te2t u2.  [ Sugerencia :  Muestre  que  iq  y 
u2  deben  satisfacer 

(A  -  2l)u,  =  0  ,  (A  -  2I)u2  =  u,.[ 


(d)  Para  obtener  una  tercera  solution  linealmente  in¬ 
dependiente  de  x'  =  Ax,  intente  con 

=  |-e2'u,  +  te2’ u2  +  e2'u3  . 


35.  (a)  Muestre  que  la  matriz 


[Sugerencia'.  Muestre  que  iq ,  u2  y  u3  deben  sa¬ 
tisfacer 

(A  -  2l)u,  -  0  ,  (A  -  2I)u2  =  u,  , 

(A  -  2l)u3  =  u3>] 


tiene  el  valor  propio  repetido  r  =  —  1  y  que  to- 
dos  los  vectores  propios  son  de  la  forma  u  =  s 
col(l,  2). 

(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  obtener  una 
solution  no  trivial  Xj(f)  del  sistema  x'  =  Ax. 

(c)  Para  obtener  una  segunda  solution  linealmente 
independiente  de  x'  =  Ax,  intente  con  x2(t)  = 
te~r iq  +  e_,u2.  [ Sugerencia :  Sustituya  x2  en  el 
sistema  x'  =  Ax  y  deduzca  las  relaciones 


(e)  Muestre  que  (A  —  2I)2u2  =  (A  —  2I)3u3  =  0. 


38.  Use  el  metodo  analizado  en  el  problema  37  para  ha- 
llar  una  solution  general  del  sistema 


x'(V) 


1 

1 

1 


*(<)■ 


39.  (a)  Muestre  que  la  matriz 


(A  +  l)ui  =  0  ,  (A  +  l)ujj  =  u,  . 


Como  iq  debe  ser  un  vector  propio,  haga  iq  = 
col(l,  2)  y  halle  u2.] 

(d)  l A  que  es  igual  (A  +  I)2u2?  (En  la  seccion  9.8, 
u2  se  identificara  como  un  vector  propio  genera- 
lizado.) 

36.  Use  el  metodo  analizado  en  el  problema  35  para  ha- 
llar  una  solution  general  del  sistema 


x'«  = 


5 

3 


x(?)  . 


1 


1 


-1 


tiene  el  valor  propio  repetido  r  =  1  con  multi- 
plicidad  3  y  que  todos  los  vectores  propios  de 
A  son  de  la  forma  u  =  s  col(  — 1,  1,  0)  +  v 
col(  — 1,0,  1). 

(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  obtener  dos 
soluciones  linealmente  independientes  del  siste¬ 
ma  x'  =  Ax  de  la  forma 

X|(?)  =  e'u,  y  x2(t)  =  e'u2. 
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(c)  Para  obtener  una  tercera  solucion  linealmente 
independiente  de  x'  =  Ax,  intente  con  x3(f)  = 
te' u3  +  efu4.  [ Sugerencia :  Muestre  que  u3  y  u4 
deben  satisfacer 

(A  -  I)u3  =  0  ,  (A  -  l)u4  =  u3  . 


Elija  u3,  un  vector  propio  de  A,  de  modo  que 
pueda  determinar  u4.] 

(d)  ^A  que  es  igual  (A  —  I)2u4? 

40.  Use  el  metodo  analizado  en  el  problema  39  para  ha- 
llar  una  solucion  general  del  sistema 


x 


'(» 


3 

7 

9 


x(r)  . 


41.  Use  la  sustitucion  xx  =  y,  x2  =  y'  para  convertir  la 
ecuacion  lineal  ay"  +  by'  +  cy  =  0,  donde  a,  b  y  c 
son  constantes,  en  un  sistema  normal.  Muestre  que 
la  ecuacion  caracterfstica  de  este  sistema  es  igual  a  la 
ecuacion  auxiliar  para  la  ecuacion  original. 

42.  Muestre  que  el  sistema  de  Cauchy-Euler 

t\'{i)  =  A\{t)  , 

donde  A  es  una  matriz  constante,  tiene  soluciones  no 
triviales  de  la  forma  x(/)  =  fu  si  y  solo  si  r  es  un  valor 
propio  de  A  y  u  es  un  vector  propio  correspondiente. 

En  los  problemas  43  y  44,  use  el  resultado  del  problema 

42  para  hallar  una  solucion  general  del  sistema  dado. 


43.  rx'(f)  = 

44.  fx'(f)  = 


1  3 

-1  5 

-4  2 

2  -1 


x(f)  ,  t  >  0  . 
x(f)  ,  t  >  0  . 


3  L/min 


Agua  pura 


A 

*1 (0 
50  L 


B 

14  L/min  I 
_ “  *2(0 

50  L 


*i(0)  =  25  kg  *  *2(0)  =  0  kg 

- *  1  L/min  * - 

Figura  9.2  Problema  de  mezcla  para  tanques 
interconectados 


3  L/min 


46.  Mezcla  con  drenado  comun.  Dos  tanques,  cada 
uno  con  1  litro  de  lfquido,  estan  conectados  median- 
te  un  tubo  a  traves  del  cual  fluye  lfquido  del  tanque 
A  al  tanque  B  a  razon  de  3  —  a  litros/minuto  (0  <  a 
<  3).  El  lfquido  dentro  de  cada  tanque  se  mantiene 
bien  revuelto.  Al  tanque  A  entra  agua  pura  a  razon  de 
3  litros/minuto.  La  solucion  sale  del  tanque  A  a  a  li¬ 
tros/minuto  y  del  tanque  B  a  3  —  a  litros/minuto.  Si 
en  un  principio  el  tanque  B  no  tiene  sal  (solo  agua)  y 
el  tanque  A  contiene  1  kg  de  sal,  determine  la  masa  de 
sal  en  cada  tanque  en  el  instante  t  >  0.  (  Como  depen- 
de  la  masa  de  sal  en  el  tanque  A  de  la  election  de  a! 
(Cual  es  la  masa  maxima  de  sal  en  el  tanque  B?  Vease 
la  figura  9.3. 


3  L/min 


Agua  pura 


A 

(3 -a) 

L/min 

*i  (f) 

1  L 

*i(0)  =  1  kg 

B 


*2  (9 

1  L 

*2(0)  =  0  kg 


\ 

3  L/min 


45.  Mezcla  entre  tanques  interconectados.  Dos  tan¬ 
ques,  cada  uno  con  50  litros  de  lfquido,  estan  conec¬ 
tados  entre  sf  mediante  tubos,  de  modo  que  el  lfquido 
pasa  del  tanque  A  al  tanque  B  a  razon  de  4  litros/mi-  □ 
nuto,  y  del  tanque  B  al  tanque  A  a  1  litro/minuto 
(vease  la  figura  9.2).  El  lfquido  dentro  de  cada  tanque 
se  mantiene  bien  revuelto.  Por  otro  lado,  entra  agua 
pura  al  tanque  A  a  razon  de  3  litros/minuto,  y  la  solu¬ 
cion  sale  del  tanque  B  a  3  litros/minuto.  Si  en  un 
principio  el  tanque  A  contiene  25  kg  de  sal  y  el  tan¬ 
que  B  no  contiene  sal  (solo  agua),  determine  la  masa 
de  sal  en  cada  tanque  en  el  instante  t  >  0.  Grafique 
en  el  mismo  piano  las  dos  cantidades  x{  (t)  y  x2 (t), 
donde  x{(t)  es  la  masa  de  sal  en  el  tanque  A  y  x2(t)  es 
la  masa  de  sal  en  el  tanque  B. 


Figura  9.3  Problema  de  mezcla  con  un  drenado  comun  0  <  a  <  3 


47.  Para  determinar  una  solucion  general  del  sistema 


x'  =  Ax  = 


1 

3 

-1 


3  -l 
0  1 
1  2 


x  , 


proceda  como  sigue: 

(a)  Use  un  procedimiento  numerico  para  determi¬ 
nar  rafces  con  el  fin  de  aproximar  los  valores  pro- 
pios. 

(b)  Si  res  un  valor  propio,  seau  =  col  (iq,  u2,  m3)  un 
vector  propio  asociado  a  r.  Para  determinar  u,  su- 
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ponga  que  iq  =  1.  (Si  no  es  u h  puede  elegir  a  u2  o 
m3  como  1.  qPor  que?)  Ahora  resuelva  el  sistema 


V 

’o’ 

1*1 

- 

0 

_  ui  _ 

0 

en  terminos  de  u2  y  m3.  Use  este  procedimiento 
para  hallar  aproximaciones  de  tres  vectores  pro¬ 
pios  linealmente  independientes  para  A. 

(c)  Use  estas  aproximaciones  para  dar  una  solucion 
general  del  sistema. 

48.  Para  concluir  la  demostracion  del  teorema  6,  supon- 
ga  como  hipotesis  de  induccion  que  iq, . . . ,  iq,  2  <  k, 
son  linealmente  independientes. 

(a)  Muestre  que  si 

c i u !  +  +  C*Uj.  +  £*+]«*+ 1  =  0  * 

entonces 

t'i(u  -  ri+])Ui  +  ■■•  +  c*0t  -  ri+i)ak  =  0  . 

(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  y  la  hipotesis  de 
induccion  para  concluir  que  iq, . . . ,  iq+1  son  li¬ 
nealmente  independientes.  El  teorema  se  sigue 
por  induccion. 

49.  Estabilidad.  Un  sistema  homogeneo  x'  =  Ax  con 
coeficientes  constantes  es  estable  si  tiene  una  matriz 
fundamental  cuyas  entradas  permanecen  acotadas 
cuando  t  — *  +00.  (El  lema  1  de  la  seccion  9.8  impli- 
ca  que  si  una  matriz  fundamental  del  sistema  tiene 
esta  propiedad,  entonces  todas  las  matrices  funda¬ 
mentals  para  el  sistema  la  tienen.)  En  caso  contra- 
rio,  el  sistema  es  inestable.  Un  sistema  estable  es 
asintoticamente  estable  si  todas  las  soluciones  tien- 
den  a  la  solucion  nula  cuando  t  —*  +00. 


(a)  Muestre  que  si  A  tiene  todos  sus  valores  propios 
reales  y  distintos,  entonces  x'(f)  =  Ax(f)  es  esta¬ 
ble  si  y  solo  si  todos  los  valores  propios  son  no  po¬ 
sitives. 

(b)  Muestre  que  A  tiene  todos  sus  valores  propios 
reales  y  distintos,  entonces  x'(t)  =  A x(f)  es  asin¬ 
toticamente  estable  si  y  solo  si  todos  los  valores 
propios  son  negativos. 

(c)  Argumente  por  que  en  las  partes  (a)  y  (b)  pode- 
mos  reemplazar  “tiene  todos  sus  valores  propios 
reales  y  distintos”  por  “es  simetrica”  y  que  las 
abrmaciones  siguen  siendo  validas. 

50.  En  una  charola  de  hielo,  el  nivel  de  agua  en  cual- 
quier  cubo  de  hielo  cambiara  a  una  razon  proporcio- 
nal  a  la  diferencia  entre  el  nivel  de  agua  de  ese  cubo 
y  el  nivel  en  los  cubos  adyacentes. 

(a)  Justifique  que  un  modelo  razonable  con  una 
ecuacion  diferencial  para  los  niveles  de  agua  x,  y,  z 
en  la  charola  simplificada  con  tres  cubos  que  apa- 
rece  en  la  figura  9.4  esta  dado  por 

x'  =  y  -  x  ,  y'  =  x  +  z~  2y  ,  z'  =  y  —  z  . 

(b)  Use  vectores  propios  para  resolver  este  sistema 
con  las  condiciones  iniciales  jc(0)  =  3,  y(0)  = 
z(0)  =  0. 


9.6  VALORES  PROPIOS  COMPLEJOS 

En  la  seccion  anterior  mostramos  que  el  sistema  homogeneo 
(1)  x'(f)  =  A (f)x(f)  , 

donde  A  es  una  matriz  constante  n  X  n,  tiene  una  solucion  de  la  forma  x(r)  =  e"u  si  y  solo 
si  r  es  un  valor  propio  de  A  y  u  es  un  vector  propio  correspondiente.  En  esta  seccion  mostra- 
remos  como  obtener  dos  soluciones  vectoriales  reales  del  sistema  (1)  cuando  A  es  real  y  tie¬ 
ne  una  pareja1  de  valores  propios  complejos  conjugados  a  +  //3  y  a  —  i(3. 


Recucrde  que  las  rafees  complejas  de  una  ecuacion  polinomial  con  coeficientes  reales  deben  aparecer  por  pares  de 
complejos  conjugados. 
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Suponga  que  rx  =  a  +  i(3  {a  y  (3  reales)  es  un  valor  propio  de  A  con  vector  propio  co- 
rrespondiente  z  =  a  +  ib,  donde  a  y  b  son  vectores  reales  constantes.  Primero  observamos 
que  el  conjugado  complejo  de  z  :=  a  —  ib  es  un  vector  propio  asociado  al  valor  propio  r2  = 
a  =  i(3.  Para  ver  esto,  observe  que  al  calcular  el  conjugado  de  (A  —  r ,  I ) z  =  0  tenemos  (A  — 
rl I)z  =  0,  pues  el  conjugado  del  producto  es  el  producto  de  los  conjugados  y  A  e  I  tienen 
entradas  reales  (A  =  A,  I  =  I).  Como  r2  =  rh  vemos  que  z  es  un  vector  propio  asociado  a  r2. 
Por  lo  tanto,  dos  soluciones  vectoriales  complejas  linealmente  independientes  de  (1)  son 

(2)  w,(r)  =  er'‘z  =  e{aU(iH'd  +  ib)  , 

(3)  w2(f)  =  er'li  =  c(a_,/3)f(a  -  ib)  . 

Como  en  la  section  4.6,  cuando  trabajamos  con  rafces  complejas  de  la  ecuacion  auxi- 
liar,  usemos  una  de  estas  soluciones  complejas  y  la  formula  de  Euler  para  obtener  dos  solu¬ 
ciones  vectoriales  reales.  Con  la  ayuda  de  la  formula  de  Euler,  escribimos  W|(f)  como 

W](t)  =  (’“'(cos  fit  +  i  sen  /3r)(a  +  ib) 

=  e"{(cos  |8fa  -  sen  /3fb)  +  f(scn  fita  +  cos  jSfb)}  . 

Asf,  expresamos  a  w^f)  en  la  forma  w^f)  =  x^f)  +  ix2(f),  donde  x^f)  y  x2(t)  son  las  dos 
funciones  vectoriales  reales 

(4)  Xi(<)  ;=  (-“'cos  fits  -  e“'sen  fitb  , 

(5)  x2(f)  :=  earsen  fita  +  e“'cos /3fb  . 

Como  W|  (?)  es  una  solution  de  (1),  entonces 

wjW  =  Awi(f)  , 
xj  +  ix2  =  AX[  +  iAxj  . 

Al  igualar  las  partes  real  e  imaginaria  tenemos 

xj(f)  -  A x,(f)  y  x’2(t)  =  Ax2(i)  . 

Por  lo  tanto,  x^f)  y  x2(f)  son  soluciones  vectoriales  reales  de  (1)  asociadas  a  los  valores  pro- 
pios  complejos  conjugados  a  ±  i/3.  Como  a  y  b  no  son  ambos  nulos,  se  puede  mostrar  que 
Xi(f)  y  x2(?)  son  funciones  vectoriales  linealmente  independientes  en  (— oo,  oo)  (vease  el 
problema  15). 

Resumamos  nuestros  hallazgos. 


VALORES  PROPIOS  COMPLEJOS 


Si  la  matriz  real  A  tiene  valores  propios  complejos  conjugados  a  ±  i/3  con  vectores 
propios  correspondientes  a  ±  ib,  entonces  dos  soluciones  vectoriales  reales  lineal¬ 
mente  independientes  de  x'(r)  =  A x(f)  son 

(6)  e“'cos  jSta  —  <?“'sen  f3tb  , 

(7)  f?nrsen  fit  a  +  e*'cos  jjtb  . 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Hallar  una  solucion  general  de 


(8)  x'l»  - 


-1  2 
-1  -3 


<t) 


La  ecuacion  caracterfstica  de  A  es 


I A  ~  rl\ 


-1  -  r  2 
-1  -3  -r 


rl  +  4r  +  5  =  0 


Por  lo  tanto,  A  tiene  valores  propios  r  =  —2  ±  i. 

Para  determinar  una  solucion  general,  solo  debemos  hallar  un  vector  propio  asociado  al 
valor  propio  r  =  —2  +  i.  Al  sustituir  r  =  —2  +  i  en  (A  —  rl)z  =  0  tenemos 


1  -  i 

2 

Z\ 

0 

-1 

-\  -  i_ 

>2. 

0 

Las  soluciones  se  pueden  expresar  como  z\  =  2s  y  z,2  =  (  —  1  +  i)s,  con  s  arbitrario.  Por  lo 
tanto,  los  vectores  propios  asociados  a  r  =  —2  +  i  son  z  =  s  col(2,  —  1  +  i).  Al  hacer  5=1 
tenemos  el  vector  propio 


2 

2 

0 

Z  = 

-1  +  1 

-1 

+  i 

1 

Hemos  visto  que  a  =  —2,  /3=lyz  =  a  +  /b  con  a  =  col(2,  —  1)  y  b  =  col(0,  1),  de 
modo  que  una  solucion  general  de  (8)  es 


iL 

31 

ri 

e_zrcos  t 

2 

-1 

V 

e  2fsen  t 


0 

1 


+  C-2 


\e  2;sen  t 


+  e  2icos  t 


0 

1 


2e~2‘ciKt 

2e  2r  sen  t 

Ci 

-<?_2'(cos  t  +  sen  t) 

+  c2 

e^2l[co&  t  —  sen  f) 

Los  valores  propios  complejos  aparecen  al  modelar  sistemas  masa-resorte  acoplados. 
Por  ejemplo,  el  movimiento  del  sistema  masa-resorte  que  se  ilustra  en  la  figura  9.5  de  la  pa- 
gina  548  se  describe  mediante  el  sistema  de  segundo  orden 


(9)  rn^x'l  =  —kyx\  +  k2(x2  ~  JT|)  , 
m2X2  —  ~k2{x2  ~  ^1)  —  k$x 2  , 


donde  X|  y  x2  representan  los  desplazamientos  de  las  masas  in ,  y  m2  a  la  derecha  de  sus  posi- 
ciones  de  equilibrio  y  kh  k2,  k2  son  las  constantes  de  resorte  de  los  tres  resortes  (vease  el  ana- 
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EJEMPLO  2 

SOLUCION 


my 

k2 

—nswur — 

m 2 

^3 

—nmur — 

xx  >  0 


>0 


x1  =  0 


x2  =  0 


Figura  9.5  Sistema  acoplado  masa-resorte  con  extremos  fijos 


lisis  en  la  seccion  5.4).  Si  introducimos  las  nuevas  variables  )q  :=  X\,  y2  '■=  x\,  y 3  :=  x2, 
y4  :=  x'2,  entonces  podemos  escribir  el  sistema  en  la  forma  normal 


(10) 


y'W  =  Ay(/)  = 


0  1 

—  (/.']  +  kyl/nt]  0 
0  0 

Ai/wij  0 


0 

k2/m} 

0 

~{k2  +  k2)/m2 


0 

0 

1 

0 


y(f)  • 


Para  tal  sistema,  se  puede  ver  que  A  solo  tiene  valores  propios  imaginarios  y  que  aparecen 
por  parejas  conjugadas:  ±//3j,  ±ifi2-  Por  lo  tanto,  cualquier  solucion  constara  de  sumas  de 
funciones  seno  y  coseno.  Las  frecuencias  de  estas  funciones 


Pi  ft 2 

2tt  y  2tt 


son  las  frecuencias  normales  o  naturales  del  sistema  (/ 3t  y  fi2  son  las  frecuencias  angula- 
res  del  sistema). 

En  ciertas  aplicaciones  a  la  ingenierfa,  la  unica  informacion  que  se  requiere  acerca  de  un 
producto  particular  es  conocer  sus  frecuencias  normales;  uno  debe  garantizar  que  estas  que- 
den  lejos  de  las  frecuencias  que  aparecen  de  manera  natural  en  el  ambiente  de  operacion  del 
producto  (de  modo  que  no  aparezcan  resonancias). 


Determinar  las  frecuencias  normales  para  el  sistema  acoplado  masa-resorte  descrito  por  el  sis¬ 
tema  (10)  cuando  ml  =m2  =  1  kg,  Aq  =  1  N/m,  k2  =  2  N/m  y  A3  =  3  N/m. 

Para  hallar  los  valores  propios  de  A,  debemos  resolver  la  ecuacion  caracterfstica 


|  A  -  rl 


-r  1  0  0 

-3  -r  2  0 

0  0  ~r  1 

2  0  -5  r 


iA  +  8r2  +  1 1  =  0  . 


De  la  formula  cuadratica  tenemos  que  r2  =  —  4  ±  VL  de  modo  que  los  cuatro  valores  pro¬ 
pios  de  A  son  ±  i\/ 4  —  V5  y  ±  i\ / 4  +  V5.  Por  lo  tanto,  las  dos  frecuencias  normales 
para  este  sistema  son 


Vd  -  V5 

2tt 


0.211 


y 


V4  -  V5 

2tt 


0.397  ciclos/segundo.  ■ 
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EJ  ERCICIOS 


9.6 


En  los  problemas  1  a  4,  determine  una  solution  general 
del  sistema  x'(t)  =  Ax(f)  para  la  matriz  dada  A. 


1.  A  = 


2 

2 


-4 

-2 


2.  A  = 


-2 

1 


■5 

2 


11.  A 


0 

0 

0 

-2 


1  0 
0  1 
0  0 
2  -3 


0 

0 

1 

2 


l  2-1 


3. 

A  = 

0 

1 

1 

0 

-1 

1_ 

5 

-5 

-5 

4. 

A  = 

-  1 

4 

2 

3 

~5 

3 

12.  A 


1  0  0  0  0 

0  0  1  0  0 

0  10  0  0 
0  0  0  0  1 

0  0  0  29  -4 


En  los  problemas  13  y  14,  determine  la  solution  del  sis¬ 
tema  dado  que  satisfaga  la  condition  initial  dada. 


En  los  problemas  5  a  8,  determine  una  matriz  fundamental 

para  el  sistema  x'  ( t )  =  Ax(?)  para  la  matriz  dada  A.  x'(t) 


-3 

2 


-1 

-1 


x(/)  , 


5.  A 


-1  . 2 

8  -1 


6.  A  = 


-2 

4 


-2 

2 


(a)  x(0)  = 


(b)  x(-jt)  - 


7.  A 


0 

0 

0 


-  - 

(c)  x(—2t t)  = 

2 

1 

.  (d)  x  ( 7r/2 )  = 

0 

1 

8.  A 


0  1  0  0 

10  0  0 

0  0  0  1 

0  0  -13  4 


H  En  l°s  problemas  9  a  12,  use  un  paquete  de  software  de 
algebra  lineal  para  calcular  los  valores  y  vectores  pro¬ 
pios  solicitados  para  la  matriz  dada  A  y  luego  de  una 
matriz  fundamental  para  el  sistema  x'(t)  =  A x(t). 


9.  A  = 


0 

-1 

1 


0 

1 


1 

0 


10,  A 


0  1  0 

0  0  1 

0  0  0 

13  -4  -12 


0 

0 

1 

4 


1 

0 

-1 

*'W  = 

0 

2 

0 

*(*)  . 

1 

0 

1 

-2 

’o’ 

(a)  x(o) 

= 

2 

(b)  x(-tt)  = 

1 

-1 

A 

15.  Muestre  que  xft)  y  x2(t)  que  estan  determinadas 
por  las  ecuaciones  (4)  y  (5)  son  linealmente  indepen- 
dientes  en  (— oo,  oc),  siempre  que  [3  4  0  y  a  y  b  no 
sean  ambos  nulos. 

16.  Muestre  que  x^r)  y  x2(t)  dados  por  las  ecuaciones 
(4)  y  (5)  se  pueden  obtener  como  combinaciones  li- 
neales  de  w  ft)  y  w  2(t)  dadas  por  las  ecuaciones  (2) 
y  (3).  [ Sugerencia :  Muestre  que 

Wi(f)  +  w2(r)  wi(r]-w2(f) 

*iW  =  - 3 - .  *a0)  =  - T; - ■ 
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En  los  problemas  17  y  18,  use  los  resultados  del  proble- 
ma  42  en  los  ejercicios  9.5  para  hallar  una  solucion  ge¬ 
neral  del  sistema  dado  de  Cauchy-Euler  para  t  >  0. 


17,  fx'(f) 


-1 

2 

0 


-1 

-1 

1 


0 

i 

-l 


x(f)  . 


amperes.  Determine  las  corrientes  /,,  I2  e  /3.  [Suge- 
rencia:  Derive  las  dos  primeras  ecuaciones,  elimi- 
ne  / 1  y  forme  un  sistema  normal  con  xj  =  I2,  x2  = 
h  Y  x3  =  ^3  ] 

22.  Red  RLC.  Las  corrientes  en  la  red  RLC  del  diagra- 
ma  esquematico  de  la  figura  9.7  estan  descritas  por 
las  siguientes  ecuaciones: 


18.  fx'(f)  = 


50 I\[t)  +  SO/2(0  =  160  , 
50/’]  (f)  +  80093(f)  =  160  , 

i\U)  -  hU)  +  iM . 


19.  Para  el  sistema  acoplado  masa-resorte  descrito  por  el 
sistema  (9),  suponga  que  mx  =  m2  =  1  kg,  k\  =  k2  = 
2  N/m  y  k3  =  3  N/m.  Determine  las  frecuencias  nor- 
males  para  este  sistema  acoplado  masa-resorte. 

20.  Para  el  sistema  acoplado  masa-resorte  descrito  por  el 
sistema  (9),  suponga  que  ml  =  m2  =  1  kg,  k\  =  k2  = 
^3=1  N/m  y  suponga  que  inicialmente  ;q(0)  =  0  m, 
xj(0)  =  0  m/s,  x2(0)  =  2  m  y  x'2(0)  =  0  m/s.  Use 
tecnicas  del  algebra  de  matrices  para  resolver  este 
problema  con  valores  iniciales. 

21.  Red  RLC.  Las  corrientes  en  la  red  RLC  que  se 
muestra  en  el  diagrama  esquematico  de  la  figura  9.6 
quedan  descritas  por  las  siguientes  ecuaciones: 

4/3(1)  +  52^1  M  =  10  , 

1 3/3(f)  +  52*,  (r)  =  10  , 
hi*)  =  l2{t)  4-  l3(t)  , 

donde  91(f)  es  la  carga  sobre  el  capacitor,  /[(f)  = 
<7,(f)  e  inicialmente  9,(0)  =  0  coulombs  e  /, (0)  =  0 


donde  93(f)  es  la  carga  sobre  el  capacitor,  /3(f)  = 
93 '(f)  e  inicialmente  93(0)  =  0.5  coulombs  e 
/3( 0)  =  0  amperes.  Determine  las  corrientes  /,,  I2  e  /3. 
\Sugerencia:  Derive  las  dos  primeras  ecuaciones,  use 
la  tercera  ecuacion  para  eliminar  /3  y  forme  un  siste¬ 
ma  normal  con  X\  =  / , ,  x2  =  /,'  y  x3  =  /2.] 


50  henries  /, 

- *- 


h 


Figura  9.7  Red  RLC  pai  a  el  problema  22 


—  farads 


Figura  9.6  Red  RLC  para  el  problema  2 1 


23.  Estabilidad.  En  el  problema  49  de  los  ejerci¬ 
cios  9.5  analizamos  el  concepto  de  estabilidad  y 
estabilidad  asintotica  para  un  sistema  norma  de  la 
forma  x'(f)  =  Ax(f).  Suponga  que  A  tiene  todos 
sus  valores  propios  distintos  (reales  o  complejos). 

(a)  Muestre  que  el  sistema  es  estable  si  y  solo  si 
todos  los  valores  propios  de  A  tienen  parte 
real  no  positiva. 

(b)  Muestre  que  el  sistema  es  asintoticamente  es¬ 
table  si  y  solo  si  todos  los  valores  propios  de 
A  tienen  parte  real  negativa. 
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Las  tecnicas  analizadas  en  el  capftulo  4  para  hallar  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  no 
homogenea  y"  +  p(x)y'  +  q{x)y  =  g{x)  tienen  extensiones  naturales  para  los  sistemas  li¬ 
neales  no  homogeneos. 


Coeficientes  indeterminados 

El  metodo  de  coeficientes  indeterminados  se  puede  usar  para  hallar  una  solucion  particular  de 
sistema  lineal  no  homogeneo 

*'«  =  Ax(0  +  f(0 

cuando  A  es  una  matriz  constante  n  X  n  y  las  entradas  de  f(t)  son  polinomios,  funciones  ex- 
ponenciales,  senos  y  cosenos,  o  sumas  y  productos  hnitos  de  estas  funciones.  Podemos  usar 
la  tabla  4.1  (analizada  en  la  seccion  4.8  y  reproducida  en  el  forro  del  libro)  como  una  gida 
para  elegir  la  forma  de  una  solucion  particular  xp(t).  Algunas  excepciones  se  analizan  en  los 
ejercicios  (veanse  los  problemas  25-28). 

EJEMPLO  1  Hallar  una  solucion  general  de 


(1) 

x'{/)  =>  Ax(f)  +  /g  ,  donde  A  = 

1  -2 

-2  1 

2 

2 

y  g  ® 

l 

[ 

O  MD 
_ 1 

2  2 

1 

-18 

SOLUCION  En  el  ejemplo  5  de  la  seccion  9.5  vimos  que  una  solucion  general  del  sistema  homogeneo 
correspondiente  x'  =  Ax  es 


i 

-1 

r-r 

(2) 

1! 

£} 

•jj 

0 

+  c2eh 

1 

+  cjT™  -1 

l 

0 

L  iJ 

Como  las  entradas  en  f(f)  :=  tg  son  justamente  funciones  lineales  de  t,  nos  inclinamos 
por  buscar  una  solucion  particular  de  la  forma 


Cl  j 

'h' 

ta  +  b  =  f 

«2 

+ 

h 

l 

_ 1 

donde  debemos  determinar  los  vectores  constantes  a  y  b.  A1  sustituir  esta  expresion  de  xp(t) 
en  el  sistema  ( 1 )  tenemos 

a  =  A(ra  +  b)  rg  , 

que  podemos  escribir  como 


t( Aa  +  g)  +  (Ab  -  a)  =  0  . 
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A1  igualar  a  cero  los  “coeficientes”  de  este  polinomio  vectorial  obtenemos  los  dos  sistemas 

(3)  Aa  =  -g  , 

(4)  Ab  =  a  . 


Podemos  usar  elimination  gaussiana  o  un  paquete  de  software  de  algebra  lineal  para  deter- 
minar  a  en  (3);  vemos  que  a  =  col(5,  2,  4).  A  continuation  sustituimos  este  valor  de  a  en  (4) 
y  determinamos  b  como  b  =  col(l,  0,  2).  Por  lo  tanto,  una  solucion  particular  de  (1)  es 


(5) 


= 


ra  +  b  = 


5 

r  n 

1 

5 1  +  1 

2 

+ 

0 

— 

2 1 

4 

2 

4?  +  2 

Una  solucion  general  para  (1)  es  x(t)  =  xh(t)  +  xp(t),  donde  xh(t)  esta  dada  en  (2)  y 
xp(f)en(5).  ■ 


En  el  ejemplo  anterior,  el  termino  no  homogeneo  f(/)  era  un  polinomio  vectorial.  Si  en 
vez  de  esto,  f  (?)  tiene  la  forma 

f(f)  =  col(l,  t,  sen  t )  , 

entonces  podemos  usar  el  principio  de  superposition  para  buscar  una  solucion  particular  de 
la  forma 

xp(t)  —  fa  +  b  +  (sen  t) c  +  (cos  r)d  . 

De  manera  analoga,  si 

f(f)  =  col(f,  e‘,  t2)  , 

hariamos 

xp{t)  =  f2a  +  /b  +  c  +  e!d  . 

Por  supuesto,  debemos  modificar  nuestra  propuesta  si  queremos  que  uno  de  los  terminos  sea 
solucion  del  sistema  homogeneo  correspondiente.  Los  problemas  25-28  ilustran  las  estrate- 
gias  para  este  problema. 

Variacion  de  parametros 

En  la  seccion  4.9  analizamos  el  metodo  de  variacion  de  parametros  para  una  ecuacion  lineal 
general  de  segundo  orden  (no  necesariamente  con  coeficientes  constantes).  Dicho  de  mane¬ 
ra  simple,  la  idea  es  que  si  una  solucion  general  de  la  ecuacion  homogenea  tiene  la  forma 
Xi,(t)  =  C\Xi(t)  +02*2(0,  donde  X\(t)  y  *2(0  son  soluciones  linealmente  independientes  de 
la  ecuacion  homogenea,  entonces  una  solucion  particular  de  la  ecuacion  no  homogenea  ten- 
dra  la  forma  xp(t)  =  v\(t)x\(t)  +  v2(t)x2(t ),  donde  y  v2{t)  son  ciertas  funciones  de  t. 

Podemos  usar  una  idea  similar  para  sistemas. 

Sea  X(0  una  matriz  fundamental  para  el  sistema  homogeneo 

(6)  x'(0  --  A(f)x(f)  , 

donde  ahora,  las  entradas  de  A  pueden  ser  cualesquiera  funciones  continuas  de  t.  Como  una 
solucion  general  de  (6)  esta  dada  por  X(0c,  donde  c  es  un  vector  constante  n  X  1,  buscamos 
una  solucion  particular  del  sistema  no  homogeneo 

(7)  x'(t)  =  A(f)x(/)  +  f(f) 
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de  la  forma 

(8)  Xp(f)  -  X(t)v(t)  , 

donde  i >(t)  =  col(u1(?),  .  .  .  ,  vn(t) )  es  una  funcion  vectorial  de  t,  por  determinar. 

Para  deducir  una  formula  para  u(f),  primero  derivamos  (8)  usando  la  version  matricial  de 
la  regia  del  producto  para  obtener 

x;,(f)  =  xu}i/(i)  +  x'(r)v{f) . 

A1  sustituir  las  expresiones  para  \p(t)  y  xp(f)  en  (7)  llegamos  a 

(9)  X(/)i/(r)  +  X'l/lut?)  =  A(f)X(r)i>(V)  +  f(»  . 


Como  X(f)  satisface  la  ecuacion  matricial  X'(f)  =  A (f)X(f),  la  ecuacion  (9)  se  convierte  en 

Xu'  +  AXu  =  AXu  +  f  , 

Xu’  =  f  . 

Multiplicamos  ambos  lados  de  la  ultima  ecuacion  por  X  1  (/)  (que  existe  pues  las  columnas 
de  X(?)  son  linealmente  independientes)  para  obtener 

v'W  =  X-'(i)f{/)  . 


A1  integrar,  tenemos 

u(f)  =  X_1(t)f(t)tfr  . 


Por  lo  tanto,  una  solucion  particular  de  (7)  es 

(10)  xp(<)  =  X(t)v(t)  =  X(f}J  . 

Combinamos  (10)  con  la  solucion  X(/)c  del  sistema  homogeneo  para  tener  la  siguiente  solu¬ 
cion  general  de  (7): 


r 


(ii) 


x(t)  =  x(t)  c  +  x(t) 


La  elegancia  de  la  deduccion  de  la  formula  de  variacion  de  parametros  (10)  para  siste¬ 
mas  es  evidente  al  compararla  con  las  deducciones  mas  largas  para  el  caso  escalar,  en  las  sec- 
ciones  4.9  y  6.4. 

Dado  un  problema  con  valores  iniciales  de  la  forma 

(12)  x'(/)  =  A(f)xfr)  +  f(f)  ,  x(f0)  =  x0  , 

podemos  usar  la  condicion  inicial  x(/0)  =  x0  para  determinar  c  en  (1 1).  Al  expresar  \(t)  me- 
diante  una  integral  definida,  tenemos 


X{t)  =  X(f)  C  +  X{f) 


* 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Usamos  la  condition  inicial  x(f0)  =  x0  para  ver  que 

x0  =  x(g  =  X(fo)c  +  X(/0)  |  "x  '(#(*)*  =  X{/0)c  . 

Determinamos  a  c  como  c  =  X  l(/0)x0.  Asi,  la  solucion  de  (12)  esta  dada  por  la  formula 

(13)  x(f)  =  X(0X-1(fo)xo  +  X{/)  [  X_,(s)f(*)ds  - 

J(„ 

Para  aplicar  las  formulas  de  variation  de  parametros,  primero  debemos  determinar  una 
matriz  fundamental  X(t)  para  el  sistema  homogeneo.  Cuando  la  matriz  de  coeficientes  A  es 
constante,  ya  hemos  analizado  metodos  para  determinar  X(f).  Sin  embargo,  si  las  entradas 
de  A  dependen  de  ?,  la  determination  de  X(f)  puede  ser  muy  dificil  (implicando,  posiblemente, 
juna  serie  de  potencias  matricial!). 


Determinar  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 


(14) 


P(r) 


2  -3 
1  -2 


x(f)  + 


t(0) 


-1 

0 


En  el  ejemplo  3  de  la  seccion  9.5  hallamos  dos  soluciones  linealmente  independientes  del 
sistema  homogeneo  correspondiente,  a  saber, 


lit)  = 


3<?' 

^  f 

ii 

c-l 

’e_<" 

L  j 

e 

Por  tanto,  una  matriz  fundamental  para  el  sistema  homogeneo  es 


x(0 


3e‘  e-' 


Aunque  podemos  encontrar  la  solucion  de  (14)  con  el  metodo  de  coeficientes  indetermi- 
nados,  la  encontraremos  directamente  de  la  formula  (13).  Para  esto,  necesitamos  X  '(/). 
Una  forma1  de  obtener  X  1  (/)  consiste  en  formar  la  matriz  aumentada 


~3e'  e~‘ 

o 

_  e~< 

|  0  1 

y  reducimos  por  renglones  esta  matriz  a  la  matriz  [I  jX  '(/)],  lo  que  da 


^Este  procedimiento  funciona  para  una  matriz  invertible  de  cualquier  dimension.  Para  una  matriz  invertible  2X2 
U(f),  en  el  problema  32  damos  una  formula  para  U-1(/). 
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A1  sustituir  en  la  formula  (13),  obtenemos  la  solucion 


*W  = 


-1 

0 


ft 

[  -K 

7  -v 

V 

e~{ 

~2e 

_  er 

1  V 

I*1. 

1 

. 

o 

L“2e 

3  t  i  1  - 1 

—  e  H — e 

2  2 

V  e“'' 

l  J  1  -J 

2"  2e 

4- 

f  r 

1  t  ,  l  -t 

- £  +  -£ 

L  2  2 

e  e  1 

j 

0 

+  3  s 

2  2 

3  f  i  I  f 
—~e  +  -(? 

v+ie-«_r 

2  2 

3er  e~! 

2  2 

+ 

t  —t 

1  7  ,  1  -f 

e  e 

3  r  1  3 1  4 

— — e  t  -€ 

2  2 

L  2  6  3  J 

9  T  5  -t  ,  4  2e  i  n 
— ~  i  re  -f  3 

2  6  3 

3  /  5  -j  .  1  2f  i 

—  -e  .  f-  +  -e  +  2 

2  6  3 


E  J  ERCICIOS 


9.7 


En  los  problemas  1  a  4,  use  el  metodo  de  coeficientes  in- 
determinados  para  hallar  ana  solucion  general  del  siste-  4.  A  — 
ma  x'(/)  =  Ax(/)  +  f(f),  donde  A  y  f(f)  estan  dados. 


f CO  = 


—4  cos  f 
—sen; 


I.  A 


2.  A  - 


6  1 

4  3 

1  1 

4  1 


f(0 


f(/) 


-11 1 

"5j 

-4/  - 


1 

-2  2 

2e‘] 

ii 

-2 

2 

1  2 

2  1 

.  «/)  - 

1 

f 

ro  4^ 

En  los  problemas  5  a  10,  use  el  metodo  de  coeficientes 
indeterminados  (tabla  4.1  o  en  los  forms  del  libro)  para 
determinar  unicamente  la  forma  de  una  solucion  particu¬ 
lar  del  sistema  \'(t)  =  Ax(f)  +  f(f),  donde  A  y  f {t)es- 
tan  dados. 


5.  A 


f(»  =  <r21 


6.  A 
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7.  A 


8.  A 


9.  A 


10.  A  = 


0  1 
2  0 

-1  0 

2  2 

1  1 
0  l. 

2  - 1 
1  5 


f(f)  = 
fit)  ■ 
fW  - 
f(t)  = 


sen  3/ 
? 


r 


?  +  1 


3C  ' 


En  los  problemas  11  a  16,  use  la  formula  de  variacion 
de  parametros  (11)  para  hallar  una  solucion  general 
del  sistema  x'(?)  =  Ax(?)  +  f(?),  donde  A  y  f (?)  esrdn 
dados. 


11.  A 

12.  A 

13.  A 

14.  A 

15.  A 

16.  A 


0  1 
1  0 


1  2 
3  2 


0  1 
-]  0 


f(i)  = 
fit)  = 

f(r)  = 
f(0  = 


4  +  2? 

sen? 

0 


i 


[Hi  En  los  problemas  17  a  20,  use  las  formulas  de  variacion 
de  parametros  (11)  y  tal  vez  un  paquete  de  software  de 
algebra  lineal  para  hallar  una  solucion  general  del  siste¬ 
ma  x'(?)  =  Ax(?)  +  f(?),  donde  A  v  f(?)  estan  dados. 


17.  A  - 

"o  i  r 
1  0  1 

.  f(f)  = 

’  3e‘~ 
- e 1 

1  1  0 

—  e1 

18.  A  - 

"l  “1 

0  0 

1  ’ 
1 

II 

i 

o  ^ 

i _ 

0  -1 

1 

(N 

i 

_ i 

0 

1 

0 

0 

? 

19.  A  = 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

.  f(')  = 

0 

ff"' 

0 

0 

1 

0 

? 

20.  A  = 


1 

0 

0 

-4 


0 

1 

0 

-2 


f(/)  = 


En  los  problemas  21  y  22,  determine  la  solucion  del  siste¬ 
ma  dado  que  satisface  la  condicion  inicial  indicada. 


21.  x*  (?) 

(a)  xfO)  = 
(c)  x(5)  = 

22.  x'  (?) 

(a)  x(0)  = 


0  2 

-1  3 


x(?)  + 


0  2 

4  -2 


(b)  x(l)  = 
(d)  x(— 1)  - 


£  (t)  + 


4 1 

-At  -  2 


4 

-5 


(b)  x(2)  = 


23.  Use  tecnicas  del  algebra  de  matrices  y  el  metodo  de 
coeficientes  indeterminados  para  hallar  una  solucion 
general  de 

x"{t)  +  y'{t )  -  x{t)  +  y(?)  =  -1  , 
x’it)  +  y’  (?)  -  .*:(/}  =  f2  . 

Compare  su  solucion  con  la  del  ejemplo  3  en  la  sec- 
cion  5.3. 

24.  Use  tecnicas  del  algebra  de  matrices  y  el  metodo  de 
coeficientes  indeterminados  para  resolver  el  proble- 
ma  con  valores  iniciales 

x'{t)  -  2 v(?)  =  4?  ,  x(0)  -  4  ; 

y'it)  +  2y(t)  -  4 x{t)  =  -4t  -  2  ,  ><0)  =  -5  . 

Compare  su  solucion  con  la  del  ejemplo  1  en  la  sec- 
cion  7.9. 
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25.  Para  determinar  un  solution  general  del  sistema 


*'(<) 


0 

-2 


1 

3 


x(t)  +  f(l)  ,  donde 


proceda  como  sigue: 

(a)  Halle  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  pa¬ 
ra  el  sistema  homogeneo  correspondiente. 

(b)  La  election  obvia  para  una  solution  particular 
serfa  una  funcion  vectorial  de  la  forma  xp(t)  = 
e'a ;  sin  embargo,  el  sistema  homogeneo  tiene 
una  solution  de  esta  forma.  La  siguiente  elec¬ 
tion  serfa  xp(t)  =  te’a.  Muestre  que  esta  election 
no  funciona. 

(c)  Para  sistemas,  la  multiplication  por  t  no  siempre 
es  suficiente.  La  estimation  adecuada  es 

xp(t)  =  te'a  +  <?'b  . 

Use  esta  estimation  para  hallar  una  solution  par¬ 
ticular  del  sistema  dado. 

(d)  Use  los  resultados  de  las  partes  (a)  y  (c)  para  ha¬ 
llar  una  solution  general  del  sistema  dado. 

26.  Para  el  sistema  del  problema  25,  vimos  que  una  esti¬ 
mation  adecuada  de  una  solution  particular  es  xp(t )  = 

te'a  +  rib.  En  algunos  casos,  a  o  b  pueden  anularse. 

(a)  Determine  una  solution  particular  para  el  sistema 
del  problema  25  si  f(t)  =  col(3e',  6e'). 

(b)  Determine  una  solution  particular  para  el  sistema 
del  problema  25  si  f(t)  =  col(e',  e'). 

27.  Halle  una  solution  general  del  sistema 


1 

0 

1 _ _ 

1 

1 

_ I 

1  0  1 

x(f)  + 

T 

l 

1 

1 

0 

_ 1 

1 

J 

l-o 

1 _ 

presar  el  sistema  en  la  forma  x'(t)  =  A (f)x(f)  +  f(t)  an¬ 
tes  de  usar  la  formula  de  variacion  de  parametros: 


29.  rx'(f)  = 

2  -1 

3  -2 

xM  + 

30.  tx'[t)  - 

4  -3 

8  -6 

x(t)  + 

31.  Use  la  formula  de  variation  de  parametros  (10)  para 
deducir  una  formula  para  una  solution  particular  yp 
de  la  ecuacion  escalar  y"  +  p(t)y'  +  q{t)y  =  g(t) 
en  terminos  de  dos  soluciones  linealmente  indepen- 
dientes  yi(t),  y2(0  de  la  ecuacion  homogenea  co¬ 
rrespondiente.  Muestre  que  su  respuesta  coincide 
con  las  formulas  deducidas  en  la  seccion  4.9.  [Suge- 
rencia :  Escriba  primero  la  ecuacion  escalar  en  forma 
de  sistema.] 

32.  Sea  U(f)  la  matriz  invertible  2X2 

c(<) 

Muestre  que 

u_1(fJ  =  [aim  -  Him 

33.  Red  RL.  Las  corrientes  en  la  red  RL  del  diagrama 
esquematico  de  la  figura  9.8  estan  descritas  por  las 
siguientes  ecuaciones: 

2/1  (f)  +  90/2(f)  =  9  , 

l, it)  +  30/4(1)  -  90/2(i)  =  0  , 

60/5(f)  -  30/4(1)  =  0  , 

/,(/)  -  J2(t)  +  fit)  , 

hi?)  -  hi)  rUt)  - 


d(t)  -bit) 
-c{l)  a(t ) 


[ Sugerencia :  Use  el  principio  de  superposition  para 
determinar  la  solution  particular.] 

28.  Encuentre  una  solution  particular  del  sistema 

[1 Sugerencia :  Intente  con  xp(t)  =  ta  +  b.] 

En  los  problemas  29  y  30,  halle  una  solucion  general  del 
sistema  de  Cauchy-Euler  dado  para  t  >  0.  Recuerde  ex- 


Figura  9.8  Red  RL  para  el  problema  33 


x{t)  + 
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Suponga  que  en  un  principio  las  corrientes  se  anu- 
lan.  Determine  las  cinco  corrientes  Iu  . . . ,  I5.  \Suge- 
rencia:  Elimine  todas  las  incognitas  excepto  I2  e  I5, 
y  forme  un  sistema  normal  con  x1  =  I2  y  x2  =  /■>■] 

34.  Modelo  de  combate  convencional.  Un  modelo  muy 
simplista  de  un  par  de  fuerzas  convencionales  en  com¬ 
bate  proporciona  el  siguiente  sistema: 


—a  -b 

X  + 

p 

x'  ~ 

—c  —  d 

donde  x  =  col(x|,  x2).  Las  variables  X\(t)  y  x2(t)  re- 
presentan  la  fuerza  de  los  ejercitos  enemigos  en  el 
instante  t.  Los  terminos  —ax\  y  —  dx2  representan  las 
tasas  de  perdidas  operativas,  y  los  terminos  —bx2  y 
— cx\  representan  las  tasas  de  perdida  en  combate 
para  las  tropas  x1  y  x2,  respectivamente.  Las  constan- 
tes  p  y  q  representan  las  tasas  respectivas  de  refuer- 
zo.  Sean  a  =  1,  b  =  4,  c  =  3,  d  =  2yp  =  q  =  5. 
Resuelva  el  problema  con  valores  iniciales  adecuado 
para  determinar  cual  de  los  ejercitos  ganara  si 

(a)  x,(0)  =  20,  x2(0)  =  20  . 

(b>  jci(o)  =  21,  xjfi)  =  20  . 

(c)  jci(0)  =  20,  x,(0)  =  21  . 

35.  Problema  de  mezclas.  Dos  tanques  A  y  B,  cada 
uno  de  los  cuales  contiene  50  litros  de  liquido,  estan 


A 

4  L/min 

B 

4  L/min 

1  L/min 

2  kg/L  ’ 

*i(f) 

x2{t) 

L  1  kg/L 

50  L 

50  L 

1  L/min  — 

x,(0)  =  0kg 

x2(0)  =  5  kg 

—  4  L/min 

Figura  9.9  Problema  de  mezclas  para  tanques 
interconectados 

conectados  entre  si  mediante  tubos.  El  liquido  pasa 
del  tanque  A  al  tanque  B  a  razon  de  4  litros/minuto 
y  del  B  al  A  a  razon  de  1  litro/minuto  (vease  la  fi¬ 
gura  9.9).  El  liquido  dentro  de  cada  tanque  se  man- 
tiene  bien  revuelto.  Una  solucion  salina  con  una 
concentracion  de  3  kg/litro  de  sal  entra  al  tanque  A 
a  razon  de  4  litros/minuto.  Una  solucion  salina  con 
una  concentracion  de  1  kg/litro  de  sal  entra  al  tan¬ 
que  B  a  razon  de  1  litro/minuto.  Las  soluciones  sa- 
len  del  sistema  por  ambos  tanques,  del  tanque  A  a 
1  litro/minuto  y  del  tanque  B  a  4  litros/minuto.  Si 
en  un  principio,  el  tanque  A  contiene  agua  pura  y  el 
tanque  B  contiene  5  kg  de  sal,  determine  la  masa  de 
sal  en  cada  tanque  en  el  instante  t  >  0.  Despues 
de  transcurrir  varios  minutos,  ,;,cual  tanque  tiene  la 
mayor  concentracion  de  sal?  (;,Cual  es  su  concentra¬ 
cion  limite? 


9.8  LA  FUNCTION  EXPONENCIAL  MATRICIAL 

En  este  capitulo  hemos  desarrollado  varias  formas  de  extender  tecnicas  de  ecuaciones  dife- 
renciales  escalares  a  sistemas.  En  esta  seccion  daremos  otro  paso  adelante  mostrando  que 
con  la  notacion  correcta,  las  formulas  para  resolver  sistemas  normales  con  coeficientes  cons- 
tantes  son  identicas  a  las  formulas  para  resolver  ecuaciones  de  primer  orden  con  coeficientes 
constantes.  Por  ejemplo,  sabemos  que  una  solucion  general  de  la  ecuacion  x'(t)  =  ax(t), 
donde  a  es  una  constante,  es  x(t)  =  ceat .  De  manera  analoga,  mostraremos  que  una  solucion 
general  del  sistema  normal 

(1)  x'(f)  =  Ax{/)  , 

donde  A  es  una  matriz  constante  n  X  n,  es  \(l)  =  eAtc.  Nuestra  primera  tarea  consiste  en  de- 
finir  la  exponencial  matricial  eAt. 

Si  A  es  una  matriz  constante  n  X  n,  definimos  eAl  considerando  el  desarrollo  en  serie  para 
er"  y  reemplazando  a  por  A;  es  decir, 

(2)  eM  :=  I  +  A(  +  A2^-  +  ■  •  ■  +  An^  +  •  •  ■  . 


Seccion  9.8  La  funcion  exponencial  matricial 


559 


(Observe  que  tambien  hemos  reemplazado  1  por  I.)  Entendemos  el  lado  derecho  de  (2)  como 
la  matriz  n  X  n  cuyos  elementos  son  series  de  potencias  con  coeficientes  dados  por  las  entra- 
das  correspondientes  en  las  matrices  I,  A,  A2/2!,  .... 

Si  A  es  una  matriz  diagonal,  entonces  el  calculo  de  eAl  es  directo.  Por  ejemplo,  si 


-1  0 

0  2 


entonces 


A2  -  AA  = 


1  o’ 

,  A3  = 

[-■  °1.  . 

II 

’(-])"  o’ 

0  4. 

0  8J  ’ 

0  2" 

y  asi 


-  2  A'i, , 


/i  =  0 


2(-0" 


2  2’ 

rt  =  0 


tn 

i  t 

h! 


Mas  en  general,  si  A  es  una  matriz  diagonal  n  X  n  con  r1;  r2,  a  lo  largo  de  su  diagonal 

principal,  entonces  eAt  es  la  matriz  diagonal  con  eri‘,  e'2', . . . ,  er"'  a  lo  largo  de  su  diagonal  prin¬ 
cipal  (vease  el  problema  26).  Si  A  no  es  una  matriz  diagonal,  el  calculo  de  eAr  es  mas  complica- 
do.  Trabajaremos  con  este  importante  problema  mas  adelante  en  esta  seccion. 

Se  puede  mostrar  que  la  serie  (2)  converge  para  toda  1  y  que  tiene  las  mismas  propieda- 
des 1  que  la  exponencial  escalar  eat. 


PROPIEDADES  DE  LA  FUNCION  EXPONENCIAL  MATRICIAL 


Teorema  7.  Sean  A  y  B  matrices  constantes  n  X  n  y  r,  s  y  t  numeros  reales  (o 
complejos).  Entonces, 

(a)  eA0  =  e°  =*  I  - 

(b)  =  eAteAs  . 

(c)  {eA')_1  =  e  Ar  . 

(d)  e^A+B'r  —  t'  Are ltf,  siempre  que  AB  =  BA  . 

(e)  edl  ~  e"\  . 


La  propiedad  (c)  tiene  profundas  implicaciones.  La  primera  es  que  afirma  que  para  cual- 
quier  matriz  A,  la  matriz  eXt  tiene  una  inversa  para  toda  t.  Ademas,  esta  inversa  se  obtiene 


^Para  la  demostracion  de  esta  y  otras  propiedades  de  la  funcion  exponencial  matricial,  vease  Matrix  Computations, 
3a.  edicion,  por  Gene  H.  Golub  y  Charles  F.  van  Loan  (Johns  Hopkins  University  Press,  Baltimore,  MD,  1996), 
capftulo  1 1.  Vease  tambien  el  divertido  articulo  “Nineteen  Dubious  Ways  to  Compute  the  Exponencial  of  a  Matrix”, 
por  Cleve  Moler  y  Charles  van  Loan,  SIAM  Review ,  vol.  20,  num.  4  (octubre  de  1978). 
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simplemente  reemplazando  t  por  —t.  A1  aplicar  la  propiedad  (d)  (la  ley  de  los  exponentes), 
hay  que  tener  cuidado,  debido  a  la  condition  de  que  las  matrices  A  y  B  deben  conmutar 
(vease  el  problema  25). 

Otra  importante  propiedad  de  la  exponencial  matricial  surge  del  hecho  de  que  podemos 
derivar  la  serie  en  (2)  termino  a  termino.  Esto  da  como  resultado 


d_ 

dt 


„aa 


Por  lo  tanto, 


4  ( I  +  Ar  +  A2  4~  +  ■  •  •  +  A" -4-  + 
dt 


,2  ,a  -  1 

A  +  A2f  +  A  +  •••  +  A'1;-- - -- 

2  (n  -  1)! 


I  +  At  +  A2-  +  ■■■  +  A'!_1  — 
2  In 


,n  —  I 


+ 


AeAl „ 


de  modo  que  eAt  es  una  solution  de  la  ecuacion  diferencial  matricial  X'  =  AX.  Como  eAr  es 
invertible  (propiedad  (c)),  tenemos  que  las  columnas  de  eAt  son  soluciones  linealmente  inde- 
pendientes  del  sistema  (1).  A1  combinar  estos  hechos  tenemos  lo  siguiente. 


eAt  ES  UNA  MATRIZ  FUNDAMENTAL 


Teorema  8.  Si  A  es  una  matriz  constante  n  X  n,  entonces  las  columnas  de  la  ex¬ 
ponencial  matricial  eAt  forman  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  el  siste¬ 
ma  x'(f)  =  Ax(f).  Por  lo  tanto,  eAt  es  una  matriz  fundamental  para  el  sistema,  y  una 
solucion  general  es  x(/j  =  eArc. 


El  hecho  de  saber  que  eAl  es  una  matriz  fundamental  tiene  un  uso  practico  siempre  que 
podamos  calcular  eAt.  Como  hemos  observado,  si  A  es  una  matriz  diagonal,  entonces  basta 
exponenciar  los  elementos  de  la  diagonal  (por  t)  para  obtener  eAl.  Ademas,  si  B  es  una  matriz 
nilpotente,  es  decir,  BA  =  0  para  algun  entero  positivo  k,  entonces  la  serie  para  eBl  solo  tiene 
un  numero  finito  de  terminos,  pues  B^  =  BA+1  =  ■■■  =  0.  En  tales  casos,  eBl  se  reduce  a 

tk-  1 

em  =  I  +  Bt  +  ■■■  +  Bk  1  - -  . 

(k  -  l)! 

Usamos  la  ley  de  los  exponentes  y  este  hecho  acerca  de  las  matrices  nilpotentes  para  de- 
terminar  eAt  para  una  clase  particular  de  matrices.  Sea  r  un  escalar.  Como 

eAr  _.  erlte{A~rl}  =  gnelA~A)t  * 

obtenemos  una  representacion  finita  de  eAt  si  B  =  A  —  rl  es  nilpotente  para  alguna  r.  De 
hecho,  cuando  el  polinomio  caracterrstico  de  A  tiene  la  forma  p(r)  =  (r,  —  r)'\  es  decir, 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


cuando  A  tiene  un  valor  propio  /',  de  multiplicidad  n,  el  teorema  de  Cayley-Hamilton '  impli- 
ca  que  (/ql  —  A)"  =  0.  Por  lo  tanto,  A  —  r1 1  es  nilpotente  y 


,,A.r  _ 


+  (A  -  r,l)f  +  ■■■  +  (A  -  . 


Determinar  la  matriz  fundamental  eAt  para  el  sistema 
(3)  x'  =  Ax  ,  donde  A  = 


2  1  1 

1  2  1 

2  -2  -1 


Primero  calculamos  el  polinomio  caracteristico  de  A: 


p(r)  =  |A  -  rl|  = 


2  —  r  1 
1  2  -  r 

—  2  -2 


1 

1 

■I  -  r 


=  - r 3  +  3r 


3r  +  1  =  -(r  -  l)3 


Asi,  r  =  1  es  un  valor  propio  de  A  con  multiplicidad  3.  Por  el  teorema  de  Cayley-Hamilton, 
(A  —  I)3  =  0,  de  modo  que 


,Al  =  >)'  = 


(4) 

A1  calcular,  tenemos 


=  e‘e' . .  e'\  I  +  (A  -  l)t  +  (A  -  l)2y 


1 

1 

1 

0 

0 

0 

A  -  I  = 

1 

1 

1 

y  (A  -  i)2  = 

0 

0 

0 

-2 

-2 

-2 

0 

0 

0 

A1  sustituir  en  (4)  obtenemos 


(5) 


<?Af  =  e* 


1 

0 

0 

1 

1 

1 

e‘  +  te‘ 

tel 

te' 

0 

1 

0 

+  tel 

1 

1 

1 

— 

te‘ 

el  +  te‘ 

te! 

0 

0 

1 

-2 

-2 

-2 

rl 

1 

_ i 

-2  te’ 

1 

K) 

?? 

i _ 

En  el  ejemplo  anterior  usamos  el  hecho  de  que  la  matriz  A  —  rl  es  nilpotente  para  calcu¬ 
lar  eAt  directamente.  En  general,  no  podemos  esperar  que  la  matriz  sea  nilpotente,  pero  pode- 
mos  aprovechar  la  siguiente  relacion  entre  matrices  fundamentales  como  ayuda  para  calcu¬ 
lar  eAt. 


’Ll  teorema  de  Cayley-Hamilton  establece  que  una  matriz  satisface  su  propia  ecuacion  caracterfstica;  es  decir, 
p(A)  =  0.  Para  un  analisis  de  este  teorema,  vease  Matrices  and  Linear  Transformations ,  2a.  edicion,  por  Charles 
G.  Cullen  (Dover  Publications,  Nueva  York,  1990),  capftulo  5. 
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Capitulo  9  Metodos  matriciales  para  sistemas  lineales 


RELACION  ENTRE  MATRICES  FUNDAMENTALES 


Lema  1.  Sean  X(f)  y  Y(f)  dos  matrices  fundamentales  para  el  mismo  sistema 
x'  =  Ax.  Entonces  existe  una  matriz  constante  C  tal  que  X(f)  =  Y (f)C. 


Demostracion.  Sean  x^f),  .  .  .  ,  x„(f)  las  columnas  de  X(f)  y  y^f),  .  .  . ,  y „(?)  las  co- 
lumnas  de  Y(t).  Como  {y i (?),  .  .  .  ,  y„(t)}  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  y  Xy(t), 
j  =  1 ,...,«  son  soluciones  de  x'  =  Ax,  existen  constantes  Cy,  c2j,  .  .  . ,  c„j  tales  que 

X/W  =  Cyyt{t)  +  c2jy2(/}  +  +  cnjyn{t} 

para  cada 7=1,...,  n.  Pero  esto  es  equivalente  a  escribir  X(f)  =  Y(f)C,  donde  C  = 

N-  ■ 


Usaremos  el  lema  1  para  hallar  una  formula  para  eAr  cuando  se  conoce  una  matriz  fun¬ 
damental  X(?)  para  x'  =  Ax.  Como  eAl  tambien  es  una  matriz  fundamental  para  el  sistema, 
el  lema  1  afirma  que  eAt  =  X(f)C  para  cierta  matriz  constante  C.  A1  hacer  t  =  0  obtenemos 
I  =  X(0)C  y  al  despejar  C  tenemos  C  =  X  '(0).  Por  lo  tanto, 

(6)  eA‘  =  Xl/iX  Ho)  . 


Aunque  esta  formula  es  util,  sustituye  el  problema  de  determinar  eAl  por  el  de  determi- 
nar  una  matriz  fundamental  X(f).  Por  fortuna,  podemos  usar  las  propiedades  de  la  exponen- 
cial  matricial  eAt  para  simplificar  esta  tarea.  Como  las  columnas  de  una  matriz  fundamental 
deben  tener  la  forma  eAtu,  trataremos  de  hallar  n  vectores  u  para  los  que  sea  razonable  el 
calculo  de  eA,u. 

Primero  usamos  la  relacion  eAt  =  e"etA  ~  r,-)r  para  expresar  eA,u  como 


(7) 


eA,u  =  er‘e{A-rl}tu 


u  -I-  f(A  —  rl)u  +  +  —  (A  —  rl)fcu  + 


Sabemos  que  si  r  es  un  valor  propio  de  A  y  u  es  un  vector  propio  correspondiente,  entonces 
ertu  es  una  solucion  de  (1).  En  efecto,  en  este  caso,  (A  —  rl)u  =  (A  —  rl)2u  =  •••  =  0.  Por 
lo  tanto,  la  serie  en  (7)  se  reduce  al  primer  termino,  e"\x.  Aunque  es  rnucho  esperar  que  A  — 
rl  sea  nilpotente,  no  es  mucho  pedir  que  (A  —  rl^u  =  0  para  algun  vector  no  trivial  u  y  al- 
gun  entero  positivo  k. 


VECTORES  PROPIOS  GENERALIZADOS 


Definicion  5.  Sea  A  una  matriz  constante  n  X  n  y  r  un  valor  propio  de  A.  Un  vec¬ 
tor  no  trivial  u  que  satisface 

(A  -  rl)*u  =  0 

para  algun  entero  positivo  k  es  llamado  un  vector  propio  generalizado  asociado  a  r. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Una  consecuencia  del  teorema  de  descomposicion  primaria  del  algebra  lineal  avanzada  ' 
es  que  si  el  polinomio  caracterfstico  de  A  es 

p{r)  ~  (r j  -  r)"'1--  -  (rk  -  rfh  .„ 

donde  los  r,  son  valores  propios  distintos  de  A  y  mt  es  la  multiplicidad  del  valor  propio  rh  en- 
tonces  para  cada  i  existen  mj  vectores  propios  generalizados  linealmente  independientes  aso- 
ciados  a  r„  y  el  conjunto  combinado  de  n  =  m{  +  ■■  ■  +  mk  vectores  propios  generalizados  es 
linealmente  independiente.  Ademas,  si  u  es  un  vector  propio  generalizado  asociado  con  rn 
entonces  (A  —  r,I)™'u  =  0.  Esto  conduce  al  siguiente  procedimiento  para  determinar  n  solu- 
ciones  linealmente  independientes  del  sistema  (1). 


SOLUCION  DE  SISTEMAS  M  EDI  ANTE  VECTORES  PROPIOS 
GENERALIZADOS 


Para  obtener  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  x'  =  Ax: 

(a)  Calcule  el  polinomio  caracterfstico  p(t)  =  |A  —  rl|  y  determine  los  valores  pro¬ 
pios  distintos  rh  .  .  .  ,  rk. 

(b)  Para  cada  valor  propio  rh  determine  m,  vectores  propios  generalizados  lineal¬ 
mente  independientes,  donde  mt  es  la  multiplicidad  del  valor  propio  rr 

(c)  Use  los  n  vectores  propios  generalizados  linealmente  independientes  en  (b) 
para  calcular  las  n  soluciones  linealmente  independientes  de  x'  =  Ax  de  la  forma 

(8)  eAtu  =  e"|u  +  t( A  -  r/)u  +  -  J  (A  -  rl)2u  +  •  ■  ■  j  , 

donde  r  es  un  valor  propio  y  u  es  un  vector  propio  generalizado  correspondien- 
te.  Si  r  tiene  multiplicidad  mh  entonces  la  serie  anterior  se  reduce  a  los  primeros 
nij  terminos. 


Determinar  la  matriz  fundamental  eAl  para  el  sistema 


1  0  0 

(9)  x'  -  Ax  ,  donde  A  =  1  3  0 

0  1  1 


Primero  calculamos  el  polinomio  caracterfstico  de  A: 


p(r)  —  (A  —  rl|  = 


1  -  r  0  0 

1  3  -  r  0 

0  1  1  -  r 


=  — (r  -  l)2(r  -  3)  . 


Por  lo  tanto,  los  valores  propios  de  A  son  r  =  1,  con  multiplicidad  2,  y  r  =  3,  con  multi¬ 
plicidad  1. 


:  Vcase  Matrices  and  Linear  Transformations ,  2a.  edicion,  por  Charles  G.  Cullen,  Ibidem. 
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Como  r  =  1  tiene  multiplicidad  2,  debemos  determinar  dos  vectores  propios  generalizados 
linealmente  independientes  asociados  a  este  valor.  Comenzamos  con  (A  —  I)u  =  0;  es  decir, 


~o  o  o" 

U-1 

0 

1  2  0 

Mo 

= 

0 

1 

O 

o 

1 _ 

0 

Obtenemos  que  U\  =  u2  =  Qy  u2  =  s,  donde  s  es  arbitrario.  Asf,  solo  existe  un  vector  propio 
generalizado  linealmente  independiente  correspondiente  a  r  =  1,  y  con  s  =  1  elegimos 
Ui  =  col(0,  0,  1).  Por  lo  tanto,  una  solucion  de  (9)  es 


<Ai( 


0 

0 

0 

= 

0 

1 

e1 

(10)  \,(t) 

1 

A  continuacion  resolvemos  (A  —  I)2u  =  0.  De 
(A  -  l)2u  = 


0  0  0 

Wj 

o 

2  4  0 

u2 

0 

1  2  0 

_«3_ 

L°J 

vemos  que  u2  —  s,  zq  =  —2 u2  =  —2s  y  m3  =  v.  donde  s  y  v  son  arbitrarios.  Haciendo  s  =  1 
y  v  =  0,  obtenemos  el  vector  propio  generalizado  u2  =  col(  — 2,  1,0),  que  es  linealmente  in¬ 
dependiente  de  iq.  Ahora  usamos  u2  para  obtener  una  segunda  solucion  de  (9).  Como  (A  — 
I)2u2  =  0,  la  formula  (8)  se  reduce  a 

(11)  x2(r)  =  f?A,ii2  =  e'{u2  +  /(A  -  I)u2} 


-2 

"o 

0 

Q1 

2 

el 

1 

+  te’ 

1 

2 

0 

1 

0 

0 

1 

0_ 

0 

r-2_ 

"o" 

1 

ri 

e 1 

i 

+  te' 

0 

= 

e1 

L 

1 

te' 

Para  el  valor  propio  r  =  3,  resolvemos  (A  —  3I)u  =  0,  es  decir. 


2 

1 

0  0 

0  0 

t<i 

u2 

— 

1 

o  o 

_ _ _ J 

0 

!  -2 

M3 

0 

para  obtener  el  vector  propio  u3  =  col(0,  2,  1 ).  Por  lo  tanto,  una  tercera  solucion  linealmen¬ 
te  independiente  de  (9)  es 


0 

0 

(12) 

x3(f)  =  ^‘u3  <=  e31 

2 

1 

— 

1 

%% 
_ _ 1 

'Observe  que  expresamos  x2(r)  como  se  analizo  en  en  el  problema  35  de  los  ejercicios  9.5,  pagina  543. 
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La  matriz  X(f)  cuyas  columnas  son  los  vectores  Xj(f),  x2(f)  y  x3(t)  dados  en  las  ecuaciones 
(10),  (11)  y  (12), 


X(?)  = 


0 

0 


-2e' 

te! 


0 

2e3' 


es  una  matriz  fundamental  para  (9).  A1  hacer  t  =  0  y  calcular  X  1  ( 0 ) ,  tenemos  que 

1 


X(0)  = 


0  -2  0 

0  1  2 

1  0  1 


La  formula  (6)  implica  ahora  que 


x-'(o)  = 


[  _l 

4  2 


I  I 

4  2 


0  0 
0 


x(f)x-'(o) 


-2e’  0 

£-'  2e3‘ 


te' 


-k  +  P 

L'  -  -2“'  +  L* 


--ef  +  -e3f 


El  uso  de  la  matriz  fundamental  eAl  simplifica  muchos  calculos.  Por  ejemplo,  las  propie- 
dades  eAte~As  =  eA-'  's>  y  (eA'<>)  1  =  e  A,|)  nos  permiten  escribir  la  formula  de  variacion  de 
parametros  (13)  de  la  seccion  9.7  en  una  forma  mas  sencilla:  la  solucion  del  problema  con 
valores  iniciales  x'  =  Ax  +  f(t),  x(f0)  =  x0  esta  dada  por 


(13) 


i(r) 


=  eA[t- 


+ 


c,Mt- 


S'f[s)ds  , 


que  es  una  version  para  sistemas  de  la  formula  para  la  solucion  del  problema  escalar  con  va¬ 
lores  iniciales  x'  =  ax  +/(f),  x(t0)  =  x0. 

Para  concluir,  notemos  que  los  paquetes  de  software  para  el  calculo  de  valores  propios 
indicados  en  la  seccion  9.5  (pagina  534)  tambien  contienen  subrutinas  para  calcular  la  expo¬ 
nencial  matricial. 
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Capitulo  9  Metodos  matriciales  para  sistemas  lineales 


EJ  ERCICIOS 


9.8 


En  los problemas  1  a  6,  (a)  muestre  que  la  matriz  dada  A 
satisface  (A  —  rl)*  =  0  para  algiin  numero  r  y  cierto 
numero  positivo  k  y  (b)  use  este  hecho  para  determinar 
la  matriz  eAt.  [ Sugerencia :  Calcule  el  polinomio  caracte- 
ristica  y  use  el  teorema  de  Cay  ley -Hamilton.] 


1.  A 


3  -2 
0  3 


2.  A  - 


3.  A  = 


2 

-3 

9 


]  -  1 
1  1 
3  -4 


12.  A 


1  1  1 

2  1-1 
0  -1  1 


En  los  problemas  13  a  16,  use  un  paquete  de  software  de 
algebra  lineal  como  ayuda  para  determinar  eAt . 


13.  A 


0  1  0  0 

0  0  10 

1-330 
0  0  0  0 

0  0  0  -1 


0 

0 

0 

1 

0 


4.  A  = 


2 

0 

0 


1  3 

2  -1 

0  2 


5.  A  - 


0  0 

-2  0 

0  -2 


6.  A  = 


1  0 
0  1 
-3  -3 


14.  A 


10  0  0 
0  0  10 

0  -1  -2  0 

0  0  0  0 

0  0  o-l 


0 

0 

0 

1 

0 


15.  A 


0  10  0  0 
0  0  10  0 

-1  -3  -3  0  0 

0  0  0  0  1 

0  0  0  -4  -4 


En  los  problemas  7  a  10,  determine  eAt  hallando  primero 
una  matriz  fundamental  X(r)  para  x'  =  Ax  y  usando  a 
continuacion  la  formula  (6). 


7.  A  = 


r 

I  0 
L-i 


8.  A  = 


1 

1 


9.  A  - 


0 

0 

1 


1 

0 

-1 


1  .  10.  A 


0  2  2 
2  0  2 
2  2  0 


En  los  problemas  11  a  12,  determine  eAt  usando  vectores 
propios  generalizados  para  hallar  una  matriz  fundamen¬ 
tal  y  usando  luego  la  formula  (6). 


11.  A 


5  -4  0 
1  0  2 
0  2  5 


16.  A 


-10000 

0  0  10  0 

0-1-2  0  0 
0  0  0  0  1 

o  0  0-4-4 


En  los  problemas  17  a  20,  use  los  vectores  propios  gene¬ 
ralizados  de  A  para  determinar  una  solucion  general  del 
sistema  x'(t)  =  A x(t),  donde  A  esta  dada. 


0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

.  18.  A  = 

0 

1 

2 

-2 

-5 

-4 

0 

0 

1 

19.  A 


10  12 
112  1 
0  0  2  0 
0  0  11 
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-1 

-8 

1 

-1 

-3 

2 

-4 

-16 

7 

25.  Sean 


A  - 


2 

3 


1 

1 


21.  Use  los  resultados  del  problema  5  para  hallar  la  solu¬ 
tion  del  problema  con  valores  iniciales 


-2 

0 

o’ 

1 

11 

4 

1 

-2 

0 

1 

to  O 

i _ 

x{t)  , 

x(0)  = 

1 

—  t— —4 

_ _ 1 

22.  Use  su  respuesta  al  problema  12  para  hallar  la  solu¬ 
tion  del  problema  con  valores  iniciales 


1  1  1 

1 

x'W  = 

2  1  -1 

0  -1  1 

x(»  , 

x(0)  = 

r 

( OJ  o 

23.  Use  los  resultados  del  problema  3  y  la  formula  de 
variation  de  parametros  (13)  para  hallar  la  solucion 
del  problema  con  valores  iniciales 


2 

i 

r 

i — i 

i 

0 

11 

r~> 

1 

-i 

3 

1 

i _ 

x{;)  + 

f 

° 

24.  Use  su  respuesta  al  problema  9  y  la  formula  de  va¬ 
riacion  de  parametros  (13)  para  hallar  la  solucion  del 
problema  con  valores  iniciales 


0 

1 

0 

0 

x'(t)  = 

0 

0 

1 

x(»  + 

0 

1  -1 

1 

t 

x(0)  = 


-1 

0 


(a)  Muestre  que  AB  i=  BA. 

(b)  Muestre  que  la  propiedad  (d)  del  teorema  7  no 
se  curnple  para  estas  matrices.  Es  decir,  muestre 
que  e(A+B>'  #  eA,eB'. 

26.  Sea  A  una  matriz  diagonal  n  X  n  con  entradas  rh  . . . , 
rn  a  lo  largo  de  su  diagonal  principal.  Para  calcular 
eAt,  proceda  como  sigue: 

(a)  Muestre  que  Ak  es  la  matriz  diagonal  con  entradas 
r  i, ,  r k  a  lo  largo  de  su  diagonal  principal. 

(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  mostrar  que 
eA'  es  la  matriz  diagonal  con  entradas  e'1',  .  .  .  , 
e'n'  a  lo  largo  de  su  diagonal  principal. 

27.  En  los  problemas  35-40  de  los  ejercicios  9.5,  pagina 
543,  se  invocaron  algunas  formulas  ad  hoc  para  de- 
terminar  soluciones  generates  del  sistema  x'  =  Ax 
cuando  A  tiene  valores  propios  repetidos.  Use  el  pro- 
cedimiento  de  vectores  propios  generalizados  (y  en 
particular,  la  ecuacion  (8))  para  justificar  las  formu¬ 
las  ad  hoc  propuestas  en 

(a)  el  problema  35  de  los  ejercicios  9.5. 

(b)  el  problema  37  de  los  ejercicios  9.5. 

(c)  el  problema  39  de  los  ejercicios  9.5. 


Resumen  del  capitulo 

En  este  capitulo  analizamos  la  teoria  de  sistemas  lineales  en  forma  normal  y  presentamos 
metodos  para  resolver  tales  sistemas.  La  teoria  y  metodos  son  extensiones  naturales  del  de- 
sarrollo  para  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden  y  de  orden  superior.  Enumeramos  a  con¬ 
tinuation  las  propiedades  y  tecnicas  importantes. 
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Sistemas  normales  homogeneos 

*'(0  =  A(f)x(0 

Suponemos  que  la  funcion  matricial  n  X  n  A(f)  es  continua  en  un  intervalo  I. 

Conjunto  fundamental  de  soluciones:  {xh  . . . ,  x„}.  Las  n  soluciones  vectoriales  x,  (/), . . . , 
x„(t)  del  sistema  homogeneo  en  el  intervalo  I  forman  un  conjunto  fundamental  de  solu¬ 
ciones,  siempre  que  ellas  sean  linealmente  independientes  en  I,  o  en  forma  equivalente,  su 

wronskiano 


VL[Xl>. 

■  ,x„](r)  —  detfxj, . 

II 

-u.iW 

Jt2,lW 

-*2,2(0  ■ 

•  Xijt) 

■  X2,„(t) 

viW 

-V2W  1 

1 

nunca  se  anula  en  7. 

Matriz  fundamental:  X(/).  Una  funcion  matricial  n  X  n  X(t)  cuyos  vectores  columna 
forman  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  el  sistema  homogeneo  es  una  matriz  fun¬ 
damental.  El  determinante  de  X(7)  es  el  wronskiano  del  conjunto  fundamental  de  soluciones. 
Como  el  wronskiano  nunca  se  anula  en  el  intervalo  7,  entonces  X 1  ( t)  existe  para  t  en  7. 

Solucion  general  de  un  sistema  homogeneo:  Xc  =  C|X|  +  ■  ■  •  +  cn\n.  Si  X(f)  es  una 
matriz  fundamental  cuyos  vectores  columna  son  X|,  .  .  .  ,  x„,  entonces  una  solucion  general 
del  sistema  homogeneo  es 

x(V)  m  X(/)c  ~  C]X,(/)  +  c2x2(ij  +  •••  +  cn\„(t)  , 
donde  c  =  col(ci, .  .  . ,  c„)  es  un  vector  constante  arbitrario. 

Sistemas  homogeneos  con  coeficientes  constantes.  La  forma  de  una  solucion  general  pa¬ 
ra  un  sistema  homogeneo  con  coeficientes  constantes  depende  de  los  valores  y  vectores  pro- 
pios  de  la  matriz  constante  An  X  n.  Un  valor  propio  de  A  es  un  numero  r  tal  que  el  sistema 
Au  =  /  u  tiene  una  solucion  no  trivial  u,  llamada  un  vector  propio  de  A  asociado  al  valor 
propio  r.  La  determinacion  de  los  valores  propios  de  A  es  equivalente  a  hallar  las  ralces  de  la 
ecuacion  caracteristica 

|A  -  rl|  =  0  . 

Los  vectores  propios  correspondientes  se  encuentran  resolviendo  el  sistema  (A  —  r\ ) u  =  0. 

Si  la  matriz  A  tiene  n  vectores  propios  linealmente  independientes  Uj,  .  .  .  ,  u„  y  r,  es  el 
valor  propio  correspondiente  al  vector  propio  u„  entonces 

{e^ul,e^u2,...,e^un} 

es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  el  sistema  homogeneo.  Una  clase  de  matrices  que 
siempre  tiene  n  vectores  propios  linealmente  independientes  es  el  conjunto  de  matrices  si- 
metricas;  es  decir,  las  matrices  que  satisfacen  A  =  A7. 

Si  A  tiene  valores  propios  complejos  conjugados  a  ±  ;/3  y  vectores  propios  asociados 
z  =  a  ±  ;b,  donde  a  y  b  son  vectores  reales,  entonces  dos  soluciones  vectoriales  reales  lineal¬ 
mente  independientes  para  el  sistema  homogeneo  son 

e^cos/Ufa  -  f^sen/Ehb  , 


e"'sen  a  +  c^'cos  filb. 
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Cuando  A  tiene  un  valor  propio  repetido  r  de  multiplicidad  m,  entonces  es  posible  que  A 
no  tenga  n  vectores  propios  linealmente  independientes.  Sin  embargo,  r  tiene  asociadas  m 
soluciones  linealmente  independientes  del  sistema  homogeneo,  de  la  forma 

x,(r)  ~  <?rtkM  ,  \2{i)  —  fi"k2J  +  ter,k2^  , .  - .  , 

1 

XJ,;)  =  +  Wrtk^2  +  •  ■  ■  +  7  7T7‘?rrkm,B|  . 

(m  —  1 J! 

Sistemas  normales  no  homogeneos 

x'(t)  =  A(f)x(r)  +  f(r) 

Suponemos  que  la  funcion  matricial  n  X  n  A (?)  y  la  funcion  vectorial  f(t)  son  continuas  en 
un  intervalo  /. 

Solucion  general  de  un  sistema  no  homogeneo:  xp  +  Xc.  Si  xp(t)  es  cualquier  solucion 
particular  del  sistema  no  homogeneo  y  X(f)  es  una  matriz  fundamental  para  el  sistema  ho¬ 
mogeneo  asociado,  entonces  una  solucion  general  para  el  sistema  no  homogeneo  es 

x(f)  =  +  X(r)c  =  *p(r).  +  <hx,(t)  +  +  cnxn(t)  , 

donde  x^t),  .  .  . ,  x„(f)  son  los  vectores  columna  de  X(f)  y  c  =  col(ci, .  . . ,  c„)  es  un  vector 
constante  arbitrario. 

Coeficientes  indeterminados.  Si  el  termino  no  homogeneo  f(f)  es  un  vector  cuyos  com- 
ponentes  son  funciones  polinomiales,  exponenciales  o  senoidales,  y  A  es  una  matriz  cons¬ 
tante,  entonces  es  posible  usar  una  extension  del  metodo  de  coeficientes  indeterminados  para 
decidir  la  forma  de  una  solucion  particular  para  el  sistema  no  homogeneo. 

Variacion  de  parametros:  \(t)v(t).  Sea  X(?)  una  matriz  fundamental  para  el  sistema  ho¬ 
mogeneo.  Una  solucion  particular  del  sistema  no  homogeneo  viene  dada  por  la  formula  de 
variacion  de  parametros 

x/t)  =  X(f)i»(f)  =  Xff)J  X_1(r)f(f)  di. 

Funcion  exponencial  matricial 

Si  A  es  una  matriz  constante  n  X  n,  entonces  la  funcion  exponencial  matricial 

,2  ,« 

eAl  :=  I  +  Af  +  A2^-  +  •••  +A,!lr+ 

21  ni 

es  una  matriz  fundamental  para  el  sistema  homogeneo  x'(f)  =  A x(t).  La  exponencial  matri¬ 
cial  tiene  varias  de  las  propiedades  que  satisface  la  exponencial  escalar  ea'.  En  particular. 
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Si  (A  —  rl  )k  =  0  para  ciertas  r  y  k,  entonces  la  serie  para  eAt  solo  tiene  un  numero  fini- 
to  de  terminos: 


<?Al  -  e"jl  +  (A  ~  rl)f  +  •••  +  (A  -  rj}*  '  — 

La  funcion  exponencial  matricial  eAr  tambien  se  puede  calcular  a  partir  de  cualquier  matriz 
fundamental  X(f)  por  medio  de  la  formula 

eA'  -  X(r)X_I(0)  . 

Vectores  propios  generalizados 

Si  r  es  un  valor  propio  de  A,  entonces  un  vector  propio  generalizado  asociado  a  r  es  un 
vector  no  nulo  u  que  satisface  (A  —  rl)*u  =  0  para  cierto  entero  positivo  k.  Toda  matriz  A 
tiene  un  conjunto  de  n  vectores  propios  generalizados  linealmente  independientes  que  pue- 
den  usarse  para  calcular  un  conjunto  fundamental  de  soluciones.  En  particular,  a  cada  vector 
propio  generalizado  u  y  valor  propio  correspondiente  r  se  le  asocia  una  solucion  del  sistema 
homogeneo  x'(f)  =  A x(f)  de  la  forma 

eA'u  =  c"|u  +  r(A  —  rl)u  +  ^y(A  —  rl)2u  + 

Si  r  tiene  multiplicidad  m,  entonces  la  serie  anterior  se  reduce  a  los  primeros  m  terminos. 


PROBLEMAS  DE  REPASO 


En  los  problemas  1  a  4,  determine  una  solucion  general  pa¬ 
ra  el  sistema  x'(f)  =  Ax(f),  donde  A  estd  dada. 


1.  A  = 


6 

-3 

,  ,  r  3  2 

2 

1 

2-An^5  ij 

3.  A  = 


1 

2 

0 

0 


2  0  Q 
1  0  0 
0  1  2 
0  2  1 


4.  A 


1  0 
1  0 
0  2 


En  los  problemas  5  y  6,  determine  una  matriz  fundamental 
para  el  sistema  \'(t)  =  A x(f),  donde  A  estd  dada. 


En  los  problemas  7  a  10,  determine  una  solucion  general 
para  el  sistema  x'(f)  =  A x(f)  +  f(t),  donde  A  y  f(t)  es- 
tan  dados. 


7,  A  = 

1  L 

4  1 

’ 

«')  -  [2. 

8.  A  - 

-4 

2 

2 

-1 

,  m  = 

IV'l 

3e4! 

11 

< 

at. 

- 1 

to 

1  -f 
~1  1 

.  m  = 

t 

0 

9 

1 

I 

1 

1  -1 

2  4 

ps 

> 

II 

’s  0  o’ 

0  “4  3 

10.  A  = 

2  -2 

0  3 

3 

2 

.  f  w  = 

e  r 

2 

0  3  4 

0  -1 

2 

1 

S,  A  = 
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En  los  problemas  11  y  12,  resuelva  el  problema  con  valo- 
res  iniciales  dado. 


11.  \’(t) 

12.  x'(t)  = 


0  1 
-2  3 

2  1 
-4  2 


*(')  .  x(o) 


« :(0  + 


le 


1 

-1 

x(0)  = 


En  los  problemas  13  y  14,  determine  una  solucion  gene¬ 
ral  para  el  sistema  de  Cauchy-Euler  tx'(t)  =  A \(t), 
donde  A  esta  dada. 


14.  A  - 


2  -1 
]  1 

1  0 


En  los  problemas  15  y  16,  encuentre  la  matriz  fundamen¬ 
tal  eAt para  el  sistema  x'(t)  =  A x(f),  donde  A  esta  dada. 


4 

2 

3 

0 

1 

4 

2 

1 

2 

16.  A  - 

0 

0 

2 

-1 

2 

0 

0 

0 

0 

13.  A  = 


0  3 
1  2 
1  3 


1 

1 

0 


EJERCICIOS  DE  ESCRITURA  TECNICA 


1.  Explique  por  que  la  teorfa  de  ecuaciones  diferencia- 
les  lineales  homogeneas  (descrita  en  las  secciones 
4.3  y  6. 1)  es  consecuencia  de  la  teorfa  de  sistemas  li¬ 
neales  en  forma  normal  (descrita  en  la  seccion  9.4). 

2.  Analice  las  similitudes  y  las  diferencias  entre  el  me- 
todo  para  determinar  soluciones  de  una  ecuacion  di- 
ferencial  lineal  con  coeficientes  constantes  (veanse 
las  secciones  4.5,  4.6  y  6.2)  y  el  metodo  para  deter¬ 
minar  soluciones  de  un  sistema  lineal  en  forma  nor¬ 
mal  con  coeficientes  constantes  (veanse  las  seccio¬ 
nes  9.5  y  9.6). 

3.  Explique  por  que  las  formulas  de  variation  de  para- 
metros  para  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden 


deducidas  en  la  seccion  4.9  son  consecuencia  de  las 
formulas  obtenidas  en  la  seccion  9.7  para  sistemas 
lineales  en  forma  normal. 

4.  Explique  como  definirfa  las  funciones  matriciales  sen 
At  y  cos  At,  donde  A  es  una  matriz  constante  n  X  n. 
^Cual  es  la  relation  de  estas  funciones  con  la  exponen¬ 
tial  matricial  y  de  ellas  con  las  soluciones  del  sistema 
x"  +  A1 2 3x  =  0?  Tal  vez  consiga  algo  de  information  al 
considerar  los  casos  en  que  A  es 


0 

0 

0 

l] 

1 

o 

O 

i  -l 

_0 

0 

1 

0 

4 

1  0J 

y 

i  -l 
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A.  Sistemas  normales  desacoplados 


Los  sistemas  normales  mas  sencillos  de  resolver  tienen  la  forma 
(1)  x'{t)  =  Dx(f)  , 


donde  D  es  una  matriz  diagonal  n  X  n.  Tal  sistema  consta  en  realidad  de  n  ecuaciones  desaco- 
pladas 

(2)  x'j{t)  ^  duXj{t)  ,  i  =  1 . n, 

cuya  solucion  es 

.V,(f)  =  , 

donde  las  c,  son  constantes  arbitrarias.  Esto  hace  surgir  la  siguiente  pregunta:  ,:  Cuando  podemos 
desacoplar  un  sistema  normal? 

Para  responder  esta  pregunta,  necesitamos  el  siguiente  resultado  de  algebra  lineal.  Una 
matriz  A  n  X  n  es  diagonalizable  si  y  solo  si  A  tiene  n  vectores  propios  linealmente  indepen- 
dientes  pb  .  . . ,  p„.  Ademas,  si  P  es  la  matriz  cuyas  columnas  son  pb  .  . . ,  p„,  entonces 

(3)  P_1AP  =  D  „ 

donde  D  es  la  matriz  diagonal  cuya  entrada  clu  es  el  valor  propio  asociado  al  vector  p,. 

(a)  Use  el  resultado  anterior  para  mostrar  que  el  sistema 

(4)  x'(f)  -  A x(t)  , 

donde  A  es  una  matriz  diagonalizable  n  X  n,  es  equivalente  a  un  sistema  desacoplado 

(5)  y '{/)  =  Dy (f)  , 

donde  y  =  P  'x  y  D  =  P_IAP. 

(b)  Resuelva  el  sistema  (5). 

(c)  Use  los  resultados  de  las  partes  (a)  y  (b)  para  mostrar  que  una  solucion  general  de  (4) 
esta  dada  por 

,fP:  +  Pz  +  •■■  +  cned-L p,,  . 

(d)  Use  el  procedimiento  analizado  en  las  partes  (a)-(c)  para  obtener  una  solucion  gene¬ 
ral  del  sistema 


x'M  = 


-4 

0 

2 


Especifique  P.  D,  P  1  y  y. 
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B.  Metodo  de  la  transformada  de  Laplace  matricial 

En  el  capitulo  7  analizamos  el  metodo  de  la  transformada  de  Laplace  para  resolver  sistemas  de 
ecuaciones  diferenciales  lineales  con  coeficientes  constantes.  Para  aplicar  este  procedimiento  a 
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las  ecuaciones  dadas  en  forma  matricial,  primero  extendemos  la  definicion  del  operador  de  La¬ 
place  !£  a  un  vector  columna  de  funciones  x  =  co\(xt(t),  .  .  .  ,  x„(t) )  considerando  la  transfor- 
mada  de  cada  componente: 

3?{x}(s)  :=  col(ai{tr,}(s), . .  . ,  5f{xn}(s)}  . 

Con  esta  notacion,  el  analogo  vectorial  de  la  importante  propiedad  que  relaciona  la  transforma- 
da  de  Laplace  con  la  derivada  de  una  funcion  (vease  el  teorema  4,  capitulo  7,  pagina  361)  se  con- 
vierte  en 

(6)  2{x'}(#}  =  stf{x}(.v)  -  x(0)  . 

Suponga  que  tenemos  dado  el  problema  con  valores  iniciales 

(7)  x'  =  Ax  +  f(f)  ,  x(0)  =  x0  „ 

donde  A  es  una  matriz  constante  n  X  n.  Sean  \(s)  la  transformada  de  Laplace  de  x(f)  y  f(x)  la 
transformada  de  f(r).  Entonces,  al  considerar  la  transformada  del  sistema  y  usar  la  relacion  (6), 
obtenemos 

jf{x'}  =  i£{Ax  +  f}  „ 
si  —  x0  =  Ax  +  f  . 

Luego  agrupamos  los  terminos  x  y  despejamos  x  multiplicando  a  la  izquierda  por  (si  —  A)-1: 

($1  -  A)x  =  f  +  xQ  , 

x  -  (si  -  Aj  '(1  -+  x,d  . 

Por  ultimo,  obtenemos  la  solucion  \(t)  calculando  la  transformada  inversa  de  Laplace: 

(8)  x  =  £T ‘{ii}  =  -  A}- 1  (f  +  x0)}  . 


Al  aplicar  el  metodo  matricial  de  la  transformada  de  Laplace,  es  directo  (aunque  tal  vez  te- 
dioso)  el  calculo  de  (si  —  A)-1,  aunque  el  calculo  de  la  transformada  inversa  podria  requerir 
algunas  de  las  tecnicas  especiales  (como  fracciones  parciales)  analizadas  en  el  capitulo  7. 


(a)  En  el  procedimiento  anterior  usamos  la  propiedad  de  que  ,3:{Ax}  =  \:£{x\  para  cual- 
quier  matriz  constante  A  n  X  n.  Muestre  que  esta  propiedad  es  consecuencia  de  la 
linealidad  de  la  transformada  en  el  caso  escalar. 

(b)  Use  el  metodo  matricial  de  la  transformada  de  Laplace  para  resolver  los  siguientes 
problemas  con  valores  iniciales: 


(i)  x*{<) 


x(f)  ,  x(0) 


(ii)  x'{t) 


sen  f 
—  cos  f 


(c)  Compare  la  formula  de  solucion  mediante  la  transformada  de  Laplace  (8)  con  la  formula 
de  solucion  mediante  la  exponencial  matricial  dada  en  la  seccion  9.8  (relacion  (13), 
pagina  565)  para  el  caso  homogeneo  f(r)  =  0  y  t0  =  0  para  deducir  la  formula  de  la 
transformada  de  Laplace  para  la  exponencial  matricial 

eAr  =  I  -  A)-1}!/)  . 

(d)  (',A  que  es  igual  eAt  para  las  matrices  de  coeficientes  en  la  parte  (b)  anterior? 

(e)  Use  (9)  para  volver  a  resolver  los  problemas  1,  2,  7  y  8  de  los  ejercicios  9.8,  pagina 
566. 


(9) 
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C.  Sistemas  de  segundo  orden  no  amortiguados 

Hemos  visto  que  el  sistema  acoplado  masa-resorte  de  la  figura  9.5,  pagina  548,  queda  descrito 
por  las  ecuaciones  (9)  de  la  seccion  9.6,  que  reproducimos  a  continuation: 

tn<x"  =  —  k\X\  +  k2{x i  —  JTx)  , 
m2 x%  —  — x2  -  :i'i)  -  k2x2  - 

Escribimos  este  sistema  en  forma  normal  en  la  ecuacion  (10)  de  la  seccion  9.6;  sin  embargo, 
tiene  sus  ventajas  expresarlo  como  un  sistema  de  segundo  orden  de  la  forma 


m,  0 

X] 

tf 

&i  +  k% 

—k2 

X\ 

0  m2 

x2 

2 

k-2 

-*1_ 

Esta  estructura, 

(10)  Mx"  =  -Kx  , 

con  una  matriz  de  masa  M  diagonal  y  una  matriz  de  rigidez  K  simetrica,  es  tipica  de  la  mayor 
parte  de  los  sistemas  vibrantes  sin  amortiguamiento.  Nuestra  experiencia  con  otros  sistemas 
masa-resorte  (seccion  5.4)  sugiere  que  busquemos  soluciones  a  (10)  de  la  forma 


(11)  x  =  cosrufv  o  x  =  sen  wfv  , 


donde  v  es  un  vector  constante  y  co  es  una  constante  positiva. 

(a)  Muestre  que  el  sistema  (10)  tiene  una  solucion  no  trivial  de  la  forma  (1 1)  si  y  solo  si 
co  y  v  satisfacen  el  “problema  de  vectores  propios  generalizados”  Kv  =  or  Mv. 

(b)  Utilice  la  inversa  de  la  matriz  de  masa  para  escribir  (10)  como 

x"  =  M_iKx  =  Bx  . 

Muestre  que  si  (1 1)  tiene  una  solucion  no  trivial,  entonces  —  co2  debe  ser  un  vector 
propio  de  B. 

(c)  Si  B  es  una  matriz  constante  n  X  n,  entonces  x"  =  Bx  se  puede  escribir  como  un  sis¬ 
tema  de  2 n  ecuaciones  de  primer  orden  en  forma  normal.  Asi,  podemos  conformar 
una  solucion  general  con  2 n  soluciones  linealmente  independientes.  Use  la  observa- 
cion  de  la  parte  (b)  para  determinar  una  solucion  general  de  los  siguientes  sistemas  de 
segundo  orden: 


(i)  x"  - 

(ii)  x"  = 

(iii)  x"  = 


0 

4 

-2 

2 

-5 

-1 

1 

2 

-I 

-1 


1 

-5 

2 

-5 

4 

0 

-2 

-1 

2 

0 


x  . 

-4' 

1 

-1 

-1 

0 

2 


(iv)  x 


Proyectos  de  grupo  para  el  capftulo  9 
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D.  Comportamiento  extrano  de  especies 
en  competencia.  Parte  II 

En  el  proyecto  G  del  capftulo  5  usamos  la  experimentation  numerica  para  estudiar  el  compor¬ 
tamiento  de  las  soluciones  del  sistema 

P\  =  Pi(l  “  Pt  ~  ®P2  ~  i>Pi)  , 

(12)  pi  -  p2{  1  -  bpi  -  p2  -  ap3)  , 

Pi  =  PsO  -  ap  j  -  bpz  ~  Pi)  , 


donde  ay  b  son  constantes  positivas  y  p,  es  la  poblacion  de  la  especie  .S’,,  i  =  1,  2,  3.  Encontra- 
mos  que  cuando  a  =  b  =  0.5,  las  poblaciones  tienden  a  la  solution  de  equilibrio  p]  =  p2  — 
p3  =  1/2  cuando  t  — >  +00.  Sin  embargo,  cuando  a  =  0.5  y  b  =  2,  las  poblaciones  se  acercan 
cfclicamente  por  los  tres  puntos  crfticos  (1,  0,  0),  (0,  1,  0)  y  (0,  0,  1),  acercandose  cada  vez 
mas  a  estos  puntos.  Ademas,  las  poblaciones  permanecen  cerca  de  cada  punto  durante  periodos 
de  tiempo  cada  vez  mas  largos  antes  de  pasar  al  siguiente  punto.  Para  analizar  lo  que  ocurre  cer¬ 
ca  de  estos  puntos  de  equilibrio,  estudiaremos  los  sistemas  linealizados  correspondientes. 

(a)  Sea  f(pi,  p2,  P3)  la  funcion  del  lado  derecho  de  la  ecuacion  para  p[  en  (12);  en 
particular,  f{pu  p2,  p3)  =  Pl{\  -  Pl  -  ap2  -  ap3).  f  =  col(/i,  f2,  f3)  es  una  trans- 
formacion  de  R3  en  R3.  Muestre  que  la  matriz  jacobiana  de  esta  transformacion  es 


A  :- 


2p,  -  ap2  ~  bp3  ~api 

~bp2  1  -  2p2  -  ap3  -  bp  i 

-- ap3  —  bp3  1 


-bp  1 
-ap-i 

2 Pi  -  ap  1  -  bp2 


(b)  Muestre  que  en  el  punto  crftico  (S,  8,  8),  donde  8  =  (  \  +  a  +  b)  ',  tenemos 
A  =  —  5B,  donde 


B  = 


1  a  b 
b  1  a 
a  b  1 


(c)  Muestre  que  los  valores  propios  de  B  son 


1  +  a  +  b  , 


V3 (a  -  b) 

i - r - 


(d)  Cerca  del  punto  crftico  p*  =  (S,  8,  8),  las  soluciones  de  (12)  deben  comportarse  co- 
mo  las  soluciones  de  P'  =  — SB(p  —  p*).  Use  los  resultados  de  la  parte  (c)  para  argu- 
mentar  que  cuando  a  +  b  <  2,  las  soluciones  de  (12)  deben  tender  al  punto  crftico 
(S,  8,  8)  y  cuando  a  +  b  >  2,  deben  alejarse  de  el. 

(e)  Use  un  analisis  similar  para  concluir  que  cuando  a  <  1  o  b  <  1,  las  soluciones  de 
(12)  deben  alejarse  de  los  puntos  crfticos  (1,  0,  0),  (0,  1,  0)  y  (0,  0,  1),  pues  al 
menos  uno  de  los  valores  propios  del  sistema  linealizado  (en  torno  de  cada  punto 
crftico)  es  positivo. 

(f)  (;,En  que  forma  el  analisis  desarrollado  en  las  partes  (d)  y  (e)  apoya  las  conclusiones 
obtenidas  mediante  los  experimentos  numericos  realizados  en  el  proyecto  G  del  capf¬ 
tulo  5? 


Ecuaciones  diferenciales  parciales 


10.1  INTRODUCTION:  UN  MODELO  PARA  EL  FLUJO  DE  CALOR 


Desarrolle  un  modelo  para  el  flujo  de  calor  a  traves  de  un  alambre  delgado,  aislado, 
cuyos  extremos  se  mantienen  a  la  temperatura  constante  0°C  y  cuya  distribution 
inicial  de  temperatura  hay  que  especificar. 


Suponga  que  el  alambre  se  coloca  a  lo  largo  del  eje  x  con  x  =  0  en  el  extremo  izquierdo  del 
alambre  y  x  =  L  en  el  extremo  derecho  (vease  la  figura  10.1).  Si  u  denota  la  temperatura 
del  alambre,  entonces  u  depende  del  tiempo  t  y  de  la  posicion  x  en  el  alambre.  (Supondremos 
que  el  alambre  es  delgado,  de  modo  que  u  es  constante  a  traves  de  una  seccion  transversal 
del  alambre  correspondiente  a  un  valor  fijo  de  x.) 

Para  desarrollar  un  modelo  para  el  flujo  de  calor  a  traves  del  delgado  alambre,  conside- 
remos  el  pequeno  elemento  de  volumen  V  de  alambre  entre  los  dos  pianos  transversales  A  y 
B,  perpendiculares  al  eje  x,  con  el  piano  A  colocado  en  x  y  el  piano  B  colocado  en  x  +  Ax 
(vease  la  figura  10.1). 


V 


Figura  10.1  Flujo  de  calor  a  traves  de  un  pedazo  delgado  de  alambre 


Seccion  10.1 


Introduccion:  un  modelo  para  el  flujo  de  calor 
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La  temperatura  en  el  piano  A  en  el  instante  t  es  u(x,  f)  y  en  el  piano  B  es  u  (x  +  Ax,  t). 
Necesitaremos  los  siguientes  principios  de  la  ffsica  que  describen  el  flujo  de  calor: 1 

1.  Conduccion  de  calor:  La  tasa  del  flujo  de  calor  (la  cantidad  de  calor  por  unidad 
de  tiempo  que  fluye  a  traves  de  una  unidad  de  area  transversal  en  A)  es  proporcional  a 
du/ dx,  el  gradiente  de  temperatura  en  4.  La  constante  de  proporcionalidad  k  se 
llama  la  conductividad  termica  del  material.  En  general,  la  conductividad  termica 
puede  variar  de  un  punto  a  otro:  k  =  k{x). 

2.  Direccion  del  flujo  de  calor:  La  direccion  del  flujo  de  calor  siempre  va  de  puntos 
de  temperatura  mas  alta  a  puntos  de  temperatura  mas  baja. 

3.  Capacidad  calorica  especifica:  La  cantidad  de  calor  necesaria  para  elevar 

la  temperatura  de  un  objeto  de  masa  m  en  una  cantidad  An  es  cm  An,  donde  la 
constante  c  es  la  capacidad  calorica  especifica  del  material.  La  capacidad 
calorica  especifica,  al  igual  que  la  conductividad  termica,  puede  variar  con 
la  posicion:  c  =  c{x). 

Si  H  representa  la  cantidad  de  calor  que  fluye  de  izquierda  a  derecha  a  traves  de  la 
superficie  A  durante  un  intervalo  de  tiempo  At,  entonces  la  formula  para  la  conduccion  del 
calor  es 


H{x)  —  —k{x)a  At^(x,  l)  , 


donde  a  es  el  area  de  la  seccion  transversal  del  alambre.  El  signo  negativo  es  consecuencia 
del  segundo  principio:  si  du/ dx  es  positiva,  entonces  el  flujo  de  calor  va  de  derecha  a  izquier¬ 
da  (de  lo  mas  caliente  a  lo  mas  frio). 

De  manera  similar,  la  cantidad  de  calor  que  fluye  de  izquierda  a  derecha  a  traves  del  pia¬ 
no  B  durante  un  intervalo  de  tiempo  At  es 

H(x  +  Ax)  =  k{x  4-  Ax)a  At''^(x  +  Ax,  t)  . 


El  cambio  neto  en  el  calor  AE  en  el  volumen  V  es  la  cantidad  que  entra  en  el  extremo  A 
menos  la  cantidad  que  sale  en  el  extremo  B,  mas  cualquier  calor  generado  por  fuentes  (como 
corrientes  electricas,  reacciones  quimicas,  calefactores,  etc.).  Esto  ultimo  se  modela  median- 
te  un  termino  Q(x,  t)AxaAt,  donde  Q  es  la  densidad  de  la  tasa  de  energia  (potencia).  Por 
consiguiente, 


(1)  AE  =  H(x)  —  H(x  4  A.v)  +  Q(x,  i)AxaAt 


—  a  At 


k( x  4-  Ax)x^-(x  +  Ax,  t )  —  kbc)x^-(x,  t) 
to  to 


4-  Q(x,  t)Axa  At  , 


Por  el  tercer  principio,  el  cambio  neto  esta  dado  por  AE  =  cm  An ,  donde  An  es  el  cam¬ 
bio  en  temperatura  y  c  es  la  capacidad  calorica  especifica.  Si  suponemos  que  el  cambio  en  la 
temperatura  en  el  volumen  V  es  esencialmente  igual  al  cambio  de  temperatura  en  x,  es  decir, 


'  Para  un  analisis  de  la  transferencia  de  calor,  vease  University  Physics ,  9a.  edicion,  por  H.  D.  Young  y  R.  A.  Freed- 
man  (Addison- Wesley,  Reading,  Mass.,  1996). 
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Am  =  u(x,  t  +  At)  —  u(x,  t),  y  que  la  masa  del  volumen  V  de  alambre  es  ap  Ax,  donde  p  = 
p(x)  es  la  densidad  del  alambre,  entonces 

(2)  A E  =  c{x)ap{x)  Ax(«(jc,  1  +  At)  —  u{x,  /)]  . 

A1  igualar  las  dos  expresiones  para  A E  dadas  en  las  ecuaciones  (1)  y  (2)  llegamos  a 


a  At  k(x  +  +  Ax,  t)  -  k(x)~u(x,  t ) 

C7A  v  A 

=  c(jr}«p(ar)Ajt[a(jc,  t  +  At)  —  h(jc,  f)]  . 


4  Q(x,  t)AxaAt 


A1  dividir  ambos  lados  entre  a  Ax  At  y  calcular  los  lfmites  cuando  Ax  y  At  tienden  a  cero,  ob- 
tenemos 


(3>  £ 


+  Q{x,t)  =  c(x)p(x)^(x,  t)  . 


Si  los  parametros  ffsicos  k,  c  y  p  son  uniformes  a  lo  largo  de  la  longitud  del  alambre,  enton¬ 
ces  (3)  se  reduce  a  la  ecuacion  del  flujo  de  calor  en  dimension  uno 

(4)  ^r{x,  t)  -  t)  +  Fix,  t )  „ 

dt  c)x 


donde  la  constante  positiva  /3  :  =  k/cp  e s  la  difusividad  del  material  y  P (x,  t )  '■=  Q(x,t)/cp. 

La  ecuacion  (4)  controla  el  flujo  de  calor  en  el  alambre.  Tenemos  otras  dos  restricciones 
en  nuestro  problema  original.  Primero,  mantenemos  los  extremos  del  alambre  a  0°C.  Asf,  pe- 
dimos  que 

(5)  u{ 0,  t )  =  u(L,  t)  =  0 

para  toda  t.  Estas  se  Hainan  condiciones  en  la  frontera.  En  segundo  lugar,  debemos  conocer 
la  distribucion  inicial  de  temperatura/(x).  Es  decir,  necesitamos 

(6)  u{x,  0)  =  f{x)  ,  0  <  x  <  L  . 

La  ecuacion  (6)  se  conoce  como  la  condicion  inicial  sobre  u. 

A1  combinar  las  ecuaciones  (4),  (5)  y  (6),  tenemos  el  siguiente  modelo  matematico  para 
el  flujo  de  calor  en  un  alambre  uniforme  sin  fuentes  internas  {P  =  0)  cuyos  extremos  se 
mantienen  a  la  temperatura  constante  0°C: 


(7) 

(iU  I  A  f,  (i2U  f  , 

(-C,  t)  ?  (x,  t)  , 

rit  ax‘ 

0  <  ,v  <  L  , 

t  >  0  , 

(8) 

u(0, /)  =  u[L,t)  =  0  , 

t  >  0  , 

(9) 

«(*»<>)  =/(*)  » 

0  <  x  <  L  , 

Este  modelo  es  un  ejemplo  de  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera.  Intuitiva- 
mente,  esperamos  que  las  ecuaciones  (7)-(9)  describan  por  completo  y  sin  ambigiiedad  la 
temperatura  en  el  alambre.  Una  vez  que  hayamos  determinado  una  funcion  u(x,  t)  que  cum- 
pla  con  estas  tres  condiciones,  podemos  garantizar  que  u  es  la  temperatura.  (El  teorema  7  de 
la  seccion  10.5  aclarara  esta  cuestion.) 
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En  dimensiones  superiores,  la  ecuacion  para  el  flujo  de  calor  (o  simplemente  la  ecua¬ 
cion  del  calor)  tiene  la  forma 


Bt 


=  A k  +  P(x,  y,  z,  t) 


donde  A u,  en  este  contexto,  es  el  laplaciano  de  u. 1  En  dos  y  tres  dimensiones,  el  laplaciano 
se  define  respectivamente  como 


,  d7'u  ,  Bzu 
A  W-— - -  +  - r 

3jc2  3v 


Am  := 


d2u 

dx2 


+ 


d2u 

By2 


d2U 

Bz2 


Cuando  la  temperatura  alcanza  un  estado  estacionario,  es  decir,  cuando  a  no  depende 
del  tiempo,  y  no  hay  fuentes  de  calor,  entonces  du/ dt  =  0  y  la  temperatura  satisface  la  ecua¬ 
cion  de  Laplace 


Am  =  0  . 


Una  tecnica  clasica  para  resolver  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  para 
la  ecuacion  del  calor  (7)-(9)  es  el  metodo  de  separacion  de  variables ,  que  nos  permite  reem- 
plazar  las  derivadas  parciales  por  derivadas  ordinarias.  Esta  tecnica  se  analiza  en  la  siguiente 
seccion.  A1  usar  separacion  de  variables,  con  frecuencia  se  nos  pide  expresar  una  funcion  dada 
como  una  serie  trigonometrica.  Tales  series  se  llaman  series  de  Fourier,  cuyas  propiedades 
analizaremos  en  las  secciones  10.3  y  10.4.  Dedicaremos  las  tres  secciones  restantes  a  las  tres 
ecuaciones  diferenciales  parciales  basicas  que  surgen  con  mas  frecuencia  en  las  aplicacio- 
nes:  la  ecuacion  del  calor,  la  ecuacion  de  onda  y  la  ecuacion  de  Laplace. 

Se  han  desarrollado  muchos  algoritmos  de  computadora  para  resolver  ecuaciones  dife¬ 
renciales  parciales,  basados  en  diferencias  finitas,  elementos  finitos,  principios  variacionales  y 
metodos  de  proyeccion  que  incluyen  el  metodo  de  momentos  y,  de  manera  mas  reciente,  sus 
implantaciones  basadas  en  ondeletas.  Como  los  metodos  de  Runge-Kutta  y  de  Euler  para 
ecuaciones  diferenciales  ordinarias,  tales  tecnicas  se  pueden  aplicar  mas  ampliamente  que  los 
procedimientos  anallticos  de  separacion  de  variables,  pero  con  frecuencia  es  diffcil  evaluar  su 
precision.  De  hecho,  en  la  practica  se  acostumbra  evaluar  cualquier  nuevo  procedimiento  nu- 
merico  propuesto  comparando  sus  predicciones  con  las  de  separacion  de  variables. 


10.2  METODO  DE  SEPARACION  DE  VARIABLES 

El  metodo  de  separacion  de  variables  es  una  tecnica  clasica  eficaz  para  resolver  varios  tipos  de 
ecuaciones  diferenciales  parciales.  La  idea  a  grandes  rasgos  es  la  siguiente.  Pensamos  una  so¬ 
lution  u(x,  t )  de  una  ecuacion  diferencial  partial  como  una  combination  lineal  infinita  de  fun- 
ciones  componente  sencillas  u„(x,  t ),  n  =  0,  1,2,...,  que  satisfacen  la  ecuacion  y  ciertas  con- 
diciones  en  la  frontera.  (Esta  es  una  hipotesis  razonable  si  la  ecuacion  diferencial  partial  y  las 
condiciones  en  la  frontera  son  lineales  y  homogeneas.)  Para  determinar  una  solution  compo¬ 
nente  un(x,  t),  suponemos  que  la  podemos  escribir  con  sus  variables  separadas;  es  decir,  como 

u„{x,  t )  =  Xn(x) T„(t]  . 


+Por  desgracia,  es  la  misma  notation  que  usamos  para  u(x,  t  +  A^)  —  u(x,  t). 
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A1  sustituir  esta  forma  de  solution  en  la  ecuacion  diferencial  partial  y  usar  las  condiciones 
en  la  frontera  obtenemos,  en  muchos  casos,  dos  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  en  ter- 
minos  de  las  funciones  incognitas  Xn(x)  y  Tn(t).  De  esta  forma,  hemos  reducido  el  problema 
de  resolver  una  ecuacion  diferencial  partial  al  problema  mas  familiar  de  resolver  una  ecua¬ 
cion  diferencial  que  solo  implica  una  variable.  En  esta  section  ilustraremos  esta  tecnica  para 
la  ecuacion  del  calor  y  la  ecuacion  de  onda. 

En  la  section  anterior  dedujimos  el  siguiente  problema  con  valores  iniciales  y  en  la 
frontera  como  un  modelo  matematico  para  el  flujo  de  calor  sin  fuentes  en  un  alambre  unifor¬ 
me  cuyos  extremos  se  mantienen  a  la  temperatura  constante  cero: 


(1) 

du  {.  A  -  n  ®  lu  l  A 
(  A',  t  ]  ~  P  '  i 

dt  dx 

0  <x  <  L  , 

t  >  o , 

(2) 

u(O.t)  =  u{L,t)  =  0  , 

t  >  0  , 

(3) 

u(x,  0)  =/(*)  , 

a  <  x  <  l  . 

Para  resolver  este  problema  mediante  el  metodo  de  separation  de  variables,  comenza- 
mos  con  la  ecuacion  (1).  Proponemos  que  sus  soluciones  tienen  la  forma 

u(x.  t)  =  X(x)T(t)  , 


donde  X  solo  depende  de  x  y  T  solo  depende  de  t.  Para  determinar  X  y  T,  calculamos  las  de- 
rivadas  parciales  de  u  para  obtener 

f  =  X{x)T'{t)  y  ~  -  X"(x)T(t)  . 
at  dx 

Al  sustituir  estas  expresiones  en  (1)  llegamos  a 
X(x)T'(t)  =  (3X"{x)T{t)  , 


y  al  separar  variables  tenemos 

T'{t)  X”(x) 

(4)  — —  =  — — 

jiT{t)  X(x)  ' 


Ahora  observamos  que  las  funciones  del  lado  izquierdo  de  (4)  solo  dependen  de  t,  mientras 
que  todas  las  del  lado  derecho  dependen  solo  de x.  Como iy(  son  variables  independientes 
entre  sf,  los  dos  cocientes  en  (4)  deben  ser  constantes.  Asf, 


o 

(5) 


X°(x) 

—TV  =  * 

Ax 


y 


T'it) 

PT{t) 


=  K  , 


X"(x)  -  KX{x)  -  0  y  T'(t)  -  pKT(t)  -  0  . 


En  consecuencia,  para  soluciones  separables,  hemos  reducido  el  problema  de  resolver  la 
ecuacion  diferencial  parcial  (1)  al  de  resolver  las  dos  ecuaciones  diferenciales  ordinarias 
en  (5). 

A  continuation  nos  fijamos  en  las  condiciones  en  la  frontera  en  (2).  Como  u(x,  t)  = 
X(x)T(t),  estas  condiciones  son 


A(0}3"(f)  -  0  y  X(L)T(t)  =  0  ,  f  >  0 
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Por  lo  tanto,  T(t)  =  0  para  toda  t  >  0.  lo  que  implica  que  u (x,  t)  =  0,  o 

(6)  x(o)  -  X :(l)  =  0  . 

Si  ignoramos  la  solucion  trivial  u(x,  t )  =  0,  combinamos  las  condiciones  en  la  frontera  (6)  con 
la  ecuacion  diferencial  para  X  en  (5)  y  obtenemos  el  problema  con  valores  en  la  frontera 

(7)  r(x)  -  XX(x)  =  0  ,  X(0)  =  X(L)  =  0  , 

donde  K  puede  ser  cualquier  constante. 

Observe  que  la  funcion  X(x)  =  0  es  una  solucion  de  (7)  para  cada  K.  Segun  la  eleccion 
de  K,  esta  puede  ser  la  unica  solucion  del  problema  con  valores  en  la  frontera  (7).  Asf,  si  bus- 
camos  una  solucion  no  trivial  u(x,  t )  =  X(x)T(t)  de  (l)-(2),  primero  debemos  determinar 
aquellos  valores  de  K  para  los  que  el  problema  con  valores  en  la  frontera  (7)  tiene  soluciones 
no  triviales.  Estos  valores  particulares  de  K  son  llamados  valores  propios,  y  las  soluciones  no 
triviales  correspondientes  de  (7)  son  las  funciones  propias.  Esta  nomenclatura  surge  de  la 
similitud  de  la  forma  de  operador  de  la  ecuacion  diferencial  (D2  —  K)[X]  =  0  con  la  ecua¬ 
cion  matricial  de  los  vectores  propios,  (A  —  rl)u  =  0  (seccion  9.5,  pagina  533). 

Para  resolver  la  ecuacion  (con  coeficientes  constantes)  (7),  utilizamos  X(x)  =  erx,  dedu- 
cimos  la  ecuacion  auxiliar  r2  —  K  =  0  y  consideramos  tres  casos. 

Caso  1.  K  >  0.  En  este  caso,  las  ralces  de  la  ecuacion  auxiliar  son  ±V/Ar,  de  modo 
que  una  solucion  general  de  la  ecuacion  diferencial  en  (7)  es 

X{x)  =  c,€v^!  +  CZ(?“vZ!  . 

Para  determinar  C  \  y  Cf,  apelamos  a  las  condiciones  en  la  frontera: 

X{0)  =  C,  +  C2  -  0  , 

X(L)  =  +  C2e~^L  =  0  . 

De  la  primera  ecuacion  vemos  que  C 2  =  —  Ci-  Podemos  escribir  entonces  la  segunda  ecua¬ 
cion  como  C\{e^L  —  e~^L)  =  0  o  C\(e 2V^  —  1)  =  0.  Como  K  >  0,  esto  implica  que 
(e2'^1-  —  1)  >  0.  Por  lo  tanto,  C 1,  y  en  consecuencia  C2,  es  igual  a  cero.  En  consecuencia, 
no  hay  soluciones  no  triviales  de  (7)  para  K  >  0. 

Caso  2.  K  =  0.  En  este  caso,  r  =  0  es  una  ralz  repetida  de  la  ecuacion  auxiliar  y  una 
solucion  general  de  la  ecuacion  diferencial  es 

X(jc)  =  C[  +  C2Jr  . 

Las  condiciones  en  la  frontera  en  (7)  implican  que  C|  =  0  y  C,  +  C2L  =  0,  lo  que  implica 
que  C|  =  C2  =  0.  Asf,  para  K  =  0,  no  hay  soluciones  no  triviales  de  (7). 

Caso  3.  K  <  0.  En  este  caso,  las  ralces  de  la  ecuacion  auxiliar  son  ±/V—  K.  (Observe 
que  —  K  >  0,  pues  K  <  0.)  Asl,  una  solucion  general  de  X"  —  KX  =  0  es 

(8)  X(.r)  =  C,  cos  \f--K.x  +  C2 sen  V-Kx  . 

Esta  vez,  las  condiciones  en  la  frontera 71(0)  =  X(L)  =  0  dan  por  resultado  el  sistema 

_  _Ci  =  0  , 

C,  cos  V-KL  +  C2  sen  V~KL  =  0  . 
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Como  C\  =  0,  el  sistema  se  reduce  a  resolver  C2  sen  V— AIL  =  0.  Por  tanto,  sen  V— AIL  =  0 
o  C2  =  0.  En  el  primer  caso,  sen  V—  AX  =  0  solo  cuando  V— KL  =  nir,  donde  n  es  un  ente- 
ro.  Por  lo  tanto,  (7)  tiene  una  solucion  no  trivial  ( C2  A  0)  cuando  V— AL  =  7777  o  K  = 
—  ( 7777/L )2,  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  (excluimos  n  =  0,  pues  esto  hace  que  A"  =  0).  Ademas,  las  solu- 
ciones  no  triviales  (funciones  propias)  Xn  correspondientes  al  valor  propio  K  =  —  (mr/L)2 
estan  dadas  por  (vease  (8)) 

(9)  Xn(x }  =  ansen(^j^j  , 

donde  las  an  son  constantes  arbitrarias  no  nulas. 

Una  vez  que  sabemos  que  K  =  —(mr/L)2  para  cualquier  entero  positivo  n,  considere- 
mos  la  segunda  ecuacion  en  (5): 

Tit)  +  p(fy2 Tit)  =  0  . 


Para  cada  n  =  1,  2,  3,  ... ,  una  solucion  general  de  esta  ecuacion  lineal  de  primer  orden  es 


tJj)  =  b„e 


—0.mr/Lfi 


Al  combinar  esto  con  la  ecuacion  (9)  obtenemos,  para  cada  n  =  1,  2,  3, .  .  . ,  las  funciones 

(10)  h„(a',  t)  '•=  Xn{x)Tnil)  —  a„sen(mrx/L) ' 

=  c^-^^senimTx/L)  , 

donde  c„  es  una  constante  arbitraria. 

Quisieramos  concluir  que  cada  u„(x,  t )  es  una  solucion  de  (l)-(2).  Pero  solo  hemos  mos- 
trado  que  si  (l)-(2)  tiene  una  solucion  de  la  forma  u(x,  t)  =  X(x)T(t),  entonces  u  debe  ser 
una  de  las  funciones  dadas  en  (10).  Dejaremos  que  el  lector  verifique,  mediante  una  sustitu- 
cion  directa,  que  las  funciones  en  (10)  son  en  realidad  soluciones  de  (l)-(2):  satisfacen  la 
ecuacion  diferencial  y  las  condiciones  en  la  frontera  (pero  no  la  condicion  inicial). 

Un  calculo  sencillo  muestra  ademas  que  si  un  y  um  son  soluciones  de  (l)-(2),  entonces 
tambien  lo  es  cualquier  combinacion  lineal  aun  +  bum.  (Esto  es  consecuencia  de  que  el  ope- 
rador  C  ~  d/dt  —  ficfi/dx2  es  lineal  y  las  condiciones  en  la  frontera  (2)  son  homogeneas.) 
Ademas,  si  consideramos  una  suma  infinita  de  estas  funciones,  es  decir, 

00  ce 

(11)  wLv,  t  )  =  2  un(x,  t)  =  X  cne  P(n7T/L,ltscxi(mrx/L)  , 

n  =  I  n  =  f 


entonces  esta  serie  formal  sera  de  nuevo  una  solucion  de  (l)-(2),  siempre  que  la  serie  infinita 
tenga  el  comportamiento  adecuado  de  convergencia. 

Ahora  trataremos  de  satisfacer  la  condicion  inicial  (3).  Para  que  una  solucion  11  de  la  for¬ 
ma  (11)  satisfaga  (3),  debemos  tener 


r(x  0)  =  2 


c„  sen' 


tlTTX  1 

w 


=M , 


0  <  x  <  L  . 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Asi,  hemos  reducido  el  problema  (l)-(3)  de  flujo  de  calor  en  un  alambre  delgado  al  problema 
de  determinar  un  desarrollo  de/(jr)  de  la  forma 

(12)  f{x)  =  S  cnsea(^j  - 

Tal  desarrollo  es  una  serie  de  senos  de  Fourier  y  la  analizaremos  en  las  dos  secciones  si- 
guientes.  Si  podemos  elegir  las  c„  de  modo  que  se  cumpla  la  ecuacion  (12),  entonces  el 
desarrollo  para  u{ x,  t)  en  (11)  es  una  solucion  formal  del  problema  de  flujo  de  calor  (l)-(3). 
Si  este  desarrollo  converge  a  una  funcion  con  segundas  derivadas  parciales  continuas,  enton¬ 
ces  la  solucion  formal  es  una  solucion  genuina.  Ademas,  la  solucion  es  unica. 


Determinar  la  solucion  del  problema  de  flujo  de  calor 


(13) 

du 

_  B2u 

~  <  T  » 

0  <  X  <  TT  , 

t  >  0 

dt 

ax" 

(14) 

u( 0,  f)  = 

II 

5= 

il 

O 

t  >  0  , 

(15) 

u(x,  0)  = 

=  3  sen  lx  —  6  sen  5.r  , 

0  <  X  <  TT  . 

Al  comparar  la  ecuacion  (13)  con  (1),  vemos  que  ft  =  7  y  L  =  tt.  Por  lo  tanto,  solo  debemos 
determinar  los  valores  de  cn  en  la  formula  (12).  Es  decir,  debemos  tener 

OO 

u(x,  0}  —  3  sen  2^  —  6  sen  \x  =  2  cfIsennx  . 

n=  I 

Con  estos  datos  es  facil  determinar  cn.  Al  igualar  los  coeficientes  de  los  terminos  semej antes, 
vemos  que 

Cl  =  3  y  c5  =  -6  , 

y  los  restantes  c„  se  anulan.  Por  lo  tanto,  de  (1 1),  la  solucion  del  problema  de  flujo  de  calor 
(13)-(15)  es 

uix,  f)  =  +  cse  "^^^‘seaiSirx/L} 

=  3c_28'sen2.r  -  6e~ l75!  sen5.r  .  ■ 

Otra  situacion  donde  podemos  aplicar  el  metodo  de  separacion  de  variables  ocurre  en  el 
estudio  de  una  cuerda  vibrante.  Esto  se  refiere  a  las  vibraciones  transversales  de  una  cuerda 
estirada  entre  dos  puntos,  como  una  cuerda  de  guitarra  o  de  piano.  El  objetivo  es  determinar 
una  funcion  u{ x,  t)  que  proporcione  el  desplazamiento  (deflexion)  de  una  cuerda  en  cual- 
quier  punto  x  (0  <  t  <  L)  y  cualquier  instante  t  >  0  (vease  la  figura  10.2).  Al  desarrollar  el 
modelo  matematico,  suponemos  que  la  cuerda  es  perfectamente  flexible  y  que  tiene  densidad 
lineal  constante,  que  la  tension  de  la  cuerda  es  constante,  que  la  gravedad  es  despreciable  y 


u(x,  t) 


Figura  10.2  Desplazamiento  de  la  cuerda  en  el  instante  t 
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que  ninguna  otra  fuerza  actua  sobre  la  cuerda.  Bajo  estas  condiciones,  y  con  la  hipotesis  adi- 
cional  de  que  los  desplazamientos  u(x ,  t)  son  pequenos  con  respecto  de  la  longitud  de  la 
cuerda,  se  puede  ver  que  el  movimiento  de  la  cuerda  queda  descrito  mediante  el  siguiente 
problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera.' 


(16) 

d2u  ,d2u 

dt 2  a  dx2 ' 

0  <  x  <  L  , 

t  >  0  , 

(17) 

a 

'p' 

•-** 

ii 

s: 

W 

II 

o 

t  >  0  , 

(18) 

a{x,  0)  =  fix)  , 

Kj 

V! 

H 

VI 

o 

(19) 

(x,  0)  =g(x)  , 

La  constante  or  que  aparece  en  (16)  es  estrictamente  positiva  y  es  igual  al  cociente  de  la 
tension  entre  la  densidad  (lineal)  de  la  cuerda.  El  significado  fisico  de  a,  que  tiene  unidades 
de  velocidad,  sera  revelado  en  la  seccion  10.6.  Las  condiciones  en  la  frontera  en  (17)  reflejan 
el  hecho  de  que  la  cuerda  se  mantiene  fija  en  los  dos  puntos  extremos  x  =  0  y  x  =  L.  Las 
ecuaciones  (18)  y  (19),  respectivamente,  especifican  el  desplazamiento  inicial  de  la  cuerda  y 
la  velocidad  inicial  de  cada  punto  sobre  la  cuerda.  Para  que  las  condiciones  iniciales  y  en  la 
frontera  sean  consistentes,  suponemos  que/(0)  =  /(L)  =  0  y  que  g(0)  =  g(L)  =  0. 

Apliquemos  el  metodo  de  separacion  de  variables  al  problema  con  valores  iniciales  y  en 
la  frontera  para  la  cuerda  vibrante  (16)-(  19).  Asi,  comenzamos  suponiendo  que  la  ecuacion 
(16)  tiene  una  solution  de  la  forma 

u(x,  t)  =  X(x)T(t)  , 


donde  X  solo  depende  de  x  y  T  solo  depende  de  t.  Derivamos  a  para  obtener 
=  X(x)T”(t)  ,  &  =  X"(x)T{i). 

dt  r)x 

Al  sustituir  estas  expresiones  en  (16),  tenemos 

X(x)Ta(t)  -  a2X"{x)T{t)  „ 

y  separamos  variables  para  obtener 

T"[l)  __  X"(jc) 
a2T{t)  ~  X(x) 

Como  antes,  estos  cocientes  deben  ser  iguales  a  cierta  constante  K: 


(20) 


Tu(t) 

«2T(t) 


=  K  . 


Tara  una  deduction  de  este  modelo  matematico,  vease  Partial  Differential  Equation:  Sources  and  Solutions ,  por 
Arthur  D.  Snider  (Prentice  Hall  Inc.,  Upper  Saddle  River,  NJ,  1999). 
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Ademas,  con  u( x,  t )  =  X(x)T(t),  las  condiciones  en  la  frontera  (17)  implican 

X{0]7tf)  =  0  ,  X{L)T(t)  =  0  ,  (20. 

Para  que  estas  ecuaciones  se  cumplan  para  toda  t  >  0.  T( t )  =  0,  lo  que  implica  que  u(x,  t)  =  0, 
o  bien 


X(0)  =X{L)  =  0  . 

Si  ignoramos  la  solucion  trivial,  combinamos  estas  condiciones  en  la  frontera  con  la  ecua¬ 
cion  diferencial  para  X  en  (20)  y  obtenemos  el  problema  con  valores  iniciales 

(21)  X"(x)  -  KX(x)  =  0  ,  X(0)  =  X[L)  =  0  , 

donde  K  puede  ser  cualquier  constante. 

Este  es  el  mismo  problema  con  valores  iniciales  que  encontramos  al  resolver  la  ecuacion 
del  calor.  Ahf  vimos  que  los  valores  propios  son 


con  las  funciones  propias  correspondientes  (soluciones  no  triviales) 

(22)  X&)  =  tfBsen("^  . 


donde  las  cn  son  constantes  arbitrarias  no  nulas. 

Una  vez  que  hemos  determinado  que  K  =  —  (mr/L)1  para  algun  entero  positivo  n,  con- 
sideremos  la  segunda  ecuacion  en  (20)  para  tales  K: 

T"(t)  +  =  0  - 

Para  cada  n  =  1,  2,  3,  ... ,  una  solucion  general  es 


/  s  nna  ,  nira 

Tn\t)  =  <:„  [  cos  —  t  +  cn2sar——t 


Al  combinar  esto  con  la  ecuacion  (22),  obtenemos,  para  cada  n  =  1,  2,  3, .  .  . ,  la  funcion 

i  v  t  /  v  [  niTx\(  mra  ,  ti-tra  \ 

t)  =  Xn{x)T„{t)  =  I  £.*„scn—  II  enil  cos^— t  +  c.^scn-^—  1 1  , 


o  bien,  ordenando  las  constantes, 
(23)  un{x,  t) 


mra  ,  mra  1  mrx 
a„  cos  —  t  +  b„  sen  —  1 1  sen— — 


Usamos  el  hecho  de  que  las  combinaciones  lineales  de  las  soluciones  de  (16)-(17) 
vuelven  a  ser  soluciones,  para  considerar  la  suma  infinita  (superposicion)  de  las  funciones 
en  (23): 


(24)  u(x,  t)  =  2 


httol  ,  .  mra 
o„cos  y  t  +  bn  sen  . — t 

/j 


mrx 
sen  y 

M-j 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Para  una  solution  de  la  forma  (24),  al  sustituir  en  las  condiciones  iniciales  (1 8)-(  19) 
tenemos 


(25)  u(x,  0)  =  2  a„sen^p  =  f(x) 

n  =  V  /  - 


du ,  ,  v  nirex ,  mrx  ,  % 

(26)  —  (x,  0)  -  2,  6„sen  —  =  g(jrJ  , 


0  <  a  <  L  , 
0  <  x  <  L  . 


Asf,  hemos  reducido  el  problema  de  la  cuerda  vibrante  (16)-(  19)  al  problema  de  deter- 
minar  los  desarrollos  en  serie  de  senos  de  Fourier  de/(x)  y  g(x): 


(27)  fix)  =  2  scn^P  , 

ft  —  ]  L 


-  2fi„s 


sen- 


HTTX 


donde  Bn  =  {mro./ L)b n.  Si  elegimos  an  y  b„  de  modo  que  se  cumplan  las  ecuaciones  en  (25) 
y  (26),  entonces  el  desarrollo  para  u(x,  t )  en  (24)  es  una  solution  formal  del  problema  de  la 
cuerda  vibrante  ( 16)-(  19).  Si  este  desarrollo  converge  a  una  funcion  con  segundas  derivadas 
parciales  continuas,  entonces  la  solution  formal  es  una  solution  genuina. 


Determinar  la  solution  al  problema  de  la  cuerda  vibrante 


(28) 


d“ll 
dt 2 


4 


dx2 


(29)  u(0,  t)  =  h(tt,  t)  —  0  , 

(30)  «(x,  0)  -  sen3x  —  4  sen  1  Ox  , 

(31)  p(x,  =  2  sen4x  +  sen  6.v  , 


0  <  x  <  tt  , 

t  >  0  , 

0  £  X  ^  7T  , 


0 


TT 


t>  0  , 


Al  comparar  la  ecuacion  (28)  con  la  ecuacion  (16),  vemos  que  a  =  2  y  L  =  tt.  Por  lo  tanto, 
solo  debemos  determinar  los  valores  de  los  coeficientes  a„  y  bn  en  la  formula  (24).  Elegimos 
an  de  modo  que  se  cumpla  la  ecuacion  (25);  es  decir, 

OC 

h(x,  0)  =  sen3x  —  4  sen  I  Ox  =  2  a„  sennx  . 

n  —  1 

Al  igualar  los  coeficientes  de  terminos  semejantes,  vemos  que 
a3  =  1>  «io  =  —  4  > 

y  las  demas  a„  se  anulan.  De  manera  similar,  en  relation  con  la  ecuacion  (26),  debemos  ele- 
gir  las  bn  de  modo  que 

du 

~~(x,  0)  =  2sen4x  +  sen6x  =  xL  n2b„  sen  toe  . 

nt  n—  I 

Al  comparar  los  coeficientes,  vemos  que 

2  =  (4)(2)64  o  b4  =  i  , 

1  =  (6)(2 )h  o  bf,  T-  yj  , 
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y  las  demas  bn  se  anulan.  Por  lo  tanto,  de  la  formula  (24),  la  solucion  del  problema  de  la 
cuerda  vibrante  (28)-(3 1)  es 

(32)  h(x,  t)  =  cos  6/  sen3x  4-  ^sen8i  sen4x 

+  -p^sen  1 2 1  senftx  —  4  cos  20f  sen  lOx  .  ■ 

En  secciones  posteriores  usaremos  el  metodo  de  separacion  de  variables  para  estudiar 
una  amplia  gama  de  problemas  para  la  ecuacion  del  calor,  la  ecuacion  de  onda  y  la  ecuacion 
de  Laplace.  Sin  embargo,  para  usar  el  metodo  con  eficacia,  debemos  poder  calcular  series 
trigonometricas  (o,  mas  en  general,  desarrollos  en  terminos  de  funciones  propias),  como  la 
serie  de  senos  de  Fourier  que  encontramos  en  esta  seccion.  Estos  desarrollos  se  analizan  en 
las  dos  secciones  siguientes. 


En  los  problemas  1  a  8,  determine  todas  las  soluciones, 
si  existen  del  problema  con  valores  iniciales  dado,  ha- 
llando  primero  una  solucion  general  de  la  ecuacion  dife- 
rencial. 

1.  y"  —  y  —  0  ;  0  <  *  <  I  , 

y (0)  =  0  ,  y(l}  =  -4  . 

2.  y"  -  by'  4-  5y  =  0  ;  0  <  x  <  2  , 

y(0)  -  1  ,  y(2)  -  1  . 

3.  y"  +  4y  =  0  ;  0  <  x  <  tt  , 

y(0)  ~  0  ,  y'(fl-)  -  0  . 

4.  y”  +  9y  -  0  ;  0  <  A'  <  tt  , 

y(0)  =  0  ,  y‘(tr)  =  -6  . 

5.  y”  -  y  =  1  -  2x  ;  0  <  x  <  1  , 

y(o)  =  0  ,  ,v(l)  =  I  +  e  . 

6.  y"  4-  y  =  0  ;  0  <  x  <  27t  , 

,y(0)  =  0  ,  v( 2tt)  =  1  . 

7.  y"  +  y  =  0  ;  0  <  x  <  2tt  , 

v  (0)  =  1  ,  y(2ir)  =  1  . 

8.  y"  -  2 y'  +  y  =  0  ;  -  1  <  x  <  1  , 

y(— 1)  =  0  ,  y(l)  =  2. 

En  los  problemas  9  a  14,  determine  los  valores  de  1  (va¬ 
lores  propios)  para  los  que  el  problema  dado  tiene  una 
solucion  no  trivial.  Determine  ademds  las  soluciones  no 
triviales  correspondientes  (funciones  propias). 

9.  y"  +  Ay  =  0  ;  0  <  x  <  77  , 

y(0)  =  0  ,  y'(tt)  =  0  . 


10. 

y"  + 

Ay  = 

0  ; 

0  <  X 

<  7 T  , 

y’(o) 

=  0  . 

y 

0 

1] 

11. 

y”  + 

Ay  = 

0  ; 

0  <  x 

<  2tt  , 

y(o)  ■ 

-  y{2 

*0  . 

y'(o) » 

=  y'( 2tt)  . 

12. 

y"  + 

II 

0  : 

V 

0 

<  v/1  , 

y’(o) 

=  0  , 

y' 

'(it/2)  = 

=  0  . 

13. 

y"  f 

Ay  = 

0  : 

0  <  x 

<  7T  , 

y(o)  ■ 

-  y'(o)  = 

0 

.  y(' 

w)  =  0  . 

14. 

y"  - 

2y‘  4 

Ay 

= 

0  ; 

0  <  X  <  TT 

y(0)  = 

=  0  , 

y( 

tt)  =  0  . 

En  los  problemas  15  a  18,  resuelva  el  problema  de  flujo 
de  calor  ( l)-(3 )  con  f5  =  3,  L  =  tt  y  la  funcion  dada 
/(*)• 

15.  /(x)  =  senx  —  6  sen4x  . 

16.  f(x)  ~  sen3x  +  5  sen7.v  —  2  senl3x  . 

17.  f{x)  =  senx  ■  7  sen3x  +  sen5x  . 

18.  /(x)  =  sen4x  +  3  sen6x  —  sen  1  Ox  . 

En  los  problemas  19  a  22,  resuelva  el  problema  de  la 
cuerda  vibrante  (16)-(19)  con  a  =  3,  L  =  Try  las  funcio¬ 
nes  dadas  f{x)  y  g{x). 

19.  f{x)  =  3  sen2x  +  12  senl3x  ,  g(x)  =  0  . 

20.  f(x)  =  0  , 

g(x)  =  —  2sen3x  +  9  sen7x  -  sen  1  Ox  . 

21.  fix)  =  6sen2x  +  2  scn6x  , 

g(x)  =  11  sen9x  -  14senl5x  . 
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22.  f(x)  =  senx  —  sen  2.x  +  sen3.r  . 
g[x)  =  6  sen3x  —  7  scn5jc  . 

23.  Determine  la  solution  formal  del  problema  de  flujo 
de  calor  (l)-(3)  con  /3  =  2  y  L  =  lsi 

f(x)  ~  2  — rsenre-jrj:  . 

«  =  i  n  - 


si  u(x,  y,  t)  =  X(x)Y{y)T(t )  tenemos 
T'(t)  —  pKT(t)  -  0  , 

X"(x)  -  JX(x)  =  0  , 

Y"  (>')  +(J~  K)Y[y)  =  0  , 
donde  J,  K  son  constantes. 
d2u  1  du  1  dfu  d2u  _ 

Or2  r  dr  r 2  d9~  df 


24.  Determine  la  solution  formal  del  problema  de  la  cuer- 
da  vibrante  (16)-(19)  con  a  =  4,  L  =  Try 


CO 

f{x)  —  2  -xsennx  , 


« =  i  n 

'■x  ^ _ j  yi+ 1 

g(x)  —  2  -■  sennx  . 

n  - 1  n 

25.  Considere  el  comportamiento  de  las  soluciones  de  la 
ecuacion 


T'(  t)  -  fiKT(t)  =  0  ,  t  >  0  , 


para  dar  un  argumento  con  bases  ffsicas  para  dese- 
char  el  caso  en  que  K  >  0  en  la  ecuacion  (5). 

26.  Verifique  que  un(x,  t)  dada  en  la  ecuacion  (10)  satis- 
face  la  ecuacion  (1)  y  las  condiciones  en  la  frontera 
(2)  sustituyendo  un(x,  t )  directamente  en  la  ecuacion 
en  cuestion. 


En  los  problemas  27  a  30  se  da  una  ecuacion  diferencial 
parcial  junto  con  la  forma  de  una  solucion  que  tiene  va¬ 
riables  separadas.  Muestre  que  tal  solucion  debe  satisfa- 
cer  el  conjunto  indicado  de  ecuaciones  diferenciales  or- 
dinarias. 

27.  ^  \  ^  =  0 

dr~  r  dr  r i 

si  «(/-,  6)  =  R(r)T(6)  tenemos 

r2R"(r)  -f  rR'(r)  -  A R(r)  =  0  , 

T"(e)  +  a t{b)  =  o  , 


28. 


donde  A  es  una  constante. 

3%t  ,  du  ,  2 tl' " 

v  H - r  u  —  a  - 

(it-  dt  fix 

si  u(r,  t)  =  X(x)T(t)  tenemos 

X"{x)  -  AX(x)  =  0  . 

T"(t)  +  T’(t)  +  (1  -  Aa2)7(t)  =  0  , 


donde  A  es  una  constante. 


si  u(r,  0,  z)  =  R(r)T(0)Z(z)  tenemos 
T”(B)  +  fiT(0)  =  0  , 

Z”(z)  +  AZ(z)  =  0  , 

r2/?"(r)  +  rR'(r)  —  (r2 A  +  fi)R(r)  —  0  , 
donde  p,  A  son  constantes. 

31.  Para  la  ecuacion  diferencial  parcial  del  problema  27, 
suponga  que  se  imponen  las  siguientes  condiciones 
en  la  frontera: 

u(r,  0)  =  u{r,  7t)  =  0  , 

u(r,  9)  permanece  acotada  cuando  /■  — >  0+  . 

Muestre  que  una  solucion  no  trivial  de  la  forma  u(r, 
9)  =  R{r)T{9)  debe  satisfacer  las  condiciones  en  la 
frontera 

r(0)  =  T(tt)  =  0, 

R(r)  permanece  acotada  cuando  /•  — »  0  +  . 

32.  Para  la  ecuacion  diferencial  parcial  del  problema  29, 
suponga  que  se  imponen  las  siguientes  condiciones 
en  la  frontera: 

n(0,  v,  r)  =  uia,  y,  t)  =  0  ,  0  s  y  £  b  ,  t  >  0  , 

dy  dy 

Muestre  que  una  solucion  no  trivial  de  la  forma  u{x, 
y,  t )  =  X(x)Y(y)T(t)  debe  satisfacer  las  condiciones 
en  la  frontera 

X(0)  =  X(a)  =  0  , 

r(o)  =  r{b)  =  o  . 

33.  Cuando  la  temperatura  de  un  alambre  alcanza  un  es- 
tado  estacionario,  es  decir,  cuando  u  solo  depende  de 
x,  entonces  u(x)  satisface  la  ecuacion  de  Laplace 
cfu/dx 2  =  0. 

(a)  Determine  la  solucion  de  estado  estacionario 
cuando  los  extremos  del  alambre  se  mantienen  a 
una  temperatura  constante  de  50°C;  es  decir, 
cuando  m(0)  =  u(L)  =  50. 

(b)  Determine  la  solucion  de  estado  estacionario 
cuando  un  extremo  del  alambre  se  mantiene  a 
10°C,  mientras  que  el  otro  se  mantiene  a  40°C; 
es  decir,  cuando  m(0)  =  10  y  u{L)  =  40. 
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10.3  SERIES  DE  FOURIER 

A1  analizar  el  flujo  de  calor  y  las  cuerdas  vibrantes  en  la  seccion  anterior,  nos  topamos 
con  el  problema  de  expresar  una  funcion  en  una  serie  trigonometrica  (veanse  las  ecuacio- 
nes  (12)  y  (25)  de  la  seccion  10.2).  En  las  dos  secciones  siguientes  analizaremos  la  teorfa 
de  series  de  Fourier,  que  trabajan  con  desarrollos  en  series  trigonometricas.  Sin  embargo, 
primero  revisaremos  algunas  propiedades  de  funciones,  particularmente  importantes  para 
este  estudio:  la  continuidad  por  partes,  la  periodicidad  y  la  simetrfa  par  e  impar. 

En  la  seccion  7.2  definimos  una  funcion  continua  por  partes  en  [a,  b]  como  una  fun¬ 
cion /que  es  continua  en  cada  punto  en  [a,  b],  excepto  posiblemente  para  un  numero  finito 
de  puntos  donde/tiene  una  discontinuidad  de  salto.  Tales  funciones  son  integrables  en  cual- 
quier  intervalo  finito  donde  sean  continuas  por  partes. 

Recuerde  tambien  que  una  funcion  es  periodica  con  periodo  T  si  f(x  +  T)  =f(x )  para 
toda  x  en  el  dominio  de/.  El  menor  valor  positivo  de  T  se  llama  el  periodo  fundamental. 
Las  funciones  trigonometricas  sen  x  y  cos  x  son  ejemplos  de  funciones  periodicas,  con  perio¬ 
do  fundamental  2i t  y  tan  x  es  periodica  con  periodo  fundamental  tt.  Una  funcion  constante 
es  una  funcion  periodica  con  periodo  arbitrario  T. 

Hay  dos  propiedades  de  simetrfa  de  funciones  que  seran  utiles  en  el  estudio  de  las  se¬ 
ries  de  Fourier.  Una  funcion /que  satisface  /( —  x)  =  f(x)  para  toda  x  en  el  dominio  de/ 
tiene  una  grafica  que  es  simetrica  con  respecto  del  eje  y  (vease  la  figura  10.3(a)).  Deci- 
mos  que  tal  funcion  es  par.  Una  funcion/que  satisface /( —x)  =  —/(a)  para  toda*  en  el 
dominio  de  /  tiene  una  grafica  que  es  simetrica  con  respecto  del  origen  (vease  la  figura 
10.3(b)).  Se  dice  que  es  una  funcion  impar.  Las  funciones  1,  x2,  x4,  .  .  .  son  ejemplos  de 
funciones  pares,  mientras  que  las  funciones  x,  x3,  x5,  .  .  .  son  ejemplos  de  funciones  impa- 
res.  Las  funciones  trigonometricas  sen  x  y  tan  x  son  funciones  impares  y  cos  x  es  una  fun¬ 
cion  par. 


y 


Figura  10.3  (a)  Funcion  par  f“  /=  A  +  A 


y 


2 IV 


(b)  Funcion  impar  \a  f  =  A  —  A  =  0 

J-a 


EJEMPLO  1  Determinar  si  la  funcion  dada  es  par,  impar,  o  ninguna  de  las  dos. 

(a)  f(x)  «  Vl  +  jr  .  (b)  g{x)  -  x -  sen*  .  (c)  h{x)  -  ex 
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SOLUCION 


EJEMPLO  2 


(a)  Como/(—  x)  =  V  1+  (—  x)2  =  V  1  +  x2  =  /(x),  entonces /(x)  es  una  funcion  par. 

(b)  Como^(-r)  =  (—  x)1'3  —  sen  (—  x)  =  — x1^3  +  senx  =  — (x1^3  —  senx)  = 
—g(x),  tenemos  que  g(x)  es  una  funcion  impar. 

(c)  En  este  caso,  h(—x)  =  e~x.  Como  e~x  =  ex  solo  cuando x  =  0  y  e~x  nunca  es  igual 
a  —ex,  entonces  h(x)  no  es  una  funcion  par  ni  impar.  ■ 

El  hecho  de  saber  que  una  funcion  es  par  o  impar  puede  ser  de  utilidad  al  evaluar  inte- 
grales  definidas. 


a 


PROPIEDADES  DE  FUNCIONES  SIMETRICAS 


Teorema  1.  Si/es  una  funcion  par  continua  por  partes  en  [~a,  a],  entonces 


(D 


}-* 


f{x)dx  =  2  f(x)dx  . 


Si/es  una  funcion  impar  continua  por  partes  en  [  a,  a],  entonces 


(2) 


fix)dx  =  0  . 


Demostracion.  Si/es  una  funcion  par,  entonces /( — x)  =  /(x).  Por  lo  tanto, 


f{x)dx  =  f{x)dx  +  f(x)dx 


■o 


f[u)du  +  f(x)dx  =  2  f{x)dx  , 


donde  usamos  el  cambio  de  variable  u  =  — x.  Esto  se  ilustra  en  la  figura  10.3(a).  La  formu¬ 
la  (2)  se  puede  demostrar  con  un  argumento  similar  y  se  ilustra  en  la  figura  10.3(b).  ■ 

El  siguiente  ejemplo  trata  de  ciertas  integrates  cruciales  en  las  series  de  Fourier. 


Evaluar  las  siguientes  integrales  cuando  m  y  n  son  enteros  positivos: 


(a) 

(c) 


-l  -T 
T 


nnrx  n  ttx  ,  , 

sen— yT- cos  ~f~dx  .  (b) 


-T 


niTTX  MTX  , 
sen  ^  sen  —^rdx  . 


tmrx  mrx  , 
cos  T  cos  -  dx  . 
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SOLUCION 


,  .  _  m tt(-x)  nn(-x)  tmrx  mtx  , .  ,  ,  , 

(a)  Como  sen - — — -cos - — —  =  --sen  —  cos  — ,  el  mtegrando  de  la  parte  (a) 

es  una  funcion  impar.  Asi,  por  el  teorema  1, 


,  tnwx  mrx  , 

(.3)  |  sen  cos  —  dx  =  0  . 


(b)  Usamos  el  hecho  de  que  el  integrando  es  par  (jverifiquelo!)  y  la  identidad  trigono¬ 
metric  a 


2  sen  A  sen.B  =  cos  (A  —  B)  —  cos  (A  4-  fi)  , 


vemos  que  para  m  =t=  n. 


rmrx  mrx  , 
sen— sen  ~^r~dx  =  2 


fiiTcx  mrx  , 

sen— —sen—  dx 


T  f  (m  —  njirx  {in  +  rOn-Jcl 
cos  -  T  ' - cos - — —  >  dx 


L 

TT 


(hi  —  n)i tx  (m  +  n)'Tr  x 

sen - — -  sen - — - 


m  —  n 


m  +  n 


=  0  . 


Cuando  m  =  n,  la  integral  en  (b)  se  escribe 

httxV 

if'Tl -  I 


'  f  mrx\2  1  T 

(sen— —  ]  dx  =  2 


,  r^r)  * 


;{ 


,  2  mrx  ,  , 

1  -  cos  -  fdx 


T  2mrx 
'  2«7rSCn  T 


-  T  . 


Por  lo  tanto, 


(4) 


rmrx  mrx  ,  f0 
sen— —  sen-^=-£tt  =  < 

-t  T  T  IT 


m  =#  n  , 
m  ~  n  . 


El  integrando  de  la  parte  (c)  tambien  es  par  y  puede  calcularse  usando  una  identidad  tri- 
gonometrica  similar.  Dejaremos  como  ejercicio  para  el  lector  la  verification  de  que  (vease 
problema  8) 


(5) 


rmrx  mrx  , 

COS  cos  —^rdx 


-r- 

It, 


m  #  n  , 
m  =  n  . 
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Las  ecuaciones  (3)-(5)  expresan  una  condition  de  ortogonalidad '  satisfecha  por  el 
conjunto  de  funciones  trigonometricas  j cos x,  sen x,  cos  2x,  sen  2x, .  .  .},  donde  T  =  tt.  Dire- 
mos  mas  de  esto  posteriormente. 

Es  facil  verificar  que  si  cada  una  de  las  funciones /b  es  periodica  con  periodo  T, 

entonces  ocurre  lo  mismo  con  cualquier  combination  lineal 

Clflix)  +  ■■■  +  Caf„(x)  . 


Por  ejemplo,  la  suma  7  +  3  cos  ttx  —  8  sen  ttx  +  4  cos  2  ttx  —  6  sen  2ttx  tiene  periodo  2, 
pues  cada  termino  tiene  periodo  2.  Ademas,  si  la  serie  infmita 

OO  /  \ 


2 


+  2 


H7TX  UTTX 

a„  cos  xx-  +  ft,,  sen— 


que  consta  de  funciones  con  periodo  IT,  converge  para  toda  x,  entonces  la  funcion  a  la  cual 
converge  sera  periodica  con  periodo  2 T. 

Asf  como  a  cada  funcion  que  tiene  derivadas  de  todos  los  ordenes  en  un  punto  fijo  le  po- 
demos  asociar  una  serie  de  Taylor,  podemos  identificar  una  serie  trigonometrica  particular 
con  una  funcion  continua  por  partes.  Para  ilustrar  esto,  supongamos  que  f(x)  tiene  el  desa- 
rrollo  en  serie 1 1 


(6)  f{x)  =  y  +  2 

Z  /!  -  l 


httx  nrrx 

a„  cos—zr~  +  b„ sen— rr- 


donde  an  y  bn  son  constantes.  (Necesariamente,/ tiene  periodo  27’.) 

Para  determinar  los  coeficientes  a0,  bl,  a2,  b2,  ■  ■  ■  ,  procedemos  como  sigue.  Integra- 
mos/(x)  de  —T  a  7.  suponiendo  que  podemos  integrar  termino  a  termino: 

r  T  r  T  oo  r  T  oo  rT 

1  /  ,  1  a o  \-i  n7TX  V  n7rx 

J(x)dx  =  —dx  +  Z  un  cosy*  +  2j  bn  \  sen  _  dx  . 

J -T  J-r*  "=I  J-r  *  ,l_l  J  -t  * 

Como  sen(«77x/T)  es  una  funcion  impar,  \T T  stn(mrx/T)dx  =  0.  Ademas,  para  n  =  1,2, , 
es  facil  verificar  que  J7 cos(mrx/T)dx  =  0.  Por  lo  tanto, 

|  f{x)dx  =  |  ~2^x  =  aoT  * 


y  entonces 


-  T 

f{x)dx  . 


J -T 


^Esta  nomenclatura  es  sugerida  por  el  hecho  de  que  las  formulas  para  las  sumas  de  Riemann  que  aproximan  las  in- 
tegrales  (3)-(5)  se  parecen  a  los  productos  punto  (seccion  9.1,  pagina  528)  de  vectores  de  dimension  alta.  En  la 
mayor  parte  de  los  textos  de  calculo,  se  muestra  que  el  producto  punto  de  vectores  ortogonales  en  dos  dimensiones 
es  igual  a  cero. 

'^La  eleccion  de  la  constante  ciq/2  en  vez  de  Qq  facilitara  la  memorizacion  de  las  formulas. 
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(Observe  que  a0/2  es  el  valor  promedio  de/en  un  periodo  27.)  A  continuacion,  para  deter- 
minar  el  coeficiente  a„,  cuando  m  >  1,  multiplicamos  (6)  por  cos(mirx/T)  e  integramos: 


(7) 


mnx  aa  P 
f{x)  cos  —dx  -  —  J 


mirx  nirx  mirx 

cos  _  dx  +  2-i  a„  cos  ,,,  cos  dx 
T  n-\  1  7  7 


+  S  b„ 

n  -  1 


-T 


IITTX  filTTX  , 

sen- -"--cos  -  dx  . 


Las  condiciones  de  ortogonalidad  (3)-(5)  permiten  analizar  facilmente  las  integrales  del  lado 
derecho.  Ya  hemos  observado  que 


mirx  ,  „  , 

cos— —  dx  —  0  ,  m  s  1  , 


y,  por  las  formulas  (3)  y  (5),  tenemos 


nirx  mirx  , 
sen  T  cos  dx  —  0  , 
r  1  1 


nwx  mirx  ,  fQ  » 

cos— —  cos— dx  =  < 

7  7  lr, 


n  7  m 
n  =  m 


Por  tanto,  en  (7)  solo  hay  un  termino  del  lado  derecho  que  sobrevive  a  la  integracion: 

j  fix)  COS ^Y^dx  =  amT  . 

Asi,  tenemos  una  formula  para  el  coeficiente  am: 

1  f r  (  mirx 

<*m  =  j  J  /Wcos-y- . 

De  manera  analoga,  al  multiplicar  (6)  por  sen(w7rx/7)  e  integrar  tenemos 

j  /(x)  =  bmT 

de  modo  que  la  formula  para  bm  es 


b,„  = 


-T 


j  x  mirx 

/(xjsen  -x^dx  . 


Motivados  por  los  calculos  anteriores  podemos  establecer  la  siguiente  definicion. 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


SERIE  DE  FOURIER 


Definicion  1.  Sea/una  funcion  continua  por  partes  en  el  intervalo  [  —T,  T],  La  se- 
rie  de  Fourier1  de/es  la  serie  trigonometrica 

.  .  a0  V  f  n7T-X  K77X  [ 

(8)  f{x)  ~  y  +  Zr  <  a„  cos—  +  bns&n~Y~  >  . 

0,  1,2,...  , 

1, 2,  3, .  .  .  . 


donde  a„  y  b„  estan  dadas  por  las  formulas 

‘  T 


tt 


(9) 

(10) 


a„  = 


1 


\  n-rrx  . 
fix)  COS  -jrdx  ,  n  = 


-T 


rf  \  MIX  , 

/(xj  sen— ajc  ,  n 


Las  formulas  (9)  y  (10)  se  llaman  formulas  de  Euler.  Usamos  el  slmbolo  ~  en  (8)  para 
recordar  que  esta  serie  esta  asociada  con/(x)  pero  podria  no  converger  a  tal/(x).  Regresare- 
mos  a  la  cuestion  de  convergencia  posteriormente  en  esta  seccion,  pero  primero  consideraremos 
algunos  ejemplos  de  series  de  Fourier. 


Calcular  la  serie  de  Fourier  de 


/0* 


—  TT  <  X  <  0  , 
0  <  X  <  V 


En  este  caso,  T  =  tt.  Usamos  las  formulas  (9)  y  (10)  para  tener 


1  ['  i 

a.  =  —  fix)  cos  nxdx  =  — 

77  J  -  TT  77  J 


x  cos  nxdx 


1 

TTlf 

_1_ 

2 

71 U 


u  cos  udu  =  — 7 [cos  h  +  senw] 


COS  «77 


1)  =  —  2 [(-!)"  -  1]  ,  n=  1,2,3, 


ctn  =  —  f(x)dx  -  —  xrix  = 

V  If  n  4  IT 


77 

2 


'Nota  historica:  Joseph  B.  J.  Fourier  (1768-1830)  desarrollo  este  tipo  de  series  para  resolver  problemas  de  flujo  de 
calor.  Lagrange  expreso  sus  dudas  acerca  de  la  validez  de  la  representacion,  pero  Dirichlet  diseno  condiciones  que 
garantizan  su  convergencia. 

'^Observe  que/(x)  no  tiene  que  estar  definida  para  cada  x  en  [~T,  T]\  solo  necesitamos  que  las  integrates  en  (9)  y 
(10)  existan. 
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EJEMPLO  4 


SOLUCION 


b„  —  f(x)  sen  nxdx  —  [  x  scnjudv 


Jo 


1 


rrn 2  j0 


u.  sen  udu  =  — ^[scn«  —  u  cos  ij] 
J  o  mr 


COSHT7  {—  l)" 


+  i 


n  =  l,  2,  3. 


Por  lo  tanto, 


7T  «S,  f  \  (_  iy<*i 

(11)  f{x) - +  2  — -  1  ]  cos  nx  4 - senfljr 

4  "  =  i  L  Ttn  n 


/  —  |  cos  x  +  ^  cos  3x  +  cos  5x  + 

4t r  (  y  25 


{■ 


+  \  sen  x  —  —  sen  2x  +  y  sen  3.v  + 


La  figura  10.4  muestra  algunas  sumas  parciales  de  esta  serie. 


Figura  10.4  Sumas  parciales  de  la  serie  de  Fourier  del  ejemplo  3 


Calcular  la  serie  de  Fourier  de 

J  —  1,  —  7T  <  jc  <  0  , 

1  1  ,  0  <  x  <  tt  . 

De  nuevo,  T  =  tt.  Observe  que/es  una  funcion  impar.  Como  el  producto  de  una  funcion  im- 
par  y  una  funcion  par  es  impar  (vease  el  problema  7),  f(x)  cos  nx  tambien  es  una  funcion 
impar.  Asi, 

r  tt 

fix)  cos  nxdx  =  0  ,  n  —  0,  1, 2, .  . .  . 


a’<  =  ~ 
IT 
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Ademas,/(x)  sen  nx  es  el  producto  de  dos  funciones  impar  y  por  tanto  es  una  funcion  par,  de 
modo  que 


b 


n 


l 

—  f(x)  sen  nxdx  = 
17  i-n 


sen  nxdx 


2 

—cos  nx 

ir 

2 

1 

7 T 

n 

o  "  77 

n 

n 

0  ,  77  par  , 

4 

—  ,  77  impar  . 

7T77 


77  =  1,  2,  3,  , 


Asf, 


(12) 


fix) 


7T  n=\ 


[i  ~(-D1 


senHjr  =  — 

77  7T 


senx  +  jsen3x  + 


1 

— sen5x  +  ■■■ 


La  figura  10.5  muestra  algunas  sumas  parciales  de  (12).  ■ 


Figura  10.5  Sumas  parciales  de  la  serie  de  Fourier  del  ejemplo  4 


En  el  ejemplo  4,  la  funcion  impar/ tiene  una  serie  de  Fourier  que  solo  consta  de  funcio¬ 
nes  seno.  Es  facil  ver  que,  en  general,  si/es  cualquier  funcion  impar,  entonces  su  serie  de 
Fourier  consta  unicamente  de  terminos  seno. 

EJEMPLO  5  Calcular  la  serie  de  Fourier  de/(x)  =  |  x  \ ,  —  1  <  x  <  1. 

SOLUCION  En  este  caso,  T  =  1.  Como/es  una  funcion  par, /(a)  sen  mrx  es  una  funcion  impar.  Por  con- 
siguiente, 

bn  =  |  f[x)  aenmrxdx  =  0  ,  n  =  1,  2,  3, . . .  . 
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Como  f(x)  cos  n  ttx  es  una  funcion  par,  tenemos 


a<) 


Mdx  =  2 


xdx  ~  x  ' 


=  1  , 


n  =  f(x)  COS  KTFXdx  —  2  X  COS  flTTxdX 

J-l  Jo 


ir2n2 


7 rn  ^  i Tri  2 

it  cos  ^  ?  f  cos  u  +  w  sen  « 1  —  — -r-z  (cos  nir  —  1 ) 

o  TT^n  o  7Tn 


2 

7T n 


'^[(-l)"  -  1]  ,  n  =  1,2,3 - 


Por  lo  tanto, 

(i3)  1; 

2  ”  ~  I 


COS  /ITTJC 


1  4  J  1  1 

- J  C0S  ^  -| - cos  3 77^  H - COS  S'JTX  + 

2  7T2  l  9  25 


La  figura  10.6  muestra  las  sumas  parciales  de  (13). 


Figura  10.6  Sumas  parciales  de  la  serie  de  Fourier  del  ejemplo  5 


Observe  que  la  funcion  par/ del  ejemplo  5  tiene  una  serie  de  Fourier  que  solo  consta  de 
funciones  coseno  y  de  la  funcion  constante  1  =  cos  0®.  En  general,  si/es  una  funcion  par, 
entonces  su  serie  de  Fourier  solo  consta  de  funciones  coseno  (incluyendo  cos  0®j. 

Desarrollos  ortogonales 

Las  series  de  Fourier  son  ejemplos  de  desarrollos  ortogonales.1  Un  conjunto  de  funciones 
\f„(x)  }/v  |  es  un  sistema  ortogonal  o  simplemente  ortogonal  con  respecto  de  la  funcion  de 


'  La  ortogonalidad  tambien  se  analizo  en  la  seccion  8.8,  paginas  491-492. 
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ponderacion  no  negativa  w(x)  en  el  intervalo  [a,  b ]  si 


(14) 


*  b 

mm  M?(x)  dx  -  0  ,  siempre  que  m  #  n  . 

a 


Como  hemos  visto,  el  conjunto  de  funciones  trigonometricas 
(15)  { 1,  cos  x,  sen  x,  cos  2x,  sen  2x, .  .  .  } 

es  ortogonal  en  [  —  ir,  i r]  con  respecto  de  la  funcion  de  ponderacion  w(x)  =  1.  Si  definimos  la 
norma  de/como 


(16) 


I/I 


b  li/2 

f2(x)W(x)dx 


entonces  decimos  que  un  conjunto  de  funciones  { f„(x)  }”=  i  (o  {f„(x )  }„  =  j  es  un  sistema  or- 
tonormal  con  respecto  de  w(x)  si  se  cumple  (14)  y  ademas  ||/„  ||  =  1  para  cada  n.  En  forma 
equivalente,  decimos  que  el  conjunto  es  un  sistema  ortonormal  si 

f b  ,  w  w  N  f  0  ,  m  +  n  , 

(17)  fmix)L{x)w{x)  dx=< 

J  a  U  ,  m  —  n  . 

Siempre  podemos  obtener  un  sistema  ortonormal  a  partir  de  un  sistema  ortogonal,  dividien- 
do  cada  funcion  entre  su  norma.  En  particular,  como 

'ir  f - 

cos 2nxdx  =  sen 2nxdx  -  tt  ,  n  =  1,  2,  3, . . . 

J  IT  J  ~  TT 


y 


J  ~TT 


entonces  el  sistema  ortogonal  (15)  da  lugar  en  [  —  tt,  7t]  al  sistema  ortonormal 

{(2-n-)"/2,  «-"/2cosj;,  tt  it . '/2cos2x,  7T_/2sen2x,  . .  . 

Si  {/„(*)  }«°=  l  es  un  sistema  ortogonal  con  respecto  de  w(x)  en  [a,  b],  podriamos  pre- 
guntarnos  si  podemos  desarrollar  una  funcion /(x)  en  terminos  de  estas  funciones;  es  decir, 
^podemos  expresar  a/en  la  forma 

(18)  f{x)  =  cj j(x)  +  c2f2(x)  +  C3/3W  +  ■■■ 

para  una  eleccion  adecuada  de  las  constantes  c1;  c2 ,  .  .  .  ?  Tal  desarrollo  se  llama  desarrollo 
ortogonal,  o  serie  de  Fourier  generalizada. 

Para  determinar  las  constantes  en  ( 1 8),  podemos  proceder  como  en  la  deduccion  de  las 
formulas  de  Euler  para  los  coeficientes  de  una  serie  de  Fourier,  utilizando  ahora  la  ortogona- 
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lidad  del  sistema.  Suponiendo  que  la  representacion  (18)  es  valida,  multiplicamos  por 
fm(x)w{x)  e  integramos  para  obtener 


(19) 


f{x)fm{x)w{x)4x  =  t-j  fl(x)fm(x)w(x)dx  +  c2  f2{x)fm{x)w{x)dx  + 


(Tambien  hemos  supuesto  que  podemos  integrar  termino  a  termino.)  Como  el  sistema  es  or- 
togonal  con  respecto  de  w(x),  cada  integral  del  lado  derecho  de  (19)  se  anula,  excepto  cuan- 
do  n  =  m.  A1  despejar  cm  obtenemos 


(20) 


f{^)fmU)w{x)dx  f[x)fm{x)w{x)dx 


fl(x)w(x)dx 


ll/J2 


n  =  1,2,3, ...  . 


La  deduction  de  la  formula  para  cm  solo  fue  formal,  pues  no  hemos  resuelto  la  cues- 
tion  de  la  convergencia  del  desarrollo  en  (18).  Si  la  serie  £“=  l  c,fn(x)  converge  unifor- 
memente  a  f(x)  en  [a,  b],  entonces  podemos  justificar  cada  paso  y  los  coeficientes  vienen 
dados  por  la  formula  (20). 


Convergencia  de  series  de  Fourier 

Regresemos  a  la  cuestion  de  la  convergencia  de  una  serie  de  Fourier.  Las  figuras 
10.4-10.6  nos  proporcionan  algunas  pistas.  En  el  ejemplo  5  es  posible  utilizar  un  criterio 
de  comparacion  o  de  comparacion  de  lfmites  para  mostrar  que  la  serie  es  dominada  abso- 
lutamente  por  una  serie  p  de  la  forma  Z“=  ,  1  / n2,  la  cual  converge.  Sin  embargo,  esto  es 
mas  facil  de  hacer  en  el  ejemplo  4,  pues  los  terminos  tienden  a  cero  como  1  /n.  Las  cosas 
pueden  empeorar,  pues  existen  series  de  Fourier  que  divergent  Estableceremos  dos  teore- 
mas  que  tratan  de  la  convergencia  de  una  serie  de  Fourier  y  dos  que  tratan  de  la  derivacion 
e  integration  termino  a  termino.  Para  las  demostraciones  de  estos  resultados,  veanse  Par¬ 
tial  Differential  Equations  of  Mathematical  Physics,  por  Tyn  Myint-U  (Elsevier  North 
Holland,  Inc.,  Nueva  York,  1980),  capftulo  5;  Advanced  Calculus  with  Applications,  por 
N.  J.  DeLillo  (Macmillan,  Nueva  York,  1982),  capftulo  9;  o  un  texto  avanzado  acerca  de  la 
teorfa  de  series  de  Fourier. 

Antes  de  continuar,  necesitamos  la  siguiente  notation.  Sean 
f(x+)  ■=  Ifm  /(*  +  h)  y  /(*“')  *=  Mm  fix  -  h)  . 

|’t L  I  L  il  ^ 


fDe  hecho,  existen  series  trigonometricas  que  convergen  pero  no  son  series  de  Fourier;  un  ejemplo  es 


n~l  In  (n  +  l) 
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EJEMPLO  6 


SOLUCION 


CONVERGENCIA  PUNTUAL  DE  UNA  SERIE  DE  FOURIER 


Teorema  2.  Si/y  /'  son  continuas  por  partes  en  [  —T,  T\,  entonces  para  cualquier 
x  en  ( —T,  T), 

8n  v1  f  nirx  mrx'\  lr  ,  ,,  r 

(21)  —  +  cos—  +  b„ sen— |  =  ^[f{x  )  +  f(x  )]  , 

donde  a„  y  b„  estan  dadas  por  las  formulas  de  Euler  (9)  y  (10).  Para  x  =  ±T,  la  serie 
converge  a  f  [f(-T  +  )  +  f{T~)]  ,f 


En  otras  palabras,  cuando/y /'  son  continuas  por  partes  en  [  —T,  7],  la  serie  de  Fourier 
converge  a  f(x)  si/es  continua  en  x  y  converge  al  promedio  de  los  llmites  por  la  izquierda  y 
por  la  derecha  en  puntos  donde/es  discontinua. 

Observe  que  el  lado  izquierdo  de  (21)  es  periodico  con  periodo  2 T.  Esto  significa  que  si 
extendemos  f(x)  mas  alia  del  intervalo  ( —T,  T)  a  toda  la  recta  real  usando  la  periodicidad 
con  periodo  2 T,  entonces  la  ecuacion  (21)  es  valida  para  toda  x  en  la  extension  de/(x)  con 
periodo  2 T. 


;A  que  funcion  converge  la  serie  de  Fourier  de 


—  ir  <  x  <  0  , 
0  <  x  <  77  , 


converge? 

En  el  ejemplo  4  vimos  que  la  serie  de  Fourier  de/(x)  esta  dada  por  (12)  y  en  la  figura  10.5 
bosquejamos  las  graficas  de  dos  de  sus  sumas  parciales. /(x)  yf(x)  son  continuas  por  partes 
en  [  —7 r,  77].  Ademas,/es  continua  excepto  en  x  =  0.  Asl,  por  el  teorema  2,  la  serie  de  Fou¬ 
rier  de/en  (12)  converge  a  la  funcion  g(x)  con  periodo  2tt g(x),  donde  g(x)  =  f(x)  =  — 1 
para  —  77  <  x  <  0,  g(x)  =  f(x)  =  1  para  0  <  x  <  77,  g( 0)  =  [/(0+)  4-/(0~)]/2  =  0  y  en 
±77tenemos ^(±77)  =  [/(~ 77+)  +/(77_)]/2  =  (  —  1  +  l)/2  =  0.  La grafica de g(x)  apare- 
ce  en  la  figura  10.7.  ■ 


Figura  10.7  La  funcion  lfmite  de  la  serie  de  Fourier  para 


—  IT  <  x  <  0  , 
0  <  x  <  IT 


'La  formula  (24)  muestra  que  no  importa  como  definamos  a  f(x)  en  los  puntos  de  discontinuidad,  pues  solo  estan 
implicados  los  lfmites  por  la  izquierda  y  por  la  derecha.  Por  supuesto,  la  derivada/'(x)  no  esta  definida  en  tales 
puntos. 
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Cuando/es  una  funcion  con  periodo  27'  continua  en  ( — oo,  oo)  y  cuya  derivada  es  conti- 
nua  por  partes,  su  serie  de  Fourier  no  solo  converge  en  cada  punto,  sino  que  converge  uni- 
formemente  en  (— oo,  oo).  Esto  significa  que  para  cualquier  tolerancia  prescrita  e  >  0,  la 
grafica  de  la  suma  parcial 

N  r 

■  s  a()  V  I  nitx  mtx 

SN(x)  :~~r  +  <  an  cos— =-  +  £Mseit^r- 

L  n  =  1  j  / 

estara,  para  N  grande,  en  un  corredor  de  ancho  e  en  torno  de  la  grafica  de/en  (— oo,  oo) 
(vease  la  figura  10.8).  La  propiedad  de  convergencia  uniforme  de  las  series  de  Fourier  es  de 
particular  utilidad  cuando  hay  que  verificar  que  una  solucion  formal  de  una  ecuacion  dife- 
rencial  parcial  es  una  solucion  genuina. 


X 


Figura  10.8  Un  corredor  de  ancho  s  en  tomo  de/ 


CONVERGENCIA  UNIFORME  DE  UNA  SERIE  DE  FOURIER 


Teorema  3.  Sea/una  funcion  continua  en  ( — oo,  oo)  y  periodica  con  periodo  2T. 
Si  f  es  continua  por  partes  en  [  —T,  T],  entonces  la  serie  de  Fourier  para/converge 
uniformemente  a/en  [  —T,  T]  y  por  tanto  en  cualquier  intervalo.  Es  decir.  para  cada 
e  >  0,  existe  un  entero  N0  (que  depende  de  f)  tal  que 

/(■*)  - 

para  toda  N  ^ 


{°2+ 


IITTX  MTX 

cos^ — F  h„  sen 


<  e  , 


i  y  todax  G  (—00, 00). 


En  el  ejemplo  5  obtuvimos  el  desarrollo  en  serie  de  Fourier  dado  en  (13)  para  f(x)  = 
|  x  | ,  —1  <x<  1.  Como  g(x),  la  extension  periodica  de/(x)  (vease  la  figura  10.9  de  la  pa- 
gina  602)  es  continua  en  ( —00,  00)  y 


f 


- 1  <  x  <  0  , 
0  <  x  <  1  , 


es  continua  por  partes  en  [—  1,  1],  el  desarrollo  en  serie  de  Fourier  (13)  converge  uniforme¬ 
mente  a  |  x  |  en  [  —  1,  1].  Compare  con  la  figura  10.6. 
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g(x) 


Figura  10.9  Extension  periodica  de/(x)  =  |jc|,  —  1  <jc<  1 


No  siempre  es  posible  derivar  termino  a  termino  una  serie  de  Fourier.  Por  ejemplo,  la  se- 
rie  de  Fourier  para  f{x)  =  x,  —  tt  <  x  <  tt  (vease  el  problema  9)  es 

OO 

(22)  /w-zSHr1— . 

n  ~  1  tl 


que  converge  para  toda  x,  mientras  que  su  serie  derivada 


2  2  (-l)"+!  cos  nx 

Tt  -  1 

diverge  para  toda  x.  El  siguiente  teorema  proporciona  condiciones  suficientes  para  usar  la 
derivacion  termino  a  termino. 


DERIVACION  DE  SERIES  DE  FOURIER 


Teorema  4.  Sea/(x)  continua  en  ( — oo,  oo),  periodica  con  periodo  2 T.  Suponga 
que/'(x)  y  f"(x)  son  continuas  por  partes  en  [  —  T,  T],  Entonces  la  serie  de  Fourier 
de/'  (x)  se  puede  obtener  a  partir  de  la  serie  de  Fourier  para  f(x)  derivando  termino 
a  termino.  En  particular,  si 


entonces 


/  •  ao  v  f  rjTT.v  n  jr.r’l 

f(x)  =  ~+  Z  |fl„cos—  +  i>„sen—  >  , 

s  v1  ith  f  mrx  ,  ,  mrx  1 

/  UJ  ~  ~y  \  ~ansen~y- +  bn  C0S'~T"  j  • 


Observe  que  el  teorema  4  no  se  aplica  al  ejemplo/(x)  y  su  desarrollo  en  serie  de  Fourier 
en  (22),  pues  la  extension  con  periodo  27rde/(x)  no  es  continua  en  (— oo,  oo). 

La  integracion  termino  a  termino  de  una  serie  de  Fourier  es  valida  bajo  condiciones  mu- 
cho  mas  debiles. 
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a 


INTEGRACION  DE  SERIES  DE  FOURIER 


Teorema  5.  Sea  f(x)  continua  por  partes  en  [  —T,  7],  con  serie  de  Fourier 
a„ 


f  U) 


CX>  ( 


nirx  mrx 

An  cos— —  +  hn  sen— 


Entonces  para  cualquier  x  en  [  —T,  7],  tenemos 


x  a0  y  f'  f  nirt  nirt ' 

dt  +  2/  j  |a„cos-jr-  +  iBsen-yr-  fdt 


E  J  ERCICIOS 


10.3 


En  los  problemas  1  a  6,  determine  si  la  funcion  dada  es 
impar,  par  o  ninguna  de  ellas. 


14.  fix)  = 


x  , 

X  +  TT  , 


0  <  X  <  77  , 
—  77  <  X  <  0  . 


1.  f{x)  —  .r3  +  sen  2x  .  2.  f(x)  =  sen2*  . 

3.  /(*)  =  (l  —  x2y{i2  .  4.  /{ x)  =  sen(jt  +  l)  . 

5.  f{x)  —  cos  3*  .  6.  /(*)  =  x]^  cos  x2  , 

7.  Demuestre  las  siguientes  propiedades: 

(a)  Si/y  g  son  funciones  pares,  entonces  tambien  lo 
es  el  producto/g. 

(b)  Si  /  y  g  son  funciones  impares,  entonces  fg  es 
una  funcion  par. 

(c)  Si/es  una  funcion  par  y  g  es  una  funcion  impar, 
entonces  fg  es  una  funcion  impar. 

8.  Verifique  la  formula  (5).  [Sugerencia:  Use  la  identi- 
dad  2  cos  A  cos  B  =  cos(A  +  B)  +  cos(A  —  /?).] 

En  los  problemas  9  a  16,  calcule  la  serie  de  Fourier  para  la 
funcion  dada  f  en  el  intervalo  indicado.  Use  una  cotnpu- 
tadora  o  una  calculadora  grafica  para  trazar  unas  cuan- 
tas  sumas  parciales  de  la  serie  de  Fourier. 


15.  f{x)  -  €*  , 


16.  f{x)  = 


0  , 

1  , 

1  , 

0  . 


—  IT  <  X  <  77  . 

—  77  <  A"  <  —Tt/2  , 

-  tt/2  <  *  <  0  . 

0  <  x  <  tt/2  , 
7t/2  <  *  <  77  . 


En  los  problemas  17  a  24,  determine  la  funcion  a  la  que 
converge  la  serie  de  Fourier  para  fix),  dada  en  el  pro- 


blema  indicado. 
17.  Problema  9. 
19.  Problema  11. 
21.  Problema  13. 
23.  Problema  15. 


18.  Problema  10. 
20.  Problema  12. 
22.  Problema  14. 
24.  Problema  16. 


25.  Determine  las  funciones  representadas  por  la  series 
obtenida  al  integrar  termino  a  termino  la  serie  de 


9.  f{x)  =  *  , 
10.  f[x)  = 

ii-  /w  = 

12.  f(x)  = 

13.  fix)  = 


-7T  <  Jf  <  77 


M  . 

-  TT  <  X  <-  77  . 

V  ( 

(a)  2  2,  - 

n  -  l 

-l)n+1 

I1  ’ 

-2  <  *  <  0  , 

sen  nx  ~  x  , 
n 

lx. 

0  <  x  <  2  . 

4  v1 

sen{2n  -f  1  ).v 

fo. 

—  TT  <  X  <  0  , 

(l>)  fr  \ 

'TT  n  ~  0 

(2/i  +  1) 

lva  , 

"7 

0  <  *  <  *7 T  . 

-1  <  *  <  1  . 

fix)  = 

*  K 

V  V 

b  o 

1 

1 

1 1 

V  <  X  <  TT 
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26.  Muestre  que  el  conjunto  de  funciones 


7 7  77  377  377 

cos— jr,seii— x,  cos-^-x,  sen— x. 


(2n  —  1)77  (2k  — 

cos - 7 — ■ — jc,  sen  - — 


es  un  sistema  ortonormal  en  [—1,  1]  con  respecto  de 
la  funcion  de  ponderacion  w(x)  =  1. 

27.  Determine  el  desarrollo  ortogonal  (serie  de  Fourier 
generalizada)  para 

0  ,  1  <  jc  <  0  , 

1  ,  0  <  ^  <  1  , 

en  terminos  del  sistema  ortonormal  del  problema  26. 

28.  (a)  Muestre  que  la  funcion  f{x)  =  x2  tiene  la  serie 

de  Fourier  siguiente,  en  —  77  <  x  <  77. 

f{x)  - h  4  2j  - ? — COS  fix  . 

3  nr 


(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  y  el  teorema  2 
para  mostrar  que 


(-!)«+' 

n2 


(c)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  y  el  teorema  2 
para  mostrar  que 

2 

1 /  =  =-. 

"= 1  n~  6 

29.  En  la  seccion  8.8  mostramos  que  los  polinomios  de 
Legendre  Pn(x)  son  ortogonales  en  el  intervalo  [—  1, 
1]  con  respecto  de  la  funcion  de  ponderacion  w(x)  =  1. 
Use  el  hecho  de  que  los  tres  primeros  polinomios  de 
Legendre  son 

P0(x)  =  1  ,  P^x)  =  X  , 

P2(x)  =  {3/2 y  -  (1/2)  „ 

para  determinar  los  tres  primeros  coeficientes  en  el 
desarrollo 


f(x)  -  doPoU)  +  aiP\{x)  -F  ctnPiix)  + 


donde/(x)  es  la  funcion 


1  <  jr  <  0  , 
0  <  x  <  1  . 


30.  Como  en  el  problema  29,  determine  los  tres  prime¬ 
ros  coeficientes  en  el  desarrollo 

f(x)  =  a0P0(x)  +  a.\P  |  (x)  +  a2P2(x)  +  ..., 
cuando/(x)  =  |  jc  | ,  —  1  <  jc  <  1. 

31.  Los  polinomios  de  Flermite  Hn(x)  son  ortogonales 
en  el  intervalo  ( —00,  00)  con  respecto  de  la  funcion 
de  ponderacion  W{x)  =  e~xl.  Verifique  este  hecho 
para  los  tres  primeros  polinomios  de  Hermite: 

H0{x)  =  1  ,  H{{x)  =  2x  , 

H2(x)  =4x2  -2  . 

32.  Los  polinomios  de  Chebyshev  (Tchebichef)  Tn{x) 
son  ortogonales  en  el  intervalo  [  —  1,  1]  con  respecto 
de  la  funcion  de  ponderacion  w( x)  =  (1  —  x 2)~{^2. 
Verifique  este  hecho  para  los  tres  primeros  polino¬ 
mios  de  Chebyshev: 

ToW-1,  Tx(x)=x, 

T2{x)  =  2x2  -  l  . 

33.  Sea  { fn(x )}  un  conjunto  ortogonal  de  funciones  en  el 
intervalo  [a,  b ]  con  respecto  de  la  funcion  de  ponde¬ 
racion  w(x).  Muestre  que  se  satisface  la  propiedad 
pitagorica: 

l/ffl+/J2  =  ll/J2  +  l|/«P 

si  m  =£  n. 

34.  Norma.  La  norma  de  una  funcion  ||/[|  es  como  la 
longitud  de  un  vector  en  R".  En  particular,  muestre 
que  la  norma  definida  en  (16)  satisface  las  siguientes 
propiedades  asociadas  a  la  longitud  (suponga  que/y 
g  son  continuas  y  w(x)  >  0  en  [a,  b]): 

(a)  ll/ll  -  0  y  ll/ll  =  0  si  y  solo  si /=  0. 

(b)  |j  c/||  =  |  c  |  ||/||,  donde  c  es  cualquier  numero 
real. 

(c)  11/ +  *11^11/11  + W  • 

35.  Producto  interior.  La  integral  en  la  condicion  de 
ortogonalidad  (14)  es  como  el  producto  punto  de  dos 
vectores  en  R".  En  particular,  muestre  que  el  pro¬ 
ducto  interior  de  dos  funciones  definido  como 

(23)  {/,  g) [  /(..i')g(^)n'U)^'  - 

J  a 

donde  w(x)  es  una  funcion  de  ponderacion  positiva, 
satisface  las  siguientes  propiedades  asociadas  al  pro¬ 
ducto  punto  (suponga  que  f  g  y  h  son  continuas  en 
[a,  b])\ 

(a)  (f+g,  h)  =  (f,h)  +  (g  ,h)  . 

(b)  (cf ,  h )  =  c(f ,  h ),  donde  c  es  cualquier  numero 
real. 

(c)  (/,  g)  =  { g,f)  ■ 
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36.  Forma  compleja  de  la  serie  de  Fourier. 

(a)  Use  la  formula  de  Euler  e'e  =  cos  8  +  i  sen  6, 
con  i  =  V— T  ,  para  demostrar  que 

einx  +  e  i,v:  ei,n  ~  e~i,K 

cos  nx  —  - - — -  y  sen  nx  =  - - — -  . 

(b)  Muestre  que  la  serie  de  Fourier 

00 

fix)  ~  +  2  cos  nx  +  bn  sen/wc} 

Z  n  =  I 

oo 

-  Co  +  2  , 

donde 

^0  _ 

C(>  ^  ~2  >  c„  -  -  ,  c-n  2  • 


(c)  Por  ultimo,  use  los  resultados  de  la  parte  (b)  pa¬ 
ra  mostrar  que 

no 

f{x)  ~  2  cne lnx  ,  -TT  <  X  <  7. 17  , 

n=  oo 

donde 

c«  =  J^r  f{x)e  in*dx  . 

■J  TT 

37.  Propiedad  de  aproximacion  por  minimos  cua- 
drados.  La  iV-esima  surna  parcial  de  la  serie  de 
Fourier 

£1  X 

f(x)  ~  +  2  { a„  cos  nx  +  b„  sen  tuc} 

proporciona  la  mejor  aproximacion  por  minimos 
cuadrados  de  /  mediante  un  polinomio  trigonome- 
trico.  Para  demostrar  esto,  sea  Fn(x)  un  polinomio  tri- 
gonometrico  arbitrario  de  grado  N: 

a  N 

Fn{. t)  =  +  2  {a„  cos  nx  +  0„  sen  nx}  , 

Z  n  —  l 


y  defina 


E-~ 


7 r 

[/(■«)  “  FN{x)_2dx  , 


que  es  el  error  cuadratico  total.  A1  desarrollar  el  in- 
tegrando,  obtenemos 


E  - 


2 


dx 


+ 


(a)  Use  la  ortogonalidad  de  las  funciones  {1,  cos  x, 
sen  x,  cos  2x, .  .  .  }  para  mostrar  que 


F%{. X)  dx  —  TT  1  —  + 


2 

a0 


«1 


+  a,v 


+  0\+  -  +  /3 


y 


dx 


7 T 


«()«(! 

— 2 - f  aqar+  "*  +  aNaM 


+  j3{  bi 


(b)  Sea  E?  el  error  obtenido  al  aproximar  /  por  la 
iV-esima  suma  parcial  de  su  serie  de  Fourier;  es 
decir,  cuando  elegimos  an  =  an  y  0n  =  b„. 
Muestre  que 

E*  =  J  fz{x)dx  -  TT  +  a}  +  ■■■  +  al 
+  J  .. 


(c)  Use  los  resultados  de  las  partes  (a)  y  (b)  para 
mostrar  que  E  —  E*  >  0;  es  decir,  E  >  E  , 
demostrando  que 


B  -  E*  =  TT 
+ 
+ 


(«0  "■  «o)2 


+  a,  -  a  I 


(aN  -  aN)2  +  {0i  ~  b\f 


+  (0A 


Por  lo  tanto,  la  iV-esima  suma  parcial  de  la  serie 
de  Fourier  proporciona  el  menor  error  cuadrati¬ 
co  total,  pues  E  >  E* . 

38.  Desigualdad  de  Bessel.  Use  el  hecho  de  que  E  , 
definido  en  la  parte  (b)  del  problema  37,  es  no  nega- 
tivo,  para  demostrar  la  desigualdad  de  Bessel 

(24)  f  +  2  {4  +  4}  -  1  ( 11  f2(x)dx  , 

‘  J  TT 

(Si/es  continua  por  partes  en  [—77.  77],  entonces  te- 
nemos  la  igualdad  en  (24).  Este  resultado  es  la  iden- 
tidad  de  Parseval.) 
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Exceso 

C*l- 

||Vv/\a/vwnaa/wvwvww\AA/^| 

-3  -2  -1  0 

|^\/\AAA/WV/VWVWWNAAAAA/\/| 

1  2  3 

--1 

(a)  Grafica  de  fn(x)  (b)  Grafica  de  f5t(x) 

Figura  10.10  Fenomeno  de  Gibbs  para  las  sumas  parciales  de  una  serie  de  Fourier 


39.  Fenomeno  de  Gibbs.'  El  matematico  norteameri- 
cano  Josiah  Willard  Gibbs  (1839-1903)  observo  que 
cerca  de  los  puntos  de  discontinuidad  de/,  las  sumas 
parciales  de  la  serie  de  Fourier  de  /  pueden  exceder 
en  aproximadamente  9%  el  salto,  sin  importar  el  nu- 
mero  de  terminos.  Esto  se  ilustra  en  la  figura  10.10 
para  la  funcion 


fix)  = 


“  7r  <  x  <  0  , 
0  <  x  <  n  , 


(b)  Infiera  de  la  parte  (a)  y  la  figura  que  el  maximo 
ocurre  eni  =  77/ (2 n)  y  tiene  el  valor 


_ 

w 

7 7 

7T  I  37 T 

+ 


+ 


2  n  -  1 

(c)  Muestre  que  si  uno  aproxima 


1  (2  n  —  1}tt 

sen- 


2n 


cuya  serie  de  Fourier  tiene  las  sumas  parciales 

senx  +  ^seniir 

sen  (2 n  —  I  ).r 
+  h - - - ~ 

(2«-l)  J 

Para  verificar  esto  para/(x),  proceda  como  sigue: 
(a)  Muestre  que 

7r{senjc)/2„_](jc)  —  4  scn^:  [cos  x  ■+  cos  3x 
+  ■■■  +  cos(2n  —  i).r] 
=  2  sen  2 nx  . 


fln-lix)  =  — 


•  IT 

-  0 


senjc  , 

- ax. 

x 


usando  la  particion xk  '■=  (2 k  —  1)(tt/2«),  k  =  1, 
2, ...  ,n,  Axk  =  77 /n,  eligiendo  el  punto  medio  de 
cada  intervalo  para  evaluar  el  integrando,  entonces 


' 17  sen  x 

- dx  =-■ 

0  ^ 


sen(7r/2n)  tt 
7r/2n  n 
sen[(2n  -  l)7r/2«] 
(2n  —  1)tt/2m 


7 T 


n 


Nota  historica:  En  realidad,  H.  Wilbraham  descubrio  este  fenomeno  casi  cincuenta  anos  antes  que  Gibbs.  Serfa 
mas  adecuado  llamarlo  fenomeno  de  Gibbs-Wilbraham. 
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(d)  Use  el  resultado  de  la  parte  (c)  para  mostrar  que 
el  exceso  satisface 


(e)  Use  el  resultado  de  la  parte  (d)  y  un  algoritmo 
de  integration  numerica  (como  la  regia  de 
Simpson,  apendice  B)  para  la  funcion  integral 
de  seno 


muestre  que  lim,1^00/2n_1(r7/(2«))  =  1.18.  Asl,  las 
aproximaciones  exceden  el  valor  real  de/(0+)  =  1 
por0.18  o  9%  del  salto  de/(0~)  a/(0+). 


Si(*) 


sen.r  . 

- ax  , 

a: 


10.4  SERIES  DE  SENOS  Y  COSENOS  DE  FOURIER 


Un  problema  que  aparece  de  manera  tlpica  al  usar  separation  de  variables  para  resolver  una 
ecuacion  diferencial  ordinaria  es  el  problema  de  representar  una  funcion  definida  en  algun 
intervalo  finito  mediante  una  serie  trigonometric  a  que  conste  solo  de  funciones  seno  o  solo 
de  funciones  coseno.  Por  ejemplo,  en  la  ecuacion  (12)  de  la  seccion  10.2,  pagina  583,  nece- 
sitabamos  expresar  los  valores  iniciales  u(x,  0)  =  f(x).  0  <  x  <  L,  de  la  solution  al  problema 
con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  asociado  al  problema  de  flujo  de  calor  como  una  serie 
trigonometrica  de  la  forma 

(1)  fix)  =  2  c„  sen  (-—-'j  . 


Recordemos  que  la  serie  de  Fourier  para  una  funcion  impar  definida  en  [  —L,  L]  consta  solo 
de  terminos  seno,  por  lo  que  podrfamos  tratar  de  obtener  (1)  extendiendo  la  funcion /(x), 
0  <  x  <  L,  al  intervalo  ( —L,  L )  de  modo  que  la  funcion  extendida  sea  impar.  Logramos  esto 
definiendo  la  funcion 


faU)  — 


f/U)  - 
I  “/(“A')  . 


0  <  x  <  L  , 
-L  <  x  <  0  . 


y  extendiendo  f0(x)  para  toda  x  usando  la  periodicidad  con  periodo  2L.  Como/„(x)  es  una 
funcion  impar,  tiene  una  serie  de  Fourier  que  consta  solo  de  terminos  seno.  Ademas,/C(x)  es 
una  extension  de/(x),  pues/Q(x)  =f(x)  en  (0,  L).  Esta  extension  se  llama  la  extension  im¬ 
par  con  periodo  2 L  de/(x).  El  desarrollo  en  serie  de  Fourier  resultante  se  llama  un  desarro- 
llo  de  medio  rango  para  f{x),  pues  representa  a  la  funcion/(x)  en  (0,  L),  que  es  la  mitad  del 
intervalo  ( —L,  L)  donde  representa  a/c(x). 


:  Fstrictamcntc,  hemos  extendido/0(.v)  para  toda  x  distinta  de  los  multiplos  enteros  de  L.  Los  aspectos  de  continui- 
dad  tambien  sugieren  con  frecuencia  los  valores  adecuados  para  las  funciones  extendidas  en  algunos  de  estos  pun- 
tos.  La  figura  10.1 1  de  la  pagina  609  ilustra  este  punto. 
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De  manera  similar,  podemos  definir  la  extension  par  con  periodo  2 L  de/(x)  como  la 
funcion 


(f{x)  ,  0  <  x  <  L  , 

l/(-,t)  ,  L  <  x  <  0  , 


de  modo  que/e(x  +  2 L)  =  fe(x). 

Para  ilustrar  las  diversas  extensiones,  consideremos  la  funcion  f(x)  =  x,  0  <  x  <  tt.  Si 
extendemos/(x)  al  intervalo  ( —  tt,  tt)  usando  un  periodo  tt,  entonces  la  extension  /esta  da- 
da  por 


( x  ,  0  <  x  <  7 r  , 

Lx  +  77,  —  77  <  X  <  0  , 


con  f(x  +  2tt)  =  f{x).  En  el  problema  14  de  los  ejercicios  10.3,  el  lector  calculo  la  serie  de 
Fourier  para  f(x)  y  vio  que 


l(x)  ~  -tt  —  2  —sen  2m  , 
2  n-  \  n 


que  consta  de  funciones  impares  (los  terminos  seno)  y  funciones  pares  (el  termino  cons- 
tante),  pues  la  extension  con  periodo  tt  f(x)  no  es  par  ni  impar.  La  extension  impar  con 
periodo  27rde/(x)  es  justamente/c(x)  =  x,  —  tt  <  x  <  tt,  que  tiene  el  desarrollo  en  serie 
de  Fourier 


00  / _  |  v?  +  1 

(2)  f0(x)  ~  2  2  - sennx 

n  =  i  n 


(vease  el  problema  9  en  los  ejercicios  10.3).  Como  f0(x)  =f(x)  en  el  intervalo  (0,  77),  el  de- 
sarrollo  en  (2)  es  un  desarrollo  de  medio  rango  para  f{x).  La  extension  par  con  periodo  2tt 
de/(x)  es  la  funcion fe(x)  =  \x  \ ,  —tt  <  x  <  tt,  que  tiene  el  desarrollo  en  serie  de  Fourier 

,  ™  1 

(3)  f-{x)  =  T-  ~  —  2  —  +C0S  (2 n  +  l)x 

2  77  n  =  0  [2n  +  1  ) 


(vease  el  problema  10  de  los  ejercicios  10.3). 

Las  tres  extensiones  anteriores,  la  funcion  con  periodo  tt  f(x),  la  funcion  impar  fa{x) 
con  periodo  y  la  funcion  par  fe(x)  con  periodo  277  son  extensiones  naturales  de/(x).  Existen 
otras  formas  de  extender  a/(x).  Por  ejemplo,  la  funcion 


g{x) 


0  <  X  <  TT  , 

—  TT  <  X  <  0  , 


a(*  +  2tt)  -  g(x)  , 


que  estudiamos  en  el  ejemplo  3  de  la  seccion  10.3,  tambien  es  una  extension  de/(x).  Sin 
embargo,  su  serie  de  Fourier  contiene  terminos  seno  y  coseno  y  por  lo  tanto  no  es  tan  util 
como  las  extensiones  anteriores.  Las  graficas  de  estas  extensiones  de/(x)  aparecen  en  la 
figura  10.11. 
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400 


g  0) 


— 37T  — 27T  — 7T  7T  2-7T  37T 

(d)  Otra  extension  con  periodo  2  7r 


Figura  10.11  Extensiones  de/(x)  =  x,  0  <  x  <  tt 


Los  desarrollos  en  serie  de  Fourier  para/c(x)  y  fe(x)  dados  en  (2)  y  (3)  representan  a 
f(x)  en  el  intervalo  (0,  tt)  (en  realidad,  son  iguales  a  f(x)  en  (0,  7r)).  Esto  motiva  las  si- 
guientes  definiciones. 


a 


SERIES  DE  SENOS  Y  COSENOS  DE  FOURIER 


Definicion  2.  Sea  f(x)  continua  por  partes  en  el  intervalo  [0,  7].  La  serie  de  cose¬ 
nos  de  Fourier  de  f(x)  en  [0,  7]  es 


(4) 


donde 


Uq  'V'  n  TTX 

J  +  Zan  cos—  , 


(5) 


,  v  n  TTX  J 

f{x)  cos  dx 


n  =  0,  1, . .  .  . 


La  serie  de  senos  de  Fourier  de  f(x)  en  [0,  7]  es 


(6) 


donde 


(7) 


2  b„  sc 


n  ‘TTX 

,7scn—  * 

tt=  i  / 


b„  =  y  j  f(x)f>en^rdx 


n  —  1,2 . 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


EJEMPLO  2 


La  serie  trigonometrica  en  (4)  es  justamente  la  serie  de  Fourier  para/c(x),  la  extension 
par  con  periodo  2 T  de/(x),  y  la  de  (6)  es  la  serie  de  Fourier  para/0(x),  la  extension  impar 
con  periodo  2 T de  /'(x).  Estos  son  los  desarrollos  de  medio  rango  para  f(x). 


Calcule  la  serie  de  Fourier  para 


0  ^  x  i  tt/2  , 

77/2  ^  X  -S.  77  . 


Usamos  la  formula  (7)  con  T  =  77  para  obtener 

2 


_2 

77 


f{x)  sen  nxdx 


■/2  2 

x  sen  nxdx  +  m 


r/2 


(77  —  xjseimxtfc 


njt 


tr/r  Jo 
2 

2 

77« 


wsen  udu  +  2  |  sen  nxdx 

tt/2 


77/2 


u  itcnudu 


!  sen  u  n  cos  u  1 

7T„/2  2 

7177 

COS  7771  ^  COS  ^7- 

L.  J 

0  « 

2 

-  [sen#  —  u  cos  «] 


TTtlf'l 


4  nir 
— ^sen — 


0  ,  n  par  , 

4(  — 


n  impar  , 


rrn 


Asi  que  al  hacer  n  =  2k  +  1,  tenemos  que  la  serie  de  senos  de  Fourier  para/(x)  es 


(8) 


4 

^2 


TT 


k~  0 


(2*  +  1) 


,sen(2A  +  1  ).r  =  —  {s 

"  77  L 


1  1 

—  S  sen  x - sen  3x  H - sen  5jt  + 

9  25 


} 


Al  igual  que  en  el  ejemplo  1,  la  funcion/(x)  es  continua  y  f'(x)  es  continua  por  partes 
en  (0,  77),  de  modo  que  el  teorema  2  acerca  de  la  convergencia  puntual  de  las  series  de  Fou¬ 
rier  implica  que 


/(■')  =  i  { 


sen*  -  ^sen3x  +  ^senSjc  -  sen  lx  + 


para  tod  a  x  en  [0,  77]. 

Regresemos  al  problema  de  flujo  de  calor  en  una  dimension. 


Determinar  la  solucion  del  problema  de  flujo  de  calor 

'y 

dti  -d~u  „  „ 

(9)  —  =  2—-^  ,  0<jc<77,  t  >  0  , 


tit  dx 

(10)  w( 0,  t)  =  u(ir,  f)  =  0  ,  l>0, 

0  <  x  ^  77/2  , 
x  ,  77/2  s  jr  <  77  . 


(ID 


w(x,  0)  =  | 

l  77  - 
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SOLUCION  A1  comparar  la  ecuacion  (9)  con  la  ecuacion  (1)  de  la  seccion  10.2  (pagina  580),  vemos  que 
/i  =  2  y  L  =  7 r.  Por  lo  tanto,  solo  necesitamos  representar  u (x,  0)  =/( x)  en  una  serie  de  se¬ 
nos  de  Fourier  (vease  la  ecuacion  (12)  de  la  pagina  583)  de  la  forma 

2  c„  sen  nx  . 

17-  1 


En  el  ejemplo  1  obtuvimos  este  desarrollo  y  mostramos  que 

0  ,  n  par  , 

4(-l  f-W 

O 

TTfl “ 


Cn  =  — j-sen-~  = 

7 Til  2 


n  impar  . 


Por  lo  tanto,  de  la  ecuacion  (11)  en  la  pagina  582,  vemos  que  la  solucion  del  problema  de 
flujo  de  calor  (9)-(  11)  es 


u{ x,  t)  =  2  c„e  2n  ‘  s 


sen  nx 


a  «  ( _  I 

-  y  y  +  1^ 

7T^0(2k+\f 


-2  tc 


1  —  t Sr  —  i  1  ..-5iif„ 


=  —  <,  e  “  sen j:  -  —  e  “’‘sen  3x  +  —  e~v  'sen  5x  + 
7T  [  9  25 

La  figura  10.12  muestra  un  bosquejo  de  una  suma  parcial  para  u(x,  t). 


}■ 


Figura  10.12  Suma  parcial  para  u(x,  t )  en  el  ejemplo  2 


E  J  ERCICIOS 


10.4 


En  los  problemas  1  a  4,  determine  (a)  la  extension  con 
periodo  77,  /,  (b)  la  extension  impar  f0  con  periodo  2Try 
(c)  la  extension  par  fe  con  periodo  2tt  para  la  funcion 
dadafy  bosqueje  sus  graficas. 


1.  f(x)  =  x2  , 


2.  f{x)  =  sen  2x 

3-/W  =1°  ’ 


0  <  x  <  77  . 

0  <  x  <  77/2  , 
77/2  <  x  <  77  , 


0  <  x  <  77  . 


4.  f(x)  =  Tt-  X 


0  <  x  <  77  . 
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En  los  problemas  5  a  10,  calcule  la  serie  de  senos  de  Fou- 


rier 

para 

lafuncion 

dada. 

5. 

m 

=  -1  , 

0  <  x  <  1  . 

6. 

/to 

=  COS  X  , 

0  <  X  <  TT  . 

7. 

fix) 

•> 

=  , 

0  <  X  <  TT  . 

8. 

fix) 

—  77  —  X 

,  0  <  X  <  TT 

9. 

fix) 

=  x  —  x2 

,  0  <  X  <  1 

10. 

fix) 

=  e*  . 

0  <  A  <  1  . 

En  los  problemas  11  a  16,  calcule  la  serie  de  cosenos  de 
Fourier  para  lafuncion  dada. 

11.  f{x)  =7 T  —  X  ,  0  <  X  <  7T  . 

12.  f{x)  —  1  +  X  ,  0  <  X  <  TT  . 

13.  fix)  =  e*  ,  0  <  x  <  1  . 

14.  f{x)  =  e~x  ,  0  <  x  <  1  . 


15.  f(x)  ~  sen  a:  ,  0  <  x  <  tt  . 

16.  f(x)  =  x  —  x2  ,  0  <  x  <  1  . 


En  los  problemas  17  a  19,  determine  la  solucion  del  pro- 
blema  deflujo  de  color 


i Hu 
dt 


-  5 


d2u 

dx2 


0  <  X  <  TT 


t  >  0 


m(0,  i)  =  u{w ,  f)  =  0  ,  t  >  0  , 
u{x,  o)  =  f{x)  ,  0  <  X  <  TT  , 


donde  f(x)  esta  dada. 


17.  f(x)  = 
19.  f{x)  = 


1  -  cos  2x  . 

ix  —  TT  t 


18.  fix)  —  x(tt  —  x)  . 
0  <  x  *■-  irjl  , 

7t/2  <  X  <  7T  . 


10.5  LA  ECUACION  DEL  CALOR 


En  la  seccion  10.1  desarrollamos  un  modelo  para  el  flujo  del  calor  en  un  alambre  uniforme 
aislado  cuyos  extremos  se  mantienen  a  la  temperatura  constante  0°C.  En  particular,  vimos 
que  la  temperatura  u(x,  t)  en  el  alambre  queda  descrita  mediante  el  problema  con  valores  ini- 
ciales  y  en  la  frontera 


(1) 

m2 

_  o  u 

0  <  x  <  L 

dt 

=  , 
dx~ 

(2) 

m( .o,  /) 

=  u{L,  t ) 

=  0  ,  t  >  0 

(3) 

u(x.  0) 

=/W  . 

0  <  A  <  L 

(veanse  las  ecuaciones  (7)-(9)  de  la  seccion  10.1,  pagina  578).  En  este  caso,  la  ecuacion  (2) 
especifica  que  la  temperatura  en  los  extremos  del  alambre  se  anula,  mientras  que  la  ecuacion 

(3)  especifica  la  distribucion  inicial  de  la  temperatura. 

En  la  seccion  10.2  obtuvimos  tambien  una  solucion  formal  de  (l)-(3)  usando  separacion 
de  variables.  Ahf  vimos  que  la  solucion  de  (l)-(3)  tiene  la  forma 

00 

(4)  u(x,  f)  =  2  c  sen— y—  , 

donde  los  c„  son  los  coeficientes  en  la  serie  de  senos  de  Fourier  para  f{x)\ 

OO 

(5)  f(x)  =  2  c„  sen^  . 

En  otras  palabras,  resolver  (l)-(3)  se  reduce  a  calcular  la  serie  de  senos  de  Fourier  para  la 
funcion  de  valores  iniciales/(x). 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


En  esta  seccion  analizamos  los  problemas  de  flujo  de  calor  donde  los  extremos  del 
alambre  estan  aislados  o  se  mantienen  a  una  temperatura  constante  no  nula.  (Esto  ultimo  im- 
plica  condiciones  no  homogeneas  en  la  frontera.)  Tambien  analizaremos  el  problema  cuando 
una  fuente  de  calor  agrega  calor  al  alambre.  (Esto  produce  una  ecuacion  diferencial  ordinaria 
no  homogenea.)  Tambien  analizamos  el  problema  de  flujo  de  calor  en  una  placa  rectangular, 
que  conduce  al  tema  de  series  de  Fourier  dobles.  Concluimos  esta  seccion  con  un  analisis  de 
la  existencia  y  unicidad  de  las  soluciones  al  problema  de  flujo  de  calor. 

En  el  modelo  de  flujo  de  calor  en  un  alambre  uniforme,  reemplacemos  la  hipotesis  de  que 
los  extremos  del  alambre  de  mantienen  a  temperatura  constante  nula  y  en  vez  de  ello,  suponga- 
mos  que  los  extremos  del  alambre  estan  aislados,  es  decir,  no  fluye  calor  hacia  afuera  (o  hacia 
adentro)  por  los  extremos  del  alambre.  El  principio  de  conduction  del  calor  (vease  la  seccion 
10.1)  implica  que  el  gradiente  de  temperatura  debe  anularse  en  estos  extremos,  es  decir, 

<>». 

En  el  siguiente  ejemplo  obtenemos  la  solucion  formal  del  problema  de  flujo  de  calor  con  es- 
tas  condiciones  en  la  frontera. 

Determinar  una  solucion  formal  del  problema  de  flujo  de  calor  descrito  por  el  problema  con 
valores  iniciales  y  en  la  frontera 


(6) 

du 

„  d2tt 

0  <  X  <  L  , 

=  , 

dt 

dx 2 

(7) 

><) 

du  I  s. 

=  0  ,  1  >  0 

m 

n(.r,  0) 

=  /(*}  . 

0  <  x  <  L  . 

Usamos  el  metodo  de  separation  de  variables  para  suponer  que 
u(x,  t)  =  X(x)T(t)  . 

Al  sustituir  en  la  ecuacion  (6)  y  separar  variables  como  en  la  seccion  10.2  (vease  la  ecuacion 
(5)  de  la  pagina  580),  obtenemos  las  dos  ecuaciones 

(9)  X"(x)  -  KX{x)  =  0  , 

(ID)  Tit)  -  [3KT\t)  =  0  , 

donde  K  es  cierta  constante.  Las  condiciones  en  la  frontera  (7)  se  convierten  en 
X'(0)r(f)  -  0  y  X'{L)T{t)  -  0  . 

Para  que  estas  ecuaciones  se  cumplan  para  toda  t  >  0,  tenemos  que  i'(t)  =  0,  lo  que  implica 
que  u(x,  t)  =0,o  bien 

(ID  r(o)  =  x'(l)  -  o  . 

Al  combinar  las  condiciones  en  la  frontera  (11)  con  la  ecuacion  (9)  obtenemos  el  problema 
con  valores  en  la  frontera 

(12)  X"(x}  -  KXix)  =  0  ;  X'(0)  ^  =  0  , 

donde  K  puede  ser  cualquier  constante. 
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Para  determinar  las  soluciones  no  triviales  de  (12),  comenzamos  con  la  ecuacion  auxi- 
liar  r2  —  K  =  0.  Cuando  K  >  0,  argumentos  similares  a  los  utilizados  en  la  seccion  10.2 
muestran  que  no  hay  soluciones  no  triviales  de  (12). 

Cuando  K  =  0,  la  ecuacion  auxiliar  tiene  la  ralz  repetida  0  y  una  solucion  general  de  la 
ecuacion  diferencial  es 

A(jc)  =  A  +  Bx  . 

Las  condiciones  en  la  frontera  en  (12)  se  reducen  a  B  =  0  con  A  arbitraria.  Asf,  para  K  =  0.  las 
soluciones  no  triviales  de  (12)  son  de  la  forma 

X(x )  =  c0  , 

donde  c0  =  A  es  una  constante  arbitraria  no  nula. 

Cuando  K  <  0,  la  ecuacion  auxiliar  tiene  las  ralces  r  =  ± z'V  —  K.  Asf,  una  solucion  ge¬ 
neral  de  la  ecuacion  diferencial  en  (12)  es 

X(x)  =  Cj  cos  X'  —Kx  +  CjsenV—  Xx  . 

Las  condiciones  en  la  frontera  en  (12)  conducen  al  sistema 


V=kc2  =  o  , 

—  ^f—KCi  sen V— AL  +  V^KCZ  cos  VWO.  =  0  . 

Por  lo  tan  to,  C2  =  0  y  el  sistema  se  reduce  a  resolver  C\  sen  V  —KL  =  0.  Como  sen  V  —KL  = 
0  solo  cuando  V  — KL  =  mr,  donde  n  es  un  entero,  obtenemos  una  solucion  no  trivial  solo 
cuando  V  —K  =  mr/L  o  K  =  — ( mr/L )2,  n  =  1,  2,  3,  ...  .  Ademas,  las  soluciones  no 
triviales  (funciones  propias)  Xn  correspondientes  al  valor  propio  K  =  —(mr/L)2  estan  dadas 
por 


(13)  X„(x)  =  c„cm—£~  , 

donde  las  cn  son  constantes  arbitrarias  no  nulas.  De  hecho,  la  formula  (13)  tambien  es  valida 
para  n  =  0,  pues  K  =  0  tiene  las  funciones  propias  A0(.r)  =  c(l. 

Una  vez  determinado  que  K  =  —(mr/L)2,  n  =  0,  1,  2,  ...  ,  consideremos  la  ecuacion 
(10)  para  tales  K: 

T’(t)  +  f3(mr/L)2T{t)  =  0  . 

Para  n  =  0, 1,  2, .  . . ,  la  solucion  general  es 

Tn(t)  =  bne-^m^r'  , 

donde  las  bn  son  constantes  arbitrarias.  Al  combinar  esto  con  la  ecuacion  (13),  obtenemos  las 
funciones 


un{x,  t)  =  Xn\x)Tjj) 


C„  COS- 


[bne-^tt7rlLYt]  , 


nirx 


un(x,  t)  —  ane  PWL}vcos— 


donde  an  =  bncn  es,  de  nuevo,  una  constante  arbitraria. 
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Si  consideramos  una  serie  infinita  de  estas  funciones,  obtenemos 

OO 

(14)  u(x,t)  ~  +  2  ane~P[m'ILr!  cos— p—  , 

Z  a- 1  L 

que  sera  una  solucion  de  (6)-(7)  siempre  que  la  serie  tenga  el  comportamiento  de  convergen- 
cia  adecuado.  Observe  que  en  (14)  hemos  alterado  el  termino  constante  y  lo  hemos  escrito 
como  a()/2,  produciendo  asf  la  forma  canonica  para  los  desarrollos  de  cosenos. 

Supongamos  que  una  solucion  de  (6)-(7)  esta  dada  por  la  serie  en  (14);  sustituyendo  es- 
to  en  la  condicion  inicial  (8),  obtenemos 

,  ,  an  v1  f,7rx  ,  \ 

(15)  u(x,  0)  =  —  4-  an  cos  i —  =  f(jr)  ,  0  <  ,v  <  L  . 

2  #i  =  i  L 

Esto  significa  que  si  elegimos  a„  como  los  coeficientes  en  la  serie  de  cosenos  de  Fourier 
para  f 


entonces  u(x,  t )  dada  en  (14)  sera  una  solucion  formal  del  problema  de  flujo  de  calor 
(6)-(8).  De  nuevo,  si  este  desarrollo  converge  a  una  funcion  continua  con  segundas  derivadas 
parciales  continuas,  entonces  la  solucion  formal  es  una  solucion  genuina.  ■ 

Observe  que  los  terminos  individuales  en  la  series  (4)  y  (14)  son  soluciones  genuinas 
de  la  ecuacion  del  calor  y  las  condiciones  en  la  frontera  asociadas  (pero  no  de  la  condicion 
inicial,  por  supuesto).  Estas  soluciones  se  llaman  los  modos  del  sistema.  Observe  que  el  fac¬ 
tor  de  tiempo  e  ls("^/i-)2'  t|ecae  mas  rapido  para  los  modos  mas  oscilatorios  (n  grande).  Esto 
tiene  sentido  ffsico;  un  patron  de  temperatura  con  muchas  franjas  calientes  y  frias  alternantes 
ordenadas  de  manera  muy  cercana  entre  si  se  equilibrara  mas  rapido  que  un  patron  mas  uni¬ 
forme.  Vease  la  figura  10.13  de  la  pagina  640. 

Una  buena  forma  de  expresar  como  “funciona”  la  separacion  de  variables  es  la  siguien- 
te:  el  perfil  inicial  de  temperatura/(x)  se  descompone  en  modos  a  traves  del  analisis  de  Fou¬ 
rier  (las  ecuaciones  (5)  o  (15)).  Entonces  cada  modo  se  relaciona  con  un  factor  de  decai- 
miento  con  respecto  del  tiempo  (ecuaciones  (4)  o  (14))  y  evoluciona  en  el  tiempo  de  acuerdo 
con  esto. 

Cuando  los  extremos  del  alambre  se  mantienen  a  0°C  o  cuando  estan  aislados,  las  con¬ 
diciones  en  la  frontera  son  homogeneas.  Pero  cuando  los  extremos  del  alambre  se  mantie¬ 
nen  a  temperaturas  constantes  distintas  de  cero,  es  decir, 

(16)  w(0,  f)  =  U\  y  u{L,  t)  =  U2  ,  t  >  0  , 

entonces  las  condiciones  en  la  frontera  son  no  homogeneas. 

Por  nuestra  experiencia  con  los  problema  de  vibracion  en  la  seccion  4.12,  esperamos 
que  la  solucion  del  problema  de  flujo  de  calor  con  condiciones  no  homogeneas  en  la  frontera 
conste  de  una  solucion  de  estado  estacionario  v(x)  que  satisfaga  las  condiciones  no  homo¬ 
geneas  en  la  frontera  en  (16)  mas  una  solucion  transitoria  w(x,  f);  es  decir. 

u(x,  t )  =  v(x)  +  w(x,  t )  , 

donde  w(x,  t)  y  sus  derivadas  parciales  tienden  a  cero  cuando  t  — >  oo.  La  funcion  w(x,  t) 
satisfara  entonces  condiciones  homogeneas  en  la  frontera,  como  muestra  el  siguiente 
ejemplo. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


u 


(c)  n  —  2  (d)  n  =  3 


Figura  10.13  Modos  para  la  ecuacion  (14) 


Determinar  una  solucion  formal  del  problema  de  flujo  de  calor  descrito  mediante  el  proble- 
ma  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera 

,  .  _  .  3  a  3  n  ^  ^  .  T  .  ... 

(17)  —  -  (3— -y  ,  0  <  x  <  L  ,  l  >  0  , 

at  dx 

(18)  m(0,  /)=[/,,  u(L,  t )  =  t/2  ,  t  >  0  , 

(19)  «(*,  0)  =  /(jr)  ,  0  <  x  <  /,  . 

Supongamos  que  la  solucion  u(x,  t)  consta  de  una  solucion  de  estado  estacionario  v(x)  y 
una  solucion  transitoria  w{x,  f);  es  decir. 


(20)  u{x,  t)  —  +  ti'fx.  l)  . 
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A1  sustituir  esta  forma  de  u(x,  t )  en  las  ecuaciones  (17)-(19)  obtenemos 

(21)  —  =  — =  /3u"(j +  0  <x<L,  f>0 

dt  dt  dx 

t  >  0  . 


(22)  v(0)  +  w(0,  /)  =  U ,  ,  u(l)  +  w(i,  f)  =  f/2 

(23)  u(.r)  +  iv(x,  0)  =  f{x)  ,  0  <  x  <  L  . 


Si  hacemos  t  — *  oo  en  (21)-(22),  suponiendo  que  w(x,  t)  es  una  solucion  transitoria,  obtene¬ 
mos  para  el  estado  estacionario  el  problema  con  valores  en  la  frontera 

v"(x)  =  0  ,  0  <  a-  <  L  , 

i>(0)  =  U [  ,  v(L)  =  U2  . 

De  aquf  determinamos  que  v(x)  =  Ax  +  B,  y  elegimos  Ay  B  de  modo  que  las  condiciones 
en  la  frontera  se  satisfagan,  de  donde 


(24)  v{x )  =  Ui  + 


(U%  -  Ui) x 


es  la  solucion  de  estado  estacionario. 

Con  esta  election  de  v(x),  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  (21)-(23) 
se  reduce  al  siguiente  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  para  w(x,  t): 


t  >  0 


(25) 

Bw 

=  ^  , 

0  <  x  <  1.  , 

dt 

dx 2 

(26) 

w(0,  t) 

II 

p* 

II 

O 

A 

o 

w{x,  0) 

=  /&-  Vi 

(£/,  -  x 

(27) 

L 

0  <  .v  <  L  . 


Recuerde  que  una  solucion  formal  de  (25)-(27)  esta  dada  por  la  ecuacion  (4).  Por  tanto, 

no 

-  2  sen^  „ 

n=  1  Ls 

donde  c„  son  los  coeficientes  del  desarrollo  en  serie  de  senos  de  Fourier 
(U2  -  Ui)x 


/W  ~  - 


2  c„  sen 


nirx 


L  n~  L  ' 

Por  consiguiente,  la  solucion  formal  de  (17)-(  19)  es 

(<y2  -  ux)x 


(28)  u(x,  t)  =  U]  + 


+  2  cner^!L)h 

H  =  J 


riTTX 


sen- 


L  * 


con 


c„  = 


0  L 


fix)  -  EA  - 


(U2  -  U])x 


mrx 

sen—. — dx 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


En  el  siguiente  ejemplo  consideramos  el  problema  de  flujo  de  calor  cuando  tenemos  una 
fuente  de  calor  independiente  del  tiempo.  (Recuerde  la  deduccion  en  la  seccion  10.1.) 

Determinar  una  solucion  formal  del  problema  de  flujo  de  calor  descrito  por  el  problema  con 
valores  iniciales  y  en  la  frontera 


_  9 

(29)  —  =  ft ~  +  P\x)  ,  0  <  x  <  L  ,  l  >  0  v 

Bt  Bx 

(3(1)  h(0,  f)  =  U[  ,  u'\L,  l)  =  U'2  ,  l  >  0  , 

(31)  u(jr,  0)  —  f(x)  ,  0  <  x  <  L  , 


Primero  suponemos  que  la  solucion  constante  de  una  solucion  de  estado  estacionario  v(x)  y 
una  solucion  transitoria  w(x,  t),  a  saber, 

w(,r,  t)  -  v(x)  +  w(x,  t) 

donde  w(x,  t)  y  sus  derivadas  parciales  tienden  a  cero  cuando  t  — *  oo.  A1  sustituir  esta  forma 
de  u(x,  t )  en  (29)-(31)  se  llega  a 

(32)  —  -  —  -  f5vtt{x)  +  p— 7  +  P(x)  ,  0  <  x  <  L  ,  t  >  0  , 

dt  dt  dx2 

(33)  v{0)  +  w{0,  /)  -  U\  ,  v(L)  +  w(L,  t)  =  U2  ,  t  >  0  , 

(34)  v(j)  +  w(jc,  0)  =  f(x)  ,  0  <  x  <  L  . 


A1  hacer  t  — »  oo  en  (32)-(33),  obtenemos  el  problema  con  valores  en  la  frontera  para  el 
estado  estacionario, 

v"{x)  =*  — ,  0  <  x  <  L  , 

u(0)  =  (7,  ,  v(L)  =  U2  ■ 

Podemos  obtener  la  solucion  de  este  problema  con  valores  en  la  frontera  mediante  dos  inte- 
graciones,  usando  las  condiciones  en  la  frontera  para  determinar  las  constantes  de  integra- 
cion.  El  lector  puede  verificar  que  la  solucion  esta  dada  por  la  formula 


(35) 


V)  =  V: 


U,  + 


o 


dz 


L  +  t/'- 


P(s)ds  \cL 


Con  esta  eleccion  de  v(x),  vemos  que  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  fron¬ 
tera  (32)-(34)  se  reduce  al  siguiente  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  para 
w(x,  t): 

(jVv  i)2W 

(36)  —  =  p~  ,  0  <  x  <  L  ,  t  >  0  , 

dt  dx~ 

(37)  vv(0,  t)  =  w(L ,  0=0,  !>0, 

(38)  u'(.r,  0)  =  f(x)  ~  v(x)  ,  0  <  x  <  L  , 
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EJEMPLO  4 


SOLUCION 


donde  v(x)  esta  dado  por  la  formula  (35).  Como  antes,  la  solucion  de  este  problema  con  va- 
lores  iniciales  y  en  la  frontera  es 

(39)  w(x,  t)  =  I  sen--^- , 

donde  debemos  determinar  cn  a  partir  del  desarrollo  en  serie  de  senos  de  Fourier  de 
/( x)  ~  v(x): 

(40)  /(*)  -  w(jt)  =  2  c;1scn-p  . 

n  =  I  l.j 

Asf,  la  solucion  formal  de  (29)-(31)  esta  dada  por 
w(x,  t)  —  t.'(x)  +  w(x,  t)  , 

donde  v(x)  aparece  en  (35)  y  w(x,  t )  queda  determinada  por  (39)-(40).  ■ 

El  metodo  de  separacion  de  variables  tambien  se  puede  aplicar  a  problemas  de  dimen¬ 
sion  mayor.  Por  ejemplo,  considere  el  problema  de  flujo  de  calor  en  una  placa  rectangular 
con  lados  x  =  0,  x  =  L,  y  =  0  y  y  =  W.  Si  los  dos  lados  y  =  0,  y  =  W  se  mantienen  a  la  tem- 
peratura  constante  de  0°C  y  los  dos  lados  x  =  0,  x  =  L  estan  perfectamente  aislados,  enton- 
ces  el  flujo  de  calor  queda  descrito  mediante  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  fronte¬ 
ra  del  siguiente  ejemplo  (vease  la  figura  10.14). 


y 


Figura  10.14  Placa  con  lados  aislados 


Determinar  una  solucion  formal  u{x,  y,  t )  del  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera 

(41)  ~  =  p  ,  0  <  x  <  L  ,  0<y<W,  t  >  0  , 

dt  L.  8x  dy~ ) 

(42)  ^(0,  y,  t)  =  I"  (L,  y,  t)  ~  0  ,  0  <  y  <  W  ,  t  >  0  , 

(43)  u[x,  0,  /)  =  u(x,  W,  t)  —  0  ,  0  <  x  <  L  ,  t  >  0  , 

(44)  u{x,y,  0)  =  f{x,  y)  ,  0  <x<  L  .  0  <y  <  W  , 

Si  suponemos  una  solucion  de  la  forma  u(x,  y,  t )  =  V(x,  y)T(t),  entonces  la  ecuacion  (41)  se 
separa  en  las  dos  ecuaciones 

(45)  T'it)  -  pKT{t)  =  0  , 

y)  +  y )  ~  KV(X>  v)  =  o  , 

r)x  dy 


(46) 
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donde  K  puede  ser  cualquier  constante.  Para  resolver  la  ecuacion  (46),  de  nuevo  usamos  se- 
paracion  de  variables.  Ahora  suponemos  que  V{x,  y )  =  X(x)Y{y).  Esto  nos  permite  separar 
la  ecuacion  (46)  en  las  dos  ecuaciones 

(47)  X"(x)  -  JX{x)  =  0  , 

(48)  r(y)  +  (J-  K)Y(y)  =  0  , 

donde  J  puede  ser  cualquier  constante  (vease  el  problema  29  en  los  ejercicios  10.2). 

Para  determinar  X{x),  observamos  que  las  condiciones  en  la  frontera  en  (42),  en  termi- 
nos  de  las  variables  separadas,  se  convierten  en 

r(o)y(v)7'0)  =  xr(z,)y(.v)7’(/)  =  o ,  o  <  >-  <  w ,  t>  o  . 

Por  tanto,  para  obtener  una  solution  no  trivial,  debemos  tener 

(49)  JjT'(O)  =  X’{L)  =  0  . 

El  problema  con  valores  en  la  frontera  para  X  dada  en  las  ecuaciones  (47)  y  (49)  fue  resuelto 
en  el  ejemplo  1  (veanse  las  ecuaciones  (12)  y  (13)).  En  este  caso,  J  =  —  {rmr/L)2, 
m  =  0,  1,  2, .  .  . ,  y 


donde  las  cn  son  arbitrarias. 

Para  determinar  E(y),  primero  observamos  que  las  condiciones  en  la  frontera  en  (43)  se 
convierten  en 

(50)  7(0)  =  Y{W)  =  0  . 

A  continuacion,  sustituimos  J  =  —  ( imr/L )2  en  la  ecuacion  (48)  para  obtener 

Y"{y)  (K  +  (m7r/Lf)Y{y)  =  0  , 
lo  que  escribimos  como 

(51)  Y"{y)  -  EY{y )  =  0  „ 

donde  E  =  K  +  (rmr/L)2.  Ya  hemos  resuelto  el  problema  con  valores  en  la  frontera  para  Y, 
consistente  en  (50)-(51).  En  la  seccion  10.2  (veanse  las  ecuaciones  (7)  y  (9),  paginas  605 
y  606)  mostramos  que  E  =  —(mr/W)2,  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  ,  y  las  soluciones  no  triviales  estan 
dadas  por 


atl  sen 


mry 


donde  las  an  son  arbitrarias. 

Como  K  =  E  —  {rmr/L)2,  tenemos  que 

K  «■  ^{mr/Wf  -  (mv/Lf  ,  m  =  0,  1, 2 .  n  -  1,2,  3 . 

A1  sustituir  K  en  la  ecuacion  (45),  podemos  determinar  T(t)  y  obtener 

T  (t)  =  b 

x  run  \1/  tywri^ 
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A1  sustituir  Xm,  Yn  y  Tmn,  tenemos 


donde  amn  anbmncm  (m  =  0,  1,  2, .  .  .  ,  n  =  1,  2,  3, ...  )  son  constantes  arbitrarias. 

Si  ahora  consideramos  una  serie  infinita  doble  de  tales  funciones,  obtenemos  la  serie 
formal 


(52) 


{x,  y,f)=  2  2  amne~^+,pfw^vlt 


m  -  0  «  =  I 


mrrx  nrry 
cos  — - — sen 

L  W 


Ahora  podemos  aplicar  las  condiciones  iniciales  (44).  A1  hacer  t  =  0,  obtenemos 

CO  oo 


(53)  u{x,  y,  0)  =  fix,  y) 


2  2  a„ 

m=0  ~  I 


M7TX  H7TV 

i  cos — - — sen  w 

Z-  rV 


Esta  es  una  serie  doble  de  Fourier. '  Las  formulas  para  los  coeficientes  amn  se  obtienen  utili- 
zando  dos  veces  las  condiciones  de  ortogonalidad.  Supongamos  que  se  cumple  (53)  y  que 
podemos  integral'  termino  a  termino;  multiplicamos  cada  lado  por  cos(pwx/L)sen(qiry/W) 
e  integramos  con  respecto  de  x  y  y: 


pvx  q  Try 

cos — - — sen— —dydx 
L  W 


=  2  2  a, 

m  -  0  pj  -  I 


L  fW 


0  -'0 


m-rrx  rtiry  pvx  qvv 

cos — - — sen— ~ cos  ——sen— —7- dydx  . 
L  w  L  W 


De  acuerdo  con  las  condiciones  de  ortogonalidad,  cada  integral  de  la  derecha  se  anula,  ex- 
cepto  cuando  m  =  p  y  n  =  q\  asf, 


0  JO 


,  .  pvx  qvv 

fix,  y)  cos-  sen— ^-dydx 


=  dn 


cos 


,,p  vx 


iVjry 

W 


LW 


■'pq 


dx  |  sen2-,,;’  dy  —  < 


LW 


pq 


p  *  0  , 
p-o  . 


Por  consiguiente, 


2  [L  (w  .  .  qvy 

(54)  a0lj  =  —  I  |  J(x,y)i>en—dydx 


q  —  1,  2,  3, , . .  , 


I’ara  un  analisis  de  las  series  dobles  de  Fourier,  vease  Partial  Differential  Equations  of  Mathematical  Physics,  por 
Tyn  Myint-U  (Elsevier  North  Holland,  Inc.,  Nueva  York,  1980),  seccion  5.14. 
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y  para  p  >  1 ,  q  >  1 , 


4  f L  ' w 


Por  ultimo,  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  (41)-(44)  esta 
dada  por  la  ecuacion  (52),  donde  los  coeficientes  quedan  determinados  por  las  ecuaciones 
(54)  y  (55).  ■ 

Existencia  y  unicidad  de  soluciones 

En  los  ejemplos  que  hemos  estudiado  en  esta  seccion  y  en  la  seccion  10.2  logramos  obtener 
soluciones  formales,  en  el  sentido  de  que  podfamos  expresar  la  solucion  en  terminos  de  un 
desarrollo  en  serie  que  consta  de  exponenciales,  senos  y  cosenos.  Para  demostrar  que  estas 
series  convergen  a  soluciones  genuinas,  necesitamos  algunos  resultados  acerca  de  la  conver- 
gencia  de  series  de  Fourier  y  resultados  del  analisis  real  relativos  a  la  convergencia  uniforme. 
No  entraremos  en  detalles,  pero  el  lector  puede  consultar  la  seccion  6.5  del  texto  de  Tyn 
Myint-U  (vease  la  nota  de  pie  de  pagina  621)  para  ver  una  demostracion  de  la  existencia  de 
una  solucion  al  problema  de  llujo  de  calor  analizado  en  las  secciones  10.1  y  10.2.  (Tambien 
ahf  se  da  una  demostracion  de  la  unicidad.) 

Como  serfa  de  esperar,  podemos  usar  las  series  de  Fourier  y  el  metodo  de  separacion  de 
variables  para  obtener  “soluciones”  cuando  los  datos  iniciales  son  discontinues,  pues  las  so¬ 
luciones  formales  solo  requieren  la  existencia  de  una  serie  de  Fourier  convergente.  Esto  nos 
permite  estudiar  problemas  idealizados,  donde  las  condiciones  iniciales  no  coinciden  con  las 
condiciones  en  la  frontera  o  las  condiciones  iniciales  implican  una  discontinuidad  de  salto. 
Por  ejemplo,  podemos  suponer  que  en  un  principio  la  mitad  del  alambre  tiene  una  tempera- 
tura,  mientras  que  la  otra  mitad  tiene  una  temperature  distinta;  es  decir, 


U,  .  0  <  x  <  L/2  , 

U2  ,  L/2  <  x  <  L  . 


Fa  solucion  formal  que  obtendremos  tiene  sentido  para  0  <  x  <  L,  t  >  0,  pero  debemos 
tener  cuidado  al  interpretar  los  resultados  cerca  de  los  puntos  de  discontinuidad  x  =  0, 
L/2  y  L. 

Fa  cuestion  de  la  unicidad  de  la  solucion  del  problema  de  flujo  de  calor  se  puede  respon¬ 
der  de  varias  formas.  Uno  puede  estar  tentado  a  decir  que  el  metodo  de  separacion  de  varia¬ 
bles  proporciona  formulas  para  las  soluciones  y  que  por  tanto  hay  una  unica  solucion.  Sin 
embargo,  esto  no  excluye  la  posibilidad  de  que  haya  soluciones  que  no  puedan  obtenerse 
mediante  el  metodo  de  separacion  de  variables. 

Ciertas  consideraciones  fisicas  nos  indican  que  la  temperatura  maxima  a  lo  largo  de  un 
alambre  no  se  incrementa  de  manera  espontanea  si  no  hay  fuentes  de  calor  que  lo  modifi- 
quen.  De  hecho,  si  los  objetos  calientes  pudieran  extraer  calor  de  los  objetos  frios  sin  inter- 
vencion  externa,  violarfamos  la  segunda  ley  de  termodinamica.  Asf,  ningun  punto  en  un 
alambre  no  calentado  alcanzara  una  temperatura  mas  alta  que  su  temperatura  maxima  inicial. 
Este  tipo  de  afirmaciones  se  llaman  principios  del  maximo  y  se  pueden  demostrar  matema- 
ticamente  para  la  ecuacion  del  calor  y  la  ecuacion  de  Faplace.  Uno  de  tales  resultados  es  el 
siguiente. ' 


'Para  un  analisis  de  los  principios  del  maximo  y  sus  aplicaciones,  vease  Maximum  Principles  in  Differential  Equa¬ 
tions,  por  M.  H.  Protter  y  H.  F.  Weinberger  (Springer-Verlag,  Nueva  York,  1984). 
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PRINCIPIO  DEL  MAXIMO  PARA  LA  ECUACION  DEL  CALOR 


Teorema  6.  Sea  u(x,  t )  una  funcion  continuamente  diferenciable  que  satisface  la 
ecuacion  del  calor 

flit  „  ,  .  ,  _ 

(56)  —  =  j3 — y  ,  0  <  x  <  L  ,  t  >  0  . 

dt  dx2 

y  las  condiciones  en  la  frontera 

(57)  «( 0,  i)  —  u(l,  r)  =  0  ,  t  >  0  , 

Entonces  u(x,  t )  alcanza  su  valor  maximo  en  t  =  0,  para  alguna  x  en  [0,  L],  es  decir, 

max  wfx,  t)  =  max  u(x,  0)  . 

(2 0  '  0 ' 

Os.k^L 


Podemos  usar  el  principio  del  maximo  para  mostrar  que  el  problema  de  flujo  de  calor 
tiene  una  unica  solucion. 


UNICIDAD  DE  LA  SOLUCION 


Teorema  7.  El  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera 

(58)  f  =  (i—2  ,  0  <x<  L,  t>  0  , 

ot  dx 

(59)  «(0,  t)  =  m(L,  i)  =  0  ,  />(.), 

(60)  «(.r,0)=/W,  0  <  x  <  L  , 

tiene  a  lo  mas  una  solucion  continuamente  diferenciable. 


Demostracion.  Supongamos  que  v(x,  t )  y  v(x,  t)  son  funciones  continuamente  dife- 
renciables  que  satisfacen  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  (58)-(60).  Sea 
w  =  u  —  v.  Ahora,  w  es  una  solucion  continuamente  diferenciable  del  problema  con  valores 
en  la  frontera  (56)-(57).  Por  el  principio  del  maximo,  w  debe  alcanzar  su  maximo  en  t  =  0,  y 
como 


w{x.  (l)  =  u{x,  0)  ^  v(x,  0)  =  /( x)  —f{x)  -  0  . 

tenemos  que  w(x,  t)  <  0.  Por  lo  tanto,  u(x,  t)  s  v(x,  t)  para  toda  0  <  x  <  L,  t  s  0.  Un  argu- 
mento  similar  con  w=  v  —  u  implica  que  v(x,  t)  <  u  (x,  t).  Por  lo  tanto,  debemos  tener  u(x, 
t)  =  v(x,  t)  para  toda  0  <  x  <  L,  f  >  0.  Asi,  existe  a  lo  mas  una  solucion  continuamente  di¬ 
ferenciable  del  problema  (58)-(60).  ■ 
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EJ  ERCICIOS 


10.5 


En  los  problemcis  1  a  10,  determine  una  solucion  formal 
del  problema  con  valores  iniciales  y  en  lafrontera  dado. 


1. 


du 

dt 


-  5 


dx2 


0  <  x  <  I 


t  >  0 


m((),  f)  =  m(1,  t)  —  0  ,  t  >  0  , 

u{x,  0)  =  ( 1  —  x)x2  ,  0  <  ,v  <  1  . 


2. 


du  dzu 


0  <  X  <  7 T  ,  t>  0  , 


dr  dx 

«(0,  f)  =  w(tt,  t)  =  0  ,  f  >  0  , 
ulx,  0)  =  x2  ,  0  <  x  <  n  . 


du 
dt 
du , 


,d-u 

'5? 


0  <  X  <  7T  , 


t  >  0  . 


du  , 


— {0,  r)  =  1^(1,  r)  =  0  ,  OO, 

dx  dx 


u(x,  0)  =  x(l  . x)  , 


0  <  x  <  l  . 


5. 


du  _  ou 
dt  dx 2 


0  <  X  <  T7  , 


t  >  0  , 


—  (O.r)  =  4^(tt\  r)  =  0  .  r  >  0  , 
dx  dx 


u(x.  0  ) 


du 


tru 


6.  —  =  7 
dt  dx 


0  <  X  <  7 T  . 

0  <  x  <  7 r  ,  t  >  0 


=  §(*,/}  =  o 


t  >  0  , 
0  <  X  <  7T  . 


u(x,  0)  =  1  —  senx  , 

0  <  X  <  77  ,  t  >  0 


j  du  ^  ,^d2u 
dt  dx 2 


u( 0,  /)  =  5  ,  «(tt,  <}  =  10  ,  t  >  0  , 

h(x,  0)  =  sen3x  -  sen  5x  ,  0  <  x  <  tt  . 


„  du  _  d~u 

O.  ry  ) 

dt  dx~ 


0  <  X  <  TT  ,  t  >  0  , 

t  >  0  , 


«(0,  f)  =  0  ,  m(tt,  t)  ~  3tt  , 

«(x,  0)  —  0,  0  <  x  <  77  . 


n  du  d~u  . 

9.  —  -  +  e 


dt  dx 

u( 0,  t)  ~  ui'tr ,  t)  -  0  ,  /  >  0  , 

u(x,  0)  =  sen  2x  ,  0  <  x  <  tt 


0  <  X  <  77  ,  t  >  0  , 


du 

10.  —  =  3 — 4-  x  . 
dt 


0  <  X  <  77 


/  >  0  . 


dx  v 

’  ;  dx x 

du 

«(jc,  0)  =  x  , 

0  <  X  <  77  , 

dt 

du 

_  d2U 

0  <  x  <  1  ,  t  >  0  , 

dlt 

dt  dx 2 

dx 

u{0,  t)  =  «(t7,  f)  =  0  ,  t  >  0  , 
h(x,  0)  =  senx  ,  0  <  x  <  77  . 

11.  Determine  una  solucion  formal  del  problema  con  va¬ 
lores  iniciales  y  en  la  frontera 


-  4 


d2tt 

dx2 


0  <  X  <  77  ,  t>  0  , 

u{ir,  t)  =  0  ,  r  >  0  , 

tti-K.O)  —  fix]  ,  0  <  X  <  TT  . 

12.  Determine  una  solucion  formal  del  problema  con  va¬ 
lores  iniciales  y  en  la  frontera 

du  _  d2u 
dt  dx2 

h(0,  t)  —  0  ,  u(tt,  r)  4-  ^(tt,  f)  —  0  ,  t  >  0  , 

u(x,  0)  =  /(x)  ,  0  <  X  <  77  , 

13.  Determine  una  solucion  formal  del  problema  con  va¬ 
lores  iniciales  y  en  la  frontera 

du 


0  <  x  <  77 


t  >  0 


,2 

2—y  +  4x  ,  0  <  x  <  rr  , 

dt  dx2 


t  >  0 


«(0,  r)  =  id  tt,  t)  =  0  ,  /  >  0  , 

u(x,  0)  =  sen  x  ,  0  <  x  <  tt  . 

14.  Determine  una  solucion  formal  del  problema  con  va¬ 
lores  iniciales  y  en  la  frontera 


Su  =  3fhf: + 5 

dt  dx~ 


0  <  X  <  77 


t  >  o 


k(0,  t)  =  ii(77,  t)  ~  1  ,  t  >  0  , 
u{x,  0)  =  1  ,  0  <  X  <  77  , 
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En  los  problemas  15  a  18,  determine  una  solucion  for¬ 
mal  del  problema  con  valores  iniciales  y  en  lafi-ontera 


Du 

dt 


D2u  D7u 

- r  4 - r  ,  0  <  X  <  TT 

dx~  9V 


0  <  y  <  7T 


t>  0  , 


|^(0,  y,  t)  =  “(-r,  v,  /)  -  0  ,  0  <  y  <  tt  ,  t  >  0  » 

u{ x,  0,  f)  =  tt,  t)  =  0  >  0  <  x  <  it  ,  /  >  0  , 
ulx,  v,  0)  =  fix.  >')  ,  0  <  x  <  tt  ,  0  <  y  <  v  , 


para  la  funcion  dadaf{x,  y). 

15.  f(x ,  y)  =  cos  6xsen4y  —  3  cos  x  sen  1  l.y  . 

16.  f(x,y)  =  cosisen  y  +  4  cos  2*  sen  y 

—  3  cos  3xsen  4v  . 

17.  fix,  v)  =  v  . 

18.  f{x,  y)  ~  x  sen.y  . 


19.  Difusion  quimica.  La  difusion  quimica  a  traves 
de  una  capa  delgada  queda  descrita  mediante  la  ecua¬ 
cion 

DC  d2C 

-  k — r  —  LC  . 
dt  cbr 

donde  C(x,  t)  es  la  concentracion  en  moles/cm3,  la 
difusividad  k  es  una  constante  positiva  con  unidades 
cm2/ s,  y  L  >  0  es  una  tasa  de  consumo  con  unida¬ 
des  s  .  Suponga  que  las  condiciones  en  la  fronte- 
ra  son 

C(0,  t)  =  C{a,  f)=0,  t>  0  , 

y  que  la  concentracion  inicial  esta  dada  por 

C{x,  0)  =  fix)  ,  0  <  x  <  a  . 

Use  el  metodo  de  separacion  de  variables  para  deter- 
rninar  formalmente  la  concentracion  C{x,  t ).  (jQue 
ocurre  con  la  concentracion  cuando  t  — *  +oo? 


10.6  LA  ECUACION  DE  ONDA 

En  la  seccion  10.2  presentamos  un  modelo  para  el  movimiento  de  una  cuerda  vibrante.  Si 
u{x,  0  representa  el  desplazamiento  (deflexion)  de  la  cuerda  y  los  extremos  de  la  cuerda  se 
mantienen  fijos,  entonces  el  movimiento  de  la  cuerda  queda  descrito  mediante  el  problema 
con  valores  iniciales  y  en  la  frontera 


(1) 

<fu 

->d u 

-  a~ — x  , 

0  < 

X  <  L  . 

dt 2 

Dx2 

(2) 

a(  0,  f)  = 

=  u{L,  t )  = 

0  , 

t  >  0  , 

(3) 

u{x,  0)  = 

=  fix)  , 

0  <  x 

<  L  , 

(4) 

|U0)  = 

=  gU)  » 

O 

A 

<  L  . 

La  ecuacion  (1)  se  llama  la  ecuacion  de  onda. 

La  constante  a2  que  aparece  en  (1)  es  estrictamente  positiva  y  depende  de  la  densidad 
lineal  y  la  tension  de  la  cuerda.  Las  condiciones  en  la  frontera  en  (2)  reflejan  el  hecho  de  que 
la  cuerda  se  mantiene  fija  en  los  dos  extremos  x  =  0  y  x  =  L. 

Las  ecuaciones  (3)  y  (4)  especifican,  respectivamente,  el  desplazamiento  inicial  y  la  ve- 
locidad  inicial  de  cada  punto  sobre  la  cuerda.  Para  que  las  condiciones  iniciales  y  en  la  fron¬ 
tera  sean  consistentes,  suponemos  que/(0)  =/(L)  =  0  y  g(0)  =  g{L)  =  0. 

En  la  seccion  10.2  usamos  el  metodo  de  separacion  de  variables  para  mostrar  que  una 
solucion  formal  de  (l)-(4)  esta  dada  por  (veanse  las  ecuaciones  (24)-(26)  de  las  paginas 
585-586) 


(5) 


w(x,  t ) 


2 
n-  l 


mra  ,  .  nira 
an  cos  —  t  +  pBsen- --■■■  t 


nirx 

L 
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donde  an  y  bn  quedan  determinadas  mediante  las  series  de  senos  de  Fourier 

OO 

(12)  u(x,  t)  =  2  M^sen^p1  , 


Vease  la  figura  10.15  para  un  bosquejo  de  las  sumas  parciales  de  (5). 


Cada  termino  (o  modo)  en  el  desarrollo  (5)  se  puede  ver  como  una  onda  estacionaria 
(una  onda  que  vibra  en  su  lugar,  sin  movimientos  laterales  a  lo  largo  de  la  cuerda).  Por  ejem- 
plo,  el  primer  termino, 


ira  ,  ,  7ra 

a |  cos— —  t  +  b\  sen— — t 


sen¬ 


es  una  funcion  de  forma  senoidal  sen (ttx/L)  multiplicada  por  una  amplitud  variable  con  el 
tiempo.  El  segundo  termino  tambien  es  un  senoide  sen(2rrjc/L)  con  una  amplitud  variable 
con  el  tiempo.  En  el  ultimo  caso,  existe  un  nodo  a  la  mitad,  en  x  =  L/2  que  nunca  se  mueve. 
Para  el  n-esimo  termino,  tenemos  un  senoide  sen (mrx/L)  con  una  amplitud  variable  con  el 
tiempo  y  (n  —  1)  nodos.  Esto  se  ilustra  en  la  figura  10.16.  Asf,  la  separation  de  variables 
descompone  los  datos  iniciales  en  senoides  o  modos  (ecuaciones  (6)-(7)),  asigna  a  cada  mo¬ 
do  una  frecuencia  a  la  cual  vibrar  (ecuacion  (5))  y  representa  la  solucion  como  la  superposicion 
de  una  infinidad  de  ondas  verticales.  Los  modos  con  mas  nodos  vibran  a  mayores  frecuen- 
cias.  Si  se  elige  la  configuracion  inicial  de  la  cuerda  de  la  misma  forma  que  los  terminos  in¬ 
dividuates  de  la  solucion,  podemos  activar  solo  ese  modo. 

Los  diversos  modos  de  vibracion  de  una  cuerda  de  guitarra  son  distinguibles  por  el 
ofdo  humano  por  medio  de  la  frecuencia  del  sonido  que  generan;  distintas  frecuencias  se 
disciernen  mediante  “pasos”  diferentes.  La  frecuencia  fundamental  es  la  frecuencia  del 
modo  mas  bajo,  y  los  multiplos  enteros  de  esta  frecuencia  fundamental  se  llaman  “armo- 
nicos”.  Un  violonchelo  y  un  trombon  suenan  diferente  aunque  toquen  la  misma  frecuen¬ 
cia  fundamental,  como  fa  sostenido,  debido  a  la  diferencia  en  las  intensidades  de  los 
armonicos  que  generan. 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Nodo 


Nodos 


Figura  10.16  Ondas  estacionarias.  Las  amplitudes  variables  con  el  tiempo  aparecen  con  lmeas  punteadas. 

Muchos  dispositivos  de  ingenierfa  operan  mejor  en  algunos  modos  que  en  otros.  Por  ejem- 
plo,  ciertos  modos  se  propagan  hacia  abajo  en  una  gufa  de  ondas  o  una  fibra  optica  menos  atenua- 
dos  que  los  demas.  En  tales  casos,  los  ingenieros  disenan  los  sistemas  para  suprimir  los  modos  no 
deseados,  ya  sea  dando  forma  a  la  excitation  inicial  o  introduciendo  dispositivos  (como  tarjetas 
de  resistencia  en  una  gufa  de  ondas)  que  amortiguan  ciertos  modos  de  manera  preferente. 

El  modo  fundamental  en  una  cuerda  de  guitarra  se  puede  suprimir  manteniendo  un  dedo 
en  contacto  ligero  con  el  punto  medio,  creando  con  ello  un  punto  estacionario  o  nodo  en  ese 
punto.  De  acuerdo  con  la  ecuacion  (5),  el  paso  de  la  nota  se  duplica,  produciendo  una  “octa- 
va”.  Este  estilo  de  pulsado,  llamado  “ejecucion  de  armonicos”,  se  usa  con  frecuencia  en  las 
ejecuciones  musicales. 

Una  caracterfstica  importante  de  un  dispositivo  de  ingenierfa  es  el  conjunto  de  frecuen- 
cias  angulares  soportado  por  sus  modos  propios  (sus  “frecuencias  propias”).  De  acuerdo  con 
la  ecuacion  (5),  las  frecuencias  propias  de  la  cuerda  vibrante  son  los  armonicos  wn  = 
mra/L,  n  =  1,  2,  3,  ...  .  Estas  mezclas  suenan  bien  para  el  ofdo  humano,  y  disfrutamos  de 
melodfas  ejecutadas  con  instrumentos  de  cuerda.  Las  frecuencias  propias  de  un  tambor  no 
son  armonicas  (vease  el  problema  21).  Por  lo  tanto,  los  tambores  se  usan  para  el  ritmo,  no  para 
la  melodfa. 

Como  vimos  en  la  seccion  anterior,  el  metodo  de  separation  de  variables  se  puede  usar  pa¬ 
ra  resolver  problemas  con  condiciones  no  homogeneas  en  la  frontera  y  ecuaciones  no  homoge- 
neas  donde  el  termino  de  forzamiento  es  independiente  del  tiempo.  En  el  siguiente  ejemplo  con- 
sideraremos  un  problema  con  un  termino  de  forzamiento  h  (x,  t )  dependiente  del  tiempo. 

Para  las  funciones  dadas/,  g  y  h,  determine  una  solucion  formal  del  problema  con  valores 
iniciales  y  en  la  frontera 


(8) 

d2u 

2d2u 

-  a~ — y 

+  h  (jr,  t) 

0  <  X  <  L 

St2 

to2 

(9) 

m(0,  t)  - 

-  u{L ,  t) 

-  o  . 

t  >  0  , 

(10) 

u(x,  0)  = 

-fU) . 

V 

o 

<  L  , 

(11) 

=  g{x)  , 

0  <  .t 

<  L  . 

Es  claro  que  las  condiciones  en  la  frontera  en  (9)  requieren  que  la  solucion  se  anule  para  x  = 
0  y  x  =  L.  Motivados  por  el  hecho  de  que  la  solucion  del  sistema  homogeneo  correspondien- 
te  (l)-(4)  consta  de  una  superposition  de  ondas  verticales,  tratemos  de  hallar  una  solucion  de 
(8)-(ll)  de  la  forma 

OO 

(12)  u{x,t)  =  2  w„(f)sen^y-^-  , 
donde  debemos  determinar  las  funciones  un(t). 
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Para  cada  t  fija,  podemos  calcular  la  serie  de  senos  de  Fourier  para  h(x,  t).  Si  suponemos 
que  la  serie  es  convergente  a  h(x,  t ),  entonces 


(13)  h(x,  t)  ~  S  h„{t) sot  ^7^  , 

n  ~  1  '  L 


donde  el  coeficiente  hn(t)  esta  dado  por  (vease  la  ecuacion  (6)  en  la  pagina  609) 

j  ft- 

hn{t)  =  —  h(x,  t)$er\^y^dx  ,  n  =  1,  2, . . .  . 

L  J  o  L 

Si  la  serie  en  (13)  tiene  las  propiedades  adecuadas  de  convergencia,  entonces  podemos  susti- 
tuir  (12)  y  (13)  en  la  ecuacion  (8)  para  obtener 


2 

n  “  1 


«:w  + 


niTX  V  r  /  \  flTTX 

sen—: —  -  Zj  rtfl(rjsen  — — 

L,  n  =  ]  L, 


\  L  ) 

A1  igualar  los  coeficientes  de  cada  serie  (^por  que?),  tenemos 
u„{t)  -  hn(t }  . 

Esta  es  una  ecuacion  no  homogenea  con  coeficientes  constantes,  que  se  puede  resolver  me- 
diante  variation  de  parametros.  El  lector  debe  verificar  que 


/  ■,  fi'jrct  ,  mra  L 

u„(t)  =  a„  cos — ; — t  +  b„  son — : — t  H - 

L  L  mra 


ft 

■ 

KU)  sen 
Jo 

riTra ,  \ 

j  P  s) 

ds 


(vease  el  problema  28  de  los  ejercicios  4.9).  Por  lo  tanto,  con  esta  election  de  un(t),  la  serie 
en  (12)  es  una  solucion  formal  de  la  ecuacion  diferencial  parcial  (8). 

Como1 

'fnl  =  h  (n™ 


«*( 0}  =  a»  y  u'M  =  K 


V  L 


al  sustituir  (12)  en  las  condiciones  iniciales  (10)-(1 1)  se  llega  a 

OC 

(14)  u{x,  0)  =/(jc)  =  2  «„sen^y^  , 

**>  -«<*)- 1,  ■ ■ 

Asf,  si  elegimos  an  y  bn  de  modo  que  se  cumplan  las  ecuaciones  (14)  y  (15),  una  solucion 
formal  de  (8)-(l  1)  esta  dada  por 


(16) 


no  /■ 

(  \  V  J  n7Ta 

t)  —  2-i  <  an  cos — - — 

n  -  1  [  L 


ira  ,  ,  mra 
t  +  b„  sen — : — t 


L 

mra 


h„[s )  sen 


nrra , 


ds  f  sen 


mrx 


{f  i  I  &G 

+Para  calcular  w,J(0),  usamos  el  hecho  de  que  —  G(.¥,  t)ds  =  G(t,  t)  +  — — (.¥,  f) ds. 

dt  Jo  Jo  dt 
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Figura  10.17  Membrana  vibrante 


El  metodo  de  separation  de  variables  tambien  se  usa  para  resolver  problemas  con  valo- 
res  iniciales  y  en  la  frontera  para  la  ecuacion  de  onda  en  dimensiones  mayores.  Por  ejemplo, 
una  membrana  rectangular  vibrante  de  largo  L  y  ancho  W  (vease  la  figura  10.17)  queda  des- 
crita  mediante  el  siguiente  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  para  u(x,  y,  t): 


(17) 

fa 
dr  ’ 

2  f  3  U  , 

=  cr  — x  + 
\dx2 

d~U  \ 

By2) 

y 

0  < 

x  <  L  , 

0  < 

(18) 

o' 

4 

II 

’■ 

FK 

.4 

ii 

--  o  , 

0 

<  J 

<  IV  , 

1  >  0 

(19) 

u(x,  0,  f)  = 

-  u(x,  IV,  f)  ; 

=  0 , 

0 

<  x 

<  l  , 

t  >  0 

(20) 

nix,  y,  0)  = 

=  /( *>y) , 

0  < 

x  < 

L  , 

o  <  y 

<  w  , 

(21) 

$(*»")■ 

=  g{x,  y)  , 

0  < 

X  < 

L  . 

0  <  y 

<  w . 

Usamos  un  argumento  similar  al  dado  para  el  problema  de  flujo  de  calor  en  una  placa  rectan¬ 
gular  (ejemplo  4  de  la  seccion  10.5)  para  ver  que  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la 
frontera  (17)-(21)  tiene  una  solution  formal 


(22) 


»(*<  .y,  t ) 


m  —  1 


2 


a„m  cos 


T  \ 

n  I 

— ,  avt 

IV2  J 


+  (?™sen| 


,V~ 

V* 


+ 


am 


mux 

sen - -sen 

I. 


mry 

W 


donde  las  constantes  amn  y  bm„  quedan  determinadas  mediante  las  series  dobles  de  Fourier 


f{x,  y)  =  2  2  a„ 


niTTX  mry 
.sen — - — sen- 


IV 


g  U  y ) 


2 


m  =  l 


s 


n-  l 


—  / 
w2  mn 


niTrx  mry 

sen - sen — —  . 

L  W 
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En  particular. 


(23) 

(24) 


4 

LW 


rw 


f{x,  y)sen 
.  o 


mirx  niry 
— : — SGn—r—dydx  , 
L 


bmn 


4 


Ll  IV2 


L  rw 


(i  Jo 


,  .  mwx  mry 

g{x,y)scn—j—sen-^rdydx  . 


Dejaremos  la  deduction  de  esta  solution  como  ejercicio  (vease  el  problema  19). 


Ya  hemos  mencionado  que  la  solution  del  problema  de  la  cuerda  vibrante  (l)-(4) 
consta  de  una  superposition  de  ondas  verticales.  Tambien  hay  “ondas  viajeras”  asociadas  a 
la  ecuacion  de  onda.  Las  ondas  viajeras  surgen  de  manera  natural  en  el  caso  de  la  solution  de 
d’Alembert  para  la  ecuacion  de  onda  de  una  cuerda  “infinita”. 

Para  obtener  la  solution  de  d’Alembert  de  la  ecuacion  de  onda 

d2«  _  2 

Sr  dx 2 

usamos  el  cambio  de  variables 


ip  =  x  +  at , 


i)  =  x  —  at . 


Si  u  tiene  segundas  derivadas  parciales  continuas,  entonces  du/dx  =  du/dip  +  du/dr]  y 
du/dt  =  a{du/drp  —  du/drj),  de  donde  obtenemos 


d~u 

to2 

S2u 
dt 2 


d2U 


+  2 


d2u 


+ 


S2u 


dip*  dif/dr)  dTj~ 


.  [  d2u 

W2 


d2u 


+ 


c >~u 


dipdrj  Atj* 


A1  sustituir  estas  expresiones  en  la  ecuacion  de  onda  y  simplificar  tenemos 
=  0  . 


S2u 

dipdrj 


Podemos  resolver  esta  ecuacion  directamente,  integrando  primero  con  respecto  de  ip  pa¬ 
ra  obtener 


donde  b(  ij)  es  una  funcion  arbitraria  de  ip,  luego  integramos  con  respecto  de  17  para  ver  que 

u(<i>,  v)  =  A{<P)  +  l)  . 

donde  A(ip)  y  B( ij)  =  f  b(i))  dr)  son  funciones  arbitrarias.  A1  sustituir  las  variables  origina- 
les  x  y  t  tenemos  la  solution  de  d’Alembert 

(25)  u(x,  t)  =  A{x  4-  at)  +  B{x  -  at)  . 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


EJEMPLO  3 


Podemos  verificar  facilmente,  con  una  sustitucion  directa,  que  la  funcion  u(x,  t )  dada  por  la 
formula  (25),  es  en  realidad  una  solucion  de  la  ecuacion  de  onda,  siempre  que  Ay  B  sean 
funciones  dos  veces  diferenciables. 

Usar  la  formula  de  d’Alembert  (25)  para  hallar  una  solucion  del  problema  con  valores  ini- 
ciales 


(26) 

(27) 

(28) 


d  2u 
dt2 


a — »  ,  —oo  <  x  <  oc  ,  t  >  0  , 
dx 


«M)  =f(x) 


— OO  <  X  <  00  , 


du 

dt 


(.r,  0)  =  g{x)  ,  -co  <  .v  < 


OC'  . 


La  formula  (25)  proporciona  una  solucion  de  (26),  de  modo  que  solo  debemos  elegir  las 
funciones  Ay  B  de  modo  que  las  condiciones  iniciales  (27)-(28)  se  cumplan.  Para  esto  nece- 
sitamos  que 

(29)  0)  =  A{x)  +  b(x)  =  f(x)  , 

(30)  ^(x,  0)  =  aA'(x )  -  aB'(x)  =  g(x)  . 

A1  integrar  la  ecuacion  (30)  desde  x0  hasta  x  (x0  arbitrario)  y  dividir  entre  a  tenemos 


(31)  A(x)  —  B(x)  =  —  g(s)ds  +  C  , 
a 


donde  C  tambien  es  arbitrario.  A1  resolver  el  sistema  (29)  y  (31),  obtenemos 


A{x)  =  a/M  +  oT  + 


B(x)  =  ^  f{x) 


g{s)ds 


■% 


2  ’ 

C 

2  ' 


Usamos  estas  funciones  en  la  formula  (25)  para  tener 
“U>  0  =  \\f{x  +  at)  +  f(x  -  at)]  +  ^ 


L  J  A(j 


g{s)ds  -  g(s)ds 


lo  que  se  simplifica  como 


(32)  uix,  t)  =  ^[f[x  A  at)  A  f{x  -  at)}  A J  g{s)ds  . 


Determinar  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

du  .  d2u  .  .  ,, 

(33)  — —  =  4— ^  ,  —  00  <  x  <  00  ,  r>0 


dt 1 


dx" 


(34) 


u\x,  0)  =  sen.r  ,  —  co  <  x  < 


00  , 


(35) 


—  00  <  x  <  00  . 


632 


Capitulo  10  Ecuaciones  diferenciales  parciales 


SO  lu  Cl  ON  Este  es  un  caso  particular  del  ejemplo  anterior,  donde  a  =  2,/(x)  =  sen  x  y  g(x)  =  1.  A1 
sustituir  en  (32),  obtenemos  la  solucion 


(36) 


w(x,  /)  =  y(sen(,r  +  2 ()  +  senfx  —  2 1)]  +  ^ 


=  sen  x  cos  2/  +  t 


ds 


Ahora  usaremos  la  formula  de  d’Alembert  para  mostrar  que  la  solucion  del  problema  de 
la  cuerda  “infinita”  consta  de  ondas  viajeras. 

Sea  h(x)  una  funcion  definida  en  (—  oo,  oo).  La  funcion  h(x  +  a ),  donde  a  >  0,  es 
una  traslacion  de  la  funcion  /t(x),  en  el  sentido  de  que  su  “forma”  es  igual  a  la  de  h(x), 
pero  que  se  ha  recorrido  a  la  izquierda  en  una  cantidad  a.  Esto  se  ilustra  en  la  figura 
10.18  para  una  funcion  h(x)  cuya  grafica  consta  de  un  “tope”  triangular.  Si  t  >  0  es  un 
parametro  (digamos,  el  tiempo),  entonces  las  funciones  h(x  +  at)  representan  una  fami- 
lia  de  funciones  con  la  misma  forma  pero  recorridas  mas  y  mas  hacia  la  izquierda  cuando 
t  — »  oo  (figura  10.19).  Decimos  que  h(x  +  at)  es  una  onda  viajera  que  se  mueve  hacia  la 
izquierda  con  velocidad  a.  De  manera  similar,  h(x  —  at)  e s  una  onda  viajera  que  se  mue¬ 
ve  hacia  la  derecha  con  velocidad  a. 

En  relacion  con  la  formula  (25),  vemos  que  la  solucion  de  &u/ dt1  =  a^cPu/ dx1  consta 
de  ondas  viajeras  A(x  +  at)  que  se  mueven  hacia  la  izquierda  con  velocidad  a  y  B(x  —  at) 
que  se  mueven  hacia  la  derecha  con  la  misma  velocidad. 

En  el  caso  particular  en  que  la  velocidad  inicial  g{x)  =  0,  tenemos 

u(x,  t )  =  —  [/(x  +  ff/)  —  f(x  —  fff)]  - 

Por  lo  tanto,  u(x,  t)  es  la  suma  de  las  ondas  viajeras 
|/(x  +  at)  y  \f{x  -  at)  . 


Figura  10.18  Graficas  de  h(x)  y  h(x  +  a) 


h(x  +  3  a)  h(x  +  2a)  h(x  +  a)  h(x) 


-3a  -2a  -a  0 


Figura  10.19  Onda  viajera 


Seccion  10.6  La  ecuacion  de  onda 


633 


EJEMPLO  4 

SOLUCION 


Estas  ondas  se  sobreponen  en  un  principio,  y 
uix,  0)  =  ^f(x)  +  =  f{x)  . 

Cuando  t  crece,  las  dos  ondas  se  alejan  entre  sf  con  velocidad  2a.  Esto  se  ilustra  en  la  figura 
10.20  para  una  onda  triangular. 


Figura  10.20  Descomposicion  de  un  desplazamiento  inicial  en  ondas  viajeras 


7TCC  7TX 

Expresar  la  onda  estacionaria  — —  t  sen  — —  como  una  superposicion  de  ondas  viajeras. 
Usamos  una  identidad  trigonometrica  conocida, 

770!  TTX  1  IT  ,  \  1  IS  ,  ,  \ 

cos  —j—  t  sen  —j—  =  —  sen— ^  —  at)  +  ^scn—  (x  +  at) 

—  h(x  —  at)  +  h(x  +  at)  , 

donde 

h(x)  =  2sen_^7  - 

Esta  onda  estacionaria  surge  de  sumar  una  onda  que  viaja  hacia  la  derecha  con  una  onda  de 
la  misma  forma,  pero  que  viaja  hacia  la  izquierda.  ■ 

Existencia  y  unicidad  de  soluciones 

En  el  ejemplo  1  usamos  el  metodo  de  separacion  de  variables  para  deducir  una  solucion  for¬ 
mal  del  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera.  Para  mostrar  que  esta  serie  converge 
a  una  solucion  genuina  necesitamos  resultados  del  analisis  real,  como  en  el  caso  de  las  solu¬ 
ciones  formales  de  la  ecuacion  del  calor,  en  la  seccion  10.5.  En  los  ejemplos  2  y  3  podemos 
establecer  la  validez  de  la  solucion  de  d’Alembert  mediante  una  sustitucion  directa  en  el  pro¬ 
blema  con  valores  iniciales,  suponiendo  que  las  funciones  iniciales  son  lo  bastante  diferen- 
ciables.  Dejaremos  como  ejercicio  para  el  lector  mostrar  que  si/tiene  una  segunda  derivada 
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continua  y  g  tiene  primera  derivada  continua,  entonces  la  solucion  de  d’Alembert  es  una  so¬ 
lution  genuina  (vease  el  problema  12). 

La  cuestion  de  unicidad  de  la  solution  del  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  fronte- 
ra  (l)-(4)  se  puede  responder  mediante  un  argumento  de  energia. 


UNICIDAD  DE  LA  SOLUCION  DEL  PROBLEMA  DE  LA  CUERDA  VIBRANTE 


Teorema  8.  El  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera 

-)2  -j2 

(37)  Mf  -  a2^  ,  0  <x  <  L  ,  t  >  0  , 

'  '  dt 2  dx2 

(38)  »( 0,  f)  =  u{L,  t)  -  0  ,  t  >  0  , 

(39)  «(. v,  0)  =  f(x)  ,  0  <  x  <  L  , 

(40)  |(i,0)  =  ^(x)  ,  0  <  x  <  L  , 

tiene  a  lo  mas  una  solucion  dos  veces  continuamente  diferenciable. 


Demostracion.  Supongamos  que  u(x,  t)  y  v(x,  t )  son  soluciones  dos  veces  diferencia- 
bles  de  (37)-(40),  sea  w(x,  t)  '■=  u{x,  t)  —  v(x,  t ).  Es  facil  verificar  que  w(x,  t )  satisface  el 
problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  (37)-(40)  con  datos  iniciales  nulos;  es  decir, 
para  0  <  x  <  L, 

(41)  w(x,0)  =  0  y  -  (x,  0)  =  0  . 


Ahora  mostraremos  que  w(x,  t)  =  0  para  0  <  x  <  L,  t  >  0. 

Si  w(x,  t)  es  el  desplazamiento  de  la  cuerda  vibrante  en  la  position  v  y  el  instante  t,  en¬ 
tonces  (con  las  unidades  adecuadas),  la  energia  total  E{t)  de  la  cuerda  vibrante  en  el  instante 
t  se  define  mediante  la  integral 


(42) 


+ 


dx  . 


(El  primer  termino  del  integrando  se  relaciona  con  el  estiramiento  de  la  cuerda  en  la  position 
x  y  representa  la  energia  potencial.  El  segundo  termino  es  el  cuadrado  de  la  velocidad  de  la 
cuerda  vibrante  en  x  y  representa  la  energia  cinetica.) 

Ahora  consideremos  la  derivada  de  E(t): 


(IE 

dt 


d 

dt 


Como  w  tiene  segundas  derivadas  parciales  continuas  (pues  u  y  v  las  tienen),  podemos  inter- 
cambiar  el  orden  de  integration  y  derivation.  Esto  implica 


d2w  dw  d2w 

■“ - H - 7 

dx  dtdx  dt  dt‘ 


(43) 


dE 

dt 


dx 
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De  nuevo,  la  continuidad  de  las  segundas  parciales  de  w  garantizan  que  las  parciales  cruza- 
das  son  iguales;  es  decir, 

d2w  _  d2w 
dtdx  dxdt 


A1  combinar  este  hecho  con  la  integracion  por  partes,  obtenemos 
"i.  »...  (L 


(44) 


i  Ow  Bn'  , 
cr—  -r-r-dx  = 
dx  dtdx 


■?dw  d~w  . 
a — —  -—^dx 
ax  dxdt 


‘iBw/.  \Bwt.  \  , 


?d  w  dw  , 
a  —  x  -  ax  . 
dx"  dt 


Las  condiciones  en  la  frontera  w(0,  t )  =  w(L,  t )  =  0,  f  >  0,  implican  que  (dw/dt)(0,  t)  = 
(dw/dt)(L,  f)  =  0,  f  >  0.  Esto  reduce  la  ecuacion  (44)  a 


\L  n  Ow  d2w  , 

a - dx  —  — 

J  o  dx  infix 


5  dw  d2w  , 

a - tcu;  . 

<)t 


A1  sustituir  esto  en  el  primer  integrando  de  (43),  tenemos 


dE 

dt 


dw 

d2W 

■y  d 2W 

dt 

dt 2 

til  a 

dx2 

dx  . 


Como  w  satisface  la  ecuacion  (37),  el  integrando  se  anula  para  toda  x.  Asf,  dE/dt  =  0,  de 
modo  que  E(t)  =  C,  donde  C  es  una  constante.  Esto  significa  que  la  energfa  total  se  conserva 
dentro  de  la  cuerda  vibrante. 

La  primera  condicion  en  la  frontera  en  (41)  establece  que  w(x,  0)  =0  para  0  <  x  <  L. 
Por  lo  tanto,  ( dw / dtr)(x,0)  =  0  para  0  <  x  <  L.  A1  combinar  esto  con  la  segunda  condicion 
en  la  frontera  en  (41),  vemos  que  cuando  t  =  0,  el  integrando  en  (42)  se  anula  para  0  <  x  <  L. 
Por  lo  tanto,  E{ 0)  =  0.  Como  E(t )  =  C,  debemos  tener  C  =  0.  Por  lo  tanto, 


(45) 


Es  decir,  la  energfa  total  del  sistema  es  igual  a  cero. 

Como  el  integrando  en  (45)  es  no  negativo  y  continuo  y  la  integral  es  igual  a  cero,  el  in¬ 
tegrando  debe  anularse  para  0  <  x  <  L.  Ademas,  el  integrando  es  la  suma  de  los  dos  cuadra- 
dos,  de  modo  que  cada  termino  debe  ser  igual  a  cero.  Por  lo  tanto, 


i  \  A 

—  (x,  t)  = 


Ow  i  \  „ 

')  - 0 


para  toda  0  <  x  <  L,  t  &  0.  Asf,  w(x,  t)  =  K,  donde  K  es  una  constante.  Desde  el  punto  de 
vista  ffsico,  esto  dice  que  la  cuerda  no  tiene  movimiento. 
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Por  ultimo,  como  w  es  constante  y  w  se  anula  cuando  t  =  0,  entonces  w(x,  t)  =  0.  En 
consecuencia,  u(x,  t )  =  v(x,  t )  y  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  tiene  a  lo 
mas  una  solucion.  ■ 


EJ  ERCICIOS 


10.6 


En  los  problemas  1  a  4,  determine  una  solucion  formal 
del  problema  de  la  cuerda  vibrante  descrito  por  el  pro¬ 
blema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  dado. 


(fit 


1.  ^  ^  ,  0  <  X  <  1  . 

dt2  dx2 


t  >  0 


m(0,  t)  =  u(  1,  t)  —  0 
u{x,  0)  =  x(  1  — ■  Jr}  , 

^  {x.  0)  =  sen  7  ttx  , 


t  >  0  , 

0  <  x  <  1  , 

0  <  X  <  1  . 


-  d~u  Sru 

2tm  lO  y  j 

dt2  dx1 


0  <  r  <  7T  ,  t  >  0  , 


m(0,  t)  =  u{  tt,  r)  =  0  ,  t  >  0  , 
u(x,  0)  =  seirx  ,  0  <  x  <  it  , 


3. 


du 

dt 

d2u 


(x,  Q)  =  1  —  cos  x 


0  <  x  <  tt  . 


=  4 


d2U 


0  <  X  <  TT  ,  t  >  0  , 


dtz  dxz 
u( 0,  f)  =  h(  tt,  t)  —  0  ,  t  >  0  , 

u(x,  0)  =  x2(7r  —  x)  ,  0  <  x  <  tt  , 


0  <  X  <  TT  . 


4, 


~dtz 


,  0  <  X  <  TT  , 

cbr 


t  >  0  , 


«(0,  f)  =  h(tt,  t)  —  0  ,  f  >  0  , 

u(x ,  0)  =  scn4x  +  7  sen  5x  ,  0  <  x  <  tt  , 

0  <  x  <  tt  /2  , 
tt/2  <  x  <  tt  . 


dt  {tt  -  x 


fU 


h0xja  , 

~  x)/(L  -  a)  , 


0  <  x  i  a  , 
ft  <  .v  <  I.  . 


y  g(x)  =  0.  Determine  una  solucion  formal. 


6.  La  cuerda  golpeada.  Una  cuerda  vibrante  queda 
descrita  mediante  el  problema  con  valores  iniciales 
y  en  la  frontera  (l)-(4).  Si  la  cuerda  se  golpea  en 
x  =  a,  entonces  las  condiciones  iniciales  se  pueden 
aproximar  mediante /(x)  =  0  y 

"uyx/«  ,  0  <  x  s  a  , 


gU 


vq [L  -  x)/[L  ~  a)  , 


a  <  x  <  L 


donde  v0  es  una  constante.  Determine  una  solucion 
formal. 


En  los  problemas  7  y  8,  determine  una  solucion  formal 
del  problema  de  la  cuerda  vibrante  descrito  mediante  el 
problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  no  homo- 
geneos  dado. 


1. 


d2u 


+  tx  , 


0  <  X  <  TT 


dr  axz 

«.( 0,  t)  =  u(tt,  t)  —  0  ,  t  >  0  , 
u(x,  Oj  =  senx  ,  0  <  x  <  tt  , 

—  5sen2x  -  3sen5x  , 

at  ' 


t  >  0  , 


0  <  X  <  TT  . 


8. 


d~u 


dzu 


-f  xsent  ,  0  <  x  <  tt 


dr  d.r 
u(Q,  t)  =  u(tt,  t)  =  0  ,  t  >  0 
u(x,  0)  =  fl  ,  0  <  x  <  it  , 


t>  0  , 


f(x.0)  =  0. 


0  <  X  <  TT  . 


5.  La  cuerda  pulsada.  Una  cuerda  vibrante  queda 
descrita  mediante  el  problema  con  valores  iniciales  y 
en  la  frontera  (l)-(4).  Si  la  cuerda  se  levanta  hasta 
una  altura  h0  en  x  =  a  y  se  suelta,  entonces  las  con¬ 
diciones  iniciales  son 


9.  Si  un  extremo  de  una  cuerda  se  mantiene  fijo  mien- 
tras  que  el  otro  queda  libre,  entonces  el  movimiento 
de  la  cuerda  queda  descrito  mediante  el  problema 
con  valores  iniciales  y  en  la  frontera 

d2i  t 


dr 

u( 0,  r) 


a 


2dj± 

dx2 

0  y 


0  <  x  <  L  ,  t  >  0  , 
t  >  0  , 


f(M)  =  0 


h(x,  0)  =  f{x)  , 


0  <  x  <  L  , 

0 <x  <  L  . 

Deduzca  una  formula  para  la  solucion  formal. 


^(x,0)  =  g(x) 
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10.  Deduzca  una  formula  para  la  solucion  del  siguiente 
problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  que 
implica  condiciones  en  la  frontera  no  homogeneas 

l/'U  j  (f'U  ..  .  .  - 

— r  =  Q'“ — t  ,  0  <  x  <  L  ,  I  >  0  , 

dt 1  dx 2 

w(0,  /)  -  (J ,  ,  u{L,  t)=  U2  ,  t  >  0  , 

u{x,  0)  =  f(x)  ,  0  <  x  <  L  , 

0)  =  #{*)  ,  0  <  x  <  L  , 


19.  Deduzca  la  solucion  formal  dada  en  las  ecuaciones 
(22)-(24)  para  el  problema  de  la  membrana  vibrante 
descrito  mediante  el  problema  con  valores  iniciales 
y  en  la  frontera  (17)-(21). 

20.  Ondas  acuaticas  largas.  El  movimiento  de  las  on- 
das  acuaticas  largas  en  un  canal  de  profundidad  cons- 
tante  se  describe  mediante  la  ecuacion  linealizada 
de  Korteweg  y  de  Vries  (KdV) 

(46)  U,  +  ally  +  jiUyyyy  ~  0  , 


donde  U\  y  U2  son  constantes. 

11.  El  problema  del  telegrafo.  Use  el  metodo  de  se¬ 
paration  de  variables  para  reducir  una  solucion  for¬ 
mal  del  problema  del  telegrafo 


at2 


+  Sji 
3r 


>  d2u 


0  <  x  <  L 


dx~ 

u(0,  i)  =  u(L,  /  ]  —  0  .  t  >  0 
u{x,  0)  =  f(x)  ,  0  <  x  <  L  , 


3  u . 
dt  1 


t,  0)  =  0  ,  0  <  X  <  L 


t  >  0 


12.  Verifique  la  solucion  de  d’Alembert  (32)  para  el  pro¬ 
blema  con  valores  iniciales  (26)-(28)  cuando  f(x) 
tiene  una  segunda  derivada  continua  y  g(x)  tiene  una 
primera  derivada  continua,  sustituyendo  directamen- 
te  en  la  ecuacion. 

En  los  problemas  13  a  18,  determine  la  solucion  del  pro¬ 
blema  con  valores  iniciales. 

— v  =  a  — r  ,  — oo  <  x  <  oo  ,  t  >  0  . 

dr  dx2 

u{x,  0)  =/(.*)  ,  —oo  <  x  <  oo  , 

;;;u.  05  —  e(.*} ,  —  «>  <  x  <  «> , 

para  las  funciones  dadas  f(x)  y  g(x). 

13.  f{x)  ~  0  ,  g(x)  —  cos  x  . 

14.  ,/f.tj  =  x2  ,  g(x)  =  0  . 

15.  f{x)  “  x  ,  g(x)  -  x  . 

16.  f{x)  =  sen3x  ,  g(x)  =  1  . 

17.  f(x)  =  e~r  ,  g(x)  =  senx  . 

18.  f{x)  =  cos  2x  ,  g{ x)  =  1  x  . 


donde  u(x,  t)  es  el  desplazamiento  del  agua  desde  su 
profundidad  de  equilibrio  en  la  posicion  x  y  el  ins- 
tante  t,  y  a  y  /3  son  constantes  positivas. 

(a)  Muestre  que  la  ecuacion  (46)  tiene  una  solucion 
de  la  forma 

(47)  u{ x,  t)  =  V(z)  , 

z  =  kx  —  w[  k  )t  , 


donde  k  es  una  constante  fija  y  w{k)  es  una  fun- 
cion  de  k,  siempre  que  V  satisfaga 


(48) 


dV  .  .dV.,,3d3V 

dz  dz  dz 3 


0  . 


Las  soluciones  definidas  por  (47)  son  llamadas 

ondas  uniformes. 

(b)  Desde  el  punto  de  vista  ffsico,  solo  nos  interesan 
soluciones  V(z)  acotadas  y  no  constantes  en  el 
intervalo  infinito  {—oo,  oo).  Muestre  que  tales 
soluciones  existen  solo  si  ak  —  w  >  0. 

(c)  Sea  A2  =  {ak  —  w)/{fk 3).  Muestre  que  las  so¬ 
luciones  de  la  parte  (b)  se  pueden  expresar  en  la 
forma  V{x,  f)  =  A  sen  [A kx  —  {a\k  —  /3\3'k3)t 
+  B ]  , 

donde  A  y  B  son  constantes  arbitrarias.  [Suge- 
rencia:  Despeje  w  en  terminos  de  A  y  k  y  use 
(47).] 

(d)  Como  A  y  k  se  pueden  elegir  de  manera  arbitra- 
ria  y  siempre  aparecen  juntas  como  el  producto 
A k,  sin  perdida  de  generalidad  podemos  hacer 
A  =  1 ,  con  lo  que  tenemos 


V{x,  t)  -  A  sen[  kx  -  ( ak  -  j 8k3)t  +  B]  , 


como  una  solucion  de  onda  uniforme  de  (46). 
La  relacion  de  definition  w{k)  =  ak  —  j3k 3  se 


'Para  un  analisis  del  problema  del  telegrafo,  vease  Methods  of  Mathematical  Physics ,  por  R.  Courant  y  D.  Hibert, 
volumen  II  (Wiley-Interscience,  Nueva  York,  1989). 
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llama  la  relacion  de  dispersion,  el  cociente  w(k)/k 
=  a  —  /3k 2  es  la  velocidad  de  fase,  y  la  derivada 
dw/dk  =  a  —  3/3w2  es  la  velocidad  de  grupo. 
Cuando  la  velocidad  de  grupo  no  es  constante,  las 
ondas  se  llaman  dispersivas.  Muestre  que  la  ecua¬ 
cion  de  onda  canonica  u„  =  a2uxx  solo  tiene  ondas 
no  dispersivas. 


21.  Tambor  vibrante.  Una  membrana  circular  vibran- 
te  de  radio  unitario,  cuya  orilla  se  mantiene  fija  en 
un  piano  y  cuyo  desplazamiento  u(r,  t )  solo  depende 
de  la  distancia  radial  r  desde  el  centra  y  del  instante  t 
queda  descrita  mediante  el  problema  con  valores  ini- 
ciales  y  en  la  frontera. 

d2u  _  2  { d2u  1  du\ 
dt 2  ~  °  \3r2  r  dr)  ’ 


0  <  r  <  1  ,  t  >  0  , 
u(l,  0  =  0,  t  >  0  , 
u(r,  t)  permanece  finita  cuando  r  —■ *  0+  , 
u{r,  0)  =  f{r)  .  0<r<l, 

0)  =  g(r)  ,  0  <  r  <  1  , 


donde  fyg  son  el  desplazamiento  y  la  velocidad 
iniciales,  respectivamente.  Use  el  rnetodo  de  sepa- 
racion  de  variables  para  deducir  una  solucion  for¬ 
mal  del  problema  del  tambor  vibrante.  [Sugeren- 
cia:  Muestre  que  hay  una  familia  de  soluciones  de 
la  forma 

«»('',  t)  =  [a„  cos(k„at)  +  &„sen(feftaf)]/0(^ir)  , 

donde  J0  es  la  funcion  de  Bessel  de  primer  tipo,  de 
orden  cero,  y  0  <  k\  <  k2  <  ■  ■  ■  <  kn  <  ■  ■  ■  son  los 
ceros  positivos  de  J0.  Ahora,  use  superposicion.] 
Vease  lafigura  10.21. 


(a)  (b)  (c) 

Figura  10.21  Formas  de  los  modos  para  el  tambor  vibrante.  (a)/0(2.405r),  (b)  /0(5-520r),  (c)  /0(8-654r) 


10.7  ECUACION  DE  LAPLACE 

En  la  seccion  10.1  mostramos  la  forma  en  que  la  ecuacion  de  Laplace, 

d2u  d2u  _ 
y  d - 3  —  0  5 

dx~  By2 

surge  en  el  estudio  de  soluciones  de  estado  estacionario  o  independientes  del  tiempo  para  la 
ecuacion  del  calor.  Como  estas  soluciones  no  dependen  del  tiempo,  las  condiciones  iniciales 
no  son  importantes  y  solo  debemos  especificar  las  condiciones  en  la  frontera.  Tambien  se 
puede  aplicar  para  analizar  el  desplazamiento  estatico  u{x,  y)  de  una  membrana  estirada  y 
asegurada  en  el  espacio  a  lo  largo  de  la  frontera  de  una  region  (en  este  caso,  u  debe  satisfacer 
la  ecuacion  de  Laplace  dentro  de  la  region);  para  analizar  los  potenciales  electrostatico  y 
gravitacional  en  ciertos  campos  de  fuerzas  (en  este  caso,  u  debe  satisfacer  la  ecuacion  de  La¬ 
place  en  cualquier  region  libre  de  cargas  electricas  o  de  masa);  y,  en  la  mecanica  de  fluidos 
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EJEMPLO  1 


de  un  fluido  idealizado,  para  analizar  la  funcion  de  flujo  u(x,  y )  cuyas  curvas  de  nivel  (lrneas  de 
flujo)  u(x,  y)  =  constante,  representan  la  trayectoria  de  partfculas  en  el  fluido  (de  nuevo,  u 
satisface  la  ecuacion  de  Laplace  en  la  region  de  flujo). 

Hay  dos  tipos  basicos  de  condiciones  en  la  frontera  que  usualmente  se  asocian  con  la 
ecuacion  de  Laplace:  condiciones  de  tipo  Dirichlet,  donde  la  solucion  u(x,  y)  de  la  ecua¬ 
cion  de  Laplace  en  un  dominio  D  debe  satisfacer 

u(x,  y)  =  f(x,  y)  en  dD  , 

con/(jc,  y)  una  funcion  dada,  definida  en  la  frontera  dD  de  D\  y  las  condiciones  de  tipo  Neu¬ 
mann,  donde  se  pide  que  la  derivada  direccional  du / dn  a  lo  largo  de  la  normal  exterior  a  la 
frontera  satisfaga 

y)  =  g(x,  y)  en  m, 

con  g(x,  y )  una  funcion  dada  definida  en  dD.  Decimos  que  las  condiciones  en  la  frontera  es- 
tan  mezcladas  si  la  solucion  debe  satisfacer  u(x,  y)  =  f(x,  y)  en  una  parte  de  la  frontera  y 
( du/dn)(x ,  y)  =  g(x,  y)  en  la  parte  restante  de  la  frontera. 

En  esta  seccion  usaremos  el  metodo  de  separacion  de  variables  para  determinar  solu- 
ciones  de  la  ecuacion  de  Laplace  con  diversas  condiciones  en  la  frontera  para  dominios 
rectangulares,  circulares  y  cilmdricos.  Tambien  analizaremos  la  existencia  y  unicidad  de 
tales  soluciones. 

Determinar  una  solucion  del  siguiente  problema  mixto  con  valores  en  la  frontera  para  un  rec- 
tangulo  (vease  la  figura  10.22): 


(1) 

d2u  +  d2u  _  q 

,  0  <  x  <  a  ,  0  <  y  <  b 

dx2  dy2 

(2) 

a,  y)  —  0  ,  0  £  y  <  b  , 

(3) 

u{x,  b)  =  0  , 

(4) 

K 

O, 

II 

‘-L 

0  <  x  ^  a  . 

y 


Figura  10.22  Problema  mixto  con  valores  en  la  frontera 
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SOLUCION 


Para  separar  variables,  sea  u(x,  y)  =  Y(x)F(y);  sustituimos  esto  en  la  ecuacion  (1)  para 
tener 


f" {x)Y(y)  +  X(x)F(j)  =  0  . 

lo  que  se  separa  como 

Xn{x)  Y"(y) 

X(x)  fly) 

donde  K  es  cierta  constante.  Esto  conduce  a  las  dos  ecuaciones  diferenciales  ordinarias 

(5)  Jf'(x)  -  KX(x)  =  0  , 

(6)  Y”{y)  +  KY(y)  =  0  . 

De  las  condiciones  en  la  frontera  (2),  vemos  que 

(7)  r(o)  =  r(a)  =  o . 

Ya  nos  hemos  topado  antes  con  el  problema  de  valores  propios  en  (5)  y  (7)  anteriormente 
(vease  el  ejemplo  1  de  la  seccion  10.5).  Los  valores  propios  son  K  =  Kn  =  —(mr/a)1, 
n  =  0,  1,  2, ...  ,  con  las  soluciones  correspondientes 


(8)  Xh(jc)  -  a„  cos 


mrx 


donde  a„  son  constantes  arbitrarias. 

A1  hacer  K  =  Kn=  —(mr/a)2  en  la  ecuacion  (6)  y  despejar  Y tenemos' 


(9) 


Yob)  +  Bo y  , 

,  .  ( mry\ 

>'„i,  v  i  ='  A,,  cosh  I  ^  I  +  bcnh 


mry 

a 


n  =  1,2,.. 


Las  condiciones  en  la  frontera  u(x,  b)  =  0  en  (3)  se  satisfacen  si  Y(h)  =  0.  A1  hacer 
y  =  b  en  (9),  vemos  que  queremos  A0  =  —bB0  y 


A„  -  -B„  tanh  0  de  rnanera  equivalente,  Yn(y)  -  C„  senh 


n  =  1,  2. 


(vease  el  problema  18).  Asf,  vemos  que  existen  soluciones  de  (l)-(3)  de  la  forma 
u0(x,  y)  -  X0(x)Y0(y)  =  a0B0(y  -  h)  =  E0(y  -  b)  , 


un(x,y)  =  Xjx :)Y„(y)  =  cos  senh 


n  77 


( y  -  b) 


E„  cos 


(— )senh 

—  b  ~  b) 

V  a  } 

a 

n  =  1,2,,..  , 


^Por  lo  general  escribimos  Yn(y)  =  anenpy/'a  +  bne  npy/a.  Sin  embargo,  los  calculos  se  simplifican  en  este  caso  usan- 
do  las  funciones  hiperbolicas  cosh  z  —  (ez  +  e_z)/2  y  senh  z  —  (ez  —  e~z)/2  . 


Seccion  10.7  Ecuacion  de  Laplace 


641 


donde  las  En  son  constantes.  Por  el  principio  de  superposicion, 

no 

(TO)  «(. K,y)  =  E0(y  —  b)  +  2  E„  oo 


f— ' )  senh 

— (y  -  b) 

V  a  J 

a 

es  una  solucion  formal  de  (l)-(3). 

A1  aplicar  las  demas  condiciones  no  homogeneas  en  la  frontera  en  (4),  tenemos  que 
ti(x,  0)  =  fix)  =  -E{)b  +  2  E„  senh  cosj^pj  • 

Esta  es  una  serie  de  cosenos  de  Fourier  para  f(x)  y  por  lo  tanto,  los  coeficientes  estan  deter- 
minados  por  las  formulas 


Asi,  una  solucion  formal  esta  dada  por  (10),  con  las  constantes  E„  dadas  por  (1 1).  Vease  la  fi- 
gura  10.23  para  un  bosquejo  de  las  sumas  parciales  para  (10).  ■ 


r v  0<i<  7t/2 

Figura  10.23  Sumas  parciales  para  el  ejemplo  1,  con  f(x)  =  s  _  /2 -=  < 


En  el  ejemplo  1,  las  condiciones  en  la  frontera  fueron  homogeneas  en  tres  lados  del  rec- 
tangulo  y  no  homogeneas  en  el  cuarto  lado,  {(a',  y):  y  =  0,  0  <  x  <  a}.  Es  importante  obser- 
var  que  el  metodo  usado  en  el  ejemplo  1  tambien  se  puede  utilizar  para  resolver  problemas 
donde  las  condiciones  en  la  frontera  sean  no  homogeneas  en  todos  los  lados.  Esto  se  lleva  a 
cabo  resolviendo  cuatro  problemas  separados  con  valores  en  la  frontera,  donde  tres  lados  tie- 
nen  condiciones  homogeneas  en  la  frontera  y  solo  un  lado  tiene  condiciones  no  homogeneas. 
La  solucion  se  obtiene  entonces  sumando  estas  cuatro  soluciones  (vease  el  problema  5). 
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EJEMPLO  2 


Para  problemas  que  implican  dominios  circulares,  por  lo  general  es  mas  conveniente  usar 
coordenadas  polares.  En  coordenadas  rectangulares,  el  laplaciano  tiene  la  forma 


d2u 


d2U 


Am  =  — r  +  —  . 

dx1  dy2 

En  coordenadas  polares  ( r. ;  9),  hacemos 
x  =  r  cos  6 ,  y  =  r  sen  9 


de  modo  que 

r  =  V.r  4-  y2  f  lan  6  =  y/x  . 

Con  paciencia  y  un  poco  de  cuidado  al  aplicar  la  regia  de  la  cadena,  se  puede  mostrar  que  el 
laplaciano  en  coordenadas  polares  es 


(12) 


d2u  +  1  du_  J_  d2u 
dr 2  r  dr  r 2  SO1 


(vease  el  problema  6).  En  el  siguiente  ejemplo  obtenemos  una  solucion  del  problema  de 
Dirichlet  en  un  disco  de  radio  a. 


Un  disco  metalico  circular  de  radio  a  tiene  su  parte  superior  e  inferior  aisladas.  La  orilla 
( r  =  a)  del  disco  se  mantiene  a  una  temperatura  dada,  que  depende  de  su  posicion  (varfa 
con  9).  La  temperatura  de  estado  estacionario  dentro  del  disco  satisface  la  ecuacion  de 
Laplace.  Determinar  la  distribucion  de  temperatura  u(r,  9)  dentro  del  disco,  hallando  la  solu¬ 
cion  del  siguiente  problema  de  Dirichlet  con  valores  en  la  frontera,  que  se  muestra  en  la  figu- 
ra  10.24: 


(13) 

(14) 


1  d2u 


d2u  J_  du _ 

dr 2  r  dr  r2  3d2 
u(a,  9)  =  f{6)  ,  - 


=  0 


0  ■£  r  <  a 


77  S  0  <  77 


-77  £-;  0  <  77  , 


Figura  10.24  Distribucion  de  temperatura  de  estado  estacionario  en  un  disco 
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SOLUCION 


Para  usar  el  metodo  de  separacion  de  variables,  primero  hacemos 
u{r,  8)  =R{r)T{&)  , 

donde  0<r<ay-  77  <  0  <  77.  A1  sustituir  en  (13)  y  separar  variables,  tenemos 
r2R"{r)  +  rR'[r)  T"( 6)  _ 

T{ 7)  ~  ’ 

donde  A  es  cualquier  constante.  Esto  conduce  a  las  dos  ecuaciones  diferenciales  ordinarias 

(15)  r2R"(r)  +  rR'(r)  -  A R(r)  =  ()  , 

(16)  T"(e)  +  A7'(e)  =  o  . 

Para  que  u(r,  0)  sea  continua  en  el  disco  0  <  r  <  a,  necesitamos  que  T(  8)  sea  periodica 
con  periodo  2rr;  en  particular,  necesitamos  que 

(17)  r(  — it)  =  T{tt)  y  r(-rr)  =  T{v)  . 

Por  lo  tanto,  buscamos  soluciones  no  triviales  del  problema  de  valores  propios  (16)-(17). 

Cuando  A  <  0,  la  solucion  general  de  (16)  es  la  suma  de  dos  exponenciales.  Por  lo  tan¬ 
to,  solo  tenemos  soluciones  triviales  con  periodo  2tt. 

Cuando  A  =  0,  vemos  que  T(8)  =  Ad  +  B  es  la  solucion  de  (16).  Esta  funcion  lineal 
solo  es  periodica  cuando  A  =  0;  es  decir,  T0(  8)  =  B  es  la  unica  solucion  con  periodo  277  co- 
rrespondiente  a  A  =  0. 

Cuando  A  >  0,  la  solucion  general  de  (16)  es 
T(6)  =  A  cosVAO  +  B  sen  VAfl  . 

Por  lo  tanto,  obtenemos  una  solucion  no  trivial  con  periodo  277  solo  cuando  VX"  =  n,  n  =  1, 
2,  ....  (El  lector  puede  verificar  esto  mediante  (17).)  Por  consiguiente,  obtenemos  las  solu¬ 
ciones  no  triviales  con  periodo  2tt 

(18)  T„{B)  —  A„  cos  nd  +  B„  sen  nd 

comespondientes  a  \A\  =  n,  n  =  1,2,  .... 

Ahora,  para  A  =  rr,  n  =  0,  1,  2,  .  .  .  ,  la  ecuacion  (15)  es  la  ecuacion  de  Cauchy-Euler 

(19)  r2R"{r)  +  rR'(r)  -  n2R(r)  =  0 

(vease  la  seccion  4.5,  pagina  187).  Cuando  n  =  0,  la  solucion  general  es 
7?o(r)  =  C  +  D  In  r  . 

Como  In  r  — »  — oo  cuando  r  -*  0+,  esta  solucion  no  esta  acotada  cerca  de  r  =  0  cuando  D  *  0. 
Por  lo  tanto,  debemos  elegir  D  =  0  si  queremos  que  u(r,  8)  sea  continua  en  r  =  0.  Ahora 
tenemos  que  Ro(r)  =  C,  de  modo  que  n0(r,  8)  =  R0(r)T(8)  =  CB,  que  por  conveniencia  he- 
mos  escrito  en  la  forma 

(20)  «0(r,  8)=  y  , 


donde  A0  es  una  constante  arbitraria. 
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Cuando  A  =  n2,n  =  1,  2,  .  .  . ,  el  lector  debe  verificar  que  la  ecuacion  (19)  tiene  la  solu¬ 
tion  general 

K„(r)  ~  Cnr"  +  Dnr~”  . 

Como  r  "  — »  oo  cuando  r  —*  0+,  debemos  hacer  Dn  =  0  para  que  u(r,  8)  este  acotada  en 
r  =  0.  Asf, 


Rn{r)  =  Cnrn  . 

Para  cada  n  =  1,2, ,  tenemos  las  soluciones 
(21)  wB(r,  (?)  =  Rn(r}Tn(8)  ~  C„rn(A„  cos  nB  +  B^seanO)  , 

y  podemos  formar  una  serie  infinita  con  las  soluciones  en  (20)  y  (21)  para  obtener  la  siguiente 
solution  formal  de  (13): 


u(r,  8)  =  +  2  Cnrtt(An  cos  nB  +  Bn  scn«0)  . 

Z  n-  1 

Es  mas  conveniente  escribir  esta  serie  en  la  forma  equivalente 


OO 


(22)  w(r,  0)  —  +  2  ( — )  (d„  cos  n&  +  b,,  sen  nO)  , 


donde  las  an  y  bn  son  constantes  que  pueden  determinarse  a  partir  de  la  condition  en  la  fron- 
tera;  si  r  =  a  en  (22),  la  condition  (14)  se  convierte  en 

OO 

/(fl)  =  it  +  2  Ca„  cos  nti  +  hn  sen  nO)  . 

Por  lo  tanto,  si  /( 0)  tiene  periodo  2tt,  reconocemos  que  an  y  bn  son  coeficientes  de  Fourier. 
Asf, 


(23) 

(24) 


a„  = 


b„  = 


IT 

v  i 


f(6)  cos  n6  dd  ,  n  =  0, 1, . . .  , 


f(8)senn8  dd  ,  n  =  1,2,,,., 


En  resumen,  si  an  y  bn  se  definen  mediante  las  formulas  (23)  y  (24),  entonces  la  funcion 
u(r,  8)  dada  en  (22)  es  una  solution  formal  del  problema  de  Dirichlet  (13)-(14).  ■ 


El  procedimiento  del  ejemplo  2  tambien  se  puede  usar  para  estudiar  el  problema  de  Neu¬ 
mann  en  un  disco: 

(25)  Ah  —  0  ,  0  <  r  <  a  ,  —  it  <  8  <  tt  , 

(26)  ^~ia,8)  =/((?)  ,  —  77  ^  8  £  7r  . 

Este  problema  no  tiene  solution  unica,  pues  si  it  es  una  solution,  entonces  la  funcion  u 
mas  una  constante  tambien  es  solution.  Ademas,/debe  satisfacer  la  condicion  de  consis- 
tencia 

f(8)d6  =  0  . 


(27) 


—  7T 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


Si  interpretamos  la  solucion  u(r,  9)  de  la  ecuacion  (25)  como  la  distribution  de  temperatura 
de  estado  estacionario  dentro  de  un  disco  circular  que  no  contiene  fuentes  ni  sumideros  de 
calor,  entonces  la  ecuacion  (26)  especifica  el  flujo  de  calor  a  traves  de  la  frontera  del  disco. 
En  este  caso,  la  condicion  de  consistencia  (27)  no  es  mas  que  el  requisito  de  que  el  flujo  ne- 
to  de  calor  a  traves  de  la  frontera  sea  igual  a  cero.  (Si  seguimos  introduciendo  calor,  jla  tem¬ 
peratura  no  alcanzara  el  equilibrio!)  Dejaremos  la  solucion  del  problema  de  Neumann  y  la 
deduction  de  la  condicion  de  consistencia  para  los  ejercicios. 

La  tecnica  utilizada  en  el  ejemplo  2  tambien  se  aplica  a  dominios  anulares,  {(r,  9):  0  < 
a  <r  <  b},  y  a  dominios  exteriores,  { (r,  9):  a  <  r).  Tambien  dejamos  estas  aplicaciones  co¬ 
mo  ejercicios. 

La  ecuacion  de  Laplace  en  coordenadas  cilmdricas  surge  en  el  estudio  de  distribuciones 
de  temperatura  de  estado  estacionario  en  un  cilindro  solido  y  al  determinar  el  potencial  elec- 
trico  dentro  de  un  cilindro.  En  coordenadas  cilmdricas, 


x  =  r  cos  9 ,  y  =  r  sen  9 ,  z  =  Z , 


la  ecuacion  de  Laplace  se  convierte  en 


(28) 


1  (ill  1  0 (2h  (>'U 

r  dr  r1  dO1  dz 2 


El  problema  de  Dirichlet  para  el  cilindro  {(r,  0,  z) :  0  <  r  <  a,  0  <  z  <  /;}  tiene  las  con- 
diciones  en  la  frontera 


(29)  u{a,9,z)  =f(0, 

(30)  u{r,  9,  0)  =  g(r, 

(31)  u(r,  9,  b)  —  h(r. 


z), 

Q) . 

0  <t< 

0 )  , 

VI 

VI 

0 

77  ,  0  <  z  <  b  , 

a  ,  —77  ^  9  iS  it  , 

a  ,  —  77  Si  $  <  77  , 


Para  resolver  el  problema  de  Dirichlet  con  valores  en  la  frontera  (28)-(31),  primero  re- 
solvemos  los  tres  problemas  con  valores  en  la  frontera  correspondientes  a  (i)  #  =  0  y  b  =  0; 
(ii)/=  0  y  h  =  0;  y  (iii)/=  0  y  g  =  0.  Luego,  por  el  principio  de  superposicion,  la  solucion  de 
(28)-(31)  sera  la  suma  de  estas  tres  soluciones.  Este  es  el  mismo  metodo  que  usamos  al  tratar 
problemas  de  Dirichlet  sobre  dominios  rectangulares.  (Veanse  las  observaciones  despues  del 
ejemplo  1.)  En  el  siguiente  ejemplo  resolvemos  el  problema  de  Dirichlet  cuando  g  =  0  y 
h  =  0. 


La  base  (z  =  0)  y  la  parte  superior  (z  =  b)  de  un  cilindro  libre  de  carga  hacen  tierra,  de  mo- 
do  que  tienen  potencial  nulo.  El  potencial  sobre  la  superficie  lateral  (r  =  a)  del  cilindro  esta 
dado  por  u(a,  9,  z)  =  f(6,  z),  donde/(0,  0)  =  f(6,  b)  =  0.  Dentro  del  cilindro,  el  potencial 
u(r,  9,  z)  satisface  la  ecuacion  de  Laplace.  Determinar  el  potencial  u  dentro  del  cilindro,  ha- 
llando  una  solucion  al  problema  de  Dirichlet  con  valores  en  la  frontera 


(32) 

(33) 

(34) 


d2u  J_  tiu_  +  d 2li  c )~» 
dr2  r  dr  r 2  dO2  Bz2 


0Sr<a,  -77  ^  0  ^  77 


u{a,  0,  z)  =  f{&,  z )  ,  —77 9  ^  77  ,  0  ^  z  ^  b  , 

u{r,  9,  0)  =  u(r,  6rb}  =  Q.  0  :£  r  <  a  ,  —  77  s  ^  77  . 


0  <  z  <  b  , 


Usaremos  el  metodo  de  separation  de  variables;  primero  suponemos  que 


u(r,  9,  z)  =  R(r)T{9)Z{z)  . 
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AI  sustituir  en  la  ecuacion  (32)  y  separar  las  Z,  tenemos 

R"(r)  +  (l/r)j?'(r)  I  r[6)  Z'ji)  = 

R[r)  r1  T(d)  7(Z ) 

donde  A  puede  ser  cualquier  constante.  Separamos  las  R  y  1  as  T para  obtener: 
r2R"(r)  +  rR'(r)  2  _  T"{0)  _ 

*{r)  r  A  "  ~  W  “  ^  ’ 

donde  u  tambien  puede  ser  cualquier  constante.  Ahora  tenemos  las  tres  ecuaciones  diferen¬ 
ciales  ordinarias 

(35)  r2R"(r)  +  rR'{r)  -  (r2 A  +  ju,)/f{r)  =  0  , 

(36)  T”{0)  +  iaT{S)  =  0  , 

(37)  Z "(e)  +  A Z(r)  =  0  . 

Para  que  u  sea  continua  en  el  cilindro,  T(6)  debe  tener  periodo  2 tt.  Asf,  partimos  del 
problema  de  valores  propios 

T"(6)  +  n'M)  =  0  ,  -77  <  0  <  77  , 

r(-77)  =  T(w)  y  T'(-Tt)  =  r(77)  . 

En  el  ejemplo  2  mostramos  que  este  problema  tiene  soluciones  no  triviales  para  u  =  n2, 
n  =  0,  1,  2, ,  dadas  por 

(38)  T„{d)  =  A„  cos  iiB  +  Bn  sen  nB  , 

donde  las  An  y  Bn  son  constantes  arbitrarias. 

Las  condiciones  en  la  frontera  en  (34)  implican  que  Z(0)  =  Z(b)  =  0.  Por  lo  tanto,  Z 
debe  satisfacer  el  problema  de  valores  propios 

Z"  (z)  +  AZ(z)  -  0  ,  0  <  z<  b  ,  2(0)  =  Z(b)  =  0  . 

Ya  hemos  visto  este  problema  varias  veces.  Existen  soluciones  no  triviales  para  A  =  ( mir/b )2, 
m  —  1,2,3,...  dadas  por 

(39)  Z„{z)  =  Cmsen^p^  , 

donde  las  Cm  son  constantes  arbitrarias. 

Al  sustituir  ,17  y  A  en  la  ecuacion  (35)  tenemos 

r2R"(r)  +  rR'(r)  -  (^r2(^j~J  +  njR(r)  -  0  ,  0  s  r  <  a  . 

El  lector  debe  verificar  que  el  cambio  de  variables  s  =  (mirr/b)  transforma  esta  ecuacion  en 

la  ecuacion  modificada  de  Bessel  de  orden  n 

(40)  s2R"(s)  +  sR‘{s)  -  (s2  +  if)ff(j)  =  0  ,  0 


'La  ecuacion  modificada  de  Bessel  de  orden  n  surge  en  muchas  aplicaciones  y  ha  sido  estudiada  ampliamente.  El 
lector  puede  consultar  el  texto  Special  Functions ,  por  E.  D.  Raineville  (Chelsea  Publishing  Co.,  Inc.,  Nueva  York, 
1972),  para  los  detalles  relativos  a  su  solucion. 
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La  ecuacion  modificada  de  Bessel  de  orden  n  tiene  dos  soluciones  linealmente  independien- 
tes,  la  funcion  modificada  de  Bessel  del  primer  tipo: 


JnU)  =  ,2 


m 


2k + n 


k=0  fcir(fc  +  n  +  l) 

que  permanece  acotada  cerca  de  cero,  y  la  funcion  modificada  de  Bessel  del  segundo  tipo: 
77  I V(S)  -  Itl(S ) 


KJs)  =  lim 


7,  2 


RcnuTr 


que  se  vuelve  no  acotada  cuando  s  — »  0.  (Recuerde  que  r  es  la  funcion  gamma  analizada  en 
la  seccion  7.6.)  Una  solucion  general  de  (40)  tiene  la  forma  CKn  +  DIn,  donde  C  y  D  son 
constantes.  Como  u  debe  permanecer  acotada  cerca  de  s  =  0,  debemos  hacer  C  =  0.  Asf,  las 
soluciones  deseadas  de  (40)  tienen  la  forma 


(41) 


nvwr 


t). 


n  =  0,  1, ...  ,  m  —  1,2,..., 


donde  las  Dmn  son  constantes  arbitrarias. 

Si  multiplicamos  las  funciones  en  (38),  (39)  y  (41)  y  luego  sumamos  sobre  m  y  n,  obte- 
nemos  la  siguiente  solucion  de  (32)  y  (34)  en  terminos  de  series: 


(42)  «(r,  6,  z )  =  2(  am sen 


+  22  (a„m  cos nff  +  hfrtlsenn0)In 

n-\  m- 1 


mirr  \  ( mTTZ 

sen 


donde  amn  y  bmn  son  constantes  arbitrarias. 

Las  constantes  en  (42)  se  pueden  obtener  al  imponer  la  condition  en  la  frontera  (33).  A1 
hacer  r  =  ay  ordenar  terminos,  tenemos 


(43)  =  2  sen 


+ 


b  ) 
2  u„j, 


mrrz 


mva 


sen 


oo  I  oa 


+ 


m  =  1  in  =  1 


2  2  bm„L 


rmra\ 


■K'n 


sen 


mTTZ 

b 

jmrz 


cos  nf) 


sen  nd  . 


Al  analizar  esta  serie  doble  de  Fourier  como  la  de  la  seccion  10.5  (pagina  621),  vemos 


que 

(44) 

am0  ~ 

h 

(45) 

^ mn  ^ 

(46) 

b  =  2 

f(d,  z)sen(^p)  dOdz/tThlf, 


h  ) 


b  f  TT 


(  n 


0  J  — 
b 


f(8,  z)  sen  )  cos n8d8dz/TrbIlt 

f{6,  z)  sen  (—  ~  I  sen  n6  dll  dzj Trblr, 


mE£) 

b  ) 

mira 


,  n  a  1  , 

,  ll£  1  . 
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En  consecuencia,  una  solution  formal  de  (32)-(34)  esta  dada  por  la  ecuacion  (42)  con 
las  constantes  amn  y  bmn  determinadas  mediante  las  ecuaciones  (44)-(46).  ■ 

Existencia  y  unicidad  de  soluciones 

Podemos  establecer  la  existencia  de  soluciones  de  los  problemas  con  valores  en  la  frontera 
para  la  ecuacion  de  Laplace  estudiando  la  convergencia  de  las  soluciones  formales  obtenidas 
mediante  el  metodo  de  separation  de  variables. 

Para  responder  la  cuestion  de  la  unicidad  de  la  solution  de  un  problema  de  Dirichlet  con 
valores  en  la  frontera  para  la  ecuacion  de  Laplace,  recordemos  que  esta  ecuacion  surge  en  el 
estudio  de  las  soluciones  de  estado  estacionario  para  la  ecuacion  del  calor.  Asf  como  hay 
principios  del  maximo  para  la  ecuacion  del  calor,  tambien  hay  principios  del  maximo  para  la 
ecuacion  de  Laplace.  Establecemos  uno  de  estos  resultados  a  continuation. ' 


PRINCIPIO  DEL  MAXIMO  PARA  LA  ECUACION  DE  LAPLACE 


Teorema  9.  Sea  u(x,  y )  una  solution  de  la  ecuacion  de  Laplace  en  un  dominio 
acotado  D.  con  u(x,  y)  continua  en  D,  la  adherencia  de  D.  (I)  =  I)  U  dD,  donde  dD 
denota  la  frontera  de  D.)  Entonces  u{x,  t )  alcanza  su  valor  maximo  en  dD. 


La  unicidad  de  la  solution  del  problema  de  Dirichlet  con  valores  en  la  frontera  es  conse¬ 
cuencia  del  principio  del  maximo.  Establecemos  este  resultado  en  el  siguiente  teorema,  pero 
dejaremos  su  demostracion  como  ejercicio  (vease  el  problema  19). 


UNICIDAD  DE  LA  SOLUCION 


Teorema  10.  Sea  D  un  dominio  acotado.  Si  existe  una  solution  continua  del  pro¬ 
blema  de  Dirichlet  con  valores  en  la  frontera 

A u(x,  y)  =  0  en  D  , 
u{x,  y)  =  f{x,  y)  en  dD  , 

entonces  la  solution  es  linica. 


Las  soluciones  de  la  ecuacion  de  Laplace  en  dos  variables  se  llaman  funciones  armoni- 
cas.  Estas  funciones  surgen  de  manera  natural  en  el  estudio  de  las  funciones  analfticas  de 
una  variable  compleja.  Ademas,  el  analisis  complejo  proporciona  muchos  resultados  utiles 
acerca  de  las  funciones  armonicas.  Para  un  analisis  de  esta  interaction,  el  lector  puede  con- 
sultar  un  texto  introductorio  de  analisis  complejo,  como  Fundamentals  of  Complex  Analysis, 
2a.  edition,  por  E.  B.  Saff  y  A.  D.  Snider  (Prentice-Hall,  Inc.,  Englewood  Cliffs,  Nueva  Jer¬ 
sey,  1993). 


T.n  la  seccion  8.2  del  texto  Partial  Differential  Equations  of  Mathematical  Physics,  2a.  edicion,  por  Tyn  Myint-U 
(Elsevier  North  Holland,  Inc.,  Nueva  York,  1980),  aparece  una  demostracion  de  este  hecho. 
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EJ  ERCICIOS 


10.7 


En  los  problemas  1  a  5,  determine  una  solucion  formal 
del  problema  con  valores  en  lafrontera  dado. 


l.^  + 

dx 1 


dy2 


=  0  ,  0  <  x  <  7t  ,  0  <  y  <  X  , 


u(x,  0)  =  4  cos  6x  +  cos  7jt  ,  0  ^  x  S  n  , 

u(x,  l}  —  0  ,  0<JC<7T. 


2.  L!L  +  =  o 

dx2  dy2 


0  <  X  <  77  ,  0  <  _y  <  77 


0 


«(jf,  0)  =  cos  .jc  —  2  cos  4x  , 
tt(x,  tr)  —  0  ,  0  £  X  S  77  . 


0  —  y  —  tt 

OSjtSir 


3. 


d2u 


=  0  ,  0  <  x  <  77  .  0  <  y  <  it 


dx-  dy z 

h(0,  y)  =  h(tt,  >’)  =  0  ,  0  —  y  —  7T  , 

u(x,  0)  =  fix)  ,  0  SS  X  it  , 

li(.V,  7r)  —  0  ,  0  <  x  75  77  . 


4.  ^  + 


d2« 


=  0 


0  <  .i  <  77  ,  0  <  y  <  77  , 


<5y3 

h(0,  y)  =  17(77,  y)  —  0  ,  Osjsn  , 
u(x ,  0)  =  sen  x  4-  sen  4x  ,  Os^<  it  , 
m(x,  tt)  =  0  ,  0  —  x  —  77  . 


.  dfu  +  <r« 


dx" 


dy‘ 


0,  0  <  X  <  TT  ,  0  <  y  <  1  , 


0 


1 


r  dr 


L^-o 

-  a#' 


m(x,  0)  =  cos  jc  —  cos  3.v  ,  0<  r<  ff 

u\x,  l)  —  cos  2x  ,  0  £  x  SE  7T  . 


6.  Deduzca  la  forma  del  laplaciano  en  coordenadas  po- 
lares  dada  en  la  ecuacion  (12). 


En  los  problemas  7  y  8,  determine  una  solucion  del  pro¬ 
blema  de  Dirichlet  con  valores  en  la  frontera  para  un 
disco. 

d2u 
dr2 

0  :£  r  <  2  ,  —  it  s  0  <  t  , 

m( 2,  0)  =  /($)  ,  —  TT  <  3  <  77 

para  la fiincion  dadaf{6). 

7.  /(<?)  =  |0|  ,  -it  £  t*  S  jt  . 

8.  /($)  =  cos2#  ,  —77  <  d  <  77  . 

9.  Determine  una  solucion  para  el  problema  de  Neu¬ 
mann  con  valores  en  la  frontera  para  un  disco: 


d  U 

Jl 


1  dn  1  d2u 

15  n  -j 

r  dr  r 2  d6" 


dr 

0 <  a  t 

frM=M 


—  77 


0 


0 


10.  Una  solucion  del  problema  de  Neumann  (25)-(26) 
debe  satisfacer  ademas  la  condicion  de  consistencia 
en  (27).  Para  mostrar  esto,  use  la  segunda  formula 
de  Green 


. 


(  (uAm  —  uAv)dxdy  =  ( u' 

Id  Jsd  \  ' 


ds 


du  dv 

dn  dn  j 

donde  d/ dn  es  la  derivada  normal  exterior  y  ds  es  la 
diferencial  de  la  longitud  de  arco.  [Sugerencia:  Haga 
v  =  1  y  observe  que  du/ dn  =  du/ dr.\ 

11.  Determine  una  solucion  del  siguiente  problema  de 
Dirichlet  para  un  anillo: 

,  2 

itu 


|  1  du 
r  dr 


1 

r 2  SO2 


=  0  , 


dr 

1  <  r  <  2  ,  -77  <  0  ■£  77  , 

«{l,  6)  =  sen40  —  cos  0  ,  —  tt  0  <  tt  , 

u( 2,  0)  =  sen0  , 

12.  Determine  una  solucion  del  siguiente  problema  de 
Dirichlet  para  un  anillo: 


,7 

d  u 


1  du  1  d2u  _ 
r  1  s  -  u 
r  dr 


r2  dff2 


dr" 

1  <  r  <  3  ,  -77  9  s 

m(1,  6)  =  0  ,  —  77  <  9  2 

«(3,  9)  =  cos  3#  +  sen5#  , 


TT 
7 T 


TT  , 
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13.  Determine  una  solucion  del  siguiente  problema  de 
Dirichlet  para  un  dominio  exterior: 

t i~u  1  Bit  1  d2u  _ 

dr2  r  dr  r2  OO2 

l  <  r  ,  —  77  <  0  ^  77  , 

w(l,  —  f(0)  <  —  w  6  as  77  , 

u(r,  0)  permanece  acotada  cuando  r  — »  oo. 

14.  Determine  una  solucion  del  siguiente  problema  de 
Neumann  para  un  dominio  exterior: 

d2u  1  dll  _j_  d2u  _ 

dr 2  r  dr  r 2  &0~ 

1  <  £  ,  77  —  0—77  , 

1^(1 ,0}=f{0),  -IT  <9<f  , 

u(r,  6)  permanece  acotada  cuando  r  — »  oo. 

15.  Determine  una  solucion  del  siguiente  problema  de 
Dirichlet  para  un  semidisco: 

d2u  1  du  1  r. >2u  „ 

— T  + - T  —  — -  —  U  , 

dr2  r  dr  r“  BB ' 

0  <  r  <  1  ,  0  <  0  <  77  , 

u(r,  0)  =  0  ,  0  <  r  <  1  , 

u(r,  tt)  =  0  ,  0  ^  r  ^  1  , 

«(l,  0)  =  seh30  ,  0S(1<  17  , 

m(0,  0)  acotada. 

16.  Determine  una  solucion  del  siguiente  problema  de 
Dirichlet  para  un  semianillo: 

d2u  1  da  1  d"u  _  „ 

0r2  r  dr  r2  302  "  ’ 

77  <  r  <  277  ,  0  <  8  <  77  . 

u(r,  0)  =  senr  ,  77  £  r  ^  2  77  . 

u(r,  77)  =  0  ,  77  S3  r  is  277  , 

«(77,  0)  =  m(2t7,  0)  =  0  ,  Os  0s  7  . 


17.  Determine  una  solucion  del  siguiente  problema  mix- 
to  con  valores  en  la  frontera: 


d2u  ,  _1  dii  +  J_  d^u  q 
dr2  r  dr  r2  dd2  ~  ’ 

1  <  r  <  3  ,  —77  <  0  <  77  , 

«(l,  0)  =  f{&)  ,  — 77  S  0  <  77  , 


■^(3,  0)  =  g(0)  ,  —  77  <  6  77 

Hr 


18.  Muestre  que 


—  tanh 


+  Z?„scnh 


C„  senh 


'i7rt 


donde 


C„ 


Rnf cosh 


19.  Demuestre  el  teorema  10  relativo  a  la  unicidad  de  la 
solucion  del  problema  de  Dirichlet. 

20.  Estabilidad.  Use  el  principio  del  maximo  para  de- 
mostrar  el  siguiente  teorema  relativo  a  la  dependen¬ 
ce  continua  de  la  solucion  con  respecto  de  las  con- 
diciones  en  la  frontera: 


Teorema.  Sean  j\  y  f2  funciones  continuas  en  dD, 
donde  D  es  un  dominio  acotado.  Para  i  =  1  y  2,  sea 
Uj  la  solucion  del  problema  de  Dirichlet 
A u  =  0,  en  D  , 

u  =  f  ,  en  dD  . 

Si  los  valores  en  la  frontera  satisfacen 

|/i  (x>y)  ~  h{x’  y)  |  —  £  Para  toda  (x,  y )  en  dD  , 
donde  e  >  0  es  cierta  constante,  entonces 
I  U\(x,  y)  —  u2(x,  y)  |  <  £  para  toda  (x,  y)  en  D  . 

21.  Para  el  problema  de  Dirichlet  descrito  en  el  ejemplo 
3,  sean  a  =  b  =  77  y  suponga  que  el  potencial  de  la 
superficie  lateral  (r  =  77)  del  cilindro  es/(0,  z)  = 
sen  z ■  Use  las  ecuaciones  (44)-(46)  para  calcular  la 
solucion  dada  por  la  ecuacion  (42). 

22.  Invariancia  de  la  ecuacion  de  Laplace.  Una  fun- 
cion  con  valores  complejos/(z)  de  la  variable  com- 
pleja  z  =  x  +  iy  se  puede  escribir  como  f{z)  = 
u( x,y)  +  iv( x,  y),  donde  u  y  v  son  funciones  con  va¬ 
lores  reales.  Si  f(z)  es  analftica  en  una  region  plana 
D,  entonces  sus  partes  real  e  imaginaria  satisfacen 
las  ecuaciones  de  Cauchy-Riemann  en  D\  es  decir, 
en  D 

du  _  dv  Bu  dv 

Ay  By  ’  fly  Bx 

Sea/analftica  y  uno  a  uno  en  D\  suponga  que  su  in- 
versa/-1  es  analftica  en  D' ,  donde  D'  es  la  imagen 
de  D  bajo /.  Entonces 

ebr  By  Bx  By 

du  dv  ’  dv  du 
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son  justamente  las  ecuaciones  de  Cauchy-Riemann 
para/-1.  Muestre  que  si  y)  satisface  la  ecuacion 
de  Laplace  para  (x,  y)  en  D,  entonces  rp(u,  v )  :  = 
<t>(x(u,  v),  y(u,  v))  satisface  la  ecuacion  de  Laplace 
para  ( u ,  v)  en  D' . 

23.  Flujo  de  fluido  cerca  de  una  esquina.  Las  lmeas 
de  flujo  que  describen  el  flujo  de  un  fluido  en  tomo  de 
una  esquina  (vease  la  figura  10.25)  estan  dadas  por 
<f>( x,  y)  =  k,  donde  k  es  una  constante  y  />,  la  fun- 
cion  de  flujo,  satisface  el  problema  con  valores  en  la 
frontera 


V 


d2<p  d2d>  _ 
dx1  dy1 
<p{x,  0)  =  0  , 
MO,  y)  =  0  , 


x  >  0  , 

0  x  , 

0  <  y  . 


y  >  0  , 


y 


(a)  Use  los  resultados  del  problema  22  para  mostrar 
que  este  problema  se  puede  reducir  al  de  deter- 
minar  el  flujo  sobre  una  placa  plana  (vease  la  fi¬ 


gura  10.26).  Es  decir,  muestre  que  el  problema 
se  reduce  a  hallar  la  solution  de 

d\p_ 

chi2  cl )v 2 

v  >  0  ,  — oo  <  u  <  oo  , 

0)  =  0  ,  —  oo  <  u  <  oo  , 

donde  ip  y  cp  estan  relacionadas  como  sigue: 
t j){u,  v )  =  <p(x(u,  v),  y(u,  v)),  y  la  transforma¬ 
tion  entre  (u,  v )  y  (x,  y)  esta  dada  por  la  fun- 
cion  analftica/(z)  =  z2. 

(b)  Verifique  que  una  solution  no  constante  del  pro¬ 
blema  en  la  parte  (a)  esta  dada  por  tp(u,  v )  =  v. 

(c)  Use  el  resultado  de  la  parte  (b)  para  determinar 
una  funcion  de  flujo  <f>( x,  y)  para  el  problema 
original. 

24.  Dominio  no  acotado.  Use  separation  de  variables 
para  determinar  una  solution  de  la  ecuacion  de  La¬ 
place  en  el  rectangulo  infinito  0  <  v  <  ir,  0  <y  < 
oo,  que  se  anule  en  los  lados  x  =  0  y  x  =  tt,  tienda  a 
cero  cuando  y  — »  oo  y  sea  igual  a  f(x)  para  y  =  0. 


Resumen  del  capitulo 

Separation  de  variables:  Una  tecnica  clasica  eficaz  para  resolver  problemas  con  valores  en 
la  frontera  para  ecuaciones  diferenciales  parciales  es  el  metodo  de  separation  de  variables. 
Brevemente,  la  idea  es  suponer  primero  que  existe  una  solution  que  puede  escribirse  con  las 
variables  separadas,  por  ejemplo,  u{ x,  t)  =  X(x)T{t).  Al  sustituir  u  =  XT  en  la  ecuacion  dife- 
rencial  partial  e  imponer  las  condiciones  en  la  frontera  se  llega  al  problema  de  hallar  los  valo¬ 
res  propios  y  las  funciones  propias  para  un  problema  con  valores  en  la  frontera  para  una  ecua¬ 
cion  diferencial  ordinaria.  Al  determinar  los  valores  propios  y  las  funciones  propias,  se 
obtienen  funciones  un(x,t)  =  Xn(x)Tn(t),  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  que  resuelven  la  ecuacion  diferencial 
partial  y  las  condiciones  en  la  frontera.  Al  considerar  combinaciones  lineales  infinitas  de  las 
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un(x,  t)  obtenemos  soluciones  de  la  ecuacion  diferencial  parcial  y  condiciones  en  la  frontera  de 
la  forma 

CO 

n(x.  t)  =  2  cnuH{x,  t)  . 

n  -  l 

A  continuacion  se  obtienen  los  coeficientes  c„  usando  las  condiciones  iniciales  o  las  demas 
condiciones  en  la  frontera. 


Serie  de  Fourier:  Sea  f(x)  una  funcion  continua  por  partes  en  el  intervalo  [  —T,  7],  La  serie 
de  Fourier  de/es  la  serie  trigonometrica 


CXI  f 

/W  ~  2  +  {“" 


nwx  nux 

cos^r-  +  b„sen—^r- 


donde  las  an  y  bn  estan  dadas  por  las  formulas  de  Euler: 

n  =  0,  1,  2, , 

n  ~  1,  2,  3,  .  .  .  . 

Sea/ continua  por  partes  en  el  semiintervalo  [0,  7],  La  serie  de  cosenos  de  Fourier  de 
f(x)  en  [0,  7]  es 


r(  \  niTX  , 

A.ri  cos  —^rdx 


bn  =  f\  /(jf)sen^A 


/(4 


2 


a„  cos- 


donde 


2  ,,,  ,  nwx  . 

«K  =  /  j  /W  cos —A  . 

La  serie  de  senos  de  Fourier  de  f(x)  en  [0,  7]  es 

OC 

.fix)  ~  2  A  sen^  , 

;i  =  I  J 

donde 

=  J  j  fix)  sen  '^dx  . 

Las  series  de  Fourier  y  el  metodo  de  separacion  de  variables  se  usan  para  resolver  proble- 
mas  con  valores  en  la  frontera  y  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  para  las  tres 
ecuaciones  clasicas: 


Ecuacion  del  calor  —  = 

dt  dx2 

Ecuacion  de  onda  bLU  — 

dr  dx1 

d2U  +  <i2l<  _  ^ 
dx2  dy2 


Ecuacion  de  Laplace 


Ejercicios  de  escritura  tecnica 
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Para  la  ecuacion  del  calor,  existe  una  unica  solucion  u(x,  t )  cuando  los  valores  en  la  fron- 
tera  en  los  extremos  de  un  alambre  conductor  se  especifican  junto  con  la  distribution  initial  de 
temperatura.  La  ecuacion  de  onda  proporciona  el  desplazamiento  u(x,  t)  de  una  cuerda  vibran- 
te  cuando  los  extremos  se  mantienen  fijos,  dados  el  desplazamiento  y  la  velocidad  iniciales  en 
cada  punto  de  la  cuerda.  En  tal  caso,  la  separation  de  variables  proporciona  una  solucion  que 
es  la  suma  de  ondas  verticales.  Para  una  cuerda  infinita  con  desplazamiento  y  velocidad  inicia¬ 
les  dados,  la  solucion  de  d’Alembert  proporciona  ondas  viajeras.  La  ecuacion  de  Laplace  surge 
en  el  estudio  de  soluciones  de  estado  estacionario  para  la  ecuacion  del  calor  cuando  se  especi¬ 
fican  condiciones  en  la  frontera  de  tipo  Dirichlet  o  Neumann. 


EJERCICIOS  DE  ESCRITURA  TECNICA 


1.  El  metodo  de  separation  de  variables  es  una  tecnica 
importante  para  resolver  problemas  con  valores  ini¬ 
ciales  y  en  la  frontera  y  problemas  con  valores  en  la 
frontera  para  ecuaciones  diferenciales  parciales  linea- 
les.  Explique  en  que  parte  la  linealidad  de  la  ecua¬ 
cion  diferencial  juega  un  papel  crucial  en  el  metodo 
de  separation  de  variables. 

2.  A1  aplicar  el  metodo  de  separation  de  variables  en- 
contramos  varias  funciones  especiales,  como  los  se- 
nos,  los  cosenos,  las  funciones  de  Bessel  y  las  fun¬ 
ciones  modificadas  de  Bessel.  Describa  tres  o  cuatro 
ejemplos  de  ecuaciones  diferenciales  parciales  que 
impliquen  a  otras  funciones  especiales,  como  los  po- 
linomios  de  Legendre,  los  polinomios  de  Hermite  y 
los  polinomios  de  Laguerre.  (Tal  vez  necesite  explo- 
rar  un  poco  en  la  biblioteca.) 

3.  Una  ecuacion  diferencial  partial  de  segundo  orden 
con  coeficientes  constantes  de  la  forma 


se  puede  clasificar  mediante  el  discriminante  D  '■  = 
b2  —  4 ac.  En  particular,  la  ecuacion  es 
hiperbolica  si  D  >  0,  y 

elfptica  si  D  <  0. 

Verifique  que  la  ecuacion  de  onda  es  hiperbolica  y 
que  la  ecuacion  de  Laplace  es  elfptica.  Se  puede 
mostrar  que  las  ecuaciones  hiperbolicas  (elfpticas) 
pueden  transformarse  mediante  un  cambio  lineal  de 
variables  en  la  ecuacion  de  onda  (ecuacion  de  Lapla¬ 
ce).  Con  base  en  su  conocimiento  de  estas  ultimas 
ecuaciones,  describa  los  tipos  de  problemas  (con  va¬ 
lores  iniciales,  con  valores  en  la  frontera,  etc.)  que 
son  adecuados  para  las  ecuaciones  hiperbolicas  o  pa¬ 
ra  las  ecuaciones  elfpticas. 
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A.  Distribution  estacionaria  de  temperatura  en  un  cilindro 
circular 


Cuando  la  temperatura  u  dentro  de  un  cilindro  circular  alcanza  un  estado  estacionario,  satisface 
la  ecuacion  de  Laplace  Am  =  0.  Si  la  temperatura  sobre  la  superficie  lateral  (r  =  a)  se  mantie- 
ne  en  cero  grados,  la  temperatura  en  la  parte  superior  (z  =  b)  tambien  se  mantiene  nula,  y  la 
temperatura  en  la  parte  inferior  (z  =  0)  esta  dada  por  u(r,  0,  0)  =  /(r,  8),  entonces  la  tempera¬ 
tura  de  estado  estacionario  satisface  el  problema  con  valores  en  la  frontera 


d2»  ,  j_  8u  ,  J_  d2u  ,  d2u  _  .. , 
dr 2  r  fir  r2  d()2  dz1 

u(a,  6,  z)  —  0  ,  —  tt  <  8  s  it  , 

u(r,  8,  b)  =  0  ,  Osr<«, 

u(r,  0,  0}  -  f{r,  8)  ,  0  r  <  a 


0  ^  r<  a  ,  —  tt  <  0  s  it  , 

0  s  z  s  b  , 

—  7T  0  <  TT  , 

—  IT  •<  6  <  TT  , 


0  <  z  <  b  , 


donde/(c;,  8)  =  0  para  —  rr  <  0  <  77  (vease  la  figura  10.27).  Para  determinar  una  solucion  de 
este  problema  con  valores  en  la  frontera,  proceda  como  sigue: 

(a)  Sea  u(r ,  8,  z)  =  R(r)T(8)Z(z).  Muestre  que  R,  T y  Z  deben  satisfacer  las  tres  ecua- 
ciones  diferenciales  ordinarias 

r2R "  +  rR'  -  {r2 A  +  fi)R  =  0  , 

T"  +  n  J  =  0  , 

Z"  +  AZ  =  0  . 


(b)  Muestre  que  T{  8)  tiene  la  forma 
T(8)  =  A  cos  nd  +  B  sen  nd 

para  /jl  =  n2,  n  =  0,1,2,... 

(c)  Muestre  que  Z(z)  tiene  la  forma 
Z(z)  =  C  senh  [/3(b  —  z)] 
para  A  =  —  ff,  donde  ft  >  0. 


u(r,  $,  b)  =  0 


u(a,  9,  z)  =  0 


Am  =  0 


^  u{r,  9,0)=f(r,  0) 
Figura  10.27  Problema  de  Dirichlet  para  el  cilindro 
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(d)  Muestre  que  para  cada  n,  R(r )  tiene  la  forma 
R„(r)  =  DJn(pr)  , 

donde  Jn  es  la  funcion  de  Bessel  del  primer  tipo. 

(e)  Muestre  que  las  condiciones  en  la  frontera  exigen  que  R(a)  =  0,  de  modo  que 

J„(l3a)  =  0  . 

Por  lo  tanto,  para  cada  n,  si  0  <  anl  ,  <  an2  <•••,<  anm  <  •  ■  ■  son  los  ceros  de 
Jn,  entonces 

fiiuri  . 

Ademas, 


R„(r)  =  DJ„(anmr/a)  . 

(f)  Use  los  resultados  anteriores  para  mostrar  que  u(r,  9,  z)  tiene  la  forma 

;<(r,  0,  z)  -  Jh(  ™  '  j  (a„„  cos  nO  +  b„m  sen  n0)senh  I  -  - - )  , 

n  —  0  m  -  I  \  Q  J  \  (1  j 

donde  anm  y  bnm  son  constantes. 

(g)  Use  la  ultima  condicion  en  la  frontera  y  un  desarrollo  ortogonal  doble  con  funciones 
de  Bessel  y  funciones  trigonometricas  para  deducir  las  formulas 


ira  sen 


tb(aCtffi/j/£j)[l/l(Q:0„I)j2  Jo 


fir,  &)-h 


no  mr 


rdrclft 


para  m  =  1,  2,  3, .  .  .  ,  y  para  n,  m  =  1,  2,  3, ... , 


^nm 


— 7 - 77 - TTm — 7 - vp  I  f  oos(n$)rdrde  , 

ira  sexm(a„mb/a)[J„+  ] J"  J0  J0  V  «  / 

j"  J"  f(r,  d)J„(^  ----\sen{n0)rdrd9  . 


a2  senh  {amnbf a)  [  J„ + ,  ( anm)  ] 1 


B.  Una  solution  de  la  ecuacion  de  onda  mediante 
transformada  de  Laplace 

Las  transformadas  de  Laplace  permiten  resolver  ciertas  ecuaciones  diferenciales  parciales.  Pa- 


ra  ilustrar 

esta  tecnica,  considere  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera 

(1) 

d"u  -i  52u 

d/1  Ox2 

;  0  <  x  <  oo  ,  r  >  0  , 

(2) 

u(0.  /}  —  h{t)  , 

I  >  0  , 

(3) 

S3 

j* 

O 

o 

0  <  x  <  oo  , 

(4) 

frM)  =  o  , 

0  <  x  <  oc  , 

(5) 

lim  u{x,  t)  =  0  , 

x— 

(SO. 

t  >  0  , 
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Este  problema  surge  al  estudiar  una  cuerda  semiinfmita  que  en  un  principio  esta  colocada  en 
forma  horizontal  y  en  reposo,  donde  uno  de  los  extremos  comienza  a  moverse  en  forma  verti¬ 
cal.  Sea  u(x,  t)  la  solution  de  (l)-(5).  Para  cadajt,  sea 

r  ex? 

U{ x,  s)  —  s)  =  e~s'u(x,  i)dt  . 

Jo 

(a)  Use  el  hecho  de  que 


y  muestre  que  U(x,  s)  satisface  la  ecuacion 

Ji2j  j 

(6)  s2U{x,  s)  =  a2 — -  ,  0  <  x  <  oo  . 

dx 

(b)  Muestre  que  la  solution  general  de  (6)  es 
U{x,  s)  -  A(s)e  sx!a  +  B{s)essla  , 

donde  A(s)  y  B(s )  son  funciones  arbitrarias  de  j. 

(c)  Como  u(x,  t)  —*  0  cuando  jc  — »  oo  para  toda  0  <  t  <  oo,  tenemos  que  U(x,  s)  — »  0 
cuando  x  — »  oo.  Use  este  hecho  para  mostrar  que  la  B(s)  en  la  parte  (b)  debe  ser 
igual  a  cero. 

(d)  Use  la  ecuacion  (2)  para  mostrar  que 
.4U)  =  H{s)  =  if  {/ijU)  , 

donde  A(s)  esta  dada  en  la  parte  (b). 

(e)  Use  los  resultados  de  las  partes  (b),  (c)  y  (d)  para  obtener  una  solution  formal  de 

(l)-(5). 

C.  Funcion  de  Green 

Sea  Q  una  region  en  el  piano  xy  con  frontera  suave  dQ.  Asociamos  a  Q  una  funcion  de  Green 
G(x,  y;  §,  rj)  definida  para  parejas  de  puntos  distintos  ( x ,  y),  (§,  if)  en  Q.  La  funcion  G(x,  y; 
rf)  tiene  la  siguiente  propiedad. 

Sea  A  it  ~  c^n/obc2  +  cfu/ dy1  el  operador  laplaciano  en  Q;  sea  li(x,  y)  una  funcion  conti- 
nua  dada  en  Q;  y  sea/(:r,  y)  una  funcion  continua  dada  en  <?Q.  Entonces,  una  solution  continua 
del  problema  de  Dirichlet  con  valores  en  la  frontera 

Am(jc,  y)  =  h(x,y)  ,  en  fi  , 
u(x,  y)  =f(x,y)  ,  en  dG  , 

esta  dada  por 

(7)  u(x,  y)  =  j"  j  G(x,  y;  £,  r))df  d-q 

"n 

+  [  /(1. 7j)-~ (*,  y,  £,  n)da-(i,  tj)  , 

J  60  L  ;  f 
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donde  n  es  la  normal  exterior  a  la  frontera  PQ  de  Q  y  la  segunda  integral  es  la  integral  de  lrnea 
a  lo  largo  de  la  frontera  de  Q  con  el  interior  de  Q  a  la  izquierda,  conforme  se  recorre  la  fronte¬ 
ra.  En  (7)  suponemos  que  es  lo  bastante  suave  como  para  que  los  integrandos  y  las  integra- 
les  existan. 

Cuando  fi  es  el  semipiano  superior,  la  funcion  de  Green  es  ' 

(-v  -  +  (y  -  yf 

{x  -  £)2  +  (y  +  rj)2  _ 


G(x,y;  £,  t;J  -  ^ln 
r 


(a)  Use  (7)  para  mostrar  que  una  solucion  de 

(8)  Au(x,  y)  =  h(x,  y)  ,  — oo  <  x  <  oq  ,  0  <  y  , 

(9)  u[x,  0)  =  /(*)  ,  -oo  <  x  <  oo  , 


esta  dada  por 


u(x,  y)  =  - 


fit) 


U  -  i)1  +  y 


1 

H - 

477  . 


■  OO 

0 


£)2  +  {y-  v)1' 

tf  +  (v  +  v)2. 


h(f,v)dfdrj  . 


(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  determinar  una  solucion  de  (8)-(9)  cuando 
h  =  0  y/=  1. 

(c)  Cuando  Q  es  el  interior  del  cfrculo  unitario  x2  +  y2  =  1,  la  funcion  de  Green,  en 
coordenadas  polares  (r,  d)  y  (p,  <f>),  esta  dada  por 

G(r,  6;  p,  cj> )  =  In  [r2  +  p 2  -  2 rp  cos(< f>  -  0)] 

—  ^ln[r2  +  p  2  —  2rp~1cos(d»  -  0]]  —  ^^rlnp  ■ 


477 


Use  (7)  para  mostrar  que  la  solucion  de 

4=0,  0<r<] 


d2u 


4-  ±  + 


1  d2u 


8rz  r  dr  rz  BO1 
u(l,  0)  =/l»  .  O<0 


o  <  e  <  2  ■fi¬ 


esta  dada  por 

1  f  2tt  ,  2 

«(y  0)  =  —  f  ~—~2 

2tt  Jo  1  +  r 


2rcos(t p  —  0) 


/(<£)#  • 


Esto  se  conoce  como  la  formula  integral  de  Poisson. 

(d)  Use  la  formula  integral  de  Poisson  para  deducir  el  siguiente  teorema  para  las  solucio- 
nes  de  la  ecuacion  de  Laplace. 


Las  tecnicas  para  determinar  las  funciones  de  Green  aparecen  textos  de  ecuaciones  diferenciales  parciales  como 
Partial  Differential  Equations  of  Mathematical  Physics,  2a.  edicion,  por  Tyn  Myint-U  (Elsevier  North  Holland, 
Inc.,  Nueva  York,  1980),  capitulo  10. 
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r 


Teorema  11.  Sea  u(x,  y)  una  funcion  que  satisface  Am  =  0  en  un  dominio  acotado 
Q  en  R2  y  sea  ( x0 ,  y0 )  en  Q.  Entonces 


(1») 


para  toda  r  >  0  tal  que  el  disco  B(x0 ,  y0;  r)  =  {(x,  y ):  (x  —  x0 )2  +  (y  —  y0)2  <  r2} 
esta  totalmente  contenido  en  Q. 


[Sugerencia:  Use  un  cambio  de  variables  que  transforme  el  disco  B(x0,  y0;  r)  en  el 
disco  unitario  B( 0,  0;  1).] 


D.  Metodo  numerico  para  A  u  =  f  en  un  rectangulo 


Sea  R  el  rectangulo  abierto 

R  =  {(jt,  y):  a  <  x  <  b,  c  <  y  <  d) 

y  dR  su  frontera.  Aquf  describiremos  una  tecnica  numerica  para  resolver  el  problema  de  Dirich- 
let  generalizado 

=  f{x,  v)  ,  para  (x,  y)  en  R  , 

(11)  dx2  by2  J  ^ 

«(x,yj  =  g(x,y)  ,  para  en  dR  . 

El  metodo  es  similar  a  la  tecnica  de  diferencias  finitas  analizado  en  el  capitulo  4.  Primero 
elegimos  enteros  positivos  my  ny  tamanos  de  paso  li  y  k  de  modo  que  b  —  a  =  hm  y  d  —  c  =  kn. 
El  intervalo  [a,  b]  se  divide  ahora  en  m  subintervalos  iguales  y  [c,  d\  en  n  subintervalos  iguales. 
Los  puntos  de  la  particion  son 

Xi  =  a  +  ih  ,  0  s  i  s  m  , 

yj=  c  +  jk  ,  0  <  j  <  n 

(vease  la  figura  10.28).  Las  lrneas  (punteadas)  x  =  xty  y  =  y;  se  llaman  lmeas  de  la  malla  y 
sus  intersecciones  (xt,  yj)  son  los  puntos  de  la  malla  de  la  particion.  Queremos  obtener  aproxi- 


y 


■t — t — r 


r 


-  -i-  -i-  -  4 - 


R 


>0  =  c 


0 


x 


Figura  10.28  Malla  rectangular 


Proyectos  de  grupo  para  el  capitulo  10 
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maciones  de  la  solucion  u(x,  y)  del  problema  (1 1)  en  cada  punto  interior  de  la  malla,  es  decir, 
en  (xj,  yj)  tal  que  1  <  i  <  m  —  1,  1  <  j  <  n  —  1.  (Por  supuesto,  de  (1 1),  tenemos  los  valores  de 
u(x,  y)  en  los  puntos  frontera  de  la  malla;  por  ejemplo,  u(x0,  yj)  =  g(x0,  yj),  0  n.) 

El  siguiente  paso  consiste  en  aproximar  las  derivadas  parciales  cf'u/ dx2  y  <ju/  dy2  usando 
las  aproximaciones  con  diferencias  centradas 

(12)  — ;(xh  il  *=  77  [«U,- 1 1.  y,)  -  2u(x;,  yj  +  hUi-u  Vi)1  paral  £  i  £  m  -  1  , 

dr  h 

y 

(13)  77fc,Vj)  «  77  [«(■*;,  >}-[)  -  2 u{x„yj  +  u{xh  y,--])]  paral  <j  <  «  -  1  . 

ay~  k~ 

Estas  aproximaciones  se  basan  en  la  formula  generica 

y"{x)  =  [y(x  +  h)  —  2y(x)  +  y(x  —  h)]/h 1  +  [terminos  que  implican  a  h2,  h2, .  .  .  ]  , 


que  es  consecuencia  del  desarrollo  en  serie  de  Taylor  de  y(x). 

(a)  Muestre  que  al  sustituir  las  aproximaciones  (12)  y  (13)  en  el  problema  de  Dirichlet 
(11)  obtenemos  el  siguiente  sistema: 


(14) 


+  U; 


■I.JJ 


+  Ui,j~  l) 


-hiix.yj 


para i  =  1,2 , ,m  —  1 ,  y  j  =  1,2 , ,n  —  1 ; 

«0j  =■  #{«*  y'i )  1  un,,j  =  g{b.  yj  ,  j  =  o,  1 - ,n, 

M|.o  =  g{*r  c )  -  =  s(Xi,  d)  ,  i  =  1 , 2, . . . ,  m  ~  1  , 

donde  tq  ,  aproxima  a  u(xi}  yj. 

Observe  que  cada  ecuacion  en  (14)  implica  aproximaciones  de  la  solucion  que  apare- 
cen  en  una  cruz  con  centro  en  un  punto  de  la  malla  (vease  la  figura  10.29). 


(*;.  b+i) 


(xi - 1 ’  yj' 


C xi’Vj ) 


'  (*■+ 1.  yj 


(xi  •  3)  -l) 

Figura  10.29  La  solucion  aproximada  «,-  •  en  (x,-,  y  ■)  se  obtiene  a  partir  de  los  valores  en  los  extremos  de  la  cruz 


(b)  Muestre  que  el  sistema  de  la  parte  (a)  es  un  sistema  lineal  de  ( m  —  1  )(n  —  1 )  incog¬ 
nitas  con  (m  —  l)(n  —  1)  ecuaciones. 

(c)  Para  la  ecuacion  de  Laplace  con  f{x,  y)  =  0,  muestre  que  cuando  n  =  k,  la  ecuacion 
(14)  implica  que 

«/./  =  +  «/+l  J  +  +  «/,;+ 1)  ■ 
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Compare  esta  formula  de  promedio  con  la  propiedad  del  valor  medio  del  teorema  1 1 
(proyecto  C). 

(d)  Para  la  placa  cuadrada 

R  =  {{*,  y):  0  <  x  <  0.4,  0<.^  0.4}  , 

mantenemos  la  temperatura  de  la  frontera  como  sigue: 

«(0,  y)  =  0  ,  w(0.4,  y)  =  lOy  ,  0.4  . 

u(x,  0)  =  0  ,  u(x,  0.4)  =  10jc  ,  0  ^  x  ^  0,4  , 

Use  el  sistema  de  la  parte  (a)  con  f(x,  y)  =  0,  m  =  n  =  4  y  h  =  k  =  0.1  para  determi- 
nar  aproximaciones  de  las  temperaturas  de  estado  estacionario  en  los  puntos  de  la 
malla  de  la  placa.  [ Sugerencia :  Es  util  nombrar  a  los  puntos  de  la  malla  con  un  solo 
rndice,  digamos,  pi,p2, ,  pq,  eligiendo  el  orden  como  al  leer  un  libro.] 
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APITI 


Problemas  de  valores  propios  y 
ecuaciones  de  Sturm-Liouville 


11.1  INTRODUCCION:  FLUJO  DE  CALOR  EN  UN  ALAMBRE 
NO  UNIFORME 


Formule  la  ecuacion  diferencial  y  las  condiciones  en  la  frontera  para  el  flujo  de 
calor  a  traves  de  un  alambre  delgado  aislado,  con  densidad,  conductividad  termica 
y  capacidad  calorica  especifica  no  uniforme,  sujeto  a  condiciones  generales  en  la 
frontera  en  sus  extremos. 


En  la  seccion  10.1  obtuvimos  la  siguiente  ecuacion  para  la  temperatura  u(x,  t)  en  un  alambre 
con  densidad  p(x),  conductividad  termica  k(x)  y  capacidad  calorica  especifica  c(x)  (vease  la 
ecuacion  (3)  en  la  seccion  10.1): 


(1) 


+  Q(jc,  f)  . 


Analizamos  esta  ecuacion  para  el  caso  en  que  c,  p  y  k  eran  independientes  de  la  posicion; 
ahora  no  podremos  darnos  ese  lujo. 

Si  los  extremos  del  alambre  se  mantienen  a  0°C,  pedimos  que  u(x,  t)  satisfaga  las  condi¬ 
ciones  en  la  frontera 


(2)  u(0,  t)  =  u(L,  i)  =  0  ,  t  >  0  , 


donde  L  es  la  longitud  del  alambre.  Si/(.v)  denota  la  distribucion  inicial  de  temperatura  en  el 
alambre,  entonces  u{x,  t )  debe  satisfacer  ademas  la  condicion  inicial 

(3)  u(x.  0)  =  f(x)  ,  0  <  x  <  L  . 

Asl,  vemos  que  un  modelo  matematico  para  el  flujo  de  calor  a  traves  de  un  alambre  no 
uniforme  esta  dado  por  el  problema  con  valores  iniciales  y  en  la  frontera  formado  por  las 
ecuaciones  (1),  (2)  y  (3). 

En  ciertos  casos,  como  el  del  calor  producido  por  una  reaccion  qmmica,  la  expresion  pa¬ 
ra  la  fuente  o  pozo  interno  Q(x,  t )  se  puede  modelar  mediante  un  termino  proporcional  a  la 
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temperatura,  q(x)u(x,  1 ).  La  mayor  parte  de  los  demas  tipos  de  fuentes  son  independientes 
de  la  temperatura  y  se  modelan  mediante  una  funcion  explfcita  (conocida)  h(x,  t).  Por  lo  tan- 
to,  una  ecuacion  muy  general  para  el  flujo  de  calor  en  un  alambre  no  uniforme  esta  dada  por 


(4) 


c(x)p(x)|j(x,  t) 


d_ 

dx 


k{x)^{x,  f) 


+  q(x)u(x ,  f)  +  k(x,  t )  . 


En  el  problema  original,  las  temperaturas  en  los  extremos  del  alambre  se  mantenfan 
constantes.  Mas  en  general,  los  extremos  del  alambre  podrfan  estar  aislados,  du/ dx  =  0,  o 
solo  parcialmente  aislados,  du/dx  +  cu  =  0.  Para  generalizar  la  situation,  suponemos  enton- 
ces  que  u(x,  t )  satisface  condiciones  en  la  frontera  en  x  =  a  y  x  =  b  de  la  forma 


(5)  «!«(«,  t)  +  c2—  (a,  f)  =  0  ,  bxu(b,  i)  +  (£>,  t)  =  0 

para  toda  t  >  0.  Estas  se  llaman  condiciones  separadas  en  la  frontera,  pues  la  condition  im- 
puesta  sobre  u(x,  t)  en  x  =  a  no  depende  de  los  valores  de  u{x,  I )  en  x  =  b  v  viceversa. 

De  (4),  (5)  y  (3),  obtenemos  el  siguiente  modelo  general  para  el  flujo  del  calor  en  un  alam¬ 
bre  no  uniforme 


(6) 


Hx)fM 


_d_ 

dx 


+  q(x)u(x ,  f)  +  h{x ,  f) 


a  <  x  <  b  ,  t  >  0  , 


(7)  «[«(«,  f)  +  ci2x^{a,  t)  =  0  .  btu(b,t)  +  bjr^(b,t)  ~  0  ,  t  >  0  , 

(8)  u(x,  0)  -  f(x)  ,  a  <  x  <  b  , 


donde  r(x)  =  c(x)p(x)  y  p(x)  =  k(x). 

En  el  capftulo  10  usamos  el  metodo  de  separation  de  variables  para  resolver  estos  tipos 
de  problemas.  En  particular,  analizamos  tecnicas  para  trabajar  con  el  termino  no  homogeneo 
h(x,  t)  (vease  el  ejemplo  3  de  la  section  10.5  y  el  ejemplo  1  de  la  section  10.6).  Por  ahora 
supondremos  que  h(x,  t)  =  0.  A1  aplicar  el  metodo  de  separation  de  variables  a  las  ecuacio¬ 
nes  (6)  y  (7),  es  decir,  al  hacer  u(x,  t)  =  X(x)T(i),  llegamos  al  problema  de  valores  pro¬ 
pios  para  y(x): 


(9) 


d 

dx 


+  +  Ar(x)y  =  0  , 


a  <  x  <  b  , 


(10)  +  a2y'(a)  =  0  ,  bty{b)  +  b2y'{b )  -  0  , 


donde  A  es  un  numero  por  determinar.  (El  lector  debe  verificar  esta  afirmacion.)  El  sistema 
(9)-(10)  es  un  problema  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera.1  Excluimos  las 
condiciones  triviales  en  la  frontera,  donde  ax  =  a2  =  0  o  b\  =  b2  =  0.  Cuando  p(x),  q(x)  y 
r(x)  son  continuas  en  [a,  b]  y  p(x)  >  0  y  r(x)  >  0  en  [a,  b],  nos  referimos  a  este  sistema  co- 
mo  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera. 

La  mayor  parte  de  los  problemas  de  valores  propios  del  capftulo  10  eran  regulares.  Sin 
embargo,  decimos  que  la  ecuacion  es  singular  cuando  las  hipotesis  sobre  p,  p q  y  r  solo 


'Nota  historica:  Estos  sistemas  tambien  se  llaman  sistemas  de  Sturm-Liouville  o  problemas  de  Sturm-Liouville. 
Reciben  este  nombre  en  honor  del  matematico  suizo  Jacques  Charles  Frangois  Sturm  (1803-1855)  y  el  matematico 
frances  Joseph  Liouville  (1809-1882),  quienes  estudiaron  esta  clase  de  problemas  con  valores  en  la  frontera  en  la 
decada  de  1830. 


Seccion  1 1 .2  Valores  propios  y  funciones  propias 
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son  validas  en  el  intervalo  abierto  (a,  b)  y  no  en  el  intervalo  cerrado;  si  p  se  anula  en  a  o  b\  si 
p(x),  q(x )  o  r(x)  no  estan  acotadas  cuando  x  tiende  a  a  o  a  b;  o  cuando  el  intervalo  (a,  b )  no 
esta  acotado.  Un  ejemplo  de  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 
es  el  de  determinar  soluciones  no  triviales  para  la  ecuacion  de  Bessel 


(ID 


d 

dx 


+  A  xy  =  0  , 


0  <  x  <  b  , 


que  satisfagan  las  condiciones  en  la  frontera 

(12)  lfm  y(x)  y  lfm  y  '(x)  existen  y  son  finitos  y  y{b)  =  0. 

x  ->  o+  x  —>  o+ 

Este  problema  surge  al  estudiar  el  flujo  de  calor  en  un  cilindro.  En  este  caso,  p(x)  =  r(x)  = 
x,  que  se  anula  en  x  =  0.  Las  condiciones  en  la  frontera  en  (12)  son  tfpicas  de  los  problemas 
singulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera. 

Otra  clase  importante  de  condiciones  en  la  frontera  es  la  clase  de  condiciones  periodi- 
cas,  que  ya  hemos  estudiado  en  el  contexto  de  la  ecuacion  de  Laplace  en  un  disco  (vease  la 
seccion  10.7).  Si  buscamos  soluciones  con  periodo  P  para  la  ecuacion  (9),  entonces  necesita- 
mos  que  la  solucion  y(x)  satisfaga  las  condiciones  periodicas  en  la  frontera 

(13)  ><0)  =  y(P)  ,  /( 0)  =  y'(P)  . 

Como  veremos,  la  teorfa  de  problemas  periodicos  de  Sturm-Liouville  esta  muy  relacionada 
con  la  teorfa  de  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera. 

El  tipo  de  problemas  con  valores  en  la  frontera  que  surgen  de  la  aplicacion  del  metodo 
de  separacion  de  variables  depende  de  la  geometrfa  de  la  region.  Por  supuesto,  hay  que  elegir 
un  sistema  de  coordenadas  que  permita  separar  las  variables.  En  el  capftulo  10  usamos  las 
coordenadas  rectangulares  y  las  polares. 1 

En  este  capftulo  estudiaremos  las  propiedades  de  los  problemas  de  Sturm-Liouville  con 
valores  en  la  frontera.  En  la  seccion  11.2  iniciamos  con  un  analisis  de  los  valores  propios  y 
las  funciones  propias.  En  la  seccion  1 1.3  analizamos  los  problemas  regulares  de  Sturm-Liou¬ 
ville  con  valores  en  la  frontera.  Los  problemas  no  homogeneos  con  valores  en  la  frontera  y  la 
alternativa  de  Fredholm  se  analizan  en  la  seccion  11.4.  Daremos  dos  metodos  para  resolver 
los  problemas  no  homogeneos:  el  metodo  de  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias 
(seccion  11.5)  y  las  funciones  de  Green  (seccion  11.6).  En  la  seccion  11.7  analizamos  tres 
ejemplos  de  problemas  singulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera:  la  ecuacion 
de  Bessel,  la  ecuacion  de  Legendre  y  la  ecuacion  de  Hermite.  Por  ultimo,  en  la  seccion  1 1.8, 
describimos  la  ubicacion  de  los  ceros  para  las  soluciones  de  ecuaciones  de  Sturm-Liouville, 
segun  el  teorema  de  separacion  de  Sturm,  el  teorema  fundamental  de  Sturm  y  el  teorema  de 
comparacion  de  Picone. 


11.2  VALORES  PROPIOS  Y  FUNCIONES  PROPIAS 

El  problema  de  determinar  una  solucion  de  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden 
(1)  y”  +  p(x)y’  +  Mf(x)  ,  a  <  x  <  l>  , 


Otros  sistemas  de  coordenadas  utilizados  para  ciertas  regiones  geometricas  especiales  se  analizan  en  el  texto  de 
G.  Arfken,  Mathematical  Methods  for  Physicists,  4a.  edition  (Academic  Press,  Nueva  York,  1995),  capftulo  2. 
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que  satisface  las  condiciones  en  la  frontera 

(3)  aiiv(o)  +  al2y'{a)  +  bny(b)  +  bl2y’(b)  =  cl  , 

«21  y(«)  +  +  ^2lV(»  +  ^22>''(^}  =  ^2  - 

es  un  problema  con  valores  en  la  frontera  en  dos  puntos.  Las  condiciones  en  (2)  son 

ejemplos  de  condiciones  lineales  en  la  frontera.  Cuando  c1  =  c2  =  0,  decimos  que  las  condi¬ 
ciones  en  la  frontera  son  homogeneas;  en  caso  contrario,  son  no  homogeneas. 

Ciertas  condiciones  en  la  frontera  aparecen  con  frecuencia  en  las  aplicaciones;  estas  con¬ 
diciones  son 


Separadas: 

De  Dirichlet:  ^ 
De  Neumann:  " 
Periodicas: 

o 


flLy(a)  +  a2y'(a)  =  q  , 
b]y(b)  +  b2y'(b)  =  c2  . 

y(a)=c  i,  y{b)=c2. 

y'{a)=ci,  y\b)=c2. 

y(-T)  =  y(T)  ,  y'(-f)  -  y'(f}  , 

M  =  y(2T )  ,  y'(0)  =  y'{2T)  , 


donde  el  periodo  es  2 T. 

Observe  que  las  condiciones  de  Dirichlet  y  de  Neumann  son  tipos  especiales  de  condi¬ 
ciones  separadas  en  la  frontera. 

Para  los  problemas  con  valores  en  la  frontera  que  implican  ecuaciones  de  tercer  o  mayor 
orden,  por  lo  general  se  especifica  un  numero  de  condiciones  en  la  frontera  igual  al  orden  de 
la  ecuacion.  Cuando  el  orden  es  par,  estas  condiciones  en  la  frontera  se  separan  por  lo  gene¬ 
ral,  de  modo  que  la  mitad  de  las  condiciones  se  imponen  en  el  extremo  x  =  a  y  la  otra  mitad 
en  x  =  b.  Mas  adelante,  en  esta  seccion  daremos  un  ejemplo  de  un  problema  de  cuarto  orden. 
Para  la  ecuacion  homogenea  con  condiciones  homogeneas  en  la  frontera 

(3)  y"  +  p(x)y‘  +  q{x)y  =  0  ,  a  <  x  <  b  ; 

«ny(“)  +  «I2 /(«)  +  bny{b)  +  bl2y'(b )  =  0  , 

+  “22 y'(a)  +  b2iy(b)  +  b22y'{b)  =  0  , 


es  facil  verificar  que  si  (f>{x)  es  una  solucion  no  trivial  de  (3)-(4),  entonces  tambien  lo  es  Ac[> 
para  cualquier  eleccion  de  la  constante  A.  Esto  proporciona  una  familia  a  un  parametro  de 
soluciones.  Si  (3)-(4)  tiene  dos  soluciones  linealmente  independientes  (/>\  (_r)  y  4>2{x),  enton¬ 
ces  A ,  r/>]  (x)  +  A2</>2{x)  tambien  es  solucion  para  cualquier  eleccion  de  A ,  y  Ay,  por 
lo  tanto,  tenemos  una  familia  a  dos  parametros  de  soluciones.  La  otra  posibilidad  es  que 
4>{x)  =  0  sea  la  unica  solucion  de  (3)-(4),  en  cuyo  caso  existe  una  unica  solucion.  En  conse- 
cuencia,  pueden  surgir  tres  situaciones:  el  problema  con  valores  en  la  frontera  (3)-(4)  tiene 
una  unica  solucion,  una  familia  a  un  parametro  de  soluciones,  o  una  familia  a  dos  parametros 
de  soluciones  (vease  el  problema  31). 


'Nota  historical  Lleva  este  nombre  en  honor  del  matematico  aleman  Peter  Gustav  Lejeune  Dirichlet  (1805-1859) 
como  resultado  de  su  trabajo  en  calculo  de  variaciones.  Ademas,  el  fue  el  primero  en  dar  una  demostracion  rigurosa 
de  la  convergencia  de  las  series  de  Fourier. 

Nota  historica:  Lleva  este  nombre  en  honor  del  matematico  aleman  Karl  Gottfried  Neumann  (1832-1925),  quien 
estudio  ecuaciones  diferenciales  e  integrales,  asf  como  variables  complejas. 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


EJEMPLO  2 


SOLUCION 


EJEMPLO  3 


La  situacion  para  el  problema  no  homogeneo  (l)-(2)  es  similar.  Sin  embargo,  existe  una 
posibilidad  adicional:  el  problema  no  homogeneo  puede  no  tener  soluciones.  Los  siguientes 
ejemplos  ilustran  las  diversas  posibilidades. 

Determinar  todas  las  soluciones  del  problema  con  valores  en  la  frontera 

(5)  y*  +  2/  +  5y  =  0  , 

(6)  y(Q)  =  2  ,  yU/4)  =  1  . 

La  ecuacion  auxiliar  para  (5)  es  r  +  2r  +  5  =  0,  que  tiene  las  rafces  r  =  —1  ±  2 i.  Por  lo 
tanto,  una  solucion  general  de  (5)  es  y(x)  =  c  t e  x  cos  2x  +  c2e  x  sen  2x.  Ahora  trataremos 
de  determinar  c ,  y  c2  de  modo  que  se  cumplan  las  condiciones  en  la  frontera  en  (6).  A1  hacer 
x  =  0  y  7t/4,  vemos  que 

y(0)  =  Ci  =  2  ,  >'(-77-/4)  =  c2e~^'4  =  1  . 

Por  consiguiente,  c1  =  2  y  c2  =  e17'4,  de  modo  que  el  problema  (5)-(6)  tiene  la  solucion 
unic  a 


y(x)  =  2e  *  cos  2x  +  e^e  '  sen  2x  .  ■ 

Determinar  todas  las  soluciones  del  problema  con  valores  en  la  frontera 

(7)  y"  +  v  =  cos  lx  ; 

(8)  y'(Q)  =  0  ,  >'(tt)  =  0  . 

La  ecuacion  auxiliar  para  (7)  es  r2  +  1  =  0,  de  modo  que  una  solucion  general  para  la  ecua¬ 
cion  homogenea  correspondiente  es  v/,(x)  =  c i  cos  x  +  c2  sen  x.  Como  sabemos  por  el  meto- 
do  de  coeficientes  indeterminados,  una  solucion  particular  de  (7)  tiene  la  forma  yp(x)  =  A 
cos  2x  +  B  sen  2x.  A1  sustituir  yp  en  (7)  y  despejar  Ay  B,  vemos  que  A  =  —  l/3yfi=0.  Pol¬ 
io  tanto,  yp(x)  =  —(1/3)  cos  2x.  Asf,  una  solucion  general  de  (7)  es 

(9)  y(x)  =  c ;  cosx  +  c2  senx  -  (1/3)  cos  2x  . 

Para  determinar  los  valores  c t  y  c2,  sustituimos  la  solucion  general  (9)  en  (8)  y  obte- 
nemos 


>-'(0)  =  c2*0,  >r(w)  =  -c2  =  0  . 

Asf,  c2  =  0  y  Ci  es  arbitrario.  Asf,  el  problema  (7)-(8)  tiene  una  familia  a  un  parametro  de 
soluciones;  a  saber, 

y(x)  =  C]  cos  x  —  (l/3)  cos  2x  , 

donde  c ,  es  cualquier  numero  real.  ■ 

Determinar  las  soluciones  de 

(10)  y"  +  4v  =  0  ; 

(11)  >(-' 7r)  =  >(tt)  ,  >'(.-73-)  =  y'M  . 

La  ecuacion  auxiliar  para  (10)  es  r2  +  4  =  0,  de  modo  que  una  solucion  general  es 

(12)  y(x)  =  cy  cos  2x  +  t'2sen2x  . 
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Como  cos  2x  y  sen  2x  son  funciones  con  periodo  tt  (y  por  tanto  con  periodo  2ir),  tenemos 
quey(  — 7r)  =  y(7r).  Ademas,  y  '(x)  =  —  2c\  sen  2x  +  2c^  cos  2x  tambien  tiene  periodo  tt,  de 
modo  que  y '( —  tt)  =  y '(  tt)  .  Asf,  (10)-(11)  dene  una  familia  a  dos  parametros  de  soluciones 
dadas  por  (12),  donde  C\  y  C2  son  parametros.  ■ 

Veamos  que  ocurre  si,  en  el  ejemplo  anterior,  reemplazamos  la  ecuacion  (10)  por  la 
ecuacion  no  homogenea 

(13)  y"+4y  =  4x. 

Una  solution  general  para  (13)  es 

(14)  y(x)  =  x  +  cl  cos  2x  +  c2  sen  2x  . 

Comoy(  —  tt)  =  —  tt  +  Ci  y  y(7r)  =  tt  +  ch  vemos  que  no  existen  soluciones  de  (13)  que  sa- 
tisfagan  y(  —  7r)  =  y( tt).  Asf,  el  problema  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera  (1 3)-(  11) 
no  tiene  soluciones. 

Los  problemas  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  presentados  en  la  seccion 
anterior  son  ejemplos  de  problemas  con  valores  en  la  frontera  en  dos  puntos  que  implican  un 

determinar  para  que  valores  de  A  ocurre  que  el  problema 

Ar(x)y  =  0  ,  a  <  x  <  b  , 
b{y[b)  +  h2y‘{b )  =  0  , 

tiene  soluciones  no  triviales.  Tales  problemas  se  llaman  problemas  de  valores  propios.  Las 
soluciones  no  triviales  se  llaman  funciones  propias  y  el  numero  correspondiente  A  es  un  va¬ 
lor  propio.1 

Una  razon  para  la  importancia  de  los  problemas  de  valores  propios  es  que  surgen  al  usar 
el  metodo  de  separacion  de  variables  para  resolver  ecuaciones  diferenciales  parciales  (vease 
la  seccion  10.2).  Por  lo  tanto,  es  importante  recordar  algunos  ejemplos  sencillos  de  estos  pro¬ 
blemas,  resueltos  en  el  capftulo  10. 

Condiciones  de  Dirichlet  en  la  frontera: 

(17)  y"  +  A y  =  0  ;  y(0)  =  y{L)  =  0  , 

con  los  valores  propios  A„  =  (mr/L)2.  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  ,  y  las  funciones  propias  correspon- 
dientes 

4>„{ x)  =  a,:  sen 

donde  las  an  son  constantes  arbitrarias  no  nulas  (vease  la  seccion  10.2). 

Condiciones  de  Neumann  en  la  frontera: 

(18)  f  +  Ay  =  0  ;  y'(0}  =  y’{L)  =  0  , 


parametro  A.  Nuestro  objetivo  es 
con  valores  en  la  frontera 

(15)  s(pW£)+,W3,+ 

(16)  aiy(a)  +  a2y’{ti)  0  , 


'Los  lectores  familiarizados  con  el  algebra  lineal  reconoceran  estos  valores  propios  y  funciones  propias  con  los  va¬ 
lores  y  vectores  propios  del  operador  lineal  definido  por  SE  \y]  :  =  —  (l/r)(py#)#  —  (<?/r)y,  donde  el  dominio  de  SE 
consta  de  las  funciones  dos  veces  diferenciables  que  satisfacen  (16). 
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con  los  valores  propios  A„  =  (mr/L)2,  n  =  0,  1,  2,  .  .  .  ,  y  las  funciones  propias  correspon- 
dientes 

4>„{x)  -  c„  cos 

donde  las  cn  son  constantes  arbitrarias  no  nulas  (vease  el  ejemplo  1  de  la  seccion  10.5). 

Condiciones  periodicas  en  la  frontera: 

(19)  y"  +  Ay  =  0  ;  y(-'rr)  =  y(ir)  ,  y'(-ir)  =  y'(Vj  > 

con  los  valores  propios  A„  =  n2,  n  =  0,  1,  2, .  .  . ,  y  las  funciones  propias  correspondientes 

4>o[x)  —  Aq  ,  ~  cos  nx  +  B„snnnx  ,  n  £  1  , 

donde  las  An  y  las  Bn  son  constantes  arbitrarias,  no  ambas  nulas  (vease  el  ejemplo  2  de  la 
seccion  10.7).  Observe  que  para  el  problema  de  valores  propios  (19)  que  implica  condicio¬ 
nes  periodicas  en  la  frontera,  tenemos  dos  funciones  propias  linealmente  independientes  pa¬ 
ra  cada  valor  propio  distinto  de  cero  A„,  n  =  1,  2,  3,  ...  . 

En  el  siguiente  ejemplo  mostramos  que  incluso  para  la  sencilla  ecuacion  y"  +  Ay  =  0, 
podrfa  ser  diffcil  determinar  con  exactitud  a  los  valores  propios. 

EJEMPLO  4  Determinar  todos  los  valores  propios  reales  y  funciones  propias  correspondientes  para 

(20)  y"  +  Ay  =  0  ; 

(21)  y(0)  =  0  .  3y(7r)  -  /(tt)  =  0  . 

SOLUCION  La  ecuacion  auxiliar  para  (20)  es  r2  +  A  =  0.  La  naturaleza  de  las  rafces  varfa  para  A  negati- 
va,  cero  y  positiva,  de  modo  que  consideraremos  estos  casos  por  separado. 

Caso  1.  A  <  0.  Sea  A  =  —/jl2  para  /jl  >  0.  Las  rafces  de  la  ecuacion  auxiliar  son  r  = 
± /x,  de  modo  que  una  solucion  general  de  (20)  es  y(x)  =  +  c2e~flx.  Es  mas  convenien- 

te  expresar  la  solucion  general  en  terminos  de  funciones  hiperbolicas,  de  modo  que  escribi- 
mos  y(x)  en  la  forma  equivalente  y(x)  =  C  \  cosh  tlx  +  C2  senh  jdx.  A1  sustituir  en  las 
condiciones  en  la  frontera  en  (21)  llegamos  a 

C\  ®=  0  ,  3(Cj  cosh  jjuTr  +  C?senh  /a tt)  —  (ju,Cj senh  yt  +  cosh fiir)  —  0  . 

Para  Ci  =  0,  la  ultima  ecuacion  se  convierte  en 

CjiBsenh  pt/rr  —  p,  cosh  /xrr)  =  0  . 

Para  obtener  una  solucion  no  trivial,  debemos  tener  C2  ¥=  0,  de  modo  que  3  senh  /jltt  —  /a 
cosh  par  =  0;  es  decir,  /a  debe  satisfacer 

(22)  tanh  juit  —  ^  p.  . 

Es  facil  ver  que  en  el  piano  /xy,  la  recta  y  =  /a/3  corta  a  la  curva  y  =  tanh  pa r  solo  una  vez 
para  pu>  0  (vease  la  figura  11.1  de  la  pagina  692).  Por  lo  tanto,  solo  existe  una  solucion  po¬ 
sitiva  de  (22),  que  denotaremos  /a„. 

En  resumen,  el  problema  con  valores  en  la  frontera  (20)-(21)  tiene  un  valor  propio  ne- 
gativo  A0  =  —/x o,  tal  que  tan  /a07t  =  /a0/3,  y  las  funciones  propias  correspondientes  son 
y0(x)  =  c0  senh  /AqX,  con  c0  A  0  arbitrario. 
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Caso  2.  A  =  0.  En  este  caso,  cero  es  una  ralz  doble  de  la  ecuacion  auxiliar,  de  modo 
que  una  solucion  general  de  (20)  es  y(x)  =  cpr  +  c2.  A1  sustituir  en  (21)  tenemos 

c 2  =  0  ,  3t rrci  +  3c2  —  f.’i  —  0  , 

que  tiene  la  solucion  C\=  c2  =  0.  A  si,  solo  tenemos  la  solucion  trivial  (y  en  particular,  no  te¬ 
nemos  funciones  propias). 

Caso  3.  A  >  0.  Sea  X.  =  n?  para  fx  >  0.  Las  raices  de  la  ecuacion  auxiliar  son  r  = 
±fxi,  y  una  solucion  general  de  (20)  es  y(x)  =  c ,  cos  jxx  +  c2  sen  /xx.  A1  sustituir  en  (21) 
tenemos 


c\  =  0  ,  3(cj  cos  /nr  +  c2  senjiTr)  -  (  —)ic |  sen  fur  +  )±c2  cos  fnr)  =  0  . 

A1  hacer  c  |  =  0  en  la  ultima  ecuacion,  obtenemos 
c2(3  senju-ir  —  p,  cos  /xir)  =  0  , 

Entonces  c2  es  igual  a  cero  o  3  sen  jU7 r  —  ju  cos  ju it  =  0.  Es  decir,  para  que  existan  solucio- 
nes  no  triviales,  p  debe  satisfacer  la  ecuacion 

(23)  tan  ,U7T  =  . 

Para  determinar  si  hay  valores  de  ju  >  0  que  satisfagan  (23),  examinamos  las  graficas  de  y  = 
ju/3  y  y  =  tan  jU7r.  Para  los  valores  de  ju  >  0  donde  se  cortan  las  graficas,  tenemos  una  solucion 
de  (23).  La  figura  1 1.2  muestra  que  existe  una  infinidad  de  tales  valores  de  ju.  Sea  /xl  el  me- 
nor  de  tales  valores,  ju2  el  siguiente,  y  as!  sucesivamente.  Para  cada  jx„,  tenemos  que  yn(x)  =  c2 
sen  ju,pr,  con  c2  A  0,  es  una  solucion  no  trivial  de  (20)-(21)  con  A  =  i±~,  n  =  1,  2,  3, ... . 

Los  tres  casos  anteriores  muestran  que  los  valores  propios  de  (20)-(21)  son  A0  =  —  i±}h 
donde  tanh  fjiQTT  =  (jlq/3  y  A„  =  pyn  n  =  1,  2,  3,  ...  ,  donde  tan  ju„7r  =  ju„/3.  Las  funciones 
propias  correspondientes  son  y0  =  c(l  senh  /jlqx  y  y„  =  cn  sen  j±nx,  n  =  1,  2,  3, ... ,  donde  las 
c„  son  constantes  arbitrarias  no  nulas.  Es  interesante  observar  en  la  figura  11.2  que  cuando  n 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


y 


crece,  /q,  tiende  a  un  multiplo  impar  de  1/2.  Es  decir,  A„  ~  (2 n  +  1  )2/ 4  cuando  n  es  grande. 
Podemos  usar  un  esquema  numerico,  como  el  metodo  de  Newton,  para  resolver  tanh  /jlqTt  = 
/j-o/3  y  tan  =  /x j/3,  para  mostrar  que  A0  ~  —9.00000  y  A!  ~  1.23897.  ■ 

En  el  ejemplo  anterior  solo  trabajamos  con  los  valores  propios  reales.  En  la  siguiente 
seccion  mostraremos  que  los  valores  propios  de  los  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville 
con  valores  en  la  frontera  son  necesariamente  reales,  y  no  complejos. 

Determinar  todos  los  valores  propios  y  funciones  propias  para 


(24) 

foy')'  +  p  = 

0  ,  1  <  jc  <  e 

(25) 

O 

11 

j[e)  =  o  ■ 

Podemos  escribir  la  ecuacion  (24)  como  la  ecuacion  de  Cauchy-Euler 
(26)  x2y"  ■+  xf  +  Ay  =  0  . 

(En  las  secciones  4.5  y  8.5  estudiamos  las  ecuaciones  de  Cauchy-Euler.)  A1  sustituir  y  =  AJ- 
obtenemos  +  A  =  0  como  ecuacion  auxiliar  de  (26).  De  nuevo  consideramos  los  tres  ca- 
sos  A  <  0,  A  =  0  y  A  >  0. 

Caso  1.  A  <  0.  Sea  A  =  —/jl2  para  /jl  >  0.  Las  rafces  de  la  ecuacion  auxiliar  son  r  = 
±/jl,  de  modo  que  una  solution  general  de  (26)  es  y(x)  =  cyx11  +  c2x  p.  A1  sustituir  en  las 
condiciones  en  la  frontera  (25)  llegamos  a 

Ci  +  c2  —  0  , 
cte *  +  c2e~ *  =  0  , 

cuya  unica  solution  para  /r  >  0  es  =  c2  =  0.  Asf,  no  hay  valores  propios  A  <  0. 

Caso  2.  A  =  0.  En  este  caso,  cero  es  una  ralz  doble  de  la  ecuacion  auxiliar  y  una  solu¬ 
tion  general  de  (26)  es  y(x)  =  +  c2  In  x.  A1  sustituir  en  (25)  tenemos 


Ci  =  0,  C\  +  c2  =  0  . 


De  nuevo,  la  solution  es  c,  =  c2  =  0,  de  modo  que  A  =  0  no  es  un  valor  propio. 
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Caso  3.  A  >  0.  Sea  A  =  pr  para  /x  >  0.  Las  rafces  de  la  ecuacion  auxiliar  son  ahora 
r  =  ±p.i ,  y  una  solution  general  de  (26)  es  y(x)  =  cq  cos (/x  In  x)  +  c2  sen (/x  In  x).  A1  susti- 
tuir  en  (25)  tenemos 

Ci  =  0  ,  C]  cos  p  +  Cj sen /x  =  0  . 

Si  cx  =  0,  la  ultima  ecuacion  se  convierte  en  c2  sen  p  =  0.  Para  p  =  mr,  n  =  1,  2,  3, ... ,  sen 
/x  =  sen  7777  =  0  y  obtenemos  las  soluciones  no  triviales  y  =  c2  sen(/77rlnx)  de  (24)-(25). 

En  resumen,  el  problema  (24)-(25)  tiene  los  valores  propios  A„  =  (mr)2,  n  =  1,  2, 
3,  .  .  .  ,  con  las  funciones  propias  correspondientes  y„  =  cn  sen(/77r  In  x),  donde  cn  es  una 
constante  arbitraria  no  nula.  ■ 

Los  problemas  de  valores  propios  para  ecuaciones  lineales  de  orden  superior  aparecen 
en  la  mecanica  del  continuo  y,  en  particular,  en  los  problemas  de  vibration  y  doblamiento  de 
vigas.  Una  de  tales  ecuaciones  es 

d4y 

(27)  — ^  +  Ay  =  0  ,  0  <  x  <  L  , 

dx 

donde  y  es  el  desplazamiento  transversal  de  una  viga  elastica  uniforme  de  longitud  L.  Si  la 
viga  tiene  densidad  lineal  p,  momento  de  inercia  en  la  seccion  transversal  I,  y  modulo  de 
elasticidad  de  Young  E,  entonces  A  =  Kp/EI,  donde  K  es  una  constante  por  determinar.  Si  la 
viga  esta  apoyada  de  manera  simple  en  sus  extremos,  entonces  imponemos  las  condiciones 
en  la  frontera 

y(0)  =  /(O)  =  0  ,  y(L)  =  y"(L)  =  0 

(vease  la  figura  1 1.3(a)).  Si  tenemos  una  viga  voladiza,  donde  uno  de  los  extremos  esta  em- 
potrado  mientras  que  el  otro  se  mueve  libremente,  entonces  las  condiciones  en  la  frontera 
son 

y(0)  =  y(0)  =  0  ,  y”(L)  =  y"'(L )  =  0 

(vease  la  figura  1 1.3(b)).  En  ambos  casos  se  puede  mostrar  que  los  valores  propios  deben  ser 
negativos.  Dejaremos  el  calculo  de  los  valores  propios  y  las  funciones  propias  como  ejerci- 
cios  (veanse  los  problemas  28  y  29). 


(a)  (b) 

Figura  11.3  Viga  apoyada  de  manera  simple  (a)  y  una  viga  voladiza  (b) 


Los  problemas  de  valores  propios  para  ecuaciones  diferenciales  estudiados  aquf  y  los  pro¬ 
blemas  de  valores  propios  para  matrices,  analizados  en  el  capftulo  9,  son  ejemplos  de  proble¬ 
mas  de  valores  propios  para  operadores  lineales.  Tales  problemas  se  estudian  en  el  campo  de 
las  matematicas  llamado  teoria  espectral.  En  la  siguiente  seccion  veremos  que  hay  una  rela- 
cion  muy  estrecha  entre  las  propiedades  de  los  valores  y  vectores  propios  para  matrices  reales 
simetricas  (o  hermitianas)  y  para  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la 
frontera. 
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E  J  ERCICIOS 


11.2 


En  los  problemas  1  a  12,  determine  las  soluciones,  si  es-  19,  (jtV)'  +  Ax_1y  -  0  ; 

tas  existen  del problema  con  valores  en  la  frontera  dado.  v'(l)  —  0  vU*17)  —  0 


1.  /  +  2 y’  +  26 y  =  0  ; 

y(0)  =  1  ,  y(?r)  =  -e_7r  . 

2.  y"  +  y  =  x  +  1  ;  y(0)  =  0  ,  /(tt)  =  0 

3.  y"  -  4 y’  +  13 y  =  0  ; 

y(0)  =  0  ,  y{-Tr )  =  0  . 

4.  y"  +  4 y'  +  tty  =  0  ; 

v ' ( 0 )  =  0  ,  y'{n)  =  0  . 

5.  y"  +  y  =  sen  2x  ; 

y(0)  =  y(2ir)  ,  y'(0)  =  y'(2 it)  . 

6.  y"  -  y  -  x  ; 

y(0)  =  3  ,  y'(l)  =  2e  —  e~l  —  I  . 

7.  f  +  y  -  ex  ; 

y(0)  =  0  ,  y(tr)  +  y'{ w)  =  0  . 

8.  y"  ~b  4y  =  4  * 

y(-ir)  =  yO)  ,  y'{-tr)  =  y'{n)  ■ 

9.  y"  +  4 y  =  sen  2x  ; 

y{-vr)  -  .v(tt)  ,  }-'(-7r)  =  y'(ir)  . 

10.  y"  +  2y'  +  2 y  =  e x  cos  x  ; 
y(0)  =  0  ,  y(-rr)  =  0  . 

11.  x2v"  +  xy'  +  y  -  4x~]  ; 

y(l)  —  2  ,  y{e’)  =  le~*  . 

12.  y”  +  y  =  x  ;  y'(Q)  =  0  ,  .Vf£?r)  —  0  ■ 


20.  (x/)'  +  Ax“’y  =  0  ; 

/{l)  =  0,  /(e)  =  0. 

j£=|  En  los  problemas  21  y  22,  use  el  metodo  de  Newton 
(apendice  A )  para  determinar,  con  tres  cifras  decimoles, 
los  tres  primeros  valores  propios  para  el  problema  de  va¬ 
lores  propios  dado. 

21.  y"  +  Ay  =  0  ; 

y(0)  +  2y'(0)  «  0  ,  v(tt)  =  0  . 

22.  y"  +  Ay  =  0  ; 

y(0.)  -  0  ,  y(l)  +  y'(l]  =  0  . 

En  los  problemas  23  a  26,  determine  todos  los  valores 
reales  de  A  para  los  que  el  problema  con  valores  en  la 
frontera  dado  tenga  una  solucion  no  trivial.  Encuentre 
ademas  las  soluciones  correspondientes. 

23.  y"  +  y'  +  A(yf  +  y)  =  0  ; 

y'(0)  =  0  ,  ,y(V)  =  0  . 

24.  x2v"  +  A(xy'  -  y)  =  0  ; 

y(l)  =  0  ,  /(e)  -  0  . 

25.  y"  +  Ay  =  0  ; 

y(0)  =  0  ,  y(l  +  A2)  =  0  . 

26.  y"  +  Ay  =  0  ; 

ylO)  =  0  ;  Ay (77)  -  /(tt)  =  0  . 


En  los  problemas  13  a  20,  determine  todos  los  valores 
propios  reales  y  funciones  propias  para  el  problema  de 
valores  propios  dado. 

13.  y*  +  Ay  =  0  ;  y(0)  =  0  ,  /(])  =  0  . 

14.  y”  +  Ay  =  0  ; 

y(-3)  =  y(3)  ,  /(-3)  -  /(3)  • 

15.  y"  +  3y  +  Ay  =  0  ; 
y(0)  =  0  ,  ytir)  =  0  . 

16.  y"  -  2 y  +  Ay  =  0  ; 

y(0)  =  0  ,  y'(tr)  =  0  , 

17.  y"  +  Ay  =  0  ; 

2y(0)  +  y'(0)  =  0  ,  yin)  =  0  . 

18.  y"  +  Ay  =  0  ; 

y(0)  =  0  »  y(ir)  -  2y'(ir)  =  0  . 


En  los  problemas  27  a  29,  determine  todos  los  valores 
propios  reales  no  positivos  y  las  funciones  propias  de  los 
problemas  de  cuarto  orden  con  valores  en  la  frontera  da¬ 
dos.  [Sugerencia:  Sea  A  =  —  p4,  /i>0oA  =  0.] 

27.  y‘41  +  Ay  =  0  ; 

y(0)  =  y'(0)  =  0  ,  y{L)  =  y'{L)  —  0  . 

28.  yW  +  Ay  =  0  ; 

y(0)  =  v'(0)  =  0  ,  y"{L)  =  y’"{L)  =  0  . 

29.  y(4)  +  Ay  =  0  ; 

y(0)  =  v"(0)  =  0  ,  y(L)  ~  y"{L)  =  0  , 

30.  Demuestre  que  el  problema  no  homogeneo  con  valo¬ 
res  en  la  frontera  (l)-(2)  tiene  una  unica  solucion  para 
cada  funcion  continua /  y  numeros  y  c2  si  y  solo  si 
el  problema  homogeneo  con  valores  en  la  frontera 
correspondiente,  con/(x)  =  0  y  cq  =  c2  =  0  tiene 
solo  la  solucion  trivial  y(x)  =  0. 
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31.  Demuestre  que  el  problema  homogeneo  con  valores 
en  la  frontera  (3)-(4)  tiene  solo  la  solucion  trivial, 
una  familia  a  un  parametro  de  soluciones,  o  una  fa- 
milia  a  dos  parametros  de  soluciones. 

32.  Demuestre  que  el  problema  no  homogeneo  con  valo¬ 
res  en  la  frontera  (l)-(2)  no  tiene  solucion,  tiene  una 
unica  solucion,  una  familia  a  un  parametro  de  solu¬ 
ciones,  o  una  familia  a  dos  parametros  de  solucio¬ 
nes.  [Sugerencia:  Si  yp  es  una  solucion  de  (l)-(2)  y 
y  es  otra  solucion  de  (l)-(2),  use  el  principio  de  su- 
perposicion  para  mostrar  que  y  —  yp  es  una  solucion 
del  problema  homogeneo  (3)-(4).  La  conclusion  se 
sigue  del  resultado  en  el  problema  31.] 

33.  Ecuacion  diferencial  parcial.  Suponga  que  el  pro¬ 
blema 

«„  =  um  4-  2 ux  ;  0  <  x  <  it  ,  t  >  0  , 

m(0,  f)  =  0  ,  l  >  0  , 
m(tt,  t)  =  0  ,  t  >  0  , 
tiene  una  solucion  de  la  forma  u(x,  t )  =  X(x)T(t). 

(a)  Use  el  metodo  de  separacion  de  variables  anali- 
zado  en  la  seccion  10.2  para  deducir  el  siguiente 
problema  de  valores  propios  para  X(x)\ 

X"{x)  4-  2X’{x)  +  \X(x)  =  0  ; 

,V(0I  =  A'(ir)  =  0  . 

(b)  Determine  los  valores  propios  A  y  las  funciones 
propias  correspondientes  para  el  problema  de  la 
parte  (a). 


34.  Suponga  que  el  problema 

ut  =  uxx  4 -  h  ;  0  <  x  <  1  ,  f>0, 

«t(0,  t)  =  0  ,  t  >  0  , 
ux{  1 ,  f)  =  0  ,  t  >  0  , 

tiene  una  solucion  de  la  forma  u(x,  t)  =  X(x)T(t). 

(a)  Use  el  metodo  de  separacion  de  variables  anali- 
zado  en  la  seccion  10.2  para  deducir  el  siguiente 
problema  de  valores  propios  para  X(x): 

X"(x)  +  (l  4-  A)Jf(4  -  0  ; 

A'(0)  -  A"(  1 )  =  0  . 

(b)  Determine  los  valores  propios  A  y  las  funciones 
propias  correspondientes  para  el  problema  de  la 
parte  (a). 

35.  Ecuacion  de  Helmholtz.  A1  resolver  el  proble¬ 
ma  de  la  membrana  vibrante,  aparece  la  ecuacion  de 
Helmholtz 

uxx  4-  +  a2u  =  0  , 

0  <  tc  <  «  ,  0  <  y  <  b  . 

con  condiciones  en  la  frontera 

u( 0,  y)  —  u(a,  y)  —  0  ,  0  <  y  <  b  , 

u{x ,  0J  =  u[x,  b)  =  0  ,  0  <  x  <  a  . 

Use  el  metodo  de  separacion  de  variables  analizado 
en  la  seccion  10.2  para  hallar  los  valores  propios  or 
y  las  funciones  propias  correspondientes. 


11.3  PROBLEMAS  REGULARES  DE  STURM-LIOUVILLE 
CON  VALORES  EN  LA  FRONTERA 

En  esta  seccion  analizamos  los  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  fron¬ 
tera,  es  decir,  problemas  de  valores  propios  de  la  forma 

(1)  '  +  £?M.y(-4  +  A/-(.v)y(.v)  =  0  ,  a  <  x  <  b  : 

,2)  «!>’(«)  +  a2y’(a)  =  0  , 

b\y{b)  4-  b2y’{b)  =  0  , 

donde/t(x),p '( x ),  q{x)  y  r(x)  son  funciones  continuas  en  [a,  b]  con  valores  reales,  p{x)  >  0 
y  r{x)  >  0  en  [a,  b],  Excluimos  los  casos  en  que  a,  =  a2  =  0  o  =  0. 

De  inmediato  surge  la  siguiente  pregunta.  ^Podemos  escribir  una  ecuacion  diferencial 
lineal  homogenea  de  segundo  orden  cualquiera  en  la  forma  de  una  ecuacion  de  Sturm-Liou¬ 
ville?  Es  decir,  ^podemos  convertir  la  ecuacion 

(3)  A2{x)y”(x)  +  +  4n(jr)v(4  +  A  p{x)y(x)  =  0 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


en  una  ecuacion  del  mismo  tipo  que  (1)?  Para  hacer  esto,  quisieramos  determinar  p  de  modo 
que  ( py ')'  =  py"  +  p'y'  =  Ayy"  +  A2+y' .  Esto  significa  que  p  =  A2y  p'  =  A{.  Pero  en  ge¬ 
neral,  A'2=fc  Ax,  de  modo  que  este  metodo  directo  no  siempre  es  aplicable.  Podemos  remediar 
esta  situacion  encontrando  un  factor  integrante  p(x)  tal  que  al  multiplicar  (3)  por  p,  real- 
mente  obtengamos  (pA2)'  =  pA\.  Al  hacer  p  =  pA2,  la  ultima  ecuacion  se  convierte  en 
p '  =  pA  |  =  pAl/A2.  Al  resolver  esta  ecuacion  separable  en  terminos  de  p,  tenemos 

p( x)  -  CeiA'[x)tA^),b:  , 

donde  C  es  arbitraria.  Al  hacer  C  =  1  y  recordar  que  p  =  p/A2,  obtenemos 

(4)  fi(x)  =  [\/A2{x)}eSA'(x)lHx)dx  . 

Al  multiplicar  (3)  por  esta  eleccion  de  p  se  tiene 
pA2y"  +  pA{y  +  pA()y  +  Xppy  =  0  , 
lo  que  se  simplifica  como 

(5)  {py’)’  +  qy  +  kry  =  0  , 

donde  p  =  pA2,  q  =  pA0  y  r  =  pp.  Observe  que  necesitamos  que  los  coeficientes  sean  con- 
tinuos  y  que  A2(x)  no  sea  igual  a  cero.  Este  procedimiento  se  ilustra  en  el  siguiente  ejemplo. 

Convertir  la  siguiente  ecuacion  a  la  forma  de  una  ecuacion  de  Sturm-Liouville: 

(6)  3.rV'U'l  +  %/(.*)  +  6y(jt)  +  Ay(jr)  =  0  ,  a1  >  0  . 

En  este  caso,  A2(x)  =  3x2  y  A :  (x)  =  4x.  Usamos  la  formula  (4)  para  tener 
t  \  -  1  (> J a _  1 

'  3x2  ' 

_  _Le(4/3)J'-r’dr  _  A_g(4/3 )liu  _  _  1 

3x2  3x2  3x2  3x2i3 

Al  multiplicar  la  ecuacion  (6)  por  p(x)  =  \/{3x2^),  obtenemos 

x^f{x)  +  f-x-’/yW  +  lx-2/2y(x)  +  A(3x2/:rV(x)  =  0  , 

(7)  (Wyt*)) r  +  2 x~2i3y{x)  +  A(3x2/?)_1y(x)  =  0  .  ■ 

En  esta  seccion  haremos 

(8)  :=  (p(x)y'U))'  +  q{x)y{x)  , 

de  modo  que  podamos  escribir  la  ecuacion  (1)  en  la  forma  compacta 
L[y](x)  +  ArU-)v(t)  =  0  . 

Usaremos  esta  notacion  para  expresar  las  diversas  identidades  que  surgen  en  nuestro  estudio 
de  los  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera. 
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a 


IDENTIDAD  DE  LAGRANGE  PARA  L[y]  =  (py)'  +  qy 


Teorema  1.  Sean  u  y  v  funciones  con  segundas  derivadas  continuas  en  el  intervalo 
[a,  b\.  Entonces, 


(9)  «L[u]  —  i»l[h]  =  u])  , 

donde  W[u,  v]  =  uv '  —  vu  ’  es  el  wronskiano  de  u  y  v. 


Demostracion.  Usamos  la  regia  del  producto  y  sumamos  y  restamos  pu  'v '  para  tener 

«L[v]  —  vL[w]  =  u 1  (pv’Y  +  qv j  —  v  [(/?«')'  + 

=  u(pv’)'  +  quv  —  v(pu’)'  —  quv 
—  u(pv')'  +  u'ipv’)  -  v’(pu')  -  v(pu')' 

=  [u{pv'){  -  [u(jtjh')]' 

~  \p{uv’  —  (■'«')]' 

=  ix^pw^u' •  ■ 

A1  integrar  la  identidad  de  Lagrange,  obtenemos  la  siguiente  ecuacion  llamada  formula 
de  Green. 


FORMULA  DE  GREEN  PARA  L[y]  =  (py')'  +  qy 

Corolario  1.  Sean  u  y  v  funciones  con  segundas  deri\ 
lo  [a,  b].  Entonces, 

r  b 

(10)  —  uL[«])  [x)dx  =  (pW[u7  v  ])  (*) 

J  a 

'adas  continuas  en  el  interva- 

b 

a 

Si  ademas  u  y  v  satisfacen  las  condiciones  en  la  frontera  en  (2),  la  formula  de  Green  se 
simplifica  a 


Para  ver  esto,  observe  que  cuando  a2  A  0  y  b2  +  0  en  (2),  entonces 

u’{a)  —  ~(s]/a2);^(a)  ,  u'{b)  =  —  (bi/b2)u{b)  , 

i/(«)  =  -(fl]/a2)u(a)  ,  v'{b)  =  -{hjb^vib)  . 


A1  sustituir  estos  valores  en  el  lado  derecho  de  (10)  tenemos 


p{b}W[ut  v](fr)  —  /)(a)W[«,  u](a) 

=  p(b)[u{b)v'(b)  -  u'ilYvib)}  —/?(«)[ u(a)v'(a)  -  ii'(a)v(a)] 

—  p{a)[u(a)(—ai/a2)v{a)  -  (—al/a-)}u(a)v{a) j 

=  0  . 
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Cuando  a 2  =  0  (de  modo  que  a\  ¥=  0),  la  ecuacion  (2)  implica  que  u ( a )  y  v(a)  se  anulan.  Por 
lo  tanto,  [u(a)v  '(a)  —  u  '(a)v(a)]  =  0.  De  manera  analoga,  cuando  b2  =  0,  obtenemos 
[u(b)v  '(b)  —  u '( b)v(b )]  =  0.  Por  lo  tanto,  si  u  y  v  satisfacen  cualquier  instancia  de  las  con- 
diciones  en  la  frontera  en  (2),  entonces  se  cumple  (11). 

La  ecuacion  (11)  asume  una  forma  particularmente  util  y  elegante  al  ser  expresada  en 
terminos  de  un  producto  punto.  Si  hacemos 

(12)  (/,  g)  -  j  f[x)g{x)dx  , 


entonces  (• ,  ■)  es  un  producto  interior  en  el  conjunto  de  funciones  con  valores  reales  defini- 
das  en  [a,  b ])  Con  esta  notacion,  podemos  escribir  (11)  como 

(13)  (if,£[v|)  =  {L[u\ it)  . 

Un  operador  diferencial  lineal  L  que  satisface  (13)  para  todas  las  funciones  u  y  v  en  su 
dominio  se  llama  un  operador  autoadjunto.  Hemos  mostrado  que  si  L  esta  dada  por  (8)  y 
el  dominio  de  L  es  el  conjunto  de  funciones  que  tienen  segundas  derivadas  continuas  en 
[a,  b ]  y  satisfacen  las  condiciones  en  la  frontera  en  (2),  entonces  L  es  un  operador  autoadjun¬ 
to.  Los  operadores  autoadjuntos  son  como  las  matrices  simetricas,  en  el  sentido  de  que  sus 
valores  propios  son  reales.  Ahora  demostraremos  esto  para  los  problemas  regulares  de  Sturm- 
Liouville  con  valores  en  la  frontera. 


LOS  VALORES  PROPIOS  Y  LAS  FUNCIONES 
PROPIAS  ASUMEN  VALORES  REALES 


Teorema  2.  Los  valores  propios  del  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  va¬ 
lores  en  la  frontera  ( l)-(2)  son  reales  y  tienen  funciones  propias  con  valores  reales. 


Demostracion.  Suponga  que  A  es  un  valor  propio  posiblemente  complejo  de  ( 1  )-(2), 
con  funcion  propia  <f>  (x),  la  que  puede  asumir  valores  complejos.  Es  decir, 

(14)  L[<f>] (ar)  +  kr(x)<f>(x)  =  0  , 


y  (f)(^  0)  satisface  las  condiciones  en  la  frontera  en  (2).  Al  calcular  el  conjugado  complejo 
de  ambos  lados  de  (14)  y  usar  el  hecho  de  que  p,  qy  r  asumen  valores  reales,  obtenemos 


(15)  L[4>](x)  +  Ar(x}<^(x)  =  L~4>]{x)  +  A r(x)<f>(x)  =  0  . 


Ademas,  como  ah  a2,  b\  y  b2  son  reales,  un  argumento  similar  muestra  que  <f>  tambien  satis¬ 
face  las  condiciones  en  la  frontera  en  (2).  Por  lo  tanto,  A  es  un  valor  propio  con  funcion  pro¬ 
pia  cf>. 

De  la  ecuacion  (14)  obtenemos 


(16) 


"  b  _  rb  _  r b 

L[<i>)(x)<j>(x) dx  =  A  r{x)t}>{x)(l>(x) dx  =  -A  [  r(x)  \ 4>{x)  \  2dx  . 

J  a  J  u  J  ci 


^Para  mas  detalles  acerca  de  los  productos  interiores,  vease  el  texto  de  B.  Kolman,  Elementary  Linear  Algebra,  6a. 
edicion  (Prentice  Hall,  Englewood  Cliffs,  1996),  capftulo  3. 
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Por  otro  lado,  si  usamos  la  identidad  (11)  y  el  hecho  de  que  A  sea  un  valor  propio  con  fun- 
cion  propia  cj),  vemos  que 

(17)  f  L[4>]{x)4>{x)dx  -  f  ${.r)L[<^](.r)<£r  -  -A  j  r(x)  \  \  2dx  . 

J  a  J  a  J  a 


Pero  los  lados  izquierdos  de  (16)  y  (17)  son  los  mismos,  de  modo  que  al  igualar  los  lados  de- 
rechos  llegamos  a 


-A 


r(.r)  |  <p(x)  2dx 


-A 


~  b 

r(.v)  |  |  2d.x  . 

J  a 


Como  r(x)  >  0  y  cf>  es  una  solution  no  trivial  de  (l)-(2),  entonces  |  *r(x)|  <f>(x)\  2dx  >  0. 
A  si,  podemos  cancelar  esta  integral  para  obtener  A  =  A,  lo  que  significa  que  A  es  un  numero 
real. 

Si  (b  no  asume  valores  reales,  podemos  obtener  funciones  propias  con  valores  reales  co- 
rrespondientes  a  A,  considerando  simplemente  las  partes  real  e  imaginaria  de  (b  (vease  el  pro- 
blema  16).  Esto  concluye  la  demostracion  del  teorema  2.  ■ 

Si  todas  las  funciones  propias  asociadas  a  un  valor  propio  particular  son  solo  multiplos 
escalares  entre  sf,  entonces  el  valor  propio  se  llama  simple. 


LOS  VALORES  PROPIOS  SON  SIMPLES 


Teorema  3.  Todos  los  valores  propios  del  problema  regular  de  Sturm-Liouville 
con  valores  en  la  frontera  (l)-(2)  son  simples. 


Demostracion.  Suponga  que  4>(x)  y  4>(x)  son  dos  funciones  propias  correspondientes 
al  valor  propio  A  (asf,  <b  y  >b  son  soluciones  de  la  misrna  ecuacion  diferencial).  Ellas  satisfa- 
cen  (2),  de  modo  que 

ai4>(a)  +  ci2<p'(a )  =  0  ,  «i 4>(a)  +  a24l'(a)  =  0  ■ 

Supongamos  que  a2  ¥=  0.  (Aplicamos  un  argumento  similar  si  a2  =  0  y  A  0.)  Al  determi- 
nar  4>'(a)  y  4>'(a)  se  tiene 

<b’{a)  =  {-aja2)<t>[a)  ,  tjj’ia)  =  {-aja2)<p{a)  - 

Si  ahora  calculamos  el  wronskiano  de  <b  y  ip  en  r  =  a,  vemos  que 

(18)  W[4>,>p]{a)  -  <p{a)4i'(a)  - 

=  i !>(a){-ai/a2)(ii{a )  -  (~ai/aa)<£(tf )(/>(»)  =  0  . 

Recuerde  que  en  la  seccion  4.3  demostramos  que  si  el  wronskiano  de  dos  soluciones  de  una 
ecuacion  lineal  homogenea  de  segundo  orden  se  anula  en  un  punto,  entonces  las  dos  solucio¬ 
nes  son  linealmente  dependientes.  En  consecuencia,  (f>  y  \jj  son  linealmente  dependientes,  de 
modo  que  una  debe  ser  multiplo  de  la  otra.  Asf,  A  es  un  valor  propio  simple.  ■ 
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Ahora  mostraremos  que  las  funciones  propias  asociadas  a  valores  propios  distintos 
cumplen  la  propiedad  de  ortogonalidad.  Recuerde  que  en  el  analisis  de  los  desarrollos  orto- 
gonales  en  la  seccion  10.3  dijimos  que  dos  funciones  con  valores  reales/y  g  son  ortogona- 
les  con  respecto  de  una  funcion  de  ponderacion  positiva  w{x)  en  el  intervalo  [a,  b]  si 

(19)  j  f{x)g{x)w(x)  dx  =  0  . 

J  a 


ORTOGONALIDAD  DE  FUNCIONES  PROPIAS 


Teorema  4.  Las  funciones  propias  que  corresponden  a  valores  propios  distintos 
del  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  ( 1  )-(2)  son  orto- 
gonales  con  respecto  de  la  funcion  de  ponderacion  r(x)  en  [a,  b]. 


Demostracion.  Sean  A  y  /x  valores  propios  distintos  con  funciones  propias  correspon- 
dientes  <f>  y  if/,  respectivamente;  es  decir,  L[cf>]  =  —  A/e/)  y  L  [  i//]  =  —/inf/.  Por  el  teorema  2, 
podemos  suponer  que  4>  y  i/j  tienen  valores  reales.  A1  hacer  u  =  4>  y  v  =  i/je n  (1 1)  y  sustituir 
L[4>]  y  vemos  que 

0  =  f  [4>L[ij>]  -i !>L[4>]){x)dx 
J  « 

•b 

—  (  —  (pfinft  +  tfjAr(f>)(x)dx 

J  a 

r h 

=  (A  —  jti)  4>{x)ili(x)r(x)dx  . 


Como  A  A  /x,  tenemos 


4>(x)<{i(x)r(x)dx  =  0  . 


Por  lo  tanto,  las  funciones  propias  (b  y  (//  son  ortogonales  con  respecto  de  r(x)  en  [a,  h],  m 

Para  ilustrar  las  propiedades  de  los  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores 
en  la  frontera,  consideremos  el  problema 

(20)  f  +  Ky  =  0  ;  v(0)  =  >-(77)  =  0  , 

En  la  seccion  11.2  mencionamos  que  los  valores  propios  de  (20)  son  A„  =  n2,  n  =  1,  2, 
3,  .  .  .  ,  con  funciones  propias  correspondientes  (b„(x)  =  c„  sen  nx.  Observe  que  los  valores 
propios  son  reales  y  simples,  como  lo  predicen  los  teoremas  2  y  3.  Ademas,  en  el  ejemplo  2 
de  la  seccion  10.3  demostramos  que 

'  7 T 

sen  nxsenmjriir  =  0  , 


(21) 


0 


para  m  A  n. 
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Asi,  las  funciones  propias  correspondientes  a  valores  propios  distintos  son  ortogonales  con 
respecto  de  r(x)  =  1  en  [0,  tt],  lo  que  ilustra  el  teorema  4. 

Observe  ademas  que  los  valores  propios  para  el  problema  (20)  forman  una  sucesion  cre- 
ciente 


Al  -  l2  <  A2  =  22  <  A3  =  32  < 

donde  lim,,^^  A„  =  lfm,!_xx)  n2  =  +oo.  Tenemos  un  orden  similar  para  cualquier  problema 
regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera. 


SUCESION  DE  VALORES  PROPIOS 


Teorema  5.  Los  valores  propios  del  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  va¬ 
lores  en  la  frontera  (l)-(2)  forman  una  sucesion  numerable  y  creciente 

(22)  A,  <  A3  <  A3  <  •••  , 

con  lfaijj.^,  Xn  —  +oo. 


Este  teorema  nos  dice  que  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la 
frontera  tiene  una  infinidad  de  valores  propios  y  que  estos  se  pueden  ordenar  en  una  sucesion 
que  crece  hacia  infinito.  La  demostracion  de  este  hecho  esta  mas  alia  de  los  objetivos  de  este 
libro,  de  modo  que  el  lector  puede  consultar  textos  mas  avanzados. ' 

Desarrollos  en  terminos  de  funciones  propias 

Si  disponemos  de  una  sucesion  de  funciones  ortogonales,  podemos  usarlas  para  construir  de¬ 
sarrollos  en  serie  para  una  clase  amplia  de  funciones.  Por  ejemplo,  las  funciones  propias 
<bn{x)  =  sen  nx  del  problema  (20)  conducen  a  los  desarrollos  en  serie  de  senos  de  Fourier 
analizados  en  la  seccion  10.4: 

00 

f{x)  ~  2  t>„  sen  nx  . 

n=  1 

En  efecto,  si/es  continua  en  [0,  tt],/'  es  continua  por  partes  en  [0,  tt]  y/(0)  =  /(  tt),  entonces 

no 

f(x)  —  2  btl  sen  nx  ,  0  £  x  ^  tt  , 

tt-  I 


donde 


b 


n 


2_ 
7 T 


■  7 r 

fix)  sen  nxdx  , 

o  ’ 


n=  1,  2,  3, ...  . 


1  Veanse  por  ejemplo  los  textos  de  G.  Birkhoff  y  G.  Rota,  Ordinary  Differential  Equations,  4a.  edicion  (John  Wiley 
&  Sons,  NuevaYork,  1989),  capitulo  10,  o  E.  Coddington  y  N.  Levinson,  Theoiy  of  Ordinary  Differential  Equations 
(Krieger,  NuevaYork,  1984),  capitulo  8. 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


En  la  seccion  10.3  analizamos  de  manera  general  los  desarrollos  ortogonales.  AM  mos- 
tramos  que  si  el  conjunto  {</>„(*)}“=  i  es  ortogonal  con  respecto  de  una  funcion  de  pondera- 
cion  positiva  w(x)  en  [a,  b],  es  decir, 


(23) 


'  b 

dx  - 

J  a 


m  #  n  , 
m  =  n  , 


entonces  podemos  asociar  a  cada  funcion  continua  por  partes /un  desarrollo  ortogonal 


CO 

(24)  fix)  ~  X  , 

n  —  ] 


donde 

(25)  c„ 


'b 

f(x)<t>„(x)n>(x)dx  . 

J  a 


Las  funciones  propias  correspondientes  a  valores  propios  distintos  son  ortogonales  con 
respecto  de  r(x )  para  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera.  Por 
lo  tanto,  podemos  usar  las  funciones  propias  para  formar  un  sistema  ortonormal  con  respec¬ 
to  de  r{x),  simplemente  normalizando  (cambiando  la  escala)  a  cada  funcion  propia  <!>„,  de 
modo  que 


(26) 


Construir  un  sistema  ortonormal  de  funciones  propias  correspondiente  al  problema  regular 
de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 

(27)  y"  +  Ay  =  0  ;  y(0)  -  0  ,  y'(n-)  =  0  ■ 

En  el  problema  9  de  los  ejercicios  10.2  vimos  que  los  valores  propios  de  (27)  son  A„  = 
(2/7  —  1  )2/ 4, 77  =  1,  2,  3,  .  .  .  ,  con  funciones  propias  correspondientes 


an  sen 


x  . 


Las  funciones  propias  son  ortogonales  con  respecto  de  r(x)  =  1  en  [0,  i r],  de  modo  que  solo 
debemos  elegir  las  an  de  modo  que  se  cumpla  (26).  Calculamos 


o  y 
a~  seir 

Jo 


Por  tanto,  podemos  hacer  an  = 


dx  =  at 


1  _  I 

2  2 


cos  (2.77  —  l)x 


dx 


2  2(2/).  -  1) 

=  a«(^/2)  - 
V2/ 7r,  lo  que  da 


i(2  n  —  l)x 


71  =  ) 


77 

0 


como  sistema  ortonormal  de  funciones  propias.  ■ 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


Si  {<^>„}“=1  es  un  sistema  ortonormal  de  funciones  propias,  entonces  podemos  usar  (24) 
y  (25)  para  obtener  un  desarrollo  para  una  funcion/ en  terminos  de  funciones  propias.  Pero, 
^converge  tal  desarrollo?  En  tal  caso,  que  funcion  converge?  Estas  cuestiones  se  contestan 
de  manera  parcial  en  el  siguiente  teorema. 


CONVERGENCIA  UNIFORME  DE  DESARROLLOS  EN  TERMINOS 
DE  FUNCIONES  PROPIAS 


Teorema  6.  Sea  {</>„}“=  i  un  sistema  ortonormal  de  funciones  propias  para  el  pro- 
blema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  (l)-(2).  Sea/una 
funcion  continua  en  [a,  b],  con  f  continua  por  partes1  en  [a,  b].  Si/satisface  las 
condiciones  en  la  frontera  en  (2),  entonces 

OO 

(29)  f[x)  =  2  cn4>Jx)  ,  a<x<  h  , 

n—  1 

donde  c„  esta  dada  por  la  formula  (25),  con  w(x)  =  r(x).  Ademas,  el  desarrollo  en 
terminos  de  funciones  propias  en  (29)  converge  uniformemente  en  [a,  b]. 


La  demostracion  del  teorema  6  aparece  en  textos  mas  avanzados. 1 1 
Expresar 


/(■*)  = 


|2x/t t  , 


0  <  x  ^  tt/'2  , 
tt/2  s  X  ^  IT  , 


mediante  un  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias,  usando  el  sistema  ortonormal  de 
funciones  propias  dado  en  (28). 


Para  obtener  el  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias  para  f(x),  usamos  la  formula 
(25).  Asf, 


IT 


9l/2 


dx 

7r/2 

0 


'Una  funcion  #(*)  es  continua  por  partes  en  [a,  b ]  si  es  continua  excepto  por  un  numero  finito  de  puntos  donde  g 
tiene  discontinuidades  de  salto  (vease  la  seccion  7.2). 

'^Vease  por  ejemplo  el  texto  de  E.  Coddington  y  N.  Levinson  mencionado  en  la  nota  de  pie  de  la  pagina  678. 
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y  asf,  para  n  =  1,  2,  3, ... , 


(30) 


2  7/2 

^(2 n  -  i)2 


sen 


Por  lo  tanto, 

(31)  f(x)  ~  2  c,iV/2/-7rsen  — -xj 

21!2  o1!7 

—  — jscn(x/2)  +  ■r— jsen  (3x/2) 


-^^■scn(5x/2)  -  3^-4 sen (7x/2)  +  •••  , 

ZXTT  HyTT 


donde  las  cn  estan  dadas  en  la  ecuacion  (30).  Como/(0)  =  0  y f'(ir)  =  0,/satisface  las  con- 
diciones  en  la  frontera  en  (27).  Ademas,/es  continua  y /'  es  continua  por  partes  en  [0,  7r],  Por 
lo  tanto,  el  teorema  6  implica  que  la  serie  en  (31)  converge  uniformemente  a/en  [0,  77].  ■ 


Existen  otros  resultados  relativos  a  la  convergencia  puntual  de  los  desarrollos  en  termi- 
nos  de  funciones  propias,  similares  a  los  resultados  para  series  de  Fourier  (vease  el  teorema 
2  de  la  seccion  10.3).  Estableceremos  uno  de  estos  resultados  sin  demostracion. 


CONVERGENCIA  PUNTUAL  DE  DESARROLLOS  EN  TERMINOS 
DE  FUNCIONES  PROPIAS 


Teorema  7.  Sea  {</>„}“=  1  una  sucesion  ortonormal  de  funciones  propias  para  el 
problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  (l)-(2).  Sean/y/' 
continuas  por  partes  en  [a,  b],  Entonces,  para  cualquier  x  en  (a,  b), 

00 

<32)  ‘AW  -  2lf[x+)  +/(Jt^)]  . 

donde  las  cn  estan  dadas  por  la  formula  (25),  con  w{x)  =  r{x). 


Problemas  periodicos  de  Sturm-Liouville 

Los  problemas  periodicos  de  Sturm-Liouville  tienen  propiedades  similares  a  los  problemas 
regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera.  Por  ejemplo,  el  problema  periodico 
de  Sturm-Liouville 

(33)  y"  +  Ay  =  0  ;  y(0)  =  y(2 v)  ,  y'(0)  "  /( 2w)  , 

tiene  valores  propios  A„  =  /r,  n  =  0,  1,  2,  ....  y  funciones  propias 

<k>  =  Oo/2  ,  4>„,\{x)  =  an  cos  nx  y  4>n,z{x)  =  K  sen  nx 

para  n  =  1,  2,  3, .  .  .  . 

El  conjunto  de  funciones  propias 

{1/2  ,  cos  x,  sen  x,  cos  2 x,  sen  2x, . . . } 

forma  un  conjunto  ortogonal.  Los  desarrollos  usuales  en  terminos  de  series  de  Fourier,  anali- 
zados  en  la  seccion  10.3,  no  son  mas  que  desarrollos  en  terminos  de  funciones  propias  usan- 
do  este  conjunto;  es  decir, 

OO 

fix)  «o/2  +  2  [  an  cos  nx  +  bn  sen  nx]  . 

n  =  1 
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La  principal  diferencia  entre  las  propiedades  de  los  problemas  regulares  y  periodicos  de 
Sturm-Liouville  es  que  los  valores  propios  para  el  problema  periodico  de  Sturm-Liouville  no 
tienen  que  ser  simples.  Por  ejemplo,  cos  nx  y  sen  nx  son  funciones  propias  correspondientes 
al  valor  propio  A„  =  ri1  para  el  problema  periodico  (33).  En  el  siguiente  teorema,  que  enun- 
ciamos  sin  demostracion,  proporcionamos  las  propiedades  del  problema  periodico  de 
Sturm-Liouville: 

(34)  {py')'  +  qy  +  Ary  =  0  ;  y(0)  -  y{2'l)  ,  y'(0)  =  y'(2T)  . 

donde  p,  p q  y  r  son  funciones  continuas  con  periodo  27.  p  y  r  positivas. 


PROPIEDADES  DE  LOS  PROBLEMAS  PERIODICOS 
DE  STURM-LIOUVILLE 


Teorema  8.  Para  el  problema  periodico  de  Sturm-Liouville  (34): 

1.  Los  valores  propios  son  reales  y  forman  una  sucesion  numerable  y  creciente 
Ai  <  A2  <  A3  .  .  .  con  lfm^^oo  A„  =  +oo. 

2.  Las  funciones  propias  se  pueden  elegir  de  modo  que  asuman  valores  reales. 

3.  Las  funciones  propias  correspondientes  a  valores  propios  distintos  son  ortogo- 
nales  con  respecto  de  r(x)  en  [0,  27]. 

4.  Sea  {</>„}“=!  una  sucesion  ortonormal  de  todas  las  funciones  propias  y  sea/ una 
funcion  con  periodo  27,  continua  y  tal  que/'  es  continua  por  partes.  Entonces, 

OO 

(35)  fix)  =  2  a„4>n(x)  . 

n  —  I 

donde 

(36)  a„  =  f{x)ipn[x)r(x)  dx  . 

Jo 

Ademas,  la  serie  en  (35)  converge  uniformemente  en  [0,  27]  (y  por  tanto  en  ( —  oo,  oo) ). 


El  lector  habra  notado  en  los  ejemplos  que  las  funciones  propias  parecen  oscilar;  por 
ejemplo,  sen  nx  y  sen (2/?  —  I  )x/2.  Al  observar  con  mas  detalle,  vemos  que  la  cantidad  de 
oscilaciones  en  [a,  b]  aumenta  al  crecer  n.  Este  comportamiento,  tipico  de  las  soluciones  a 
ecuaciones  de  Sturm-Liouville,  se  analiza  en  la  seccion  11.8. 


EJ  E RCICIOS 


11.3 


En  los  problemas  1  a  6,  convierta  la  ecuacion  dada  a  la 
forma  de  una  ecuacion  de  Sturm-Liouville . 

1.  f  +  6/  +  Ay  =  0  . 

2.  xy”  I  Ay  ~  0  .  x  >  0  . 

3.  Jc(  l  “  x.iy"  -  2xy'  +  Ay  =  0  ,  0  <  .r  <  I  . 

4.  x2y"  +  xy'  +  (. r 2  -  A)y  =  0  ,  x  >  0  . 


5.  x2y"  +  xy'  +  Av  —  0  ,  x  >  0  . 

6.  (1  -  x2')y"  -  2xf  +  Ay  =  0  , 

- 1  <  x  <  1  . 

En  los  problemas  7  a  11 ,  determine  si  el  operador  dife- 
rencial  lineal  dada  L[y],  cuyo  dominio  consta  de  todas 
las  funciones  que  tienen  segundas  derivadas  continuas 
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en  el  intervalo  [0,  77]  y  satisfacen  las  condiciones  en  la 
frontera  dadas,  es  autoadjunto. 

7.  L[y\  v ”  +  2/  +  5v  ; 

y(0)  —  0  .  y( 7r )  =  0  . 

8.  L[y]  -=f  +  Ay  ; 

y(0)  =  y(n)  ,  y'(0)  =  /{it)  . 

9.  L[y]  :=.y"  +  Ay  ; 

y(0)  =  -y(-Tr)  ,  y'(0)  =  -/(tt)  . 

10.  /.[y]  y”  +  Ay  ; 

y(0)  +  y'(ir)  =  0  ,  y(ir)  +  y'(0)  =  0  . 

IT.  /.  y  *—  (l  +  x2)y"  +  2xyr  +  Ary  ; 

y(0)  —  0  ,  y(% r)  ~  (l  4-  7T2)y '(  tt)  —  0  . 

12.  Producto  interior.  El  concepto  de  producto  inte¬ 
rior  (• ,  •)  es  importante  en  el  estudio  de  los  espacios 
vectoriales  generates  y  generaliza  el  producto  punto 
de  vectores  en  R".  Recuerde  que  encontramos  algu- 
nos  productos  interiores  al  estudiar  las  series  de  Fou¬ 
rier  y  los  desarrollos  ortogonales  en  la  seccion  10.3. 
Verifique  que  (f,g)  definido  en  (12)  es  un  producto 
interior  para  fy  g  continuas  en  [a,  b]\  es  decir,  mues- 
tre  que  para/,  g  y  h  continuas  en  [a,  ft]  y  c  un  nume- 
ro  real,  se  satisface  lo  siguiente: 

(a)  (/]/)>  0  y  es  igual  a  cero  solo  cuando/=  0. 

(b)  if.  g)  =  (g,f)  • 

(c)  (/  +  h,  g)  -  [f,  g)  +  {h,  g)  . 

(d)  (cf  g)  =  c(f  g )  . 

13.  Sea  L[y]  :=  y<4).  Considere  que  el  dominio  de  L  es 
el  conjunto  de  funciones  que  tienen  cuartas  deriva- 
das  continuas  en  [0,  77]  y  que  satisfacen 

y(o)  =  y'(0)  =  0  y  y(v)  -  y'(7r)  -  0  . 

(a)  Muestre  que  L  es  autoadjunto. 

(b)  Use  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  mostrar  que 
las  funciones  propias  correspondientes  a  valores 
propios  distintos  del  problema 

(37)  -vC4)  +  A-v  ~  0  ;  >’(0)  =  y'(0)  =  0  , 

><77)  -  yfir)  -  0  r 

son  ortogonales  con  respecto  de  w{x)  =  1  en 
[0,77], 

14.  Sea  A  un  valor  propio  y  cf)  una  funcion  propia  corres- 
pondiente  para  el  problema  regular  de  Sturm-Liou- 
ville  con  valores  en  la  frontera  (l)-(2). 


(a)  Muestre  que 
(38)  A  [  r{x)4>2{x)dx 

{p{x)[(f>'{x)]2  “  q{x)<t>2{x)}dx 

a 

-  • 

a 

(b)  Use  la  ecuacion  (38)  para  mostrar  que  si  q(x) 
^  0  y  a{  =  bi  =  0  en  (2),  entonces  A  es  no  nega- 
tiva. 

(c)  Muestre  que  si  q{x)  <  0  y  a2  =  b2  =  0  en  (2), 
entonces  A  es  no  negativa. 

(d)  Muestre  que  si  q(x)  <  0,  a{/a2  <  0  y  b^/b2  >  0, 
entonces  A  es  no  negativa. 

15.  Muestre  que  los  valores  propios  del  problema  de  va¬ 
lores  propios  (37)  en  el  problema  13  son  no  positi¬ 
ves.  [Sugerencia:  Deduzca  una  ecuacion  similar  a  la 
ecuacion  (38)  del  problema  14.] 

16.  Muestre  que  si  cf)  =  u  +  iv  es  una  funcion  propia 
correspondiente  a  A  para  el  problema  regular  de 
Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  (l)-(2), 
entonces  la  parte  real  u  y  la  parte  imaginaria  v  satis¬ 
facen  (l)-(2). 

En  los  problemas  17  a  24,  (a)  determine  las  funciones 
propias  normalizadas  para  el  problema  dado  y  (b)  use 
los  resultados  de  la  parte  (a)  para  expresar  f{x)  =  x  me- 
diante  un  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias. 
(Estas  son  las  mismas  ecuaciones  que  las  de  los  proble¬ 
mas  13  a  20  en  los  ejercicios  11.2.) 


17. 

y"  +  A y  =  0  ; 

v(0) 

=  0  . 

18. 

y  f  Ay  —  0  ; 

.v(-3)  =  ,y(3) 

.  y'(- 

-3)  = 

,vf(3)  ■ 

19. 

y"  +  3y  +  Ay 

=  0  ; 

v'(0)  =  0  , 

y'(tr)  = 

0  . 

20. 

y"  -  -y  +  Ay 

=  0  ; 

'C 

o' 

II 

0 

y'M  = 

0  . 

21. 

y"  +  Ay  =  0  ; 

2y(0)  +  y'(0)  = 

=  0  , 

yitt) 

=  0  . 

22. 

y"  +  Ay  =  0  ; 

O 

II 

c’ 

y(7r)  - 

2 y'{ir) 

=  0  . 

23. 

(xy')’  +  Xx-ly 

=  0  ; 

y'(i)  “  0  , 

y(^)  = 

■■  0  . 

24. 

{,cy')r  +  A.r_1y 

=  0  ; 

v’(0  =  O  . 

f'(e)  = 

0  . 

684 


Capftulo  1 1  Problemas  de  valores  propios  y  ecuaciones  de  Sturm-Liouville 


25.  Desigualdad  de  Bessel.  Sea  {<£„}”=  i  un  sistema 
ortonormal  con  respecto  de  una  funcion  de  pondera- 
cion  positiva  w{x)  en  [a,  b ]  y  sea /continua  en  [a,  h], 
Muestre  que  si 

OO 

fix)  ~  2  cBtf>„{x)  , 

n  =  1 

entonces 

®  fb 

(39)  f2{x)w{x)dx  . 

II  =  1  J  „ 

J  a 


[ Sugerencia :  Imite  la  demostracion  de  la  desigual¬ 
dad  de  Bessel  para  series  de  Fourier,  problema  38  de 
los  ejercicios  10.3.] 

26.  Demuestre  que  el  operador  diferencial  lineal  asocia- 
do  con  el  problema  periodico  de  Sturm-Liouville 
(34)  es  autoadjunto. 


11.4  PROBLEMAS  NO  HOMOGENEOS  CON  VALORES  EN 
LA  FRONTERA  Y  LA  ALTERNATIVA  DE  FREDHOLM 

A  diferencia  de  los  problemas  homogeneos  con  valores  en  la  frontera  (que  siempre  tienen  a 
y  =  0  como  solucion),  los  problemas  no  homogeneos  no  necesariamente  tienen  solucion.  En 
esta  seccion  queremos  desarrollar  un  criterio  para  determinar  si  el  problema  no  homogeneo 

(1)  L[y ](jc)  —  A2(jf)y"(-t)  +  +  A0{x)y(x)  =  h{x)  ;  a  <  x  <  b  \ 

(2)  ~  +  a^a)  +  buy{b)  +  buy'(b)  =  0  , 

Ri[y\  '■=  «2i>'(«)  +  «22>’'(a)  +  b2iy(b)  +  b^y'ib)  ~  0  , 

tiene  una  solucion.  Antes  de  proceder,  debemos  presentar  el  concepto  de  un  adjunto. 


ADJUNTO  FORMAL 


Definicion  1.  Sea  L  el  operador  diferencial  dado  por  el  lado  izquierdo  de  la  ecua- 
cion  (1);  es  decir,  L[\>]  =  Ajy"  +  A  ’  +  A(]y.  El  adjunto  formal  (o  adjunto  de 
Lagrange)  de  L  es  el  operador  diferencial  L+  definido  como 

(3)  L+[y]  :=  (A2y)"  ~  (4^)'  +  A0y  , 

siempre  que  A{\  A\  y  A0  sean  continuas  en  [a,  b]. 


Aunque  en  este  momento  no  hemos  motivado  la  peculiar  definicion  de  L+,  pronto  des- 
cubriremos  su  relacion  con  el  operador  L.  El  lector  debe  ocupar  unos  minutos  para  verificar 
que  si  A1  =  A2,  es  decir,  si  la  ecuacion  (1)  tiene  la  forma  de  Sturm-Liouville,  entonces  L+  = 
L.  En  los  siguientes  ejemplos  calcularemos  el  operador  adjunto  formal  para  un  operador  con 
coeficientes  constantes  y  para  un  operador  de  tipo  Cauchy-Euler. 

EJEMPLO  1  Determinar  el  adjunto  formal  de 
(4)  L[_y]  =  y*  +  2 y‘  +  2 y  . 
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SOLUCION 


EJEMPLO  2 


SOLUCION 


En  este  caso,  A0  =  A2  =  2  y  A2  =  1.  A1  sustituir  en  la  formula  (3)  tenemos 

(5)  £T[y]  =y"  -2/  +  2y  .  • 

Determinar  el  adjunto  formal  de 

(6)  L[y](jc)  =  x2y”(x )  +  xy'(x)  +  4y{x)  . 

En  este  caso,  A2(x)  =  x2,  A\(x)  =  xy  A0(x)  =  4.  Al  sustituir  en  la  formula  (3)  y  simplificar 
tenemos 

(7)  L+  [y]  (jc)  =  [ x2y(x) ] "  -  'xy(x)  ] '  +  4y(x) 

=  x2y”(x )  +  3xy'(*)  +  5y(jt)  .  ■ 


El  operador  diferencial  L  y  su  adjunto  formal  estan  relacionados  mediante  una  identidad 
de  Lagrange,  que  es  una  generalization  de  la  identidad  de  Lagrange  que  demostramos  para 
operadores  de  Sturm-Liouville  (vease  la  pagina  674). 


IDENTIDAD  DE  LAGRANGE 


Teorema  9.  Sea  L  el  operador  diferencial  definido  en  (1)  y  sea  L  1  su  adjunto  for¬ 
mal.  Entonces, 

(8)  l[m]u  —  hL+[u]  =  v\]  , 

donde  P(u,  v ),  la  concomitante  bilineal  asociada  a L,  se  define  como 

(9)  P(it,  w)  uAiV  —  u(A2v)'  +  u'AjV  . 


Demostracion.  Al  desarrollar  el  lado  izquierdo  de  (8),  obtenemos 

(10)  Z,[m]k  -  wL+[«]  =  ( A2u "  +  Apr'  +  A0h)u  —  u[(A2v)’r  ~  (A^)'  +  A(lv 

=  A%u”v  +  Aiu'v  -  Aiuv"  —  lAjiw'  -  A’iuv  +  A{uv  +  A{uv'  . 

De  la  definition  de  P(u,  v )  en  (9),  calculamos 

(11)  u)]  =  (u'AiV  +  uA\v  +  uAiv')  —  iiiAxv*  +  uA^v)' 

+  (u"A2u  +  ii'A^v  +  u'A2v') 

=  A2u"v  +  A\Urv  "  A2uv"  —  2A'2uv'  —  A!{uv  +  A\uv  +  A^uv’  , 


que  es  igual  al  lado  derecho  de  (10).  ■ 
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A1  integral-  la  identidad  de  Lagrange  obtenemos  la  formula  de  Green. 


a 


FORMULA  DE  GREEN 


Corolario  2.  Sea  L  el  operador  diferencial  definido  en  (1)  y  sea  L+  su  adjunto 
formal.  Entonces, 


(12) 


(l[w]i>  —  uF'\y1\j{x)dx  =  Pin,  t/)(jt) 


En  la  seccion  11.3  definimos  un  producto  interior  para  funciones  continuas  en  [a,  b]  con 
valores  reales,  como 


(13) 


(f,g)  = 


'  b 

f{x)g(x)dx  . 

J  a 


Con  esta  notacion,  la  formula  de  Green  se  convierte  en 


(14) 


(l[h],  vj  =  (h,  L+[u])  +  P(u,v) 


b 

a 


La  elegancia  de  la  formula  (14)  sirve  como  justificacion  de  las  definiciones  peculiares  de  L  1 
y  P(u,  v).  En  efecto,  nos  muestra  la  forma  de  transferir  el  operador  L  de  la  funcion  u  a  la  otra 
funcion  v,  al  calcular  los  productos  interiores. 

Aunque  los  operadores  L  y  L  se  pueden  aplicar  a  cualquier  funcion  y  que  tenga  segun- 
da  derivada  continua  en  [a,  b]  (es  decir,  para  y  en  C2[a,  b] ),  en  las  aplicaciones  debemos  res- 
tringir  aiin  mas  las  colecciones  de  funciones  y  donde  actuan  L  y  L  .  Por  ejemplo,  al  resolver 
problemas  con  valores  en  la  frontera,  nos  interesa  aplicar  L  solo  a  aquellas  funciones  en 
C2[a,  /;]  que  satisfagan  las  condiciones  en  la  frontera.  Por  lo  tanto,  al  considerar  los  operado¬ 
res  L  y  L+,  en  adelante  supondremos  que  sus  dominios  respectivos  D(L)  y  D(L+)  son  cier- 
tos  subespacios  de  C2[a,  b]. 

Dado  el  operador  diferencial  lineal  L  con  dominio  D(L),  veremos  las  ventajas  de  res- 
tringir  el  adjunto  formal  L+  a  un  dominio  D(L+)  de  modo  que 

(15)  (l[hJ,  u)  =  [u,  L+[u]) 

se  cumpla  para  toda  u  en  D(L)  y  toda  v  en  D(L+).  Por  supuesto,  bastana  que  D(L+)  consta- 
ra  de  la  unica  funcion  v  =  0,  pero  esto  no  es  interesante.  Lo  que  realmente  queremos  es  ele- 
gir  a  D(L+)  como  el  conjunto  mas  grande  posible  de  funciones  en  C2[a,  /;]  para  el  que  se 
cumpla  (15).  Con  esta  eleccion  optima  de  D(L+),  decimos  que  L  es  el  operador  adjunto' ' 


'Nota  historical  George  Green  (1793-1841)  fue  un  matematico  ingles  que  hizo  un  primer  intento  de  teorfa  matema- 
tica  del  electromagnetismo  (1828). 

*  'El  adjunto  de  un  operador  se  estudia  por  lo  general  relacionado  con  un  espacio  de  Hilbert.  Para  un  analisis  mas  de- 
tallado  de  los  espacios  de  Hilbert  y  los  operadores  adjuntos,  vease  un  texto  de  analisis  funcional,  como  Functional 
Analyisis ,  2a.  edicion,  por  W.  Rudin  (McGraw-Hill,  Nueva  York,  1991). 
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EJEMPLO  3 


SOLUCION 


de  L  (es  decir,  eliminamos  el  adjetivo  “formal”).  Para  los  casos  especiales  en  que  L+  =  L  y 
(15)  se  cumple  con  D(L+)  =  D(L ),  decimos  que  L  es  autoadjunto.  Por  ejemplo,  en  la  sec¬ 
cion  anterior  mostramos  que  para  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la 
frontera,  el  operador  asociado  L  es  autoadjunto  (el  dominio  de  L  consta  de  aquellas  funcio- 
nes  en  C2[a,  b]  que  satisfacen  las  condiciones  en  la  frontera). 

Gracias  a  la  formula  de  Green,  el  adjunto  sera  simplemente  la  restriccion  de  L  1  a  una 
clase  adecuada  de  funciones  v  de  modo  que 

j£> 

P(u,  v)  ~  0  ,  para  u  en  D(L)  ,  ttenD(L+)  . 


Determinar  el  operador  adjunto  de 

(16)  L[y]  =  f  4-  2y'  +  2 v  . 

donde  el  dominio  de  L  consta  de  aquellas  funciones  que  tienen  segundas  derivadas  continuas 
en  [0,  7r]  y  satisfacen  las  condiciones  en  la  frontera 

(17)  y(0)  =  y{v)  =  0  . 

En  el  ejemplo  1  vimos  que  L+[v\  =  v"  —  2v'  +  2v.  Ahora,  debemos  determinar  el  dominio 
de  L+ .  Primero  observamos  que  v"  debe  ser  continua  en  [0,  7r].  Ademas,  para  que  se  cumpla 
(15),  debemos  tener 


(18)  P(u,  v)(jc) 


para  toda  u  en  D{L)  y  v  en  D(L+).  La  formula  para  P(u,  v)  en  (9),  con  =  2  y  A2  =  1  im- 
plica  sobre  la  condicion  (18)  que 

{2K(Tf)v(jr)  —  M(7r)v'(7r)  +  «'(7r)u(‘7r)} 

—  {2m(0)u(0)  —  «(0)ur(0)  +  m'(0)u(0)}  =  0  . 

Como  u  esta  en  D(L),  sabemos  que  u( 0)  =  u{tt)  =  0.  Asf,  la  ecuacion  anterior  se  simpli- 
fica  a 

(19)  i/(77)u(7r)  —  h'(0)u(0)  =  0  . 

Observemos  ahora  que  u  '(tt)  y  u  '(0)  pueden  asumir  cualquier  valor,  de  modo  que  debemos 
tener  u(0)  =  v(i r)  =0  para  que  se  cumpla  la  ecuacion  (19)  para  toda  u  en  D(L).  Por  lo  tan- 
to,  el  dominio  de  L+  consta  de  aquellas  funciones  v  que  tienen  segundas  derivadas  continuas 
en  [0,  7r]  y  que  satisfacen  las  condiciones  en  la  frontera 


(20)  v(0)  =  u(tt)  =  0  .  ■ 
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PROBLEMA  ADJUNTO  CON  VALORES  EN  LA  FRONTERA 


Definicion  2.  Si  B\u\  =  0  representa  las  condiciones  en  la  frontera  necesarias  para 
que  una  funcion  este  en  el  dominio  de  L  y  B+[u]  =  0  representa  las  condiciones  en 
la  frontera  necesarias  para  que  una  funcion  este  en  el  dominio  de  su  operador  adjun- 
to  L+.  Entonces  el  problema  adjunto  con  valores  en  la  frontera  para 

(21)  £,[«]  =  0  ,  B'u)  =  0 

es  el  problema  con  valores  en  la  frontera 

(22)  L+[w]=0,  fl+[a]=0. 


Por  ejemplo,  como  vimos  en  el  ejemplo  3,  el  problema  adjunto  con  valores  en  la  frontera 

para 

(23)  /  4-  2v'  +  2y  -  0  ;  y(0)  =  y{ir)  =  0  , 

es  el  problema  con  valores  en  la  frontera 

(24)  y"  -  2y'  +  2 y  =  0  ;  y(o)  =  y(ir)  =  0  . 

A  continuacion  damos  dos  ejemplos  mas. 


EJEMPLO  4 


SOLUCION 


Determinar  el  problema  adjunto  con  valores  en  la  frontera  para 
(25)  x2y"(x)  +  xy'(x)  +  4yU)  «  0  ;  y(l)  =  y{e")  -  0  , 

En  el  ejemplo  2  vimos  que  el  operador  adjunto  formal  para  L[  y  ](*)  =  x1y"(x)  +  xy'{x)  + 
4y(x)  es 


(26)  L  [  v  j.v)  =  ry(jt)  +  3xy'(j)  +  5y(j)  . 

Para  determinar  las  condiciones  adjuntas  en  la  frontera  B+(y)  =  0,  usamos  la  formula  de 
Green  y  pedimos  que 


P(u,  v){x) 


-  0  , 


para  u  en  D{L)  y  v  en  D(L+).  Como  A2(x)  =  xr  y  Aj(x)  =  x,  esta  condicion  se  convierte  en 


a'w(x)v(jt)  —  x2u(x)v'(x)  —  24tft(jc)v(j;)  +  x2tt'{x)v(x)] 


=  0  . 


es  decir, 

e^uie^vie^)  -  e27rM(cw)n'(cff)  -  2 eM«>(e’)  +  *2V(eir)u(fi‘"') 

-  «(l)n(l)  +  «{l)t/(l)  +  2a( l)u(l)  -  h'(JM0  =  0  . 

Para  u  en  D(L),  tenemos  que  u(  1 )  =  u(e'R)  =  0,  de  modo  que  la  ecuacion  anterior  se  simpli- 
fica  como 


(27)  -  «'{l}v(l}  =  0  . 
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EJEMPLO  5 


SOLUCION 


Como  u'(e 7r)  y  u\  1)  pueden  asumir  valores  arbitrarios,  debemos  tener  v(en)  =  u(l)  =  0 
para  que  se  cumpla  la  ecuacion  (27)  para  toda  u  en  D(L).  Por  lo  tanto,  el  problema  adjunto 
con  valores  en  la  frontera  es 

(28)  x2y''[x)  +  3xy'{x)  +  5y(x)  —  0  ;  y(l)  =  >■(<?")  =  0  .  ■ 


Determinar  el  problema  adjunto  con  valores  en  la  frontera  para 

(29)  y"  ■#  y  =  0  ;  y(0)  +  >-(77)  =  0  ,  /(0)  =  0  , 

En  este  caso,  L+\y~\  =  L\y\  =  y"  +  y.  Para  determinar  las  condiciones  adjuntas  en  la  frontera, 
de  nuevo  pedimos  que 


P(w,  u) 


7T 


=  0 


0 

para  u  en  D(L)  y  v  en  D(L+).  Como  At  =  0  y  A2=  1,  queremos  que 
tt'(ir)v(w)  —  «(ir)u'(ir)  ~  «'(0}u(0)  +  a(0)v'(0)  =  0  , 

Si  u  esta  en  D(L),  tenemos  u(tt)  =  —«(())  y  u  '(0)  =  0.  Asf,  la  ecuacion  anterior  se  reduce  a 

(30)  u'(tt)v{tt )  +  u( O)  [i^'('rr)  +  w'(0)]  =  0  , 

Como  u'(tt)  y  u( 0)  son  arbitrarios,  pedimos  que  v(tt)  =  0  y  v'(0)  +  v'(tt)  =  0,  de  modo 
que  se  cumpla  la  ecuacion  (30)  para  toda  u  en  D(L).  Por  lo  tanto,  el  problema  adjunto  con 
valores  en  la  frontera  es 


(31)  v"  +  y  —  0  ;  y'(0)  +  y’(jr)  =  0  ,  y{w)  —  0  .  ■ 


Regresemos  al  problema  de  saber  cuando  el  problema  no  homogeneo  con  valores  en  la 
frontera 

(32)  L{y]  -  h  ,  B[y]  =  0  , 

tiene  una  solucion.  Si  tiene  una  solucion  u,  entonces 
(l[ «],  f)  =  (h,  v) 

para  toda  v.  Si  elegimos  v  como  una  solucion  del  problema  adjunto  (homogeneo) 

(33)  l+[v]=0,  5“[t/]=0, 

vemos  que 

(Z,[u],v)  =  («,  E+[t.'])  =  {«,  0)  =  0  . 

Por  lo  tanto,  una  condicion  necesaria  para  la  existencia  de  una  solucion  de  (32)  es  que 
(h,  v)  =  0  , 

para  toda  v  que  satisfaga  (33).  En  otras  palabras,  para  que  el  problema  no  homogeneo  tenga 
una  solucion,  el  termino  no  homogeneo  h  debe  ser  ortogonal  a  todas  las  soluciones  del  pro- 
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EJEMPLO  6 


SOLUCION 


blema  adjunto.  Se  puede  ver  que  esta  condicion  tambien  es  suficiente  para  la  existencia  de  so- 
lucioncs. '  Este  criterio  se  conoce  como  la  alternativa  de  Fredholm.' ' 


ALTERNATIVA  FREDHOLM 


Teorema  10.  Sea  L  un  operador  diferencial  lineal  y  li  un  conjunto  de  condiciones 
lineales  en  la  frontera.  El  problema  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera 


L[y](,t)  =  h(x)  .  a  <  x  <  b  , 

fl[y]  =  0 


tiene  una  solucion  si  y  solo  si 


para  cada  solucion  z  del  problema  adjunto  con  valores  en  la  frontera 
(361  ^+LJKX)  =  0  >  a  <  x  <  b  , 


Observacion.  De  acuerdo  con  el  teorema  10,  si  el  problema  adjunto  con  valores  en  la  fron¬ 
tera  (36)  tiene  solo  la  solucion  trivial,  entonces  el  problema  no  homogeneo  con  valores  en  la 
frontera  (34)  tiene  una  solucion  para  cada  h.  En  ese  caso,  si  las  condiciones  en  la  frontera  en 
(2)  estan  separadas  o  son  periodicas,  entonces  es  posible  mostrar  que  existe  una  unica  solu¬ 
cion  para  cada  h.  Para  condiciones  en  la  frontera  mas  generales,  es  posible  tener  una  familia 
a  un  parametro  de  soluciones  (vease  el  problema  28). 

En  los  siguientes  ejemplos  ilustraremos  la  forma  de  usar  la  alternativa  de  Fredholm  para 
determinar  si  un  problema  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera  tiene  una  solucion. 


Determinar  condiciones  sobre  h  que  garanticen  que  el  problema 

(37)  y"  +  2y'  +  2y  =  h  ;  y(0)  =  y(n)  =  0  , 

tiene  una  solucion. 

El  operador  L[y]  =  y  "  +  2 y'  +  2y  es  el  mismo  que  en  el  ejemplo  3.  Por  lo  tanto  (veanse  (23) 
y  (24)),  el  problema  adjunto  es 

(38)  y”  -  2/  +  2y  =  0  ;  y(0)  -  y(i r)  =  0  . 


'Para  una  demostracion  de  que  la  condicion  es  suficiente,  el  lector  puede  consultar  el  capftulo  1 1  del  texto  de  E.  Cod- 
dington  y  N.  Levinson  citado  en  la  nota  de  pie  de  la  pagina  678. 

'  ’ Nota  historic  a:  I.  Fredholm  (1866-1927),  en  su  estudio  de  las  ecuaciones  integrales  lineales  (aprox.  1900),  se  dio 
cuenta  de  la  existencia  de  una  analogfa  entre  las  ecuaciones  integrales  lineales  y  los  sistemas  de  n  ecuaciones  con  n 
incognitas.  Esta  analogfa  tambien  se  extiende  a  las  ecuaciones  diferenciales  y,  mas  en  general,  a  los  operadores  li¬ 
neales. 
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La  ecuacion  auxiliar  para  (38)  es  r2  —  2r  +  2  =  0,  cuyas  rafces  son  r  =  1  ±  i.  Por  lo  tanto, 
una  solucion  general  para  la  ecuacion  diferencial  en  (38)  es 


y(xj  =  Cjg^cosx  +  c2 e *  senx  , 


Usamos  las  condiciones  en  la  frontera  en  (38)  para  determinar  c,  y  c2,  y  vemos  que 
y(0)  =  C]  —  0  y  y(-Tr)  -  —  c\ev  —  0  . 

Asf,  C\  =  0  y  c2  es  arbitraria.  Por  lo  tanto,  cada  solucion  del  problema  adjunto  (38)  tiene  la 
forma 

z(x)  =  c2ex  sen  x  . 

La  alternativa  de  Fredholm  implica  entonces  que  si  h  es  continua,  entonces  el  problema 
no  homogeneo  (37)  tiene  una  solucion  si  y  solo  si 


o 


Recuerde  de  la  seccion  11.2  que  si  (37)  tiene  realmente  una  solucion,  digamos  cuando 
h(x)  =  ex  cos  x,  entonces  tiene  una  familia  a  un  parametro  de  soluciones,  pues  el  problema 
homogeneo  correspondiente  ((37)  con  h  =  0)  tiene  una  familia  a  un  parametro  de  solucio¬ 
nes,  y(x)  =  ce~x  sen  x. 


EJEMPLO  7  Determinar  condiciones  sobre  h  que  garanticen  que  el  problema 


(39)  x2y"{x)  +  xy'(x)  +  4y(x)  =  h(x)  ;  y(l)  =  y(e w)  =  0  , 


tiene  una  solucion. 


SOLUCION  Enel  ejemplo  4  determinamos  que  el  problema  adjunto  correspondiente  es 


(40)  x2y"(x)  +  3xy'{x)  +  5.y(x)  -  0  ;  ><l)  =  y(er)  -  0  . 

La  ecuacion  auxiliar  para  la  ecuacion  de  Cauchy-Euler  en  (40)  es  r(r  —  l)+3r  +  5=0, 
con  rafces  r  =  —  1  ±2 i.  Por  lo  tanto,  una  solucion  general  de  la  ecuacion  diferencial  en 
(40)  es 

y(x)  =  c\x  1  cos(21nx)  +  c2x  1  sen(2  lnx)  , 

Usamos  las  condiciones  en  la  frontera  en  (40)  para  determinar  cq  y  c2,  y  vemos  que 
y(l)  =  c,  =  0  y  y{e*)  =  e~77ci  =  0  . 

Por  lo  tanto,  c \  =  0  y  c2  es  arbitraria.  Por  lo  tanto,  cualquier  solucion  del  problema  adjunto 
(40)  tiene  la  forma 

z(jc)  =  c2x~{  Ken{2  Inx)  . 

La  alternativa  de  Fredholm  implica  que  para  h  continua,  el  problema  no  homogeneo  (39)  tie¬ 
ne  una  solucion  si  y  solo  si 


C 


Ji 


h{x)x  1  sen (2  In  x)  dx  =  0  .  ■ 


(41) 
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La  aplicacion  de  la  alternativa  de  Fredholm  a  un  problema  regular  no  homogeneo  de 
Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  es  sencillo,  pues  el  operador  es  autoadjunto. 


EJEMPLO  8  Dar  condiciones  sobre  h  que  garanticen  que  el  problema  regular  no  homogeneo  de  Sturm- 
Liouville  con  valores  en  la  frontera 

(42)  y"  +  py  =  h  ;  y(0)  =  0  ,  y '(it)  =  0  , 

tiene  una  solucion. 


solucion  Como  (42)  es  autoadjunto,  h  debe  ser  ortogonal  a  cada  solucion  del  problema  homogeneo 
correspondiente.  Por  el  ejemplo  2  de  la  seccion  11.3  (pagina  703),  sabemos  que  este  proble¬ 
ma  homogeneo  tiene  soluciones  no  triviales  solo  cuando  p  =  A„  =  (2n  —  1  )2/ 4  para  alguna 
n  =  1,  2,  3, .  .  .  ;  es  decir,  p  es  un  valor  propio.  Por  lo  tanto,  debemos  considerar  dos  casos. 

Caso  1.  Si  p  A  (2 n  —  1  )2/4  para  n  =  1,  2,  3, ...  ,  entonces  la  unica  solucion  del  pro¬ 
blema  homogeneo  es  la  solucion  trivial.  La  alternativa  de  Fredholm  implica  entonces  que  el 
problema  no  homogeneo  (42)  tiene  una  unica  solucion  para  cada  h. 

Caso  2.  Si  p  =  (2 n  —  1  )2/ 4  para  alguna  n  =  1,  2,  3, ...  ,  entonces  las  soluciones  del 
problema  homogeneo  (funciones  propias)  tienen  la  forma  <J>n(x )  =  bn  sen((2«  —  l)x/2), 
donde  bn  es  arbitraria.  La  alternativa  de  Fredholm  nos  dice  que  el  problema  no  homogeneo 
(42)  tiene  una  solucion  si  y  solo  si 


(43) 


'  ir 

fr(jt)  sen 
.  o 


Ademas,  si  esta  condicion  se  satisface,  existe  una  familia  a  un  parametro  de  soluciones,  pues 
siempre  podemos  sumar  un  multiplo  de  sen((2/i  —  1  )x/2)  a  una  solucion  existente  para  ob- 
tener  una  nueva  solucion.  ■ 


En  las  dos  secciones  siguientes  daremos  procedimientos  para  resolver  problemas  no  ho- 
mogeneos  con  valores  en  la  frontera.  El  primer  procedimiento  produce  un  desarrollo  de  la 
solucion  en  terminos  de  funciones  propias.  El  segundo  procedimiento  implica  las  funciones 
de  Green  y  expresa  la  solucion  como  una  integral  definida. 


EJ  ERCICIOS 


11.4 


En  los  problemas  1  a  6,  calcule  el  operador  adjunto  for¬ 
mal  del  operador  diferencial  lineal  L  dado. 

1.  L[y](x)  =  j/W  +  (2  -  .r2)>-'(.r)  +  3y(x)  . 

2.  f,[y]{x)  =  x2y"( x)  +  (sen  x)y'(.r)  +  2,vy(.r)  . 

3.  L[y](x)  =  (l  +  x2).y'rU)  +  2xy'(x)  +  y(x)  . 

4.  L[y]{x)  =  x2y"{x)  -  2xy’{x)  +  3y(x)  . 

5.  L[y](x)  =  2x2y”(x)  +  xy’(x)  -  5 y(x]  . 

6.  L[y](x)  =  (sen  x)v’'(a-)  -  e'V(i)  +  y(x)  . 


En  los  problemas  7  a  10,  determine  el  operador  adjunto 
y  su  dominio  para  el  operador  diferencial  lineal  L  dado, 
cuyo  dominio  consta  de  las  fimciones  con  segunda  deri- 
vada  continua  y  que  satisfacen  las  condiciones  indicadas 
en  la  frontera. 

7,  Z,[y]  =  _y"  -  2 y’  +  10_v  ; 
y(0)  =  0  ,  y(tr)  =  0  . 

8.  L[y]  =  y"  -  4/  +  5y  ; 

y(0)  =  0  ,  y{ 2jr)  =  0  . 
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9.  Lj_v'](jc)  =  2x  1y"{x)  +  3ry'(jc)  -  y{x)  ; 
y(l)  =  0  ,  y(4)  =  0  . 

10.  Zny](x)  =  i2y%r)  4-  2xy'{x)  4-  (5/4)y(x)  ; 

y(i)  =  o,  >(«')  =  o. 

En  los  problemas  11  a  16,  determine  el  problema  adjun- 
to  con  valores  en  la  frontera  para  el  problema  con  valo- 
res  en  la  frontera  dado. 

11.  v”  +  6 v'  4  lOy  =  0  ; 
y'(0)  -  0  ,  y  V)  “  0  ■ 

12.  y"  i  y  —  0  ; 

y(0)  =  y{v)  ,  /(0)  =  y'(w r)  ■ 

13.  y"  4  4y  =  0  ; 

y(0)  =  y( tt)  ,  y'(0)  =  y'(7r)  . 

14.  /'  =  0  ; 

y(0)  =  y(ir/2)  ,  /((>)  =  y'(ir/2)  . 

15.  jc2y”(.jf)  4  3xy'(x)  4  2y{x)  =  0  ; 
y(l)  =  0  ,  yVff}  =  0  . 

16.  jr2y"(x)  4-  2xy’{x)  =  0  ; 

y(l)=y(2),  y(l)=y(2). 

En  los  problemas  17  a  26,  determine  condiciones  sobre  h 
que  garanticen  la  existencia  de  una  solucion  para  el  pro¬ 
blema  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera  dado. 
(Estos  son  problemas  no  homogeneos  asociados  a  los 
problemas  homogeneos  7  a  16.) 

17.  y"  -  2 y  4-  lOy  =  h  ; 

y  (0)  =  0  ,  yftr)  -  0  . 

18.  y"  -  4y'  4  5y  -  h  ; 

y(0)  -  0  ,  y(2ir)  -  0  . 

19.  lx2y"(x)  4-  3xy'(x)  -  y(x)  =  h{x)  ; 

^(l)_-0.  y(4)  —  0  . 

20.  x?y*(x)  4  2 xy’(x)  4  (5/4)y{x)  =  h(x)  ; 

y(l)  =  0  ,  y(e")  =  0  . 

21.  y"  4  6y'  4  lOy  -  h  ; 

y'(0)  =  0  ,  y'(v)  =  0  . 


22.  y"  +  v'  +  v  -  h  ; 

y(0)  =  v(»  ,  y(0)  =  y{ir)  . 

23.  y"  4  Ay  =  h  ; 

y(0)  =  y(’jr)  ,  v’(0)  =  y’{ir)  . 

24.  y"  =  h  ; 

y(0)  =  y(ir/2)  ,  y'(0)  =  yU/2)  . 

25.  .t2y"(.c)  +  3.yy'(x)  4-  2y(.r)  =  hix)  ; 

y'O)  =  0  ,  y'{e~)  ~  0  . 

26.  jc2v"(.vJ  +  2xy'{x}  —  h(x)  ; 

y(i)  —  y{2)  ,  y(i)  -  y(2) . 

27.  Demuestre  la  formula  de  Green  partiendo  de  que 

f  * 

{l[u  w)  =  i^2u"  4) u'  4-  A^ujvdx 

J  a 

integre  despues  por  partes  para  obtener 


[In.  v)  =  (m,  jL+[v])  4  P(u.v) 

a 

28.  Muestre  que  el  “problema  con  valores  en  la  frontera” 

y"  4  y  =  h(x)  ;  0  <  x  <  tt  , 

y(0)  =  0  , 

tiene  una  familia  a  un  parametro  de  soluciones  para 
cada  h  continua  en  [0,  tt],  [Sugerencia:  Muestre  que 
la  ecuacion  homogenea  tiene  una  familia  a  un  para¬ 
metro  de  soluciones,  mientras  que  el  problema  ad- 
junto  solo  tiene  la  solucion  trivial.] 

29.  Muestre  que  el  problema  con  valores  en  la  frontera 

y"  +  y  =  h{x)  ; 

y(0)  =  0  ,  y(i t)  =  0  ,  y'fV)  =  0  , 

tiene  una  linica  solucion  para  cada  h  que  sea  conti¬ 
nua  en  [0,  tt]  y  que  satisfaga 

fir 

It(x)  sen .» dx  —  0  . 

Jo 

[, Sugerencia :  Muestre  que  la  ecuacion  homogenea 
solo  tiene  la  solucion  trivial.] 


11.5  SOLUCION  MEDIANTE  UN  DESARROLLO 
CON  FUNCIONES  PROPIAS 

En  la  seccion  anterior  vimos  que  la  alternativa  de  Fredholm  proporciona  un  criterio  para  de- 
terminar  si  un  problema  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera  tiene  una  solucion.  Pero 
£como  encontramos  esa  solucion?  Por  supuesto,  si  podemos  encontrar  una  solucion  general 
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para  la  ecuacion  no  homogenea,  entonces  basta  sustituir  las  condiciones  en  la  frontera  y  de- 
terminar  una  solucion  (vease  el  ejemplo  2  de  la  seccion  11.2).  Sin  embargo,  la  mayor  parte 
de  los  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  no  son  ecuaciones 
con  coeficientes  constantes,  por  lo  que  podrfa  ser  diffcil  hallar  una  solucion  general. 

En  esta  seccion  aprovecharemos  el  hecho  de  que  las  funciones  propias  asociadas  a  un 
problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  forman  un  sistema  ortogonal. 
Nuestro  objetivo  es  encontrar  un  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias  para  una  so¬ 
lucion  del  problema  regular  no  homogeneo  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 

(1)  /.[>•]+  firy  ~f  ; 

(2)  +  a2y'{a)  —  0  ,  &$(&)  +  Ihy'ib)  =  0  , 


donde  /jl  es  un  numero  real  fijo  y 

(3)  L[y\  (p/)'  +  qy  . 

Sean  {A„}”=1  los  valores  propios  con  funciones  propias  correspondientes  {</>„}“=  i  para  el  pro¬ 
blema  homogeneo  de  valores  propios  asociado  a  (l)-(2),  con  fi  en  vez  del  parametro  A;  es  de- 
cir.  L[tf>i,]  +  A nr<f>n  =  0,  donde  <pn  satisface  (2).  Sabemos  (recuerde  el  teorema  4  de  la  seccion 
11.3)  que  {</>„}“=!  forma  un  sistema  ortogonal  con  respecto  de  la  funcion  de  ponderacion  r(x) 
en  [a,  b\. 

Sea 

OC 

(4)  d>(x)  =  X  cacp„{x)  . 

n=  3 

Queremos  determinar  los  coeficientes  c„  de  modo  que  </>  sea  una  solucion  de  (l)-(2). 

Por  el  momento,  ignoraremos  los  aspectos  importantes  de  convergencia  y  diferenciabili- 
dad  de  esta  serie;  es  decir,  consideraremos  a  cf>  como  un  desarrollo  formal  en  serie.  Primero 
observemos  que,  como  cada  </>„  satisface  las  condiciones  en  la  frontera  en  (2),  tambien  lo  ha- 
ce  d>.  Ademas,  al  sustituir  el  desarrollo  para  <l>  en  el  lado  izquierdo  de  (1)  y  usar  el  hecho  de 
que  L[4>„]  =  —A vemos  que 


(5)  L\_4>  ]  +  —  L 


2  c„6„ 


+  jxr  S  c„4>„ 


=  2  cnL[(f>n]  +  fir  .1  c„tp„ 

n  =  l  rl  -  1 

ou  co 

=  ^  cn(~ Kr(t>n)  +  lxr  ^  CfA>n 
n  =  I  n  -  1 

co 

=  r  2  (p  -  A, . 


tj=  1 


Si  expresamos/como  el  producto  r(f/r)  en  un  desarrollo  mediante  funciones  propias 


f/r  -  2  yJ>H  , 


In 


(. f}r)4>„rdx  fip.qix 

J  a 


f,rdx 


4>lrdx 
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entonces  el  lado  derecho  de  (1)  se  convierte  en 

OU 

(6)  r  2  . 

n=  \ 

A1  igualar  los  lados  izquierdo  y  derecho  de  (1)  dados  en  (5)  y  (6),  vemos  que 

00  OO 

(7  )  /  j-j  (jl  —  A.Jt.  rd>„  ?  Vn^n  * 

n  ~  1  ri  —  1 

Como  r  >  0,  podemos  simplificar  (7)  como 

2  |  (/r  A,;  )< ,,  y j  (bh  0  . 

/!  -  1 

La  suma  de  este  desarrollo  es  igual  a  cero  si  y  solo  si  todos  los  coeficientes  se  anulan.  Por  lo 
tanto,  hacemos 

(8)  { i-i  -  A n)cn  -  y„  =  0  ,  n  =  1, 2,  3, . . .  . 


Ahora  consideramos  dos  casos. 

Caso  1.  /r  A  A„  para  cada  n  =  1,  2,  3, ....  En  este  caso,  podemos  despejar  c„  en  (8): 

=  In 

Cn  n  -  A.„  ' 


Asf,  la  unica  solucion  de  (l)-(2)  esta  dada  formalmente  por 


(9) 


4>  = 


ji  - 1  (i 


7n 


-4>„ 


Nos  referimos  a  (f>  como  la  unica  solucion,  pues  si  /jl  A  A„  para  cada  n  =  1,  2,  3, .  .  .  ,  la 
ecuacion  homogenea  correspondiente  solo  tiene  la  solucion  trivial  y  por  lo  tanto  el  problema 
no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera  tiene  una  unica  solucion. 

Case  2.  /jl  =  \N  para  alguna  N.  Si  n  =  N,  la  ecuacion  (8)  se  reduce  a 


7n  =  0  ■ 


Ahora  tenemos  dos  posibilidades.  Si  yN  A  0,  tenemos  una  contradiccion  y  entonces  la  ecua¬ 
cion  no  homogenea  no  tiene  una  solucion  que  pueda  expresarse  mediante  un  desarrollo  con 
funciones  propias.  Si  yN  =  0,  entonces  no  hay  restricciones  sobre  cN.  Asf,  obtenemos  una  fa- 
milia  a  un  parametro  de  soluciones  del  problema  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera 
(l)-(2),  donde  cNe s  el  parametro. 

Pero  c,que  significa  que  yN  =  0?  De  la  definicion  de  yN,  vemos  que  como 


Jn  = 


r  b 


f(x)4>N(x)dx 


'b 

4>2N{x)r{x)dx  , 

a 


la  funcion/debe  ser  ortogonal  a  <pN  cuando  yN  =  0.  Pero  esto  es  justamente  la  condicion  de  la 
alternativa  de  Fredholm  para  el  problema  no  homogeneo  (l)-(2). 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


METODO  DE  DESARROLLOS  EN  TERMINOS  DE  FUNCIONES  PROPIAS 


Para  obtener  un  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias  para  la  solucion  r/j  del 
problema  regular  no  homogeneo  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 

L[y]+firy=f,  B[y]  =  0  : 

(a)  Determine  un  sistema  ortogonal  de  funciones  propias  {4>fff=\  y  los  valores  pro¬ 
pios  correspondientes  {A„}“=1  para 

L[y\  +  A ry  =  0  ,  Z?[y]  =  0  . 

(b)  Calcule  el  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias  para  f/r\  es  decir.  deter¬ 
mine  los  coeficientes  y„  de  modo  que 

co 

f/r  -  2  y,A  . 

n  =  1 


(c)  Si  /jl  A„  para  n  =  1,  2,  3, ,  entonces  la  solucion  cf>  esta  dada  por 


4>  = 


oo 


2-^r 

n  =  l  { L  —  A, 


4>n 


(d)  Si  fji  =  \N  para  alguna  iV  y  yN  #  0,  entonces  no  hay  soluciones. 

(e)  Si  /a  =  \N  para  alguna  N  y  y  v  =  0,  entonces 


es  una  solucion  para  cualquier  eleccion  del  parametro  cN. 


En  los  siguientes  ejemplos  ilustramos  este  procedimiento. 

Determinar  un  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias  para  la  solucion  del  problema  re¬ 
gular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 

(10)  y"  +  3y  =  5  sen  3x  +  2  sen  S.r  ;  y(0)  =  0  ,  y('Tr)  =  0  . 

Recordemos  de  la  seccion  1 1.2  que  el  problema  con  valores  en  la  frontera 

y"  +  Ay  =  0  ;  y(0)  =  0  ,  y(- jr)  =  0  , 

tiene  valores  propios  A„  =  n2,  n  =  1,  2,  3, ...  ,  con  funciones  propias  correspondientes 

(/;,,(*)  ~  Ken  nx  ,  n  =  1,2,.... 

En  este  caso,  r(x)  =  1,  de  modo  que  debemos  determinar  los  coeficientes  yn  tales  que 

OO 

f{x)/r{x)  =  f{x)  =  2  y„  sen  nx 

n  =  1 


=  5  sen  3x  H-  2  sen  8jc  . 
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EJEMPLO  2 


SOLUCION 


Es  claro  que  y3  =  5,  y8  =  2  y  que  los  demas  y„  se  anulan.  Como  /jl  =  3  i=  n2  =  A„  para  n  = 
1,2, ,  tenemos  que  la  unica  solucion  de  (10)  es 

(11)  4>{x)  -  2)  —  y"  A  3x  +  3  _  64®en &c 

5  2 

=  —  —  sen  3  a  —  -  —  sen  8jc  .  ■ 

6  61 

Como  verification  de  nuestros  calculos  y  de  la  teorfa,  invitamos  al  lector  a  que  muestre 
mediante  una  sustitucion  directa  que  la  funcion  <b  dada  en  (11)  es  la  solucion  del  problema 
(10). 


Determinar  un  desarrollo  formal  en  terminos  de  funciones  propias  para  la  solucion  del  pro¬ 
blema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 


(12) 

v"  -  >-/; 

>•(0)  =  /(-it)  =  0 

donde 

(13) 

ft  \  V2*!*' 

/WMi, 

0  —  a'  —  tt/  2  , 
w/2  —  x  —  it 

En  los  ejemplos  2  y  3  de  la  seccion  11.3  determinamos  que  la  sucesion 


es  un  sistema  ortonormal  de  funciones  propias  para  el  problema  con  valores  en  la  frontera 
y”  +  Ay  -  0  ;  y{ 0)  =  >-'(17)  =  0  , 

donde  los  valores  propios  asociados  son  A„  =  (2 n  —  1  )2/ 4.  Tambien  vimos  que  f(x) 
(  =  f(x)/r(x),  pues  r(x)  =  1)  dada  en  (13)  tiene  el  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias 


(14) 


QC 

fix)  =  2  yn 

n  =  1 


donde 


(15) 


Jn  = 


27/2 


~  l)2 


sen 


n  =  1,  2,  3, .  .  .  . 


Como  (jl  =  1  no  es  un  valor  propio,  el  problema  no  homogeneo  (12)  tiene  una  unica  solucion 
(f>  dada  formalmente  por  el  desarrollo 


(16)  4>{x)  =  2 


1  1 


<t>n(x) 


2 

n  - 1 


Jn 


(2 n  ~  l)2  \ 

4 


■  sen 


2  n  —  1 


donde  las  y„  estan  dadas  por  la  ecuacion  (15).  ■ 


698 


Capftulo  1 1  Problemas  de  valores  propios  y  ecuaciones  de  Sturm-Liouville 


Tambien  podemos  obtener  una  solucion  del  problema  no  homogeneo  con  valores  en  la 
frontera  en  (12)  encontrando  dos  soluciones  generales  de  la  ecuacion  diferencial  en  (12);  una 
de  ellas  valida  en  el  intervalo  [0,  it/ 2]  y  la  otra  en  [tt/2,  7t].  Elegimos  las  cuatro  constantes 
arbitrarias  en  estas  soluciones  generales  de  modo  que  se  cumplan  las  condiciones  en  la  fron¬ 
tera  en  (12)  y  que  la  solucion  y  su  derivada  sean  continuas  en  [0,  7r].  Dejaremos  que  el  lector 
realice  este  procedimiento  y  obtenga  la  solucion 


(17) 


$U.)  *= 


2 

1 - cos  X  , 

7 T 


0  "  x  s  7r/2  , 


7r/2  —  A'  —  77  . 


En  textos  avanzados  se  demuestra  que  si/es  continua  en  [a,  b],  entonces  la  solucion  for¬ 
mal  en  (9)  converge  uniformemente  a  la  solucion  genuina.  Por  ejemplo,  el  desarrollo  en  (16) 
converge  uniformemente  a  la  funcion  <b  en  (17). 

Si  se  tiene  un  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias  para  la  solucion  de  un  proble¬ 
ma  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera,  entonces  se  puede  obtener  una  solucion  aproxi- 
mada  truncando  el  desarrollo  despues  de  N  terminos.  Este  desarrollo  truncado  es  un  ejemplo 
de  aproximacion  de  Galerkin  para  la  solucion.  El  metodo  de  Galerkin  y  la  colocalizacion  ' 
son  dos  procedimientos  ampliamente  utilizados  para  aproximar  la  solucion  de  un  problema 
con  valores  en  la  frontera. 


EJERCICIOS 


11.5 


En  los  problemas  1  a  8,  determine  un  desarrollo  formal 
en  terminos  de  funciones  propias  para  la  solucion  del 
problema  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera  dado, 
si  este  existe. 


1. 

y*  + 

2  y  -- 

=  5  sen  x  - 

1  sen  3. 

,y(0)  : 

=  0 

yW) 

=  0  . 

2. 

v"  -■ 

y  = 

sen  4x  sen  1  lx 

v(0) 

=  0 

.  yW) 

-  0  . 

3. 

y*  + 

4y  = 

-  sen  2x  + 

sen  8a 

y(  0): 

-  0 

.  .y(w) 

-  0  . 

4. 

y"  + 

Try 

=  cos  7a  + 

5  cos  1 

/(0) 

=  0 

y'(/7T 

)  =  o  . 

5. 

>■"  + 

y  ^ 

cos  4x  4-  cos  lx  ; 

.y’(o) 

=  0 

.  y'iK 

)  =  o  . 

6.  y"  4'  6y  =  cos  4x  -  cos  5a:  ; 

/(0)  -  0  ,  yin)  =  0  . 

7.  y*  +  y  =  a2  —  2irx  ; 

,v(0)  -  0  ,  /(tt)  =  0  . 

8.  y"  +  2y  =  rrx  —  x2  ; 

y( o)  ^  0  ,  y{w)  =  0  . 

En  los  problemas  9  a  14,  determine  un  desarrollo  formal 
en  terminos  de  funciones  propias  para  la  solucion  del 
problema  no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera  dado. 
Suponga  que  f  satisface  las  conclusiones  de  la  alternati- 
va  de  Fredholm. 

9.  y"  +  y  =  /  ;  /(0)  =  0  ,  y[»  =  0  . 

10.  y"  +  ly  =/  ;  >*(0)  =  0  ,  /{ v )  =  0  . 


'Para  mas  information  acerca  de  los  metodos  numericos  para  resolver  problemas  con  valores  en  la  frontera,  vease 
Numerical  Methods  for  Two-Point  Boundary  value  Problems ,  por  H.  B.  Keller  (Dover  Publications,  Nueva  York, 
1992).  En  particular,  el  metodo  de  tiro  se  ilustra  en  el  proyecto  D. 
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11.  ixy'Y  +  5x  ‘.v  -  /  ; 

/(i)  =  o,  o. 

12.  xy"  +  y'  4-  ;r  !  v  —  /  ; 
y(l)  =  0  ,  y{ew)  =  0  . 

13.  y*  +  6y  =  /; 

_y(0)  =  0  ,  3y(  ir )  -  /(w)  =  0  . 

[Sugerencia:  Vease  el  ejemplo  4  de  la  seccion  1 1.2.] 


14.  fxy')'  -x-'y=/; 

/(U  =  0  ,  y'(e)  »  0  . 

15.  Deduzca  la  solucion  del  problema  (12)  dada  en  la 
ecuacion  (17). 


11.6  FUNCIONES  DE  GREEN 

En  esta  seccion  obtendremos  una  representacion  integral  para  la  solucion  de  un  problema  no 
homogeneo  con  valores  en  la  frontera.  A  saber,  mostraremos  que  la  solucion  se  puede  expre- 
sar  en  la  forma 

(1)  v(x)  =  f  G{x,  s)f(s)  ds  . 

J  a 

donde  la  funcion  nucleo,  G(x,  ,v),  es  llamada/nncion  de  Green  ofuncion  de  influencia.  Se  sa- 
be  que  esta  representacion  existe  para  problemas  muy  generales.1  Sin  embargo,  aqul  solo  con- 
sideraremos  los  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 

(2)  £.[y](je)  -  -/(x)  ,  a  <  x  <  b  , 

(3)  t?i>'frt)  +  a2y'{a)  =  0  , 

(4)  b]y(b)  +  b2y'{b)  =  0  , 

donde 

r  ,  d  (  dy\ 

l5)  +«' 


y p,  p'y  q  son  continuas  en  [a,  b ],  con p(x )  >  0  en  [a,  b],  Supondremos  que/es  continua  en 
[a,  b ].  Aunque  no  es  necesario,  en  este  contexto  escribiremos  el  termino  no  homogeneo  en  la 
ecuacion  (2)  como  ~f(x)  en  vez  de/(x). 

En  esta  seccion  supondremos  que  el  problema  homogeneo  correspondiente  (f{x)  = 
0)  tiene  solo  la  solucion  trivial  o,  en  forma  equivalente,  supondremos  que  A  =  0  no  es  un 
valor  propio.  La  alternativa  de  Fredholm  implica  entonces  que  el  problema  no  homogeneo 
(2)-(4)  tiene  una  solucion.  Esta  solucion  es  unica,  pues  el  problema  homogeneo  correspon¬ 
diente  tiene  una  unica  solucion. 

Usaremos  el  metodo  de  separacion  de  variables  para  obtener  una  representacion  inte¬ 
gral  para  la  solucion  de  (2)-(4)  (vease  la  seccion  4.9).  Para  comenzar,  elegimos  dos  solu- 
ciones  no  triviales  z\  y  z2  de  la  ecuacion  homogenea  L[y]  =  0.  Elegimos  Z\  de  modo  que  sa- 


Para  un  analisis  de  las  funciones  de  Green  para  problemas  con  valores  en  la  frontera  relativos  a  ecuaciones  diferen- 
dales  ordinarias  lineales  de  orden  n,  vease  el  texto  de  E.  Coddington  y  N.  Levinson,  Theory  of  Ordinary  Differen¬ 
tial  Equations  (Krieger,  Nueva  York,  1984),  capitulo  7. 
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tisfaga  (3)  y  z2  que  satisfaga  (4).  La  existencia  de  Z\  y  Zi  es  consecuencia  del  teorema  de 
existencia  y  unicidad  para  problemas  con  valores  iniciales  (vease  el  teorema  2  de  la  seccion 
4.2),  ya  que  uno  puede  elegir  las  condiciones  iniciales  en  a  (respectivamente,  en  b )  de  mo- 
do  que  la  condicion  en  la  frontera  (3)  (respectivamente  (4))  se  satisfaga  y  la  solucion  no  sea 
trivial. 

Antes  de  poder  utilizar  z.\  y  z2  c°n  el  metodo  de  variacion  de  parametros,  debemos  veri- 
ficar  que  Z\  y  z2  sean  linealmente  independientes.  Observe  que  si  z.\  y  z.2  fuesen  linealmente 
dependientes,  entonces  una  tendria  que  ser  un  multiplo  constante  de  la  otra,  digamos,  z.\  = 
cz2-  Como  z.2  satisface  (4),  entonces  z.\  tambien  satisface  (4).  Recuerde  que  Z\  satisface  (3). 
Asf,  z.\  satisface  L[z,]  =  0  y  (3)-(4).  Pero  hemos  supuesto  que  el  problema  homogeneo  co- 
rrespondiente  tiene  solo  la  solucion  trivial.  Esta  contradiccion  implica  que  z.\  y  z2  son  lineal¬ 
mente  independientes. 

Para  aplicar  las  formulas  del  metodo  de  variacion  de  parametros,  primero  debemos  es- 
cribir  la  ecuacion  no  homogenea  (2)  en  la  forma  canonica 


+  7*  +  h  - 

p  p 


Entonces,  una  solucion  particular  de  esta  ecuacion  esta  dada  por  (veanse  las  formulas  (4)  y 
(12)  de  la  seccion  4.9) 


(6)  y{ x)  =  ci  (jr)z!  (jc)  +  c2(*)zaW  , 

donde 


(7) 


f{x)z2{x) 

p(x)M/[zl,32](jr)  ’ 


4W 


_ -/(x)zi(x) 

/j{4vP[zltz2]W  ’ 


y  W[z\,  z2]  =  Z\Z2  ~  Z\Z2  es  el  wronskiano  de  Z\  y  z2-  Como  podemos  elegir  libremente  las 
constantes  en  las  antiderivadas  de  c[  y  c2,  veremos  que  es  conveniente  elegir 


(8) 


Ci(x) 


rb 

J  x 


-z2(x)f{s) 

pU)w[zuz2](sf 


y 

m 


c2(x) 


p{s)W[  Z1(Z2]W 


A1  sustituir  en  (6),  obtenemos  la  siguiente  solucion  de  (2): 


(10)  y(x)  =  Z!(x) 


z  as  +  z2(x) 


-zj(j)jr(j) 


ds 


donde 


G{x,  s) 


G(x,  s)f(s)ds  , 

-Zi(^);2(x) 

p(j}lV[Z],Z2](5) 


a  <  s  <  x  t 


b  . 
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Usamos  el  hecho  de  que  Z\  y  z2  satisfacen  la  ecuacion  L[y\  =  0  para  mostrar  que 
(11)  p{x)W[z]l,z2]{x)  =  C  ,  xen[er,  b]  , 

donde  C  es  una  constante  (vease  el  problema  31).  Por  lo  tanto,  G(x,  s)  tiene  la  forma  mas 
sencilla 


(12) 


/  -z,  {s)zt(x)/c 

G{x,  s)  =  < 


1  wwj/C 


a 

X  : 


b 


donde  C  esta  dada  por  la  ecuacion  (11).  La  funcion  G(x,  s)  es  la  funcion  de  Green  para  el 
problema  (2)-(4). 


REPRESENTACION  INTEGRAL  DE  LA  SOLUCION 


Teorema  11.  Sea  G(x,  s)  la  funcion  de  Green  para  un  problema  regular  de  Sturm- 
Liouville  con  valores  en  la  frontera.  Entonces  la  funcion 


(13) 


r  b 

G{x ,  .v )/(.*)  ds 

J  a 


es  la  solucion  del  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 
conL[y](jc)  =  — f(x)  para  cualquier  funcion/continua  en  [a,  b\. 


Demostracion.  Usamos  el  metodo  de  variacion  de  parametros  para  deducir  y(x).  de 
modo  que  sabemos  que  satisface  (2).  Por  lo  tanto,  basta  mostrar  que  y{x)  dada  en  (13)  satis- 
face  las  condiciones  en  la  frontera  (3)  y  (4).  Primero  calculamos  y  '(x)  a  partir  de  la  ecuacion 
(10)  (con pW[z\,Z2~\  =  C): 


X  >  %  fk  (s}/W  Z\{x)Z2{x)f{x 

(14)  y'(jc)  =  +  -W 


C 

Z\{x)z2{x)f(x) 

C  C 

=  z'i(u)|  {~Zt(s)fU)/c)ds  +  z’2(x)  [  (-z,(s)/W/c)flfs 


,  ,  /  \  i  ~2i  {s)f{s]  , 

+  Z2(x)  I  - ^ - ds  - 


Usamos  las  ecuaciones  (10)  y  (14)  para  obtener 


ayy{a)  +  a2y'(a)  -  a^x{a)  [~z%{s}f{s)fc)ds  +  a2z\{a)  |  {~z2{s)f{s)/C)ds 

J  a  J  a 

rb 

=  \a]zi{a)  +  a2z\{a)\  (~E z{s)f(s)/c)ds 

J  a 

=  o  , 


pues  Zi  satisface  (3).  Asf,  la  funcion  y  dada  en  (13)  satisface  (3).  Un  calculo  similar  muestra 
que  y  tambien  satisface  (4).  Por  lo  tanto,  y  resuelve  el  problema  (2)-(4).  ■ 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Ahora  resumiremos  el  procedimiento  anterior  para  resolver  el  problema  no  homogeneo 
con  valores  en  la  frontera  (2)-(4)  cuando  el  problema  homogeneo  solo  tiene  la  solucion  tri¬ 
vial. 


Determinar  la  funcion  de  Green  G(x,  s )  para  el  problema  con  valores  en  la  frontera 
(17)  y"(x)  =  -/( x)  ;  y(0)  =  0  ,  v(tt)  =  0  . 

Usar  la  funcion  de  Green  para  obtener  la  solucion  cuando/(x)  =  x. 

Una  solucion  general  del  problema  homogeneo  y"  =  0  es  y/,(x)  =  Ax  +  B,  de  modo  que 
Zi  (x)  y  z2(x)  deben  tener  esta  forma.  Para  obtener  zi  (x),  elegimos  Ay  B  At  modo  que  Zi  (0)  = 
B  =  0.  Como  A  es  arbitrario,  podemos  hacerlo  igual  a  1.  Por  lo  tanto,  hacemos  Z\  (x)  =  x. 
Para  obtener  z2(*)i  queremos  elegir  A  y  B  de  modo  que  ^C77")  =  Air  +  B  =  0.  Asr,  B  = 
—A  77.  A1  hacer  A  =  —  1,  obtenemos  z2(x)  =  7r  —  x. 

Ahora  calculamos 


C  =  p{x)W[zh  z2\{x)  =  (1  )[(*)(-!)  -  0)(ir  -*)]  ~  -it  . 


(Este  paso  tambien  sirve  para  verificar  nuestro  trabajo,  pues  todas  las  apariciones  de  la  varia¬ 
ble  x  deben  cancelarse  para  obtener  una  constante.)  Asr,  la  funcion  de  Green  es 


(18) 


G\x,  s) 


~Zt{s)z2{x}/C  , 
~Z\(x)z2(s)/C  , 
j(-rr  —  x)/tt  , 

XyTT  ~  s)/tT  , 


0  <  x  <  X  . 
rS  sS  jj  , 
0  <  x  <  x  , 

X  ^  S  s  TT  . 
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Cuando/(x)  =  x,  la  solucion  de  (17)  esta  dada  por  la  ecuacion  (16).  A1  sustituir  f(x)  y 
G(x,  s),  tenemos 

r  ^ 

y(jf)  —  G{x,  s)f{$)ds 

J  (l 

=  J  —  jr.I.s'/Tijr/s  +  J"  [x(jt  — 


0  -  x) 

r  X 

+  — 

o 

r  2  3i 

775  S 

77 

L  3  J 

i 

cn 

<N 

=  x(tt2  —  x2)/b  .  m 

En  el  siguiente  teorema  damos  algunas  propiedades  basicas  de  las  funciones  de  Green. 


PROPIEDADES  DE  LAS  FUNCIONES  DE  GREEN 


Teorema  12.  Sea  G(x,  s)  la  funcion  de  Green  definida  por  la  ecuacion  (12)  para  el 
problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  (2)-(4).  Entonces 


(a)  G(x,s)  es  continua  en  el  cuadrado  [a,  b]  X  [a,  b],  Para  cada  s  fija,  las  derivadas 
parciales  (BG/dx)(x,  s)  y  ( d1G/dx2)(x ,  s)  son  funciones  continuas  de  x,  para 
x  ¥=  s. 

(b)  En  x  =  s,  la  derivada  parcial  BG/ dx  tiene  una  discontinuidad  de  salto: 


(19) 


dGt  »  ,,  BG  /  \ 

lfm  — u,  s)  —  lim  — (jt,  s) 
Bx  dx 


-1 

p(s)  ' 


(c)  Para  cada  ,v  fija,  la  funcion  G{x,  s )  satisface  el  problema  homogeneo  correspon- 
diente  para  x  A  s\  es  decir,f 

(2(1)  Z,[  G{  ■ ,  s) J  (x)  =  0  ,  para  a-  +  s  ; 


(21)  a\G(a,  s)  +  a2^{a,  s)  ~  0  ,  biG{b,s)  +  b2\^(b,s)  =  0  . 

(d)  Solo  existe  una  funcion  que  satisface  las  propiedades  (a)-(c). 

(e)  G(x,  s )  es  simetrica;  es  decir, 

G(x,  s )  =  G(s,  x)  . 


Demostracion. 

(a)  Como  zi  y  Z2  son  ambas  soluciones  de  L\y\  =  0  en  [a,  b\,  son  continuas  y  tienen 
primeras  y  segundas  derivadas  continuas.  Por  lo  tanto,  la  formula  para  G{x,  s)  im- 


I’ara  L\y]  =  (py  j '  +  qy,  la  notation  /.[ G(\  s  )  |  (x)  representa 


otr 


Pb)  fix.) 


+  i). 
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plica  que  G(x,  s)  es  continua  en  el  cuadrado  [a,  b]  X  [a,  b],  Ademas,  para  s  fija, 
tenemos  que  dG/ dx  y  d2G/ i)x2  son  funciones  continuas  de  x  para  x  A  s. 

(b)  Usamos  el  hecho  de  que  C  =  /?(s)W[z!,  ^H5)  Para  ver  que 

zijfMW  _  -zi(*)zs&) 

C . c 

c 

W[;|,  z2](s)  __ 

C  p(s) 

(c)  Para  5  fija,  la  funcion  G(x,  s)  es  un  multiplo  constante  de  Zi{x)  cuando  x  <  ,v  y  uu 
multiplo  constante  de  z2(x)  cuando  s  <  x.  Como  z,\  y  z2  satisfacen  L[y]  =  0,  enton- 
ces  lo  mismo  ocurre  con  G(- ,  s)  parax  As.  A  continuacion  verificaremos  (21). 
Cuando  x  <  s,  tenemos  G(x,  s )  =  (  — zz{s)  /  C)z\(x) .  Como  Zi(x)  satisface  (3),  te¬ 
nemos 


dG ,  , 

lim  —  (x,  s) 

r— >.? 1  OX 


dG  ,  ,  - 

te  "  - 


0{a,  .v)  +  a2^(«,  ■'■)  =  (-zsW/djajritfl)  +  =  0  . 

Ademas,  cuando  s  <  x,  tenemos  G(x,  s)  =  (—Zi(s)/C)z2(^)-  Como  z2(x)  satisfa¬ 
ce  (4),  vemos  que 

b[G{b,s)  +  b2j^(b,s)  =  (-Zi{s)/C)[blz2{b)  +  bzz'2{b)]  =  0  . 

Asf,  para  cada  s  fija,  G(- ,  s)  satisface  (20)-(21). 

(d)  Suponga  que  G(x,  s)  y  H (x,  s)  satisfacen  las  propiedades  (a),  (b)  y  (c).  Mostrare- 
mos  que 

K(x,  s)  '■=  G(x,  s)  —  H(x,  s) 

es  identicamente  cero  en  [a,  b]  X  [a,  b],  Para  esto,  fijemos  s  =  s0.  Por  la  propiedad 
(a),  K(x,  So)  es  continua  en  [a,  b],  y  ( dK/dx){x ,  so)  y  {d2K/  dx2){x,  sq)  son  conti¬ 
nuas  para  x  A  So-  Ademas,  como  la  propiedad  (b)  dice  que  (dG/ dx) (x,  so)  y 
(d///dx)(x,  so)  tienen  los  mismos  saltos  enx  =  So,  vemos  que  (dK/dx)(x,  Sq)  = 
(dG/dx)(x,  so)  —  (dH/dx)(x,  Sq)  existe  y  es  continua  (no  tiene  salto)  enx  =  Sq. 
Por  lo  tanto,  K(x,  s0)  y  ( dK / dx)(x,  s0)  son  continuas  en  [a,  b],  Por  la  propiedad  (c), 
ecuacion  (20),  tenemos  que  para  x  A  s0,  L[K(- ,  s0)]  =  0.  A1  despejar 
(d 2K/ dx2)(x,  So)  en  esta  ecuacion,  vemos  que  (d 2K/ dx2)(x,  So)  es  igual  a  una  fun¬ 
cion  continua  en  x  =  So-  En  consecuencia,  (d 2K/ dx2)(x,  So)  es  continua  en  [a,  b], 
Asf,  K{x,  So)  es  una  solucion  del  problema  homogeneo  con  valores  en  la  frontera 
en  todo  el  intervalo  [a,  b],  Pero  este  problema  solo  tiene  la  solucion  trivial,  de  mo- 
do  que  K(x,  s0)  =  0.  Por  ultimo,  como  s0  es  arbitrario,  K(x,  s)  =  0  en  [a,  b]  X 
[a,  b]\  es  decir,  la  funcion  de  Green  es  unica. 
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(e)  La  simetrfa  es  obvia  a  partir  de  la  definition  de  G(x,  s)  en  (12);  basta  intercambiar 
x  y  s  en  las  formulas.  ■ 


Las  funciones  de  Green  que  satisfacen  las  propiedades  (a)-(d)  tambien  existen  para  los 
problemas  generales  no  autoadjuntos  con  valores  en  la  frontera.  Ademas,  se  puede  mostrar 
que  la  existencia  de  una  funcion  de  Green  simetrica  es  equivalente  al  hecho  de  que  el  opera- 
dor  lineal  L  sea  autoadjunto. ' 

Debido  a  la  unicidad  de  la  funcion  de  Green,  podriamos  haber  definido  a  G(x,  s)  como 
la  funcion  que  satisface  las  propiedades  (a)-(c)  en  el  teorema  12  y  usar  luego  estas  propieda¬ 
des  para  deducir  la  formula  (12).  Dejaremos  esta  deduction  como  ejercicio  (vease  el  proble- 
ma  32). 

La  funcion  de  Green  tambien  se  puede  caracterizar  mediante  la  funcion  delta  de  Dirac 
(vease  la  seccion  7.8).  Si  suponemos  que  existe  una  funcion  G{x,  s)  tal  que 


yuj 


G(*,  s)f(s)ds 


sea  la  solucion  de  (2)— (4),  entonces  podemos  operar  con  L  a  ambos  lados,  suponiendo  que 
podemos  intercambiar  la  derivation  y  la  integration,  para  obtener 


L[y]W  =  L[G(-,s)](x)f(s}ds  ^  -fix)  . 


Es  decir,  L[G{- ,  s)](x)  debe  actuar  como  la  delta  de  Dirac  —  5(x  —  s).  Ademas,  G(- ,  s )  debe 
satisfacer  las  condiciones  en  la  frontera  (3)  y  (4).  Si  definimos  G(x,  s)  como  la  solucion  de 

(22) 

(23) 

(24) 

entonces  podemos  usar  las  propiedades  de  la  funcion  delta  de  Dirac  para  mostrar  formal- 
mente  que  G{x,  s)  satisface  las  propiedades  (a)-(c)  del  teorema  12  (vease  el  problema  33). 

La  caracterizacion  de  la  funcion  de  Green  dada  en  (22)-(24)  apoya  la  siguiente  interpre¬ 
tation  ffsica.  Vemos  a  G (x,  s )  como  la  deflexion  de  una  cuerda  (viga,  etc.)  en  un  punto  x  como 
resultado  de  la  accion  de  una  fuerza  puntual  de  intensidad  unitaria  en  algun  otro  punto  s.  Es  de¬ 
cir.  G(x,  s)  representa  la  influencia  de  la  fuerza  en  .s'  sobre  la  cuerda  en  el  punto  x.  De  aquf  el 
nombre  de  funcion  de  influencia.  Ademas,  G{x,  s)f{s )  es  la  influencia  de  la  fuerza  puntual 
de  intensidad/(,v).  Al  sobreponer  todas  las  fuerzas  puntuales  para  5  entre  ay  b,  obtenemos 

yM  —  [  G(x,s)f(s)ds 


L[G{  * .  j}](jc)  =  —  S{jt  —  s)  . 
(/(Gia,  a)  4-  u  ;  (-;v  !«.  a)  =  0  , 

b\G{b,  s)  +  b2J~(b,  4  =  0  , 


como  deflexion  resultante  de  una  cuerda  bajo  una  fuerza  externa  de  — /( x). 


+ Vease  E.  Coddington  y  N.  Levinson,  Ibidem. 
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EJ  ERCICIOS 


11.6 


En  los  problemas  1  a  10,  determine  la  funcion  de  Green 
G(x,  s)  para  el  problema  con  valores  en  la  frontera 
dado. 

1.  y”  =  -fix)  :  y(0)  =  0  ,  y(ir)  -  0  . 

2.  y”  —  y  —  —fix)  ;  v(0)  -  0  ,  y(l)  =  0  . 

3.  y"  =  -f(x)  ; 

y(0)  =  0  ,  >(?r)  +  y{ir)  —  0  . 

4.  f  +  y  ^  -f{x)  ;  y’(0)  =  0  ,  y(-n-)  =  0  . 

5.  y”  +  4y  =  -f{x)  ; 

y(0)  -  0  ,  y'[ir)  -  0  . 

6.  y"  by  =  f{x)  ■ 

y{o)  +  y'(0)  =  0  ,  =  0  . 

7.  (**/)'  -  2y  -  -fix)  : 

y(  1 )  —  0  ,  >'(2)  =  0. 

8.  {xy’)1  -  (4/x)y  =  -/( x)  ; 

y'(l)  =  0  ,  y(2)  =  0  . 

9.  (e2y}*  +  J  ; 

y{0)  =  0  ,  y(l)  -  0  . 

10.  (e  4y)'  -  5e4*y  =  -fix)  ; 
y(0)  =  0  f  y'(l)  =  0  . 


En  los  problemas  11  a  20,  use  funciones  de  Green  para 
resolver  el  problema  con  valores  en  la  frontera  dado. 


11.  f  =  -ex  :  v(0)  =  0  ,  y ( 7r)  =  0 

12.  f  =  x 1  ;  y(0)  =  0  ,  y(v)  =  0  . 

13.  f  -  -x  ; 


y(0)  =  0  ,  _y(ir)  +  y'(tr)  =  0  . 

14.  y"  =  -x2  ;  y(0)  =  0  ,  y’(-n-)  -  0  . 

15.  y"  +  y  —  I  ;  y(0)  =  0  ,  y(l)=0. 

16.  y"  +  y  -  -12  ;  y(0)  =  0  ,  y(2)  =  0  . 

17.  y"  -  y  =  x  ;  y(0)  =  0  ,  y(l)  =  0  . 

18.  y"  -  y  =  24  ;  y'(0)  =  0  ,  y'(l)  =  0  . 

19.  (xy')'  -  (4/x)y  =  -x  ; 

y(l)  =  0.  >(2}=0. 

20.  (x2y')r  =  1  :  y(l)  =  0  ,  y(2)  -  0  . 


21.  Deduzca  una  formula  que  implique  una  funcion  de 
Green  para  la  solucion  de  la  siguiente  ecuacion  no 


homogenea  con  condiciones  no  homogeneas  en  la 
frontera 

/'(*)  =  -fix)  ;  y(0)  =  a  , 

‘  ’  ,(!)  =  /»■ 

[Sugerencia:  Sea  y  =  u  +  v,  donde  u"  =  0  y  u  satis- 
face  las  condiciones  no  homogeneas  en  la  frontera 
en  (25),  mientras  que  v"  =  —f  y  v  satisface  las  con¬ 
diciones  homogeneas  en  la  frontera  correspondien- 
tes,  donde  a  =  (3  =  0.] 

22.  Ecuaciones  no  autoadjuntas.  Suponga  que  el  pro- 
blema  homogeneo  asociado  con  el  problema  con  valo¬ 
res  en  la  frontera 

/l2(x)y"(x)  +  yliMy’fx)  +  A0(x)y(x)  =  -/(*)  , 

a  <  x  <  b  , 

«ijK«)  +  azy'ia)  =0  y  bxy{b)  +  b2y’{b)  =  0 


solo  tiene  la  solucion  trivial.  Use  el  metodo  de  varia- 
cion  de  parametros  y  proceda  de  manera  similar  a  lo 
realizado  en  esta  seccion,  para  mostrar  que  la  solu¬ 
cion  de  este  problema  esta  dada  por  la  formula 


v(x)  =  f  K(.x,  s)f(s)ds 

■J  a 


donde 


K(x,s)  = 


-Z]{s)z2 


M 


W[z\,  j2](442(j) 

_ ~Ci(x);2(j) 

.  W[zi,z2](j)A2(s)  ’ 


U  —  S  —  X 


r^sSli  . 


La  funcion  K(x,  s)  es  la  funcion  de  Green  para  este 
problema  autoadjunto. 


En  los  problemas  23  a  26,  use  los  resultados  del  proble¬ 
ma  22  para  (a)  determinar  la  funcion  de  Green  K(x,  s) 
para  el  problema  (no  autoadjunto)  con  valores  en  la 
frontera  dado  y  (b)  resuelva  el  problema  con  valores  en 
la  frontera  dado  usando  funciones  de  Green. 

23,  y"  +  3y'  +  2y  =  -x  ; 
y(0)  =  0  ,  y(l)  =  0. 

24.  y"  -  2/  +  y  -  1  ; 
y{0)  =  0  ,  y(l)  =  0  . 
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25.  x2y"  —  2xV'  +2 y  ~  x  ; 

y(l)  =  0,  y{2)  =  0  . 

26.  x2y"  +  3.ry'  —  3y  =  x  ; 

y(l)  =  0  ,  y'(2)  =  0  ■ 

En  los  problemas  27  a  30,  determine  la  funcion  de  Green 
H( x,  s)  para  la  ecuacion  de  cuarto  orden 

yw(x)  =  -f{x)  , 

con  las  condiciones  en  la  frontera  dadas.  [ Sugerencia : 
Resuelva  el  problema  con  valores  en  la  frontera  para 
f{x)  =  <5(x  —  s).  Observe  que  la  condicion  de  salto  es 


d3H(x ,  s ) 

Iim - ^ —  ■ 

dx ' 

27.  y(0)  -  y'(0)  =  0  , 

28.  y(0)  =  y"(0)  =  0  , 

29.  y(0)  =  y'(Q)  =  0  , 

30.  v(o)  =  y'(0)  =  0  , 


y(n)  -  y'(rr)  -  0  . 
,v(w)  ^  >’"(ir)  =  0  . 
y"M  =  y’"M  o  . 

y(tt)  -  =  0  . 


31.  Sean  Vj  y  y2  soluciones  de 

p’  i q 

y"  +  —  y'  ■+  -y  =  o  , 

P  '  P' 

en  (a,  b).  Use  la  identidad  de  Abel  (ecuacion  (17)  en 
la  seccion  4.3)  para  mostrar  que 

Mx)w[yi,.y2]U)  =  C 

para  toda  x  en  [a,  b],  donde  C  es  una  constante. 

32.  Defina  G(x,  s)  como  la  (unica)  funcion  que  satisfa- 
ce  las  propiedades  (a)-(c)  en  el  teorema  12.  Para  mos¬ 
trar  que  G(x,  s)  esta  dada  por  la  formula  (12),  proceda 
como  sigue: 

(i)  Use  la  propiedad  (c)  para  mostrar  que  G(x,  s)  tie- 
ne  la  forma 

v  r«(s)uW  ,  a^x<s, 

G(x,  s)  =  < 

,  s  <  x  ^  b  , 

donde  L[zi]  =  0  y  z\  satisface  las  condiciones  en 
la  frontera  (21)  en  x  =  a,  mientras  que  L[z2 ]  =  0 
y  z2  satisface  las  condiciones  en  la  frontera  (21) 
en  x  =  b. 

(ii)  Imponga  las  condiciones  (a)  y  (b)  sobre  G(x,  s) 
y  muestre  que  u  y  v  deben  satisfacer  el  sistema 

u(.v)z2(.v)  -  u{s)zi(s)  -  0  , 

v(s)^(s)  -  «(s)zi(s)  =  —It  • 

P[s  J 


(iii)  Determine  u  y  v  a  partir  de  este  sistema  y  deduz- 
ca  la  formula  (12)  para  G(x,  s). 

33.  Defina  G( x,  s)  como  la  solucion  de  las  ecuaciones 
(22)-(24).  Para  mostrar  formalmente  que  G(x,  s)  tie- 
ne  las  propiedades  (a)-(c)  del  teorema  12,  proceda 
como  sigue: 

(i)  Use  el  hecho  de  que  S(x  —  s)  =  0  para  x  =f=  s  pa¬ 
ra  mostrar  que  G(x,  s)  satisface  la  propiedad  (c). 
Ademas,  para  cada  s  fija,  las  derivadas  parciales 
( dG/dx)(x ,  s)  y  (d2G/ dx2)(x,  s)  son  funciones 
continuas  de  x  para  x  i=  s. 

(ii)  Para  mostrar  que  G(x,  s)  es  continua  en  [a,  b ]  X 
[a,  b\  y  concluir  la  demostracion  de  la  propiedad 
(a),  use  el  hecho  de  que 

y(x)  —  [  G(x,  s)f{s)ds  , 


la  solucion  de  (2)-(4),  es  continua,  y  por  tanto, 
para  cada  f 

0  =  liny  [y(.v  +  e)  —  }'yv  -  e)] 
b 

llm  G(af  +  £,  j}  —  G(s  -  e,  . 

a 

(iii)  Fije  s  y  haga  Xj  <  s  <  x2.  Integre  formalmente 
ambos  lados  de  (22)  con  respecto  de  x  desde  x  = 
x  |  hasta  x  =  x2,  para  obtener 

a 2  r 

+  f/(x)G(x,  sjdx 

A]  Ja, 


5)  dx  . 


Partiendo  de  esta  ecuacion,  use  la  continuidad 
de  p,  q  y  G  y  la  siguiente  propiedad  de  la  fun¬ 
cion  delta  de  Dirac: 


FOG 

5(jc  —  s)dx  =  1 

-  >:x‘ 


para  deducir  la  propiedad  (b). 

34.  Sea  G(x,  s)  la  funcion  de  Green  para  el  problema  re¬ 
gular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera 

L[y]  +  py=  -/  ;  B[y]  =  0  . 


Sea  f(x)  =  S(x  —  s).  Use  el  metodo  de  desarrollos 
en  terminos  de  funciones  propias  analizado  en  la  sec¬ 
cion  1 1.5  para  deducir  la  siguiente  formula  en  termi¬ 
nos  de  funciones  propias  para  G(x,  s), 


G(jc,s) 


/F  —  1  A„  fJL 
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donde  {</>„}“=  i  es  un  sistema  ortonormal  de  funcio- 
nes  propias  con  valores  propios  correspondientes 

{A„}T=i  P^a 

L\y]  +  Ay  =  0  ;  B[y]  =  0  . 

Suponga  que  p.  no  es  un  valor  propio. 


35.  Muestre  que  la  propiedad  (b)  del  teorema  12  es  equi- 
valente  a 


lim  i)  —  lfm  (x,  jf| 
ifx  dx 


11.7  PROBLEMAS  SINGULARES  DE  STURM-LIOUVILLE 
CON  VALORES  EN  LA  FRONTERA 

En  las  aplicaciones  al  fiujo  de  calor  en  un  cilindro,  aparecen  problemas  de  Sturm-Liouville 
con  valores  en  la  frontera  que  no  satisfacen  todas  las  condiciones  necesarias  para  que  el  pro- 
blema  sea  regular  (vease  la  section  1.13). 

Sea 


0) 


d 

dx 


+  qU)y 


y  consideremos  la  ecuacion 

(2)  /,[y](x)  +  Ar(.v)y  (j:)  =  0  ,  a  <  x  <  b  . 

Suponemos  que  p{x),  p'{x),  q{x)  y  r(x)  con  funciones  continuas  en  (a,  b )  con  valores  rea¬ 
les,  y  ademas  p{x)  y  r(x)  son  positivas  en  (a,  b).  Observe  que  nuestras  hipotesis  solo  se  apli- 
can  en  el  intervalo  abierto  (a,  b)  y  no  en  cl  intervalo  cerrado  [a,  b],  como  en  el  caso  de  un 
problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera.  Llamamos  a  la  ecuacion  (2) 
una  ecuacion  singular  de  Sturm-Liouville'  si  una  o  mas  de  las  siguientes  situaciones  ocu- 
rren: 


(a)  Inn,,  >a+pix)  =  0  o  bin (a)  -  0  . 

(b)  p(x),  q(x)  o  r(x)  se  vuelven  no  acotadas  cuando  x  tiende  a  a  o  a  b. 

(c)  El  intervalo  (a,  b)  no  esta  acotado  (por  ejemplo,  (a,  oo),  (— oo,  b)  o  (— oo,  oo)). 

Tres  ejemplos  importantes  de  ecuaciones  singulares  de  Sturm-Liouville  son  la  ecuacion 
de  Bessel,  la  ecuacion  de  Legendre  y  la  ecuacion  de  Hermite.  La  ecuacion  de  Bessel  descri¬ 
be  la  variable  radial  cuando  la  ecuacion  del  calor,  de  onda  o  de  Laplace  se  separa  en  coorde- 
nadas  cilmdricas;  los  coeficientes  no  estan  acotados  cuando  la  coordenada  radial  tiende  a  ce- 
ro,  cerca  del  eje  z.  La  ecuacion  de  Legendre  controla  la  variable  de  angulo  longitudinal 
cuando  estas  ecuaciones  diferenciales  parciales  se  separan  en  coordenadas  esfericas;  los  coe¬ 
ficientes  no  estan  acotados  cuando  el  angulo  tiende  a  0  o  a  7r  (cerca  de  los  polos).  La  ecua¬ 
cion  de  Hermite  surge  al  separar  la  ecuacion  de  Schrodinger  para  un  oscilador  masa-resorte 
en  mecanica  cuantica;  la  variable  independiente  x  va  de  —  oo  a  +oo. 


'Para  un  tratamiento  mas  riguroso  de  los  problemas  singulares  generales  de  Sturm-Liouville,  vease  “Orthogonal 
Polynomials  and  Singular  Sturm-Liouville  Systems,  I”,  por  Lance  L.  Littlejohn  y  Allan  M.  Krall,  Rocky  Mountain 
Journal  of  Mathematics,  vol.  16,  num.  3,  1986,  paginas  435-479. 
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Ecuacion  de  Bessel  de  orden  v 

(3)  fVtO  +  +  (f2  ~  v2)y  —  o  <  o  <  t  <  Va h 


se  puede  transformar  mediante  la  sustitucion  t  =  "\/Xr  en  la  ecuacion  singular  de  Sturm- 
Liouville 


(4) 


d  dy 
dx  Xdx 


2 

- v  +  Xxv  —  0  , 

x ' 


0  <  x  <  b  . 


En  este  caso,  p(x)  =  x,  que  se  anula  para  x  =  0.  Ademas,  para  i>  =h  0.  la  funcion  q(x)  = 
—v2/x  no  esta  acotada  cuando  x  — >  0+. 


Ecuacion  de  Legendre 

(5)  (l  —  x2)y"  —  2 xy'  +  n(n  +  l)j  =  0  ,  —  1  <  x  <  1 

se  puede  escribir  como  la  ecuacion  singular  de  Sturm-Liouville 

donde  A  =  n{n  +  1).  En  este  caso,  p(x)  =  1  —  x2  se  anula  en  los  dos  extremos  ±1. 


,,  dy 

1  - 


+  Ay  —  0 


-[  <  x  <  i 


Ecuacion  de  Hermitef 


(Tl 


—  2 xy'  +  2 ny  —  0  , 


—  oo  <  x  <  oo 


al  ser  multiplicada  por  e  x  ,  se  convierte  en  la  ecuacion  singular  de  Sturm-Liouville 


(8) 


d_ 

dx 


2  dy  > 

+Ae_A'v  =  <), 
dx 


"OO  <  X  <  <00  , 


donde  A  =  2 n.  En  este  caso,  el  intervalo  (  oo,  oo)  no  esta  acotado. 

En  la  seccion  1 1.3  observamos  que  el  operador  lineal  asociado  con  un  problema  regular 
de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  era  un  operador  autoadjunto.  Como  muchas  de 
las  propiedades  de  los  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  son 
consecuencia  de  este  hecho,  es  util  saber  cuales  condiciones  en  la  frontera  convierten  a  una 
ecuacion  singular  de  Sturm-Liouville  en  un  problema  autoadjunto.  Para  investigar  esta  cues- 
tion,  regresemos  a  la  formula  de  Green  (vease  la  ecuacion  (10)  en  la  seccion  11.3).  Como  p  y 
q  son  continuas  en  (a,  b),  el  linico  cambio  posible  en  la  formula  de  Green  para  una  ecuacion 
singular  de  Sturm-Liouville  es  que  la  integral  sea  impropia  en  uno  o  ambos  extremos.  En  es¬ 
te  caso,  tenemos 


(9) 


■  b 

f  uL  [  v  ]  —  vL  [  u  j  j  (x)  dx 

j  a 


lim  /?(x)w[h,  uj(x)  —  Inn  p{x)W\  u,  t>](x) 


^ Nota  historica:  Recibe  este  nombre  en  honor  del  matematico  frances  Charles  Hermite  (1822-1901),  quien  contri- 
buyo  de  manera  significativa  al  algebra  y  el  analisis. 
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El  operador  L  sera  autoadjunto  si  el  lado  derecho  de  (9)  se  anula  (vease  la  ecuacion  (13) 
en  la  seccion  1 1.3).  Esto  ocurriria  si  cada  Hmite,  considerado  por  separado,  fuese  igual  a  ce- 
ro.  Asl,  consideremos  uno  de  los  lfmites  del  lado  derecho  de  (9)  y  veamos  que  condiciones 
en  la  frontera  sobre  uy  v  garantizan  que 

(10)  lira  p(jc)[w(.r)i/(jr)  —  i/(x)v(.t)]  -  0  . 

x— *a+ 

Un  tipo  de  condicion  en  la  frontera  para  el  que  vale  (10)  es  la  condicion  separada  en  la 
frontera.  Este  es  el  tipo  de  condicion  en  la  frontera  que  imponemos  sobre  un  problema  regu¬ 
lar  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera.  Ademas,  aparece  de  manera  natural  en 
aplicaciones  tales  como  el  flujo  de  calor  en  un  alambre  (vease  la  seccion  11.1).  Otro  tipo  de 
condicion  en  la  frontera  que  encontramos  en  nuestro  estudio  de  la  ecuacion  de  Laplace  es 
pedir  que  y(x )  y  y'{x)  permanezcan  acotadas  cuando  x  tiende  al  punto  extremo  (veanse  los 
ejemplos  2  y  3  de  la  seccion  10.7).  Esta  condicion  es  mas  general  que  la  condicion  separada 
en  la  frontera.  Una  tercera  condicion  que  surge  en  las  aplicaciones  consiste  en  pedir  que 
V p(x)y(x)  y  V  p(x)y\x)  tienden  a  cero  cuando  x  tiende  a  la  frontera  (vease  el  proyecto 
A).  Estos  tres  tipos  de  condiciones  en  la  frontera,  junto  con  hipotesis  adecuadas  sobre  p(x), 
garantizan  que  la  ecuacion  (10)  se  cumple  en  el  punto  extremo  a,  como  mostraremos  a  con¬ 
tinuation. 


CONDICIONES  SINGULARES  EN  LA  FRONTERA 


Lema  1.  Cualquiera  de  las  tres  condiciones  siguientes  garantiza  que  se  cumple  la 
ecuacion  (10): 

(i)  limA_,fl+j o(x)  =  p(a)  existe  y  u,  v  satisfacen  la  condicion  en  la  frontera 

(11)  axy(a)  +  a2y'(a)  =  0,  con  «!,  a2  no  ambos  nulos. 

(ii)  11m X_,a+p(x)  =0  y  u,  v  satisfacen  la  condicion  en  la  frontera 

(12)  y{x),  y  '(x)  permanecen  acotados  cuando  x  — *  a+ . 

(Hi)  Las  funciones  u,  v  satisfacen  la  condicion  en  la  frontera 

(13)  Urn  Vp(,v)  .y{x)  =  0  y  l™  Vp(j:jy'(jc)  =  0  . 


Demostracion. 

(i)  Sin  perdida  de  generalidad,  suponemos  que  ax  A  0,  Entonces,  (11)  implica  que 
u{a)  =  —  {a2/ ax)u’ {a)  y  v{a)  =  —  (a2/al)vl (a).  Al  sustituir  en  el  lado  izquierdo 
de  (10)  llegamos  a 

(14)  p(a)  u(a)v’(a)  —  M'(a]u(a)]  —  p(a)[  —  (a2/ai)u'(a)vr(a)  +  {a2/a])u'{a)v'{a)\ 

=  0  . 

(ii)  Si  u,  u v  y  v '  permanecen  acotadas  cuando  x  tiende  a  a  por  la  derecha,  entonces 
el  factor  entre  corchetes  en  el  lado  izquierdo  de  (10)  permanece  acotado.  Como 
lfm X^a+p(x)  =  0,  el  lado  izquierdo  no  es  mas  que  un  factor  acotado,  por  un  factor 
que  tiende  a  cero.  Por  lo  tanto,  el  lado  izquierdo  tiende  a  cero  y  se  cumple  (10). 
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(iii)  Si  u  y  v  satisfacen  (13),  entonces  al  sustituir  en  el  lado  izquierdo  de  (10)  se  tiene 


=0-0=0, 


Por  lo  tanto,  se  cumple  la  ecuacion  (10).  ■ 

Aunque  el  lema  1  se  refiere  al  punto  a,  se  puede  establecer  un  lema  similar  para  el  pun- 
to  b  que  garantice 


(15)  lim  p(jt}[H(jt)ur(.i)  —  k'(x)v(jc)1  =  0 

x—*b~ 


Si  (10)  y  (15)  se  cumplen,  el  operador  L  sera  autoadjunto  (recuerde  la  ecuacion  (9)).  Por 
ejemplo,  si  la  condicion  (i)  del  lema  1  se  cumple  para  a  y  el  analogo  para  la  condicion  (ii)  se 
cumple  para  b,  entonces  L  es  autoadjunto. 

Aunque  las  condiciones  en  la  frontera  impuestas  sobre  la  ecuacion  singular  de  Sturm- 
Liouville  impliquen  que  el  operador  lineal  sea  autoadjunto,  pueden  surgir  otras  dificultades. 
Por  ejemplo,  los  valores  propios  pueden  no  ser  discretos  (aislados).  En  efecto,  puede  existir 
todo  un  intervalo  I  tal  que  si  A  es  un  numero  en  /,  entonces  el  problema  tenga  una  solucion 
no  trivial  (vease  el  proyecto  B).  En  tal  caso,  se  dice  que  el  problema  tiene  un  espectro  conti- 
nuo.  Tambien  es  posible  que  haya  valores  propios  discretos  y  un  espectro  continuo  (vease  la 
figura  11.4).  Cuando  el  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  no 
tiene  espectros  continuos  sino  un  numero  infinito  de  valores  propios  discretos,  podemos  mo- 
dificar  los  argumentos  dados  en  la  seccion  11.3  para  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville 
con  valores  en  la  frontera  y  mostrar  que  los  valores  propios  deben  ser  reales  y  que  las  funcio- 
nes  propias  correspondientes  a  valores  propios  distintos  son  ortogonales  con  respecto  de 
r(x )  en  (a,  b)  (vease  el  problema  7).  Ademas,  las  formulas  para  los  coeficientes  de  un  desa- 
rrollo  en  terminos  de  funciones  propias  son  los  mismos.  Sin  embargo,  la  convergencia  del 
desarrollo  mediante  funciones  propias  debe  analizarse  de  manera  individual.  Para  un  analisis 
mas  profundo  de  los  problemas  singulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera,  el 
lector  puede  consultar  un  texto  avanzado  sobre  la  materia. 1 

Para  ilustrar  el  comportamiento  de  las  soluciones  de  problemas  singulares  de  Sturm- 
Liouville  con  valores  en  la  frontera,  estudiaremos  por  separado  los  problemas  con  valores  en 
la  frontera  asociados  con  la  ecuacion  de  Bessel,  la  ecuacion  de  Legendre  y  la  ecuacion  de 
Hermite. 


Valores  propios 
discretos 


Espectro  continuo 


r 


- e- 


Figura  11.4  Conjunto  de  valores  propios  que  contiene  puntos  discretos  al  igual  que  un  intervalo 


'  Vease  por  ejemplo  el  libro  de  K.  Yosida,  Lectures  on  Differential  and  Integral  Equations  (Dover,  Nueva  York, 


1991). 
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Ecuacion  de  Bessel 


Un  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  trpico  asociado  a  la 
ecuacion  de  Bessel  de  orden  v  es 


(16) 


d 

dx 


dy  v2 

x~r - v  +  Ary  =  0 

ax  x 


0  <  x  <  1  , 


(17)  y(x),  y  '(x)  permanecen  acotadas  cuando  x  — *  0+  , 

(18)  y(l)  =  0  . 


Este  problema  es  autoadjunto,  pues  la  condition  (ii)  del  lema  1  se  cumple  en  a  =  0  y  el  ana- 
logo  de  la  condition  (i)  del  lema  1  se  cumple  en  b  =  1. 

Si  A  >  0,  la  sustitucion  t  =  A/Ax  transforma  (16)  en  la  ecuacion  de  Bessel  usual 


(19)  ?V  +  ty'  +  I)2  -  v2)y  =  0 


(jverifrquelo!).  En  la  section  8.8  usamos  los  metodos  de  series  de  potencias  para  mostrar 
que  una  solution  general  de  (19)  es 

y{t)  =  ciJv(t)  +  c2Yv{t ) , 

O 

y(x)  =  c^a/Ax)  +  r.-2y„(VAx)  - 


El  desarrollo  en  serie  de  potencias  para  Jv(\Z~\x)  implica  que  para  v  =  0  o  v  >  1,  7,,(a/Xx) 
y  V\Jv'{V\x)  permanecen  acotadas  cuando  x  — *  0+  (vease  el  problema  9).  Sin  embargo, 
la  funcion  Yv(vXx)  no  esta  acotada.  Por  lo  tanto,  c2  =  0  para  que  se  cumpla  (17).  (El  caso 
en  que  0  <  v  <  1  se  analiza  en  el  problema  10.) 

Para  que  se  cumpla  (18)  con  y(x)  =  c17^('\/Xx),  necesitamos  que  c,  =  0  o 

J„(V Ax)  =  0  . 

Es  decir,  a/X  debe  ser  un  cero  de  Jv  para  que  /„(a/Ax)  sea  una  solution  no  trivial  de 
( 1 6)-(  1 8).  Se  sabe  que  la  funcion  de  Bessel  J„  tiene  una  sucesion  creciente  de  ceros 
reales: 


0  <  a,.[  <  av 2  <  a„3  < 


Por  lo  tanto,  A„  =  an,2,  n  =  1,  2,  3, .  .  .  son  valores  propios  de  (16)-(18)  con  funciones  pro- 
pias  correspondientes 


(20)  yn(x)  =  cxJv{avrpc)  . 


Estos  son  los  unicos  valores  propios  positivos.  Ademas,  se  puede  mostrar  que  no  existen  va¬ 
lores  propios  no  positivos  de  (16)-(18)  (vease  el  problema  1 1). 

Las  funciones  propias  en  (20)  son  ortogonales  con  respecto  de  la  funcion  de  pondera- 
cion  r(x)  =  x: 


(21) 


■  L 

Jv{amx)jv(avmx)xdx  =  0  , 


o 


n  4-  m 
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Si/(x)  es  una  funcion  dada,  entonces  un  desarrollo  mediante  funciones  propias  asocia- 
do  a/es 


(22)  /  ~  2  unJv{amx )  , 

n-  I 


donde 


a  =  1,  2,  3, , . 


Cuando/y/'  son  continuas  por  partes  en  [0,  1],  el  desarrollo  en  (22)  converge  a  [f(x 1 )  + 
f(x )]/2  paracadaxen  (0,  1). 

Ecuacion  de  Legendre 


Un  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  tfpico  asociado  a  la  ecua¬ 
cion  de  Legendre  es 


(23) 


H  Ay  =  0  .  -1  <  x  <  1  , 


(24)  y(x),  y  '{x)  permanecen  acotadas  cuando  x  —■ *  ±  1. 

Este  problema  es  autoadjunto,  pues  la  condicion  (ii)  del  lema  1  se  cumple  en  cada  extremo. 
En  la  seccion  8.8  vimos  que  (23)  tiene  soluciones  polinomiales  para  A  =  n(n  +  1),  n  =  0,  1, 
2, .  .  .  .  Estas  soluciones  son  multiplos  constantes  de  los  polinomios  de  Legendre 


(25) 


donde  [n/ 2]  es  el  maximo  entero  menor  o  igual  que  «/ 2  (vease  (43)  en  la  pagina  491,  sec¬ 
cion  8.8).  Los  cuatro  primeros  polinomios  de  Legendre  son 


Dejaremos  que  el  lector  muestre  que  los  unicos  valores  propios  para  (23)-(24)  son  A  = 
n(n  4-  1),  n  =  0,  1,  2,  .  .  .  ,  y  que  las  funciones  propias  correspondientes  son  los  polino¬ 
mios  de  Legendre  P„(x)  (vease  el  problema  12).  El  hecho  de  que  los  polinomios  de  Le¬ 
gendre  sean  (salvo  multiplos  constantes)  las  unicas  funciones  propias  correspondientes  a 
estos  valores  propios  es  consecuencia  de  que  una  segunda  solucion  linealmente  indepen- 
diente  de  (23)  implica  un  termino  ln(  1  —  x)  que  no  esta  acotado  cuando  x  — »  1  ~  (vease  el 
problema  13). 

Los  polinomios  de  Legendre  P„(x)  son  ortogonales  en  [—1,  1]  con  respecto  de  r(x)  =  1: 


r  1 


(26) 


n  #  m  . 
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Si/(x)  es  una  funcion  dada,  entonces  un  desarrollo  mediante  funciones  propias  para  f(x), 
en  terminos  de  los  polinomios  de  Legendre  es 

(27)  / .  2  a„P„{x)  , 

tt~0 

donde 

J  f(x)P„(x)dx 

~ rj -  ,  n  =  0,  I,  2 . 

Pl(x)dx 

Los  resultados  de  convergencia  similares  a  los  dados  para  series  de  Fourier  se  cumplen  para 
el  desarrollo  en  (27)  (vease  la  seccion  10.3). 


Ecuacion  de  Hermite 


Un  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  asociado  a  la  ecuacion 
de  Hermite  es 


(28) 


dx  dx 


+  A e~x  y  =  0  , 


—  OO  <  X  <  oo  , 


(29)  lfm  =  0  y  Km  e~x^2y’(x)  =  0  . 

X — fr+QO  X — ►"'“OO 


Por  la  condicion  (iii)  del  lema  1 ,  el  operador  lineal  asociado  a  (28)-(29)  es  autoadjunto. 
En  la  seccion  8.8  notamos  que  la  ecuacion  de  Hermite 


(30)  y"  -  2xy'  +  2 ny  =  0 


(que  es  equivalente  a  (28))  tiene  soluciones  polinomiales  que  son  multiplos  constantes  de  los 
polinomios  de  Hermite  H„(x),n  =  0,  1, 2, ...  .  Como  las  soluciones  polinomiales  satisfacen 
las  condiciones  en  la  frontera  (29),  vemos  que  el  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con 
valores  en  la  frontera  (28)-(29)  tiene  valores  propios  A„  =  2 n,  n  =  0,1,2, ,  con  funciones 
propias  correspondientes  Hn(x).  Se  puede  mostrar  que  estos  son  los  unicos  valores  propios. 
Los  cuatro  primeros  polinomios  de  Hermite  son 

H0{x)  =  1  ,  H-U)  -  Ik  .  H2(x)  =  4a2  -  2  ,  H3(x)  =  8A5  -  12a 

(vease  el  problema  37  de  los  ejercicios  8.8). 

Los  polinomios  de  Hermite  Hn(x)  son  ortogonales  en  (— oo,  oo)  con  respecto  de  la  fun¬ 
cion  de  ponderacion  r(x)  =  e~x  : 

f  0° 

(31)  H„(x)Hm{x)e  dx  -  0  ,  n  +  m  . 

J  — OO 

Si /es  una  funcion  dada,  entonces  un  desarrollo  con  funciones  propias  asociado  a/esta 
dado  por 

OO 

(32)  /  -  \anHn(xj  , 

n=0 
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donde 


a„  = 


f(x)Hn(x)e~xldx 
0  

oo 

H*(x)e~x  dx 


n  =  0,  1,2,.. 


Un  estudio  detallado  de  los  valores  propios  y  las  funciones  propias  para  el  problema  de 
Hermite  con  valores  en  la  frontera  (28)-(29)  junto  con  las  condiciones  para  la  convergencia 
del  desarrollo  en  terminos  de  funciones  propias  en  (32)  queda  fuera  de  los  objetivos  de  este 
libro.  El  lector  puede  consultar  estos  temas  en  un  libro  avanzado. ' 


EJERCICI 


En  los  problemas  1  a  6,  verifique  primero  si  el  problema 
homogeneo  correspondiente  es  autoadjunto.  Luego  de¬ 
termine  un  desarrollo  formal  en  terminos  de  funciones 
propias  para  la  solucion  del  problema  no  homogeneo 
con  valores  en  la  frontera  dado,  donde  f  es  una  funcion 
continua  y  p  no  es  un  valor  propio  del  problema  homo¬ 
geneo  correspondiente. 

1.  (xy')r  ~v  +  fixy  -  fix)  ,  0  <  x  <  1  , 

y(x),  y'(x)  permanecen  acotadas  cuando  x  — *  0+, 

y(i)  =  o. 

2.  (jcy') '  —  -j  y  +  jxxy  =  f{x)  ,  0  <  x  <  1  , 

y(x),  y\x)  permanecen  acotadas  cuando  x  — »  0+, 

y(i)  =  o. 

3.  (xy’)’  +  i-Lxy  =  f(x)  ,  0  <  x  <  1  , 

y(x),  y'(x)  permanecen  acotadas  cuando  x  — *  0+, 
y'(l)=0. 

4.  [(1  -  x2)y']’  +  fiy  =f(x)  ,  -1  <  x  <  1  , 

y{x),  y  \x)  permanecen  acotadas  cuando  x  -*  ±  1 . 

5.  [(l  -  jc2)/]'  +  jtiv  -f{x)  ,  0  <  x  <  1  , 

y(0)  =  0,  y{x ),  y'(x)  permanecen  acotadas  cuando 
x  — >  1_. 

[Sugerencia:  Las  funciones  propias  son  polinomios 
de  Legendre  de  grado  irnpar.] 

6.  [  (l  -  jt2)/]'  +  py  =  f{x)  ,  0  <  .r  <  1  , 

y'(0)  =  0,  y{x),  y'(x)  permanecen  acotadas  cuando 
x  -*  1_. 

[Sugerencia'.  Las  funciones  propias  son  polinomios 
de  Legendre  de  grado  par.] 


7.  Sea  (2)  una  ecuacion  singular  de  Sturm-Liouville. 
Supongamos  que  B[y]  =  0  representa  condiciones  li- 
neales  homogeneas  en  la  frontera  tales  que  junto  con 
(1)  dan  lugar  a  un  operador  autoadjunto  L.  Suponga 
que  este  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con 
valores  en  la  frontera  no  tiene  espectros  continuos, 
pero  sf  un  numero  infinito  de  valores  propios  discre- 
tos  A„,  n  =  1,  2,  3, ...  .  Use  argumentos  similares  a 
los  de  la  seccion  11.3  para  problemas  regulares  de 
Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  y: 

(a)  Muestre  que  los  valores  propios  deben  ser  rea¬ 
les. 

(b)  Muestre  que  las  funciones  propias  correspon- 
dientes  a  valores  propios  distintos  son  ortogona- 
les  con  respecto  de  r{x)  en  (a,  b). 

8.  Verifique  que  el  cambio  de  variable  t  =  vXr  trans¬ 
forma  la  ecuacion  (3)  en  la  ecuacion  (4). 

9.  El  desarrollo  en  serie  de  potencias  de  Jv{s/ Ax)  tie¬ 
ne  la  forma  (VAXx)1'g(V/Xx),  donde  g  es  analltica 
en  tomo  de  x  =  0.  Muestre  que  para  v  =  0  o  v  >  1, 
Jv(\f\x)  y  J'v[sf  Ax)  permanecen  acotadas  cuando 
x-*0+. 

10.  Para  la  ecuacion  de  Bessel  de  orden  v,  0  <  v  <  1, 
reemplazamos  la  condicion  en  la  frontera  (17)  por 

(33)  11m  y{x)  =0  ,  11m  xy'(x)  =0  . 

x-»’0+  x^0+ 

(a)  Muestre  que  si  u  y  v  satisfacen  las  condiciones 
en  la  frontera  en  (33),  entonces  la  ecuacion  (10) 
se  cumple  en  a  =  0  y  por  tanto  el  problema  sin¬ 
gular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  fron¬ 
tera  (16),  (18)  y  (33)  da  lugar  a  un  operador 
autoadjunto. 


'  Vcanse,  por  ejemplo,  los  libros  de  F.  V.  Atkinson,  Discrete  and  Continuous  Boundary  Value  Problems  (Academic 
Press,  Orlando,  Florida,  1964)  y  E.  C.  Titchmarsh,  Eigenfunction  Expansions  Associated  with  Second-Order  Diffe¬ 
rential  Equations,  volumenes  I  y  II  (Clarendon,  Oxford,  1962). 
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(b)  Use  la  representation  de  Ax)  dada  en  el 
problema  (9)  para  mostrar  que  Jv(v\x)  satisfa- 
ce  las  condiciones  en  la  frontera  en  (33). 

11.  Para  mostrar  que  los  valor  propios  para  la  ecuacion  de 
Bessel  deben  serpositivos,  proceda  corno  sigue: 

(a)  Sea  4>(x)  una  funcion  propia  para  (16)-(1 8),  con 
valor  propio  correspondiente  A.  Sustituya  (b(x) 
en  (16).  Ahora,  multiplique  ambos  lados  de  (16) 
por  4>(x)  e  integre  de  0  a  1.  Use  integration  por 
partes  para  obtener 

(34)  -f  #[^>r(x)]2£/x  -  v2  [  x  1  [<p{x)]2dx 
Jo  Jo 

+  A  [  x[<b(x)]2dx  —  0  . 

Jo 

(b)  Para  v  >  0,  use  la  ecuacion  (34)  para  concluir 
que  A  >  0. 

(c)  Para  v  =  0,  use  la  ecuacion  (34)  para  concluir 
que  A  >  0.  Para  demostrar  que  A  =  0  no  es  un 
valor  propio  para  v  =  0,  halle  una  solution  ge¬ 
neral  de  xy"  +  y'  =  0  y  muestre  que  solo  la  so¬ 
lution  trivial  satisface  las  condiciones  en  la 
frontera  en  ( 17)-(  1 8). 

12.  (a)  Muestre  que  los  unicos  valores  propios  no  nega¬ 

tives  para  (23)-(24)  son  A„  =  n(n  +  1),  n  =  0, 
1,2,....  [ Sugerencia :  Determine  un  desarrollo 
en  serie  de  potencias  para  una  solution  general 
de  (23).] 

(b)  Muestre  que  (23)-(24)  no  tiene  valores  propios 
negativos.  [ Sugerencia :  Use  un  procedimiento  si¬ 
milar  al  bosquejado  en  el  problema  11.] 

13.  Muestre  que  las  unicas  funciones  propias  de  (23)-(24) 
correspondientes  a  los  valores  propios  A„  =  n(n  +  1), 
n  =  0,1,2,...,  son  multiplos  de  los  polinomios  de 
Legendre  P„(x).  [ Sugerencia :  En  la  section  8.8  mos- 
tramos  que  los  exponentes  de  la  singularidad  x{]  =  1 
para  la  ecuacion  de  Legendre  se  anulaban.  Use  el 
teorema  7  de  la  section  8.7  para  mostrar  que  cual- 
quier  otra  solution  tiene  un  termino  logarftmico  que 
se  vuelve  no  acotado  cuando  x  -*  l-.] 

14.  (a)  Use  la  formula  (25)  para  mostrar  que  P„(x)  es  una 

funcion  impar  cuando  n  es  impar  y  que  es 
una  funcion  par  cuando  n  es  par. 


(b)  Muestre  que  los  polinomios  de  Legendre  de  or- 
den  impar  son  ortogonales  en  (0,  1);  es  decir, 

Plm  ±\  =  0  .  m  ^  n  , 

Ju 

(c)  Muestre  que  los  polinomios  de  Legendre  de  or- 
den  par  son  ortogonales  en  (0,  1);  es  decir, 

I  p2tn{X)P2n{x)dX  =  0  ,  m  +  n  . 

J  0 


15.  Ecuacion  de  Chebyshev  (Tchebichef). 

(a)  Muestre  que  la  ecuacion  de  Chebyshev 
(l  -  xz)y"  -  xy'  +  Ay  =  0  , 

-1  <  x  <  1  , 

se  puede  escribir  en  la  forma  de  Sturm-Liouville 

(35)  [{1  -x2)1/2/]'  +  A(1  -x2)-'/2y  =  0, 

-1  <  x  <  1  . 

(b)  Se  puede  mostrar  que  la  ecuacion  de  Chebyshev 
(35)  con  las  condiciones  en  la  frontera 

y(x),  y'[x )  permanecen  acotadas  cuando  x  — » 
±1 

tiene  valores  propios  A„  =  n2,  n  =  0,  1,  2, ...  . 
Las  funciones  propias  correspondientes  son  los 
polinomios  de  Chebyshev  Tn{x).  Los  cuatro  pri- 
rneros  son 


r0(x)  =  1  ,  Ti(x)  =  X  , 

r2(x)  =  2x2  -  1  ,  7||x)  =  4.x3  -  3x  . 


Muestre  que 

1  T„(x)rn(x) 


dx  -  0 


m  =£  n  . 


.  (1  -  x2}1/2 

(c)  Encuentre  un  desarrollo  formal  en  terminos  de 
funciones  propias  para  la  solution  del  problema 
no  homogeneo  con  valores  en  la  frontera 

[(1  -  x'rfty]1 

-1  <  x  <  1  , 


Mi  -  *2)-'/2y  , 


y(x),  y'(x)  permanecen  acotadas  cuando  x  — » 
±1  , 


donde/es  continua  en  [  —  1,  1]  y  /x  no  es  un  va¬ 
lor  propio  del  problema  homogeneo  correspon¬ 
diente. 


16.  Ecuacion  de  Laguerre. 

(a)  Muestre  que  la  ecuacion  de  Laguerre 

xy"  +  {l  —  x)y'  +  Ay  =  0  , 

0  <  x  <  oo 
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se  puede  escribir  en  la  forma  de  Sturm-Liouville 
(36)  {xe-*y’)'  +  ke~xy  =  0  , 

0  <  .v  <  oo  . 

(b)  Se  puede  mostrar  que  la  ecuacion  de  Laguerre 
(36)  con  las  condiciones  en  la  frontera 
y{x),y  '(*)  permanecen  acotadas  cuando  x  -*  0+  , 
x{l1e~xl'1 y{x)  y  jr'/2e_^2y  \x)  -*  0  cuando  x  -*  oo 
tiene  valores  propios  A„  =  n,  n  =  0,  1,  2,  .  .  .  . 
Las  funciones  propias  correspondientes  son  los 
polinomios  de  Laguerre  Ln(x).  Los  cuatro  prime- 
ros  son 

L0(x)  =  1  ,  L\{x)  =  1  —  x  , 

L2(x)  =  (2  —  4x  +  x2)/l  , 

L3(x)  =  (6  -  18*  +  9x2  -  x3)/6  . 


Muestre  que 

OG 

Lm{x)Ln(x]e~xdx  =  0  ,  m  +  n  . 

(i 

(c)  Encuentre  un  desarrollo  formal  en  terminos  de 
funciones  propias  para  la  solucion  de  la  ecua¬ 
cion  no  homogenea 

(-W  +  tie  xy  •-*  f{x)  , 

0  <  x  <  oo  , 

que  satisface  las  condiciones  en  la  frontera  de  la 
parte  (b),  donde  /j.  no  es  un  valor  propio  del  pro- 
blema  homogeneo  correspondiente,  /  es  conti- 
nua  en  [0,  oo)  y  satisface 

Km  f{$)e-sl2  -  0  . 

>oO 


11.8  OSCILACION  Y  TEORIA  DE  COMPARACION 

En  el  capftulo  4  desarrollamos  un  modelo  para  un  sistema  sencillo  masa-resorte  que  implica- 
ba  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden.  Encontramos  que  cuando  la  constante 
de  amortiguamiento  es  suficientemente  pequena,  la  masa  vibra  de  un  lado  a  otro,  u  oscila. 
Mas  precisamente,  la  solucion  era  un  producto  de  un  factor  de  amortiguamiento  Ae~(b'2m^‘  y 
una  funcion  seno  sen  ( fit  +  9)  (vease  la  ecuacion  (17)  de  la  seccion  4.1 1). 

Por  lo  general,  las  funciones  que  oscilan  no  se  pueden  expresar  de  esta  manera.  En  rea¬ 
lidad,  el  concepto  de  oscilacion  es  diffcil  de  capturar  en  forma  matematica.  Es  claro  que  las 
funciones  periodicas  (no  constantes)  oscilan,  pero  muchos  otros  tipos  de  funciones  tambien 
exhiben  lo  que  llamarfamos  comportamiento  oscilatorio.  Para  nuestros  fines,  identificaremos 
el  comportamiento  oscilatorio  de  y  =  f(x)  con  el  contacto  repetido  con  el  eje  x.  Asf,  si  la  gra- 
fica  de  una  funcion  corta  al  eje  x  con  mas  frecuencia,  entonces  oscilara  mas.  Si  una  funcion 
tiene  un  numero  infinito  de  ceros  en  un  intervalo  [ a ,  oo),  decimos  que  la  funcion  es  oscilato- 
ria.  Por  lo  tanto,  el  estudio  del  comportamiento  oscilatorio  de  una  funcion  significa  que  esta- 
mos  investigando  el  numero  y  posicion  de  sus  ceros. 

En  esta  seccion  estudiaremos  los  ceros  de  las  soluciones  de  la  ecuacion  de  Sturm-Liouville 

(1)  +  =  0  .  a  <  x  <  b  , 

donde  p,  p '  y  q  son  continuas  en  [a,  b]  y  p  es  positiva  en  [a,  b].'  Lo  primero  que  nos  pregun- 
tamos  es:  ^puede  una  solucion  tener  una  infinidad  de  ceros  en  (a,  b )  ?  El  siguiente  teorema 
muestra  que  solo  la  solucion  trivial  puede  tener  una  infinidad  de  ceros. 


NUMERO  FINITO  DE  CEROS 


Teorema  13.  Sea  (/)  una  solucion  de  (1)  en  {a,  b).  Si  cf)  tiene  una  infinidad  de  ceros  en 
cualquier  intervalo  cerrado  y  acotado  [a  \  b'}  C  ( a ,  b ),  entonces  (t>(x)  =  0  en  ( a ,  b). 


+Para  un  intervalo  no  acotado,  como  (0,  oo),  suponemos  que  las  condiciones  sobre  p  y  q  se  cumplen  en  el  intervalo 
abierto  (0,  oo). 
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Demostracion.  Para  demostrar  este  teorema,  necesitamos  un  resultado  del  analisis 
real  llamado  teorema  de  Bolzano-Weierstrass,  el  cual  afirma  que  un  conjunto  infinito  acota- 
do  tiene  al  menos  un  punto  h'mite.  Es  decir,  existe  una  sucesion  de  puntos  distintos  {x„}“=1 
en  el  conjunto  y  un  punto  x0  tal  que  I  =  x0.  Aquf  estamos  suponiendo  que  una  infini- 

dad  de  ceros  de  4>  estan  en  [a',  b'],  un  intervalo  acotado.  Por  el  teorema  de  Bolzano-Weiers¬ 
trass,  existe  una  sucesion  {xn}“= ,  de  ceros  (distintos)  de  cf>  que  convergen  a  cierto  punto  x0. 
Como  [a b  j  es  un  intervalo  cerrado,  el  punto  x0  debe  estar  en  [a',  b  r\.  Afirmamos  que: 

El  punto  Xu  es  un  cero  de  <f>.  Como  x„  es  un  cero  de  <b  (es  decir,  <!>(x„)  =  0  para  n  =  1, 
2, .  .  .),  la  continuidad  de  cf>  implica  que 

4>{xq)  —  lim  4>{x„)  —  litnO  =  0  . 

tl— *OC  /!—*■  OQ 


El  punto  Xg  es  un  cero  de  (b Por  hipotesis,  <f>’  existe  para  x  en  [a',  b ']  y  tenemos  que 


o)  =  I'm 


4>(x)  -  <f>{xQ) 


x0 


lim 

x^x,.X 


*0 


Como  este  limite  debe  existir  para  cualquier  sucesion  de  puntos  distintos  que  tienden  a  xq,  po- 
demos  elegir  la  sucesion  {x„}“=1  de  ceros  de  (j).  Asf, 


4>'(x0)  =  lim 


<t>(x  J 


n-MxtXft  ~  JtQ 


=  0  . 


Por  ultimo,  como  4>{x0)  =  0  y  4>'(x0)  =  0,  el  teorema  de  existencia  y  unicidad  para 
ecuaciones  lineales  de  segundo  orden  implica  que  <f>(x)  =  0  en  (a,  b )  (vease  el  teorema  2  en 
la  seccion  4.2).  ■ 


Observacion.  El  teorema  1 3  muestra  que  las  soluciones  con  una  infinidad  de  ceros  solo  pue- 
den  ocurrir  en  un  intervalo  no  acotado  si  p  es  positiva  en  todo  punto. 

Otra  cuestion  que  puede  surgir  es:  ^pueden  dos  soluciones  de  la  ecuacion  (1)  tener 
un  cero  comun  en  [a,  b]l  La  respuesta  es  afirmativa,  pero  en  ese  caso,  una  funcion  debe  ser  un 
multiplo  constante  de  la  otra. 


a 


CEROS  COMUNES 


Teorema  14.  Si  <f>  y  i//  soil  dos  soluciones  de  (1)  y  <fi(x0)  =  i//(x0)  =  0  para  algun 
x0  en  [a,  b\.  entonces  4>y  i[i  son  linealmente  dependientes  en  [a,  b]. 


Demostracion.  Al  calcular  el  wronskiano  de  </>  y  ip  y  usar  el  hecho  de  que  4>(x0)  = 
4J{xa)  =  0’  tenemos 

(2)  W[d>,  $](x 0)  =  4>(x0)4i’{xo)  -  <f>'(xn)\ji(x0)  =  0  . 

Pero  cuando  el  wronskiano  de  dos  soluciones  se  anula  en  algun  punto  de  [a,  b],  estas  solucio¬ 
nes  deben  ser  linealmente  dependientes  en  [a,  b ],  de  acuerdo  con  el  corolario  1  de  la  seccion 
4.3.  Asf,  cf>  y  i/j  son  linealmente  dependientes.  ■ 

Una  consecuencia  inmediata  del  teorema  4  es  que  si  <b  y  i//  son  dos  soluciones  lineal¬ 
mente  independientes,  entonces  deben  tener  ceros  distintos.  Pero  en  ese  caso,  ^existe  alguna 
relacion  entre  sus  ceros  respectivos?  Una  respuesta  viene  dada  por  el  teorema  de  separacion 
de  Sturm. 
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Figura  11.5  Entrelazado  de  ceros  de  soluciones  linealmente  independientes 


r 


Teorema  15.  Sean  cf>  y  i//dos  soluciones  linealmente  independientes  de  (1).  Enton- 
ces,  entre  cualesquiera  dos  ceros  consecutivos  de  <!>  en  [a,  b ],  existe  precisamente  un 
cero  de  i/f(vease  la  figura  11.5). 


Demostracion.  Sean  X\  y  x2  dos  ceros  consecutivos  de  <b  en  [a,  b],  Como  4>  y  iji  son  li¬ 
nealmente  independientes,  el  teorema  anterior  muestra  que  t/'(x1)  =£  0  y  i\i(x2)  A  0. 

Supongamos  que  la  condition  es  falsa,  es  decir,  que  <//(x)  A  0  en  [xh  x2] .  Entonces  la 
funcion /(A)  :=  <p(x) / esta  bien  definida  y  es  continua  en  [jq,  x2]  y  continuamente  dife- 
renciable  en  (jq,  x2).  Como  4>(xi)  =  <f>(x2)  =  0,  tenemos  que/(x| )  =  f(x2)  =  0.  El  teorema 
de  Rolle  implica  que  existe  un  numero  z  en  (x , ,  x2)  tal  que  f'(z)  =  0. 

A1  calcular/'(z),  tenemos 


<t>’(z)tli(z)  -  _  W[tl/,4>]{z) 

im2  ”  t^)]2 


Pero  esto  significa  que  el  wronskiano  de  4>  y  if/  se  anula  en  z,  lo  que  contradice  el  hecho  de 
que  4>  >'  >l>  sean  linealmente  independientes.  Asf,  i//(x)  debe  tener  un  cero  en  (jq,  x2  ). 

A1  intercambiar  los  papeles  de  A  y  i//,  vemos  tambien  que  entre  dos  ceros  consecutivos 
cualesquiera  de  i/f  hay  un  cero  de  4>-  Por  lo  tanto,  no  puede  haber  mas  de  un  cero  de  i[i  entre 
dos  ceros  consecutivos  de  4>-  ■ 

Una  consecuencia  de  este  teorema  es  que  entre  dos  ceros  consecutivos  de  una  funcion 
de  Bessel  del  primero  tipo  Jv  hay  un  cero  de  la  funcion  de  Bessel  del  segundo  tipo  Y„  (y  vice- 
versa).  Esto  se  debe  a  que  estas  dos  funciones  son  soluciones  linealmente  independientes  de 
la  ecuacion  de  Sturm-Liouville 


jf  >  0  . 


Como  Jv  tiene  una  infinidad  de  ceros  en  (0,  oo),  concluimos  de  esta  propiedad  de  entrelazado 
de  los  ceros  que  Yv  tambien  tiene  una  infinidad  de  ceros.  Esto  ilustra  un  fenomeno  general. 
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SOLUCIONES  OSCILATOR1AS 


Corolario  3.  Sea  [a,  oo)  el  intervalo  del  teorema  15.  Si  una  solucion  (no  trivial) 
de  (1)  es  oscilatoria,  entonces  todas  las  soluciones  de  (1)  son  oscilatorias. 


Demostracion.  Sea  (l>  una  solucion  no  trivial  de  (1),  con  una  infinidad  de  ceros  en 
[a,  oo).  Por  el  teorema  de  separation  de  Sturm,  cualquier  otra  solucion  debe  tener  un  cero 
entre  cada  pareja  sucesiva  de  ceros  de  <f>  y  por  tanto  debe  tener  tambien  una  infinidad  de  ce¬ 
ros  en  [a,  oo).  ■ 

A1  aplicar  el  teorema  15  a  la  ecuacion  de  Hermite  en  la  forma  de  Sturm-Liouville 

d  (  a dy\  _  a 

(5)  —  (  e  —  1  +  2 m  k  y  =  0  ,  — oo  <  x  <  oo  , 

donde  n  es  un  entero  no  negativo,  vemos  que  como  una  solucion  es  el  polinomio  de  Hermite 
H„{x)  de  grado  n  y  sabemos  que  este  tiene  n  ceros  reales,  entonces  las  otras  soluciones  de- 
ben  tener  solo  un  cero  entre  los  ceros  consecutivos  de  H„(x),  para  un  minimo  de  n  —  1  ceros. 
Ademas,  cualquier  otra  solucion  (no  trivial)  no  puede  tener  mas  de  n  +  1  ceros,  pues  de  lo 
contrario,  Hn(x)  tendria  mas  ceros  de  lo  permitido  por  su  grado. 

Hasta  ahora  hemos  comparado  los  ceros  de  dos  soluciones  de  la  misma  ecuacion.  Tam¬ 
bien  es  posible  tener  una  relation  entre  los  ceros  de  soluciones  de  dos  ecuaciones  distintas. 
Por  ejemplo,  para  las  ecuaciones 

y"  +  m2y  =  0  y  y"  +  n2y  =  0  , 

vemos  que  la  primera  tiene  una  solucion  general  de  la  forma  cf)l  (x)  =  A ,  sen(m(x  —  0\))  y  la 
segunda,  cf> 2(x)  =  A2  sen (n(x  —  &2)).  La  distancia  entre  los  ceros  consecutivos  de  la  primera 
es  ir/my  para  la  segunda  es  tt/ti.  Por  lo  tanto,  cuando  m  <  n.  la  distancia  entre  los  ceros  de 
<f>\  es  mayor  que  la  distancia  entre  los  ceros  de  <f>2.  En  otras  palabras,  para  n2  >  nr,  entre  dos 
ceros  cualesquiera  de  <pi(x)  existe  un  cero  de  <fr2(x).  Un  resultado  similar  es  valido  cuando 
las  constantes  m 2  y  n2  se  reemplazan  por  funciones  de  x.  El  siguiente  resultado  es  una  ver¬ 
sion  del  teorema  fundamental  de  Sturm. 


TEOREMA  FUNDAMENTAL  DE  STURM 


Teorema  16.  Sea  (J)l  una  solucion  no  trivial  de 

(6)  y"  +  qt(x)y  =  0  ,  a  <  x  <  b  , 

y  (f>2  una  solucion  no  trivial  de 

(7)  y"  +  q2{x)y  —  0  ,  a  <  x  <  b  . 

Suponga  que  q2(x)  >  q\(x )  para  x  en  (a,  b).  Si  jq  y  x2  son  dos  ceros  consecutivos  de 
<j)\{x)  en  (a,  b ),  entonces  existe  un  cero  de  <p2  entre  jq  y  x2  a  menos  que  q2(x)  =  qx  ( x ) 
en  [xl,x2]  y  4>i  y  4>2  sean  linealmente  dependientes  en  [jq,  x2]. 
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Figura  11.6  Teorema  fundamental  de  Sturm:  los  ceros  de  (j>2  separan  a  los  ceros  de  <f>l 


Observe  que  la  conclusion  nos  dice  que  <p2  tiene  un  cero  entre  xxy  x2o  (p2{xx )  =  <p2{x2)  = 
0.  Vease  la  figura  11.6. 

Demostracion  del  teorema  16.  Sean  xx  y  x2  dos  ceros  sucesivos  de  (t> , .  Suponga  que 
4>2{x)  ¥=  0  en  (xh  x2 ) .  Queremos  mostrar  que  q2  =  qx  y  que  <l>\  y  <p2  son  linealmente  depen- 
dientes  en  [xx,  x2].  Sin  perdida  de  generalidad,  supondremos  que  <b\  (x)  >  0  y  cp2(x)  >  0  en 
(jq,  x2).  A1  combinar  esto  con  el  hecho  de  que  q2(x)  >  qx(x),  vemos  que 

(8)  <M)  =  fx(4>i<P\  -  4>2<Pd  =  +  <M>*  ~  4>i<P\  ~  <PM 

=  <p2<p"  -  tp'UPi  =  -  (~Qi<p2)4>\ 

=  <P\ <k{q2  -  <?t)  -  0 


para  x  en  (jq,  x2).  Por  lo  tanto,  W[(p2,  cp\](x)  es  no  decreciente  en  (jq,  x2).  Sin  embargo,  co- 
mo  <pi  (jq)  =  <pi(x2)  =  0  y  (f>l  es  positiva  en  (jq,  x2),  debemos  tener  <p\(xi)  >  0  y  cp \{x2)  < 
0.  Por  lo  tanto,  como  <p2(x)  >  0, 

W[(f>2,(pl}(x\)  =  ])<W(*t)  -  0 


y 

w[4>2,  4>i}{x2)  —  ~  o  ■ 


Como  W[cf) 2,  4>i ]  es  no  decreciente,  la  unica  forma  para  que  sea  no  negativa  en  X\  y  no  positi¬ 
va  en  x2  es  que 

(9)  w[4>2,  <£,](*)  =  0  ,  x  en  [jq,  Jt2]  . 

Es  claro  que  la  ecuacion  (9)  implica  que  —  W[<p2,  <px]{x)  =  0  en  [jq,  x2].  La  ecuacion 

dx 

(8)  implica  que  q2  =  qx  en  [jq ,  x2],  Pero  en  ese  caso,  <px  y  cp2  satisfacen  la  misma  ecuacion 
diferencial  en  [jtq,  x2]  y  su  wronskiano  se  anula  en  ese  intervalo.  Por  lo  tanto,  <px  y  (j>i  son  li¬ 
nealmente  dependientes  en  [jq,  x2],  m 
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EJEIY1PLO  1 


SOLUCION 


Una  consecuencia  inmediata  del  teorema  fundamental  de  Sturm  es  la  siguiente. 


SOLUCION  ES  NO  OSCILATORIAS 


Corolario  4.  Si  q(x)  <  0  en  [a,  b],  entonces  una  solucion  no  trivial  <p  de  la  ecuacion 
(10)  y"  +  q(x}y  =  0  ,  a  <  x  <  b  , 
puede  tener  a  lo  mas  un  cero  en  [a,  b] . 


Demostracion.  Como  ip(x)  =  1  es  una  solucion  de  la  ecuacion  y  "  +  0  •  y  =  0  y  q(x)  < 
0,  el  teorema  fundamental  de  Sturm  implica  (con  qx  =  q,  q2  =  0)  que  si  < f>  tiene  dos  o  mas 
ceros  en  [a,  b],  entonces  ip  debe  tener  un  cero  entre  ellos.  Como  ip  nunca  se  anula,  <p  puede 
tener  a  lo  mas  un  cero  en  [a,  b],  ■ 


El  teorema  fundamental  de  Sturm  nos  dice  que  el  comportamiento  oscilatorio  de  una  so¬ 
lucion  para  la  ecuacion  (10)  queda  determinado  por  el  signo  y  magnitud  de  q(x).  Por  ejem- 
plo,  cuando  q(x)  <  0,  una  solucion  puede  tener  a  lo  mas  un  cero  o,  cuando  q(x)  >  nr,  una 
solucion  debe  tener  un  cero  entre  cualesquiera  dos  ceros  de  una  solucion  de  y  "  +  nry  =  0. 
En  el  ultimo  caso,  los  ceros  de  las  soluciones  de  (10)  deben  estar  a  menos  de  una  distancia 
jr/m  entre  sf,  pues  y"  +  nry  =  0  tiene  una  solucion  con  ceros  que  esta  a  una  distancia  de  tt/ m 
entre  sf  (vease  el  problema  12). 

En  el  siguiente  ejemplo,  consideremos  la  distancia  entre  ceros  consecutivos  de  la  solu¬ 
cion  para  la  ecuacion  de  Bessel. 


Para  a  >  0,  analizar  el  numero  de  ceros  en  el  intervalo  [a,  a  +  tt)  de  las  soluciones  para  la 
ecuacion  de  Bessel  de  orden  v: 


(ID 


-V'  4- jry'  +  (jr  -  v2)y  =  0  ,  jc  >  0 


La  sustitucion  y  =  ux  transforma  la  ecuacion  (1 1)  en 
4v2  -  1 


(12)  u"  + 


1  - 


u  =  0  ,  x  >  0  , 


(vease  el  problema  13).  Ahora  compararemos  las  soluciones  de  (12)  con  las  de  u"  +  u  =  0. 
Observe  que  4>{x)  =  A  sen(x  —  a)  es  una  solucion  de  u"  +  u  =  0  y  que  tiene  ceros  en  a  y 
a  +  tt. 

Caso  1.  v  >  1/2.  En  este  caso,  4^2  —  1  >  0,  de  modo  que 


4v2  -  1 
4a:2 


<  1 


para  x  en  [a,  a  +  tt).  Asf,  por  el  teorema  fundamental  de  Sturm,  una  solucion  de  (12)  no  pue¬ 
de  tener  mas  de  un  cero  en  [a,  a  +  tt),  pues  cp  no  tiene  ceros  en  (a,  a  +  tt).  Como  y  = 
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ux  '^2,  hemos  mostrado  que  cuando  v  >  1/2,  cualquier  solucion  de  la  ecuacion  de  Bessel 
(1 1)  a  lo  mas  puede  tener  un  cero  en  [a,  a  +  tt). 

Caso  2.  0  <  v  <  1/2.  En  este  caso,  4v2  —  1  <  0,  de  modo  que 


4a-2 

para  x  en  [a,  a  +  tt).  De  nuevo,  por  el  teorema  fundamental  de  Sturm,  una  solucion  de  (12)  de- 
be  tener  un  cero  en  (a,  a  +  tt),  pues  ay  a  +  tt  son  ceros  consecutivos  de  <f>(x)  =  A  sen(x  —  a). 
Como  y  =  ux  '-2,  hemos  mostrado  que  cuando  0  <  v  <  1/2,  toda  solucion  de  la  ecuacion 
de  Bessel  (11)  debe  tener  un  cero  en  [a,  a  +  tt). 

Caso  3.  v  =  1/2.  En  este  caso,  (12)  se  reduce  a«"  +  «  =  0,  que  tiene  la  solucion  ge¬ 
neral  u{x)  =  C\  cos  x  +  C2  sen  x.  Asf, 

y(jc)  =  CiJC  '/2  cos  x  +  c2x ~ ljl '2  sen  x  —  sen(,r  -  0) 

para  una  6  constante  adecuada.  Por  tanto,  cualquier  solucion  de  la  ecuacion  de  Bessel  (11) 
con  v  =  1/2  tiene  exactamente  un  cero  en  [a,  a  +  tt). 

En  resumen,  hemos  mostrado  que  una  solucion  de  la  ecuacion  de  Bessel  (11)  tiene 

(a)  a  lo  mas  un  cero  en  [a,  a  +  tt)  cuando  v  >  1/2; 

(b)  al  menos  un  cero  en  [a,  a  +  tt)  cuando  0<v<l/2,  y 

(c)  exactamente  un  cero  en  [a,  a  +  tt)  cuando  v  =  1/2.  ■ 


El  teorema  fundamental  de  Sturm  fue  extendido  a  ecuaciones  de  Sturm-Liouville  mas 
generales  por  M.  Picone. 


TEOREMA  DE  COMPARACION  DE  PICONE 


Teorema  17.  Sea  cf>i(x)  una  solucion  no  trivial  de  la  ecuacion  de  Sturm-Liouville 
d  {  dy\ 

U3)  -j- (p]— J  +  qxy  =  0  ,  a  <  x  <  b  , 

y  sea  (J) 2{x)  una  solucion  no  trivial  de 
d  (  dy\ 

(14)  =  0<*<fc- 

Suponga  que  pi(x)  s  Pi{x)  >  0  y  q\{x)  <  q2{x)  para  x  en  [a,  b],  Entonces,  entre 
cualesquiera  dos  ceros  consecutivos  xt  y  x2  de  cf>l  en  [a,  b],  existe  un  cero  de  <f> 2,  a 
menos  que  (f>i  y  <f>2  sean  linealmente  dependientes  en  [xb  x2],  en  cuyo  caso  q\(x)  = 
q2(x)  en  [X|,x2]. 
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En  el  proyecto  C  se  bosqueja  una  demostracion  del  teorema  de  comparacion  de  Picone 
usando  la  identidad  de  Picone.  Tambien  se  puede  demostrar  usando  la  sustitucion  de  Priifer. ' 

Si  aplicamos  el  teorema  de  comparacion  de  Picone  a  una  ecuacion  de  Sturm-Liouville, 
podemos  obtener  estimaciones  de  la  distancia  entre  los  ceros  consecutivos  de  sus  soluciones. 
En  el  siguiente  corolario,  sean  fM  y  fm  los  valores  maximo  y  rnrnimo,  respectivamente,  de /en 
el  intervalo  [a,  b] . 


a 


DISTANCIA  ENTRE  CEROS 


Corolario  5.  Sea 

d_(  dy 

dx  V  dx 


d  (  dy\ 

(IS)  ~yz\P~r.)  +  (fy  +  Ary  =  0  ,  a  <  x  <  b  , 


una  ecuacion  de  Sturm-Liouville,  donde  p,  p',  qy  r  son  continuas  en  [a,  b]  y  p  y  r 
son  positivas  en  [a,  b\.  Sea  cp  una  solucion  no  trivial  de  (15)  con  ceros  consecutivos 
Xi  y  x2  en  [a,  b].  Si 

v  ,  f  ~C1M  dm  ,,  1 

A  >  max  < - , - ,  0  >  , 

l  %  >m  } 

entonces  x2  ~  xt ,  la  distancia  entre  los  ceros  de  <f>,  esta  acotada  por 


(16) 


qM  +  A  rM 


^  X2  ~  X[  S  3T 


Pm 


qm  +  Ar„ 


Demostracion.  La  ecuacion  con  coeficientes  constantes 
(17)  pMy"  +  [qm  +  A  rm)y  =  0 


tiene  la  solucion  i ]t(x)  =  sen[AT(x  —  jc! )],  donde  K 1  =  ( qm  +  \rm)/pM  (aquf  usamos  la  hipo- 
tesis  A  >  —qm/rm  de  modo  que  qm  +  A rm  >0).  Ademas,  ip(x)  tiene  un  cero  en  x  =  x1  y  su 
siguiente  cero  esta  en  xt  +  (ir/K),  es  decir,  la  distancia  a  su  siguiente  cero  es 
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Pm 

dm  Arm 


Como  pM  >  p{x),  A  >  0  y  qm  +  A rm  <  q(x)  +  A r(x)  para  toda  x  en  ( a ,  b),  el  teorema  de 
comparacion  de  Picone  implica  que  <p  debe  tener  un  cero  entre  cualesquiera  dos  ceros  conse¬ 
cutivos  de  i/j(x)  (o  4>{xl  +  {tt/K))  =  0  si  <fi  y  ip  son  linealmente  dependientes).  Por  lo  tanto, 
x2  ^  xx  +  {tt/K),  de  modo  que 


*2  ~  *1  -  Kyj 


Pm 

dm  "A  Arw 


(vease  la  figura  1 1.7). 


'Para  un  analisis  de  la  sustitucion  de  Priifer  y  una  demostracion  del  teorema  de  comparacion  de  Picone,  tambien  co- 
nocido  como  el  teorema  de  comparacion  de  Sturm,  vease  el  texto  de  G.  Birkhoff  y  G.  C.  Rota,  Ordinary  Differential 
Equations,  4a.  edicion  (John  Wiley  &  Sons,  Nueva  York,  1989),  capftulo  10. 
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Figura  11.7  Estimation  de  la  distancia  entre  ceros  consecutivos  de  <l> 


Para  obtener  una  estimation  por  abajo  para  la  distancia  entre  ceros  consecutivos,  com- 
paramos  la  ecuacion  dada  con  la  ecuacion  con  coeficientes  constantes 

(18)  pmf  +  (qM  +  A rM)y  =  0  , 

con  la  solucion  cr(x)  =  sen[L(x  —  X\ )],  donde  L 1  =  (qM  +  hrM)/pm.  Observe  que  cr(x)  tie- 
ne  ceros  consecutivos  jq  y  xx  +  (tt/L).  Como p(x)  > pmy  q{x)  +  A r(x)  —  qM  ~b  ArMparax 
en  (a,  b ),  el  teorema  de  comparacion  de  Picone  implica  que  <x(x)  debe  tener  un  cero  entre 
cualesquiera  dos  ceros  consecutivos  de  <f>  o  tener  los  mismos  ceros  (vease  la  figura  11.7). 
Asf,  xl  +  (tt/L)  <  x2,  y 


7T 


j _ Pm _ 

V  qM  + 


x-i 


■  ■ 


Una  consecuencia  inmediata  del  corolario  5  es  que  cuando  A  — *  +oo,  la  distancia  entre 
los  ceros  de  una  solucion  a  una  ecuacion  de  Sturm-Liouville  tiende  a  cero.  Esto  significa  que 
como  los  valores  propios  A„  asociados  a  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores 
en  la  frontera  crecen  hacia  infinito,  el  numero  de  ceros  en  (a,  b )  de  una  funcion  propia  cf>n 
crece  cuando  n  crece.  Podemos  usar  la  sustitucion  de  Prtifer  para  mostrar  que  si  un  problema 
regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  tiene  valores  propios  Aj  <  A2  <  ■  •  ■  , 
entonces  la  funcion  propia  (t>„  correspondiente  a  A„  tiene  exactamente  n  —  1  ceros  en  el  inter- 
valo  abierto  (a,  b).' 


E  J  ERCICIOS 


11.8 


1.  Sea  <p(x)  una  solucion  de  la  ecuacion 


±(s±) 

dx\  dxj 


+  x y  =  0 


en  (—oo,  oo).  Dado  que  4>{\/n)  =  0  para  n  —  1, 
2, .  .  .  ,  determine  <f>(x). 


2.  La  funcion  4>(x)  =  sen  x  es  una  solucion  de  y  "  +  y  = 
0  en  (— oo,  oo)  y  tiene  una  infinidad  de  ceros.  ^Con- 
tradice  esto  el  teorema  13?  Explique. 

3.  Sea  4>(x)  una  solucion  en  (— oo,  oo)  de 


d_ 

dx 


ix2  + 


-  2y  =  0  . 


I’ara  una  demostracion  de  este  resultado,  lease  el  texto  de  G.  Birkhoff  y  G.  C.  Rota,  Ibidem. 
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Si  4>( 0)  =  0,  demuestre  que  4>(x)  =  cx  para  cierta 
constante  c. 

4.  ^Podria  la  funcion  4>{x)  =  x4sen(l/x)  ser  solucion 
en  (  —  1,  1)  de  cierta  ecuacion  diferencial  de  la  forma 
(1),  donde  p,  p'  y  q  son  continuas  en  [  —  1,  1]  y  p  es 
positiva  en  [—1,  1]?  Justifique  su  respuesta. 

5.  Use  el  teorema  fundamental  de  Sturm  para  demos- 
trar  que  cualquier  solucion  no  trivial  de  y  "  +  (1  — 
ex)y  =  0  tiene  a  lo  mas  un  cero  en  (0,  oo)  pero  una 
infinidad  de  ceros  en  (—  oo,  0). 

6.  Use  el  teorema  fundamental  de  Sturm  para  demos- 
trar  que  cualquier  solucion  no  trivial  de  y "  +  (x2  — 
1  )y  =  0  tiene  a  lo  mas  un  cero  en  ( —  1 ,  1 )  pero  una 
infinidad  de  ceros  en  (— oo,  —  1)  y  en  (1,  oo). 

7.  El  polinomio  de  Legendre  Pn{x)  de  grado  n  satisface 
la  ecuacion 


d 

dx 


+  nin  I  )  )v  -  0  , 


-1  <  x  <  1  . 

y  tiene  n  ceros  distintos  en  (  — 1,  1).  Use  el  teorema 
de  comparacion  de  Picone  para  mostrar  que  entre 
cualesquiera  dos  ceros  de  P„,_1(x)  hay  un  cero  de 
P,„(x)  para  m  >  2. 

8.  Sea  (b{x)  una  solucion  no  trivial  de 

/'  +  9 y  +  e~3xy  =  0 

en  (0,  oo).  Use  el  teorema  fundamental  de  Sturm  pa¬ 
ra  estimar  la  distancia  entre  los  ceros  consecutivos 
de  4>{x)  cuando  x  es  grande. 

9.  Sea  (b{x)  una  solucion  no  trivial  de 

y"  +  .r ~2yl  +  (4  -  e~x)y  =  0 

en  (0,  oo).  Use  el  teorema  de  comparacion  de  Picone 
para  estimar  la  distancia  entre  los  ceros  consecutivos 
de  4>(x)  cuando  x  es  grande.  [ Sugerencia :  Exprese 
primero  la  ecuacion  en  la  forma  de  Sturm-Liouvi¬ 
lle.] 

10.  Use  el  corolario  5  para  estimar  la  distancia  entre  ceros 
consecutivos  en  [0,  5]  de  una  solucion  no  trivial  de 

+  (senjt)>-  +  A(l  +  ,r)  ‘y  -  0  . 


d  ,.dy 

e 

dx  dx 


11.  Use  el  corolario  5  para  estimar  la  distancia  entre  ce¬ 
ros  consecutivos  en  [0,  5]  de  una  solucion  no  trivial 
de 


d 

dx 


0 


+  e.  *y  +  A  y  —  0  . 


12.  En  la  ecuacion  (10),  suponga  que  q(x)  >  m2  en 
[a,  b\.  Demuestre  que  la  distancia  entre  dos  ceros 
consecutivos  de  una  solucion  4>  de  (10)  es  menor  o 
igual  a  ir/m.  [ Sugerencia :  Si  X\  es  un  cero  de  </>, 
compare  <fi  con  la  funcion  ip(x)  =  sen(m(x  —  ;q)), 
que  es  una  solucion  de  y"  +  m2y  =  0.] 

13.  Muestre  que  la  sustitucion  y  =  ux  transforma  la 
ecuacion  (11)  en  la  ecuacion  (12). 

14.  Muestre  que  si  q{x)  >  m2  >  0  en  [a,  oo),  entonces 
toda  solucion  de  y  "  +  q(x)y  =  0  es  oscilatoria. 

15.  Suponga  que  0  <  qm  <  q(x)  <  qM  en  [a,  b\.  De¬ 
muestre  lo  siguiente: 

(a)  Si  qm  >  Ictt / (b  -  a)2,  donde  k  es  un  entero  po- 
sitivo,  entonces  cualquier  solucion  de  la  ecua¬ 
cion  (10)  tiene  al  menos  k  ceros  en  [a,  b]. 

(b)  Si  qM  <  / ( b  —  a)2,  entonces  cualquier  so¬ 

lucion  no  trivial  de  la  ecuacion  (10)  tiene  a  lo 
mas  k  ceros  en  [ a ,  b\. 


16.  Teorema  de  convexidad  de  Sturm.  Demuestre  que 
si  q(x)  es  una  funcion  continua  y  creciente  en  [0,  oo) 
y  4>{x)  es  una  solucion  no  trivial  de 


y”  +  q{x)y  —  0  ,  0  <  x  <  oo  , 


entonces  tk  —  4_j  >  tk+i  —  tk,  donde  {?„}“=  i  es  la 
sucesion  de  ceros  consecutivos  en  (0,  oo)  de  la  solu¬ 
cion  4>(x ). 

17.  Muestre  que  si  w(x)  y  q(x)  son  continuas  en  [a,  b]  y 
q(x)  <  0  en  [a,  b],  entonces  una  solucion  no  trivial 
<b  de  la  ecuacion 

y"  +  w{x)y'  +  q(x)y  =  0 


puede  tener  a  lo  mas  un  cero  en  [a,  b]. 


Resumen  del  capitulo 

En  este  capftulo  analizamos  la  teorfa  de  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores 
en  la  frontera,  la  alternativa  de  Fredholm  y  los  problemas  no  homogeneos  con  valores  en  la 


Resumen  del  capftulo 
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frontera,  ejemplos  de  problemas  singulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  y  la 
teorfa  de  oscilacion  y  comparacion  para  ecuaciones  de  Sturm-Liouville.  Las  propiedades  y 
los  conceptos  importantes  aparecen  a  continuation. 

Problemas  de  valores  propios 

El  problema  de  determinar  aquellos  valores  de  A  para  los  que  el  problema  con  valores  en  la 
frontera 

(1)  (p/)'  +  €>’  +  Ary  “O'  a  <  x  <  b  , 

«!>»(«)  +  a2 y'{a)  =  0  ,  bLy(/>)  +  b2y'(b)  —  0  , 

tiene  soluciones  no  triviales  es  un  problema  de  valores  propios.  El  numero  A  es  un  valor 
propio  y  las  soluciones  no  triviales  correspondientes  son  las  funciones  propias. 

Ecuacion  de  Sturm-Liouville 

Una  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden  de  la  forma 

(p(x)y'(.r)) 1  +  9(jcJtK*)  +  Ar(x)y(x)  =  0  ,  a  <x<  b  , 

se  llama  una  ecuacion  de  Sturm-Liouville.  Cualquier  ecuacion  lineal  homogenea  de  segun¬ 
do  orden  se  puede  escribir  como  una  ecuacion  de  Sturm-Liouville. 

Problemas  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores 
en  la  frontera 

Un  problema  de  valores  propios  de  la  forma  (1)  donde p(x), p'(x),  q(x)  y  r(x)  son  funciones 
continuas  en  [a,  b]  con  valores  reales,  p(x)  >  0  y  r(x)  >  0  en  [a,  b]  (no  permitimos  que 

a  |  =  a2  =  0  o  b  |  =  b2  =  0 )  es  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la 
frontera.  Estos  problemas  con  valores  en  la  frontera  tienen  las  siguientes  propiedades: 

1.  Los  valores  propios  son  reales,  simples,  y  forman  una  sucesion  numerable  crecien- 
te  A!  <  A2  <  •  •  •  con  lim^^  A„  =  +  oo. 

2.  Las  funciones  propias  se  pueden  elegir  con  valores  reales. 

3.  Las  funciones  propias  correspondientes  a  valores  propios  distintos  son  ortogonales 
con  respecto  de  r(x)  en  [a,  b], 

4.  Sea  i  una  sucesion  ortonormal  de  funciones  propias  y  sea/una  funcion  con- 

tinua  en  [a,  b],  con/' continua  por  partes  en  [a,  b\.  Si/satisface  las  dos  condiciones 
en  la  frontera,  entonces 

OO 

fix)  =  2.  a^rix)  , 

n—  I 


donde 


[>> 

an  =  f{x)(j>n(x)r(x)dx  . 

)  a 

Ademas,  la  serie  converge  uniformemente  en  [a,  b\. 


Los  problemas  periodicos  de  Sturm-Liouville  tienen  propiedades  similares. 
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Alternativa  de  Fredholm 

Sea  L[y~\(x)  :=  A2(x)y"(x)  +  Al(x)y'(x)  +  A0(x)y{x)  y  supongamos  que  fi[y]  =  0  repre- 
senta  un  conjunto  de  condiciones  separadas  en  la  frontera.  Sea  L+\y\{x)  =  (A2(x)y(x))"  — 
(A](x)y(x))'  +  A0(x)y(x)  el  operador  adjunto  de  L  con  condiciones  adjuntas  en  la  frontera 
B  1  [y]  =  0.  (Las  condiciones  adjuntas  en  la  frontera  se  eligen  de  modo  que  ( Lu,v )  =  (u,  L 1  v) 
para  toda  u  y  v  que  satisfagan  B[u]  =  0  y  B+[v]  =  0. )  El  problema  no  homogeneo  con  valo¬ 
res  en  la  frontera 

//>■ '  u)  =  h[x)  ,  a  <  x  <  b  ;  B[y]  =  0  , 

tiene  una  solucion  si  y  solo  si 

•)> 

h(x)z{x)tlx  =  0 

J  d 

para  cada  solucion  z  del  problema  adjunto  con  valores  en  la  frontera 
L 1  [;](.r)  =  0  ,  a  <  x  <  b  ;  B“[z]  =  0  . 


Solucion  mediante  un  desarrollo  con  funciones  propias 

Sea  L\y\  '■=  ( py  +  qy  y  suponga  que  L\y\  +  /xry  =  0,  B\y]  =  0  es  un  problema  regular  de 
Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera  con  valores  propios  {A„}“=1  y  funciones  propias 
correspondientes  {</>„}“=!• 

Si  /jl  #  A„  para  n  =  1,2, ,  entonces  la  solucion  del  problema  no  homogeneo 
L[y }  +  jxry  =  h  ;  B' y)  =  0  , 


esta  dada  por 


W  n./ 

4>  =  2  —  r~4>„ 

n  =  l  }.i  A„ 


donde  las  constantes  yn  quedan  determinadas  mediante  el  desarrollo  de  h/r  en  terminos  de 
las  funciones  propias: 


Si  /jl  =  A  v  para  alguna  N  y  yN  i=  0,  entonces  el  problema  no  homogeneo  no  tiene  solu- 
ciones. 

Si  /a  =  Av  para  alguna  Ay  yN  =  0,  entonces 

y 

4>  -  cn<Pn  +  2  - — ’L—<-pn 

;i=l  /A  -  A„ 
n-f-N 

es  una  solucion  del  problema  no  homogeneo  para  cualquier  eleccion  del  parametro  cN. 


Funciones  de  Green 

La  solucion  de 

L[y]  =  -f;  /*![y]=0,  B2[y]  ^  0 


Problemas  de  repaso 
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donde  suponemos  que  L[v]  :=  ( py ')'  +  qy,  que  la  funcion  fes  continua  en  [a,  b]  y  que  el  pro- 
blema  homogeneo  correspondiente  solo  tiene  la  solucion  trivial,  esta  dada  por 

<p(x)=  [  G(x,s)f(s)ds  , 

J  a 

donde  G{x,  s )  es  la  funcion  de  Green 

,  \  ~z\ {s)zz{x)/C  ,  a^s^x  , 

G{x,  jf)  =  <  .  . 

I  —Z\(x)zi[s)/C  ,  j  <  s  £  b  . 

En  este  caso,  Z\  y  Z2  son  dos  soluciones  no  triviales  de  L\y\  =  0  que  satisfacen  B ,  [z ,  ]  =  0  y 
B2U2]  =  0-  La  constante  C  esta  dada  por  C  =  p(x)W\z,\,  Zi\(x)  para  cada  x  G  [a,  b], 

Problemas  singulares  de  Sturm-Liouville 

Ciertos  problemas  no  regulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera,  llamados  proble¬ 
mas  singulares  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  frontera,  surgen  al  resolver  las  ecuaciones 
de  Bessel,  Legendre  y  Hermite.  Estos  problemas  singulares  de  Sturm-Liouville  tambien  tienen 
sucesiones  crecientes  de  valores  propios  simples.  Ademas,  sus  sucesiones  correspondientes  de 
funciones  propias  son  ortogonales  y  se  pueden  usar  para  formar  desarrollos  en  terminos  de  fun- 
ciones  propias  con  propiedades  de  convergencia  similares  a  las  asociadas  a  problemas  regula¬ 
res  de  Sturm-Liouville. 

Oscilacion  y  teoria  de  comparacion 

Se  conocen  varios  resultados  relativos  a  la  ubicacion  de  los  ceros  de  soluciones  de  ecuacio¬ 
nes  de  Sturm-Liouville.  El  teorema  de  separation  de  Sturm  dice  que  los  ceros  de  dos  solu¬ 
ciones  linealmente  independientes  estan  intercalados.  El  teorema  fundamental  de  Sturm  y 
el  teorema  de  comparacion  de  Picone  nos  permiten  comparar  la  ubicacion  de  los  ceros  de 
una  solucion  a  una  ecuacion  de  Sturm-Liouville  con  los  de  una  ecuacion  relacionada  con  la 
primera. 


PROBLEMAS  DE  REPASO 


1.  Determine  todos  los  valores  propios  reales  y  las  fun¬ 
ciones  propias  para  el  problema  de  valores  propios 
dado. 

(a)  y"  +  6y'  +  Ay  =  0  ; 

v(0)  -  0  ,  ’  y(l)  -  0  . 

(b)  y"  +  Ay  =  0  ; 

y(0)  =  0  ,  y(v)  +  =  0  . 

2.  Convierta  la  ecuacion  dada  a  la  forma  de  una  ecua¬ 
cion  de  Sturm-Liouville. 

(a)  y"  +  ly'  +  Ay  =  0  . 

(b)  y"  -  3 xy‘  +  Ay  =  0  . 

(C)  xy"  +  (l  -  jc)y'  +  Ay  =  0  ,  Jt  >  0  . 

3.  (a)  Determine  las  funciones  propias,  normalizadas 

con  respecto  de  la  funcion  de  ponderacion  r( x)  =  1 


en  [0,  77],  para  el  problema 

y"  +  Ay  =  0  ; 

y'(0)  =  0  ,  y(  tt)  =  0  . 

(b)  Exprese/(x)  =  1  —  x  en  un  desarrollo  median- 
te  funciones  propias  usando  el  resultado  de  la 
parte  (a). 

4.  Determine  el  problema  adjunto  con  valores  en  la  fron¬ 
tera  para  el  siguiente  problema  con  valores  en  la 
frontera. 

(a)  y”  +  xy’  +  y  =  0  ; 

y'{0)  =  0  ,  *  y(l)  +  y'(l)  =0  . 

(b)  x1 2 3y"  +  2jry'  -  3 y  =  0  ; 
y(l)  =  0  ,  y'ie)  =  0  . 
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5.  Use  la  altemativa  de  Fredholm  para  determinar  con- 
diciones  sobre  h  que  garanticen  que  el  problema  no 
homogeneo  con  valores  en  la  frontera  dado  tenga  una 
solucion. 

(a)  v"  -  6/  +  1 3y  -  h  ; 

y(0)  =  0  ,  j(2t7)  =  0  . 

(b)  xy*  4-  /  -  h  ; 

/0)  =  0  ,  y'(2)  =  0  . 

6.  Encuentre  un  desarrollo  formal  en  terminos  de  fun- 
ciones  propias  para  la  solucion  del  problema  no  homo¬ 
geneo  con  valores  en  la  frontera 

y"  +  3y  =  j:  —  4  cos  2.x  ; 
yr(0)  =  0  ,  y’{ir)  =  0  . 

7.  Calcule  la  funcion  de  Green  G(x,  s)  y  usela  para  re¬ 
solver  el  problema  con  valores  en  la  frontera  dado. 

(a)  y"  -  *  +  1  ;  y(0)  =  0  ,  /(l)  -  0  , 

(b)  y"  —  y  ~  4  ;  /(0)  =  0  ,  y{  1)  =  0  . 

8.  Encuentre  un  desarrollo  formal  en  terminos  de  fun- 
ciones  propias  para  la  solucion  del  problema  no  ho¬ 
mogeneo  con  valores  en  la  frontera,  donde  /  es  una 


funcion  continua  y  /r  no  es  un  valor  propio  del  pro¬ 
blema  homogeneo  correspondiente. 

(a)  (.ry')'  -  (4 9/x)y  +  jxxy  =  f(x)  ,  0  <  x  <  1  , 
y(r),  y'(x)  permanecen  acotadas  cuando  x  — » 
0+,y(l)  =  0. 

(b>  [{l  -  r2)y'j'  +  M.v  =  fix)  ,  ~1  <  r  <  1  , 

y(r),  y'(x)  permanecen  acotadas  cuando  x  — » 
±1  . 

9.  Sea  4>(x)  una  solucion  no  trivial  de 

[U  +  (£^1 

en  (0,  oo).  Use  el  teorema  de  comparacion  de  Picone 
para  estimar  la  distancia  entre  los  ceros  consecutivos 
de  4>(x)  cuando  x  es  grande. 

10.  Use  el  corolario  5  de  la  seccion  1 1.8  para  estimar  la 
distancia  entre  los  ceros  consecutivos  en  [0,  7 r]  de 
una  solucion  no  trivial  de 

[(2  +  cos r)y']'  +  (sen x)y  +  5y  =  0  . 


EJ  ERCICIOS  DE  ESCRITURA  TECNICA 


1.  El  rnetodo  de  solucion  de  un  problema  regular  no  ho¬ 
mogeneo  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la  fronte¬ 
ra  mediante  un  desarrollo  en  terminos  de  funciones 
propias,  analizado  en  la  seccion  11.5,  se  puede  exten¬ 
der  a  problemas  periodicos  de  Sturm-  Liouville.  Des- 
criba  esta  extension  e  ilustrela  con  un  ejemplo. 

2.  Las  funciones  de  Green  tambien  existen  para  ciertos 
problemas  periodicos  de  Sturm-Liouville.  Explique 
corno  construir  una  funcion  de  Green  para  el  pro¬ 
blema 

y"(.v)  +  2y(x)  =  -f(x)  ; 

y(0)  =  y(2ir)  ,  /(D)  =  y'(2 it)  . 


3.  Formule  una  altemativa  de  Fredholm  para  el  sistema 
Ax  =  b,  donde  A  es  una  matriz  constante  n  X  n  con 
valores  reales,  b  es  un  vector  constante  n  X  1  y  x  es 
el  vector  incognita  nXl.  Ilustre  su  formulacion  con 
ejemplos. 

4.  Analice  la  interpretacion  de  los  temas  de  la  seccion 
11.8  mediante  un  oscilador  masa-resorte  (recuerde 
la  seccion  4.10). 
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A.  Polinomios  de  Hermite  y  el  oscilador  armonico 

En  mecanica  cuantica,  el  movimiento  de  una  partfcula  se  describe  mediante  la  ecuacion  de 
Schrodinger.  En  el  espacio  de  dimension  uno,  la  ecuacion  tiene  la  forma 

(1)  iU”  +  (2m/ffz)[£  -  V[x)  t!t  =  0  , 

donde  la  funcion  V(x)  representa  la  energia  potencial,  m  es  la  masa  de  la  partfcula,  fi  es  la 
constante  de  Planck  h  dividida  entre  27 r,  la  constante  E  representa  la  energia  y  (//es  la  fun- 
cion  de  onda.  Las  funciones  de  onda  ijj  pueden  asumir  valores  reales  o  complejos.  La  canti- 
dad  i/j(x)dx  =  \i/j(x)\2dx  proporciona  la  probabilidad  de  que  la  partfcula  se  encuentre  en 
el  intervalo  (x,  x  +  dx).  Los  fisicos  estan  interesados  en  las  soluciones  de  (1)  que  satisfacen 
las  condiciones  en  la  frontera 

(2)  i//(x)  y  (//'  (x)  permanecen  acotadas  cuando  x  ->  ±°° . 

Los  valores  propios  E  =  En  de  (l)-(2)  son  los  niveles  de  energia  del  sistema. 

(a)  Para  el  oscilador  armonico,  la  energia  potencial  es  V(x)  =  ax2,  donde  a  >  0  es 
una  constante.  Muestre  que  para  el  oscilador  armonico,  el  problema  con  valores  en 
la  frontera  (l)-(2)  se  simplifica  como 

(3)  v"M  +  (A  -  ?2}y«  =  0  ; 

(4)  y(t)  y  y'(t)  permanecen  acotadas  cuando  t  — *  ±oo  , 

donde  t  =  /fix,  /S4  =  2 ma/fr,  y(t)  =  i/j(x)  y  A  =  2 mE/(02fi2). 

(b)  Verifique  que  el  cambio  de  variable  y(t)  =  transforma  (3)-(4)  en 

(5)  {e~,2u')'  +  (A  -  l)e-rM  =  0  ; 

(6)  e~'~/2u{t)  y  e^^^u'^t)  —  te~,2/flu(t)  permanecen  acotadas  cuando  t  — »  ±oo  . 

(c)  Use  el  resultado  de  la  parte  (b)  para  mostrar  que  A  =  2 n  +  1,  n  =  0,  1,  2, .  .  . ,  son 
los  valores  propios  del  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la 
frontera  (3)-(4)  con  funciones  propias  correspondientes  y„(t)  =e  ^/2Hll(l),  donde 
Hn  es  el  polinomio  de  Hermite  de  grado  n  (vease  la  seccion  1 1.7  o  la  seccion  8.8). 

(d)  Bosqueje  las  tres  primeras  funciones  de  onda  yo(t),  yi(f)  y  ^(O- 


B.  Espectros  continuos  y  mijctos 

Particulas  libres.  Cuando  la  energia  potencial  V/(x)  en  la  ecuacion  de  Schrodinger  (1)  es 
identicamente  nula,  se  dice  que  la  partfcula  esta  libre.  Asi,  el  movimiento  de  una  partfcula 
libre  queda  descrito  mediante  el  problema  singular  de  Sturm-Liouville  con  valores  en  la 
frontera 

(7)  ■//"  +  Ai/r  =  0  ; 

(8)  l/f(x)  y  */''(*)  permanecen  acotadas  cuando  x  -*  ±oo  , 

donde  A  =  2 mE/h2. 
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(a)  Muestre  que  todo  numero  no  negativo  A  es  un  valor  propio  de  (7)-(8)  y  que  no 
existen  valores  propios  negativos.  Por  lo  tanto,  el  espectro  de  la  partfcula  libre  es 
continuo  y  consta  del  intervalo  [0,  oo). 

Potencial  cuadrado.  Un  potencial  cuadrado  es  una  funcion  de  la  forma 


|jtj  <  a  , 

|.y|  >  a  , 


donde  ay  a  son  constantes  positivas.  Para  este  potencial,  la  ecuacion  de  Schrodinger  tiene  la 
forma 


(9) 


A  =  2 mE/h2  y  p2  =  2 mcP/h2.  Tambien  imponemos  las  condiciones  en  la  frontera 


donde 


(10)  )  y  v  (jc)  permanecen  acotadas  cuando  x  — >  ±oo  . 

Podemos  resolver  la  ecuacion  (9),  en  el  sentido  de  que  podemos  hallar  soluciones  en  los 
tres  intervalos  (—  oo,  —a),  (  — a ,  a)  y  (a,  oo)  y  luego  pegarlas  para  obtener  una  funcion  ip  tal 
que  ifiy  ip'  sean  continuas  en  (— oo,  oo). 

(b)  Muestre  que  cada  A  >  0  es  un  valor  propio  para  el  problema  singular  de  Sturm- 
Liouville  con  valores  en  la  frontera  (9)-(10)  y  tiene  dos  funciones  propias  lineal- 
mente  independientes  asociadas  a  el. 

(c)  Muestre  que  A  =  0  es  un  valor  propio  para  el  problema  con  valores  en  la  frontera 
(9)-(  10)  si  y  solo  si  fia  =  kir/a  para  algun  entero  k.  Ademas,  cuando  Pa  =  kir/ a, 
solo  existe  una  funcion  propia  linealmente  independiente  asociada  a  A  =  0. 

(d)  Muestre  que  para  A  <  — /32  la  unica  solucion  de  (9)-(10)  es  la  solucion  trivial  y  que 
por  tanto  no  hay  valores  propios  menores  que  —  p2. 

(e)  Muestre  que  para  —  /32  <  A  <  0,  puede  existir  un  numero  finito  de  valores  propios 
discretos  A„  de  (9)-(  10).  [ Sugerencia :  Sea  y  =  V/32  +  A.  La  funcion  A  cos(yr)  es 
parte  de  una  funcion  propia  para  x  >  a  si  y  solo  si  y  tan(ya)  =  V— A.  Ademas,  B 


sen(yr)  es  parte  de  una  funcion  propia  para  x  >  a  si  y  solo  si  y  cot(ya)  =  —  V— A.] 


En  consecuencia,  el  espectro  de  una  partfcula  bajo  la  influencia  de  un  potencial  cuadra¬ 
do  puede  tener  un  espectro  discreto  formado  por  un  numero  finito  de  valores  propios  negati¬ 
vos  ademas  de  su  espectro  continuo  [0,  oo). 

C.  Teorema  de  comparacion  de  Picone 

El  objetivo  de  este  proyecto  es  dar  una  demostracion  del  teorema  de  comparacion  de  Picone 
(vease  el  teorema  17  de  la  pagina  723).  Usaremos  la  notacion  de  ese  teorema  y  procederemos 
como  sigue. 

Sean  x,  y  x2  dos  ceros  consecutivos  de  cf>l  y  supongamos  que  </>2  A  0  en  [X|,  x2]. 

(a)  Muestre  que 


(11)  (q2  -  qi)4>i4>7  +  ~  4=5  0 


(b)  Integre  la  ecuacion  (11)  desde  X\  hasta  x2  y  use  integracion  por  partes  para  obtener 


(12) 


(<?2  -  (hWidx  + 


P\W\fdx  - 


’‘■■2p24>'24>l<p\ 

- CLX  + 


<fa 


J 


*1 


Proyectos  de  grupo  para  el  capitulo  1 1 


733 


(c)  De  la  ecuacion  (12),  deduzca  la  identidad  de  Picone 


(13) 


-  qMAdx  +  (pi  -  p2){0[fdx  + 


,,  4>i4>  2 

Jtl 

*  “  *  J 

dx  =  0  . 


(d)  Si  cf> 2(x)  ¥=  0  para  x  en  (x1;  x2),  pero  <t>2(x)  =  0  en  x  =X\  oeni  =  x2,  entonces 
alguna  de  las  integrales  anteriores  debe  considerarse  como  una  integral  impropia. 
Verifique  que  la  identidad  de  Picone  sigue  siendo  valida  en  este  caso.  [ Sugerencia : 
Si  <t>2(x i)  =  0,  entonces  4>2(xi)  ^  0-  Use  este  hecho  y  la  regia  de  L’Hopital  para 
mostrar  que  los  terminos  frontera,  que  surgen  al  usar  la  integracion  por  partes,  si- 
guen  anulandose.] 

(e)  Use  la  identidad  de  Picone  y  la  hipotesis  del  teorema  17,  pagina  723,  para  mostrar 
que  si  qi(x)  ¥=  q2(x )  en  [xl,  x2\,  entonces  4>2  debe  tener  un  cero  en  (x1;  x2). 

(f)  Use  la  identidad  de  Picone  y  la  hipotesis  del  teorema  17,  pagina  723,  para  mostrar 
que  si  qi  (x)  =  q2(x)  en  [xl,  x2],  entonces  cf>l  y  cf>2  son  linealmente  dependientes  en 
[x1;  jc2].  [ Sugerencia :  En  los  intervalos  donde  px  =  p2,  muestre  que  <pi  y  (j>2  satisfa- 
cen  la  misma  ecuacion  y  su  wronskiano  se  anula.  En  los  intervalos  donde p\(x)  ¥= 
p2(x),  muestre  que  <b\  =  0  y  r/j2  =  0-  Combine  esto  para  concluir  que  y  <f>2  son 
linealmente  dependientes.] 


Esto  concluye  la  demostracion  del  teorema  de  comparacion  de  Picone. 


D.  Metodo  de  tiro 

El  metodo  de  tiro  para  aproximar  la  solucion  del  problema  de  segundo  orden  con  valores  en 
la  frontera 

(14)  y"(jt)  -  f{x,y,  y")  ,  a  <  x  <  b  ;  y(a)  ~  a  ,  y{b)  ~  fi  , 
implica  resolver  una  sucesion  de  problemas  con  valores  iniciales  de  la  forma 

(15)  v"(a*)  ,  aSxSfi;  >{a)  =  a  ,  y'{a)  =  t  , 

donde  t  es  un  parametro.  La  idea  es  “disparar”  desde  una  posicion  inicial,  y (a)  =  a,  con  una  ele- 
vacion  “inicial”  y'(a)  =  t,  hacia  el  objetivo  localizado  en  y(b)  =  (3.  (Vease  la  figura  11.8.) 
Si  fallamos  en  el  primer  intento,  ajustamos  la  “elevacion”  t  e  intentamos  de  nuevo. 

El  metodo  de  tiro  genera  una  sucesion  de  valores  tk  que  (esperamos)  converge  a  un  valor 
t  para  el  que  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales  (15)  con  y’(a)  =  t  satisface  y(b)  = 
f3.  Siy(x,  t)  denota  la  solucion  de  (15)  con  y  '(a)  =  t,  entonces  nuestro  problema  consiste  en 
determinar  t  de  modo  que  y(b,  t)  =  (3,  o 

(16)  y{b,  t)~  (3  =  0. 


Figura  11.8  Metodo  de  tiro 
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Podemos  usar  un  metodo  para  hallar  rafces,  como  el  metodo  de  biseccion,  para  generar 
una  sucesion  tk  que  converja  a  la  solucion  de  (16).  Para  comenzar,  necesitamos  dos  estima- 
ciones  f0  y  tk  tal  que  y(b,  t0 )  —  f3,  y(b,  t\)  —  (3  tengan  signos  opuestos  (uno  positivo  y  otro 
negativo).  Luego  elegimos  t2  =  ( t0  +  tx)/2.  Si  y(b,  t2)  —  (3  =  0,  hemos  terminado.  En  caso 
contrario,  y(b,  t2)  —  (3  tendra  el  mismo  signo  o  el  signo  opuesto  a  y{b,  t0)  —  (3  o  a  y{b,  tx )  — 
/3.  Si  y{b,  t2)  —  13  y  y(b,  t0)  —  (3  tienen  signos  opuestos,  entonces  elegimos  f3  =  ( t0  +  t2)/ 2. 
En  caso  contrario  elegimos  f3  =  (tl  +  t2)/ 2.  Continuamos  hasta  que  tn  y  tn  t  esten  lo  bastan- 
te  cerca  (es  decir,  dentro  de  una  tolerancia  establecida  de  antemano);  la  rafz  deseada  de  (16) 
estara  en  algun  punto  entre  ellas.  Observe  que  este  procedimiento  exige  resolver  un  proble- 
ma  con  valores  iniciales  para  cada  tk  (vease  la  seccion  5.6). 

(a)  Use  el  metodo  de  tiro  para  aproximar  la  solucion  del  problema  no  lineal  con  valo¬ 
res  en  la  frontera 

/'W  -  b}(x)  .  1  ^  X  <  3  ;  y{l)  -  2/3  ,  y{ 3)  -  2/5  . 

Compare  su  solucion  aproximada  con  la  solucion  real  y(x)  =  2/(x  +  2). 

(b)  Para  los  problemas  lineales  con  valores  en  la  frontera  de  la  forma 

(17)  y”U)  =  -pUiv'U)  -  q(x)y{x)  +  g{x)  ,  et  ^x^b  s  j(fl)  =  a  ,  y(b)  =  /}  , 


el  metodo  de  tiro  solo  necesita  dos  “tiros”.  Use  el  principio  de  superposicion  para 
mostrar  que  la  solucion  de  (17)  esta  dada  por 

/I  !  \  >  &  i  \ 

y{x)  =  y,^)  + - 7— y2(xj  , 

donde  y,  (x)  es  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

y"{x)  -  -p(xj,y'(.r)  -  q(x)y{x)  +  g{x)  ,  a^x^b  ;  >■(«)  =  a  ,  y'(a)  =  0  . 

y  y2(x)  es  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

y"{ x)  =  ~p{x)y'{ x)  -  i?(x)y(x)  ,  a  <  x  <  b  ;  y{a)  =  0  ,  .y'(a)  =  1  . 


(Suponemos  que  y2 (b)  ¥=  0;  en  caso  contrario,  el  problema  con  valores  en  la  fron¬ 
tera  (17)  no  tiene  una  solucion  unica.) 

(c)  Use  el  resultado  de  la  parte  (b)  para  aproximar  la  solucion  del  problema  lineal  con 
valores  en  la  frontera 


\  1 1  ,/  3  ,  1  /  v  ,  8  In  x 

y  w  =  y  w  +  —yw  +  —  — j- ,  is 

3,V  X ix  X 

y(l)  =  1  ,  y(4)  =  41/3  +  In  4  =»  2.973695413  . 


Compare  su  solucion  aproximada  con  la  solucion  real 

y(x)  =  x1/3  +  In  a-  . 


E.  Metodo  de  diferencias  finitas  para  problemas  con  valores 
en  la  frontera 

Un  metodo  clasico  para  aproximar  numericamente  una  solucion  de  un  problema  con  valores 
en  la  frontera  para  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  segundo  orden  consiste  en  reempla- 
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zar  cada  derivada  en  la  ecuacion  diferencial  por  un  cociente  de  diferencias  que  aproxime  a 
la  derivada.  Para  ilustrar  este  procedimiento,  considere  el  problema  lineal  con  valores  en  la 
frontera 

(18)  >’"(.r)  +  p(x)y'{x)  ■+■  9(jr)yW  =  g(x)  .  a  <  x  <  b  ; 

(19)  y(a)  =  a  ,  y{b )  =  0  . 

donde  p,  q  y  g  son  continuas  en  [a,  b]  y  a.  [3  son  constantes  dadas. 

Primero  dividimos  el  intervalo  [a,  b]  en  N  +  1  subintervalos  con  la  misma  longitud  h. 
Es  decir,  hacemos  h  '■=  ( b  —  a)/ {N  +  1)  y  para  k  =  0,  l, .  .  .  ,  N  +  1,  hacemos 

xk:  =  a  +  kh  . 

Entonces  a  =  x0  <  x1  <  •••  <  xN  <  xN  +  l  =  b. 

Suponiendo  que  existe  una  solucion  y(x)  de  (l)-(2),  nuestro  objetivo  es  aproximar  y(x) 
en  los  puntos  interiores  de  la  malla  xk,  k  =  1 ,  2, .  .  . ,  N.  En  estos  puntos,  sabemos  que 


(20)  y"(xk)  +  p{xk)y'{xk)  +  q{xk)y(x^  -  g{xk)  . 


La  esencia  del  metodo  de  diferencias  finitas  esta  en  hallar  cocientes  de  diferencias  que  se  apro- 
ximen  mucho  a  las  derivadas  y '( xk )  y  y"{xk),  cuando  h  es  pequeno. 

(a)  Suponga  que  y  tiene  una  representacion  en  serie  de  Taylor  de  la  forma 


y  deduzca  la  siguiente  formula  con  diferencias  centradas  para  y  '{xk)\ 
(22)  yt-**)  =  ^•[y(jcJt+ 1)  -  y(*yt-i)]  +  [terminos  que  implican  a  h2,  /;3,  .  .  .  ]  . 


[Sugerencia:  Trabaje  con  las  representaciones  de  Taylor  paray(x^+1)  y  y(xk-\ ).] 

(b)  Use  de  nuevo  (21)  para  deducir  la  siguiente  formula  con  diferencias  centradas  para 


y"{xk)-. 


(c)  Si  wk  es  la  aproximacion  (por  calcular)  de  y(xk),  k  =  1,  2, .  .  .  ,  N  y  w0  =  y(x0)  = 
a ,  =  y(xiv+1)  =  0,  entonces  de  (23)  y  (22)  obtenemos  las  aproximaciones 


Use  las  aproximaciones  con  diferencias  centradas  (24)  y  (25)  en  lugar  de  y  "(xk)  y 
y '( xk )  en  (20)  para  obtener  el  sistema  de  ecuaciones 


(26) 
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k  =  1 ,  2, .  .  .  ,  N.  La  ecuacion  (26)  representa  N  ecuaciones  lineales  con  N  incogni¬ 
tas  w | , .  .  .  ,  wN.  Asf,  al  resolver  (26),  obtendremos  las  aproximaciones  de  y(x)  en 
los  puntos  interiores  de  la  malla xk,  k  =  1 , ,N. 

Use  este  metodo  para  aproximar  la  solucion  del  problema  con  valores  en  la  fron- 
tera 

y"(.r)  -  9v(a-)  =  0  ;  ,y{0)  =  1  .  ><l)  -  <T3  . 

haciendo  h  =  1/4  (N  =  3). 

(d)  Compare  las  aproximaciones  obtenidas  en  la  parte  (c)  con  la  solucion  real  y  = 

e~3x. 

(e)  Sea  E  el  potencial  electrostatico  entre  dos  esferas  metalicas  concentricas  con  radios 
/'i  y  r2  (/'|  <  r2),  donde  el  potencial  de  la  esfera  interior  se  mantiene  constante  en 
100  volts  y  el  potencial  de  la  esfera  exterior  se  mantiene  en  0  volts.  Asf,  el  poten¬ 
cial  E  solo  dependera  de  la  distancia  r  al  centra  de  las  esferas  y  debe  satisfacer  la 
ecuacion  de  Laplace.  Esto  conduce  al  siguiente  problema  con  valores  en  la  frontera 
para  E: 

™  +  -  —  =  0  ;  E{ri)  =  100  ,  E(rz)  =  0  . 
dr  r  dr 

donde  rx  <  r  <  r2. 

Para  rx  =  1  y  r2  =  3,  obtenga  aproximaciones  de  E{ 2)  mediante  diferencias  Ani¬ 
tas,  usando  h  =  1/2  (N  =  3)  y  h  =  1/4  (A  =  7). 

(f)  Compare  sus  aproximaciones  de  la  parte  (e)  con  la  solucion  real  E(r)  =  150 A1  —  50. 


Apendices 


METODO  DE  NEWTON 


Para  resolver  una  ecuacion  g(x)  =  0,  debemos  determinar  el  punto  o  los  puntos  donde  la  gra- 
fica  de  v  =  g(x)  corta  al  eje  x.  Un  procedimiento  para  aproximar  una  solucion  es  el  metodo 
de  Newton. 

Para  motivar  geometric amente  el  metodo  de  Newton,  sea  x  una  rafz  de  g(x)  =  0  y  sea  X\ 
nuestra  estimacion  del  valor  de  x.  Si  g(xj  )  =  0,  hemos  terminado.  Si  g(xy )  i=  0,  entonces  es- 
tamos  alejados  una  cierta  cantidad  que  llamamos  dy  (vease  la  figura  A.l).  Entonces 


y  asf 

(1)  dx  = 


y  =  g(x) 


X 


Figura  A.l  Aproximacion  de  la  rafz  mediante  la  recta  tangente 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


Ahora,  dx  =  X\  ~  x2,  o  x2  =  xt  —  dx,  donde  x2  es  el  punto  donde  la  recta  tangente  a  la  curva 
por  (x1;  g(x1))  corta  al  eje  x  (figura  A.l).  Usamos  la  ecuacion  (1)  y  el  hecho  de  que  dy  = 
g(x\)  para  obtener 

dy  g(x ,) 


lo  que  usamos  como  la  siguiente  aproximacion  a  la  rafz  x. 

Repetimos  este  proceso  con  x2  en  vez  de  xh  y  obtenemos  la  siguiente  aproximacion  x3 
de  la  rafz  x.  En  general,  hallamos  la  siguiente  aproximacion  x„+l  mediante  la  formula 


(2) 


gfo.) 

g'(x„) 


n  =  1,2,... 


El  proceso  se  ilustra  en  la  figura  A. 2. 


y  =  g(x) 


Figura  A.2  Sucesion  de  iteraciones  convergentes  a  la  rafz 


Si  la  estimacion  inicial  x,  esta  suficientemente  cerca  de  una  rafz  Jc,  entonces  la  sucesion 
de  iteraciones  converge  por  lo  general  a  la  rafz  x.  Sin  embargo,  si  elegimos  una  ma¬ 

la  estimacion  de  xl,  entonces  el  proceso  nos  puede  alejar  de  jc. 


Determinar  hasta  cuatro  cifras  decimales  de  una  rafz  para  la  ecuacion 

(3)  jc3  +  2*  -  4  =  0  . 


Hacemos  g(x)  =  x3  +  2x  —  4  y  vemos  que  g'(x)  =  3x2  +  2  es  positivo  para  cada  x.  Por  lo 
tanto,  g  es  creciente  y  tiene  a  lo  mas  un  cero.  Ademas,  como  g(  1 )  =  —  1  y  g( 2)  =  8,  este  ce- 
ro  debe  estar  entre  1  y  2.  Asf,  comenzamos  el  procedimiento  con  la  estimacion  inicial  xt  = 
1.5.  Para  g(x)  =  x3  +  2x  —  4,  la  ecuacion  (2)  se  convierte  en 


(4) 


xi  +  2x„  —  4 


3x-  +  2 


n  =  1,2 . 
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Para  xx  =  1.5,  la  ecuacion  (4)  queda 


jc2  =  1.5  - 


(1.5)3  +  2(1.5)  -  4 
3(1. 5)2  +  2 


2.375 

1.5  -  —  «  1.22857  . 

8.75 


Usamos  x2  para  calcular  x2  y  sucesivamente  encontramos 

x3  =  1.18085  , 
x4  =  1.17951  , 
x3  =  1.17951  , 

donde  hemos  redondeado  los  calculos  a  cinco  cifras  decimales.  Como  las  primeras  cuatro  ci- 
fras  decimales  de  x4  y  x5  coinciden  y  no  conocemos  la  quinta  cifra  decimal  debido  al  redon- 
deo,  suponemos  que  la  rafz  x  de  (3)  coincide  con  1.1795  hasta  cuatro  cifras  decimales.  De 
hecho, 


g(  1. 1795 )  =  -0.00005  ..  .  y  #(1.1796)  =  0.00056  ...  , 
de  modo  que  1.1795  <  x  <  1.1796.  Por  lo  tanto,  x  =  1.1795  ....  ■ 

Observe  que  el  metodo  de  Newton  transforma  el  problema  de  determinar  una  rafz  de  la 
ecuacion  #(x)  =  0  en  el  problema  de  determinar  un  punto  fijo  para  la  funcion  h{x)  =  x  — 
g{x)/g'{ x)\  es  decir,  hallar  un  numero  x  tal  que  x  =  h(x).  (Vease  la  ecuacion  (2).) 

Varios  teoremas  proporcionan  condiciones  que  garantizan  que  la  sucesion  de  iteraciones 
{xnYn=  i  definida  por  (2)  converge  a  un  cero  de  g(x).  Mencionaremos  uno  de  tales  resultados. 


CONVERGENCIA  DEL  METODO  DE  NEWTON 


Teorema  1.  Suponga  que  un  cero  x  de  g(x)  esta  en  el  intervalo  (a,  b)  y  que  en  ese 
intervalo 

g'{x)  >  0  y  g"(x)  >  0  . 

Si  elegimos  xl  de  modo  que  x  <  xl  <  b,  entonces  la  sucesion  de  iteraciones  definida 
por  (2)  decrece  a  x. 


No  daremos  una  demostracion  de  este  teorema;  el  lector  puede  consultar  un  texto  intro- 
ductorio  al  analisis  numerico,  como  Numerical  Analysis,  6a.  edicion,  por  R.  Burden  y  J.  Fai- 
res  (Brooks/Cole  Publishing  Co.,  Pacific  Grove,  California,  1997). 


REGLA  DE  SIMPSON 

Un  procedimiento  util  para  aproximar  el  valor  de  una  integral  definida  es  la  regia  de 
Simpson. 

Dividamos  el  intervalo  [a,  b]  en  2 n  partes  iguales  y  sean  x0,  xh  .  .  .  x2n  los  puntos  de  la 
particion,  es  decir, 


Xk  '■=  a  +  kh. 


k  =  0, 1, . . . ,  2n  , 
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EJEMPLO  1 


SOLUCION 


donde  h  ■=  ( b  —  a)/ (2 n).  Si 

yk:=f(xk)  ,  £  =  0, 1* . . .  4  2n  , 

entonces  la  aproximacion  Is  mediante  la  regia  de  Simpson  al  valor  de  la  integral  definida 
f(x)dx 
esta  dado  por 


(!)  Is  =  3  bo  +  4y i  +  2y2  +  4y3  +  ■■■  +  2 y2n_2  +  4y2n_l  +  y2n\ 

h  n 

=  7  2  (>'2* -2  +  +  .Va*)  ■ 


Si 


rb 


£:= 


f(x)dx  -  Is 


es  el  error  resultante  al  usar  la  regia  de  Simpson  para  aproximar  el  valor  de  la  integral  defini¬ 
da,  entonces 


(2) 


\E\  < 


(b  ~  0 )  ,4 


180 


h  M  , 


donde  M  ~  max|/*-4^(x)|  para  toda  x  en  [a,  b\ 


Usar  la  regia  de  Simpson  con  n  =  4  para  aproximar  el  valor  de  la  integral  definida 

(3)  [  -7 -  ■ 

Jo  1  +  x 

En  este  caso,  h  =  1/8,  xk  =  k/ 8,  k  =  0,  1, .  .  .  ,  8,  y 

64 


y*  ~  (i  +  4)  1  =  — - 


1  + 


64  +  k 


2  ’ 


64 


Por  la  regia  de  Simpson,  tenemos  que 


Ac  — 


(s) 


1  +  4 


+  2 


+  4 


64 


64  +  1 

64 
64  +  16 

64 


+  2l7U)+4'  64 


+  4 


+ 


64  +  4 
64 


64  +  49 /  1 64  +  64 


64  +  25 
64 


+  2 


64  +  9 
64 


64  +  36 
0,7854  . 


Por  lo  tanto,  el  valor  de  la  integral  definida  en  (3)  es  aproximadamente  Is  =  0.7854.  ■ 
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Para  un  analisis  mas  detallado  de  la  regia  de  Simpson,  el  lector  puede  consultar  un  tex- 
to  de  analisis  numerico,  como  Numerical  Analysis,  6a.  edicion,  por  R.  Burden  y  J.  Faires 
(Brooks/Cole  Publishing  Co.,  Pacific  Grove,  California,  1997). 


C  REGLA  DE  CRAMER 

Cuando  un  sistema  de  n  ecuaciones  lineales  con  n  incognitas  tiene  una  unica  solucion,  se 
pueden  usar  los  determinantes  para  obtener  una  formula  para  las  incognitas.  Este  procedimien- 
to  se  llama  regia  de  Cramer.  Cuando  n  es  pequeno,  estas  formulas  proporcionan  un  proce- 
dimiento  sencillo  para  resolver  el  sistema. 

Supongamos  que  para  un  sistema  de  n  ecuaciones  lineales  en  n  incognitas, 


«n*i 

+  al2x2  +  ■ 

P  a  ] 

(1) 

«2Ul 

+  a2TX2  +  ■ 

'  + 

+  an  2x2  +  • 

'  +  am, 

la  matriz  de  coeficientes 

a  11  «12 

aU 

(2) 

A  ;== 

a2i  a22 

‘  ‘  ’  «2 « 

anl  an2 

tiene  un  determinate  distinto  de  cero.  Entonces  la  regia  de  Cramer  da  la  solucion 


(3) 


Xi  = 


det  A,- 
det  A  ’ 


i  —  1,2 , ,n  , 


donde  A,  es  la  matriz  que  se  obtiene  de  A  reemplazando  la  z-esima  columna  de  A  por  el  vec¬ 
tor  columna 


6i 

h 


formado  por  las  constantes  del  lado  derecho  del  sistema  (1). 

E  J  E  M  P  LO  1  Usar  la  regia  de  Cramer  para  resolver  el  sistema 

X]  "P  lx2  -G  “  0  , 

2x[  +  x2  +  ~  9  , 

X\  —  x2  -  2.r3  =  1  . 
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SOLUCION  Primero  calculamos  el  determinante  de  la  matriz  de  coeficientes: 


1  2  -1 


det  2  1  1 

1  -1  2 


Usamos  la  formula  (3)  para  ver  que 


-D  =  12  d£  t  9 


2  -1 

1  1 

-1  -2 


1  0-1 

2  9  1 


1  —2 


a-3  -  ^  det  2  1 

1  -  1 


Para  un  analisis  mas  detallado  de  la  regia  de  Cramer,  el  lector  puede  consultar  un  texto 
introductorio  al  algebra  lineal,  como  Linear  Algebra  and  Its  Applications,  2a.  edicion,  por 
David  C.  Lay  (Addison- Wesley,  Reading,  Mass.,  1997). 


METODO  DE  MINIMOS  CUADRADOS 


El  metodo  de  mmimos  cuadrados  es  un  procedimiento  para  ajustar  una  linea  recta  a  un 
conjunto  de  datos  obtenidos  con  mediciones.  Considere  el  diagrama  de  dispersion  de  la  fi- 
gura  D.l,  que  consta  de  una  grafica  en  el  piano  x,  y  de  algunos  puntos  dato  { (xp  y,);  i  =  1, 
2, ...  ,N}.  Queremos  construir  la  linea  recta  y  =  a  +  fix  que  se  ajusta  mejor  a  estos  puntos 
dato,  en  el  sentido  de  que  la  suma  de  los  cuadrados  de  las  desviaciones  verticales  de  los  pun¬ 
tos  a  la  recta  se  vea  minimizada. 


2 


3 


x 


0 


2 


3 


4 


5 


Figura  D.l  Diagrama  de  dispersion  y  ajuste  lineal  por  mmimos  cuadrados 
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EJEMPLO  1 

SOLUCION 


Si  conocemos  la  ordenada  al  origen  a  y  la  pendiente  (3,  entonces  la  abscisa  de  la  recta 
correspondiente  a  la  ordenada  xt  es  a  +  (3xr  La  abscisa  dato  correspondiente,  y,,  se  desvfa  de 
la  recta  en  [ v,  —  (a  +  /3x,)]  y  la  suma  total  de  los  cuadrados  de  las  desviaciones  es 

A' 

2  [vj  -  (a  +  fix,)  }  . 

La  caracteristica  importante  de  la  funcion  S  es  que  los  sfmbolos  x,  y  y,  son  constantes, 
mientras  que  ay  (3  son  las  variables  (incognitas).  Los  valores  de  a  y  [3  que  minimizan  5  ha- 
cen  que  sus  derivadas  parciales  se  anulen: 

°  ""  fa  =  ,5  2[>’i  “  (a  +  ^K_1)  ■ 

0  =  ||  =  S  2[ y,  -  {a  +  px,)](-Xi)  . 

Desplegamos  estas  condiciones  de  una  forma  que  enfatice  los  papeles  de  a  y  [3\  despues  de 
algo  de  algebra  tenemos 

N  N 

<xN  +  (3  2  X;  =  2  y;  , 

1=1  /= 1 

yv  n  n 

a  2  -V,.-  +  [3  2  Xj  —  2  x^y'j  , 

!  ~  I  t  ~  1  1 

y  obtenemos  las  formulas  para  los  valores  optimos  de  la  ordenada  al  origen  y  de  la  pendiente: 


Determinar  el  ajuste  lineal  por  minimos  cuadrados  para  los  puntos  dato  /J |  ( 1 ,  1),  /J2(2,  1), 
Pt,{3,  2),  ^4(4,  2.5)  y  Ps(5,  3.1),  que  aparecen  en  la  figura  D.l. 


Ordenamos  los  datos  como  en  la  tabla  D.  1  de  la  pagina  A-8  y  obtenemos 


55(9.6)  -  15(34.5)  10.5 


5(55)  -  (15)2 


50 


=  0.21 


=  5(34.5)  -  15(9.6)  =  285  = 

P  5(55)  -  (15)2  50  ' 
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Asf,  y  =  0.21  +  0.57x  es  la  ecuacion  de  la  recta  con  mejor  ajuste,  la  cual  aparece  en  la  fi- 
guraD.l.  ■ 


TABLA  D.1 

i 

A 

y i 

XJi 

Xi 

i 

1 

l 

1 

1 

2 

2 

l 

2 

4 

3 

3 

2 

6 

9 

4 

4 

2.5 

10 

16 

5 

5 

3.1 

15.5 

25 

Sumas 

15 

9.6 

34.5 

55 
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E  PROCEDIMIENTO  DE  RUNGE-KUTTA  PARA  n  ECUACIONES 

La  siguiente  subrutina  y  algoritmo  generalizan  los  programas  dados  en  la  seccion  5.6  (pagi- 
nas  287-288  a  sistemas  de  n  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  de  primer  orden. 


SUBRUTINA  DEL  METODO  CLASICO  DE  RUNGE-KUTTA 
DE  CUARTO  ORDEN  (n  ECUACIONES) 

Proposito  Aproximar  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

. . x„)  ; 

x^q)  =  a,  ,  i  =  1,  2, .  . .  ,  n 
para  t0  <  t  <  c. 

entrada  n,  t(h  ah  .  .  .  ,  an,  c,  N  (numero  de  pasos),  prntr  (=1  para  imprimir  la 
tabla). 

Paso  1  Establezca  el  tamano  de  paso 

h  =  (c  —  t0)/N ,  t  =  t0,  x\  =  ,  ...  ,  xn  =  an 

Paso  2  Para  j  =  1  hasta  N ,  realice  los  pasos  3  a  5 
Paso  3  Haga 

hi  ~  i,  ■  •  ■  ,x„)  , 
i  =  1, . .  . ,  n  ; 

h =  hf{t  +  |,  *i  +  |au . x„  +  ^kX' 

i  =  1 , .  .  . ,  n  ; 

hi  =  hfiy  +  X\  +  -  -  -  »  Xn  +  , 

i  —  1, , , . ,  n  ; 

hi  =  hfi(t  +  A,  JCi  +  hi, . . .  ,x„  +  kXn)  , 
i  =  1 , ,n 

Paso  4  Haga 

t  —  t  +  h  \ 

xi  =  Xj  +  ^(hj  +  2hi  +  2hi  +  &m)  .  »  = 

Paso  5  Si  prntr  =  1,  imprimir  t,X\,x 2, .  .  .  ,  xn 
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ALGORITMO  CLASICO  DE  RUNGE-KUTTA  DE  CUARTO  ORDEN 
CON  TOLERANCIA  (n  ECUACIONES) 


Proposito 

Aproximar  la  solucion  del  problema  con  valores  iniciales 

A  i . x„)  ; 

Xi(t0)  =  at  ,  i  =  1,2, ,  n 

ENTRADA 

en  t  =  c,  con  tolerancia  £. 
ft,  to,  •  .  •  ,  c 

s  (tolerancia) 

M  (luimero  maximo  de  iteraciones) 

Paso  1 

Paso  2 

Haga  Zi  =  an  i  =  1,2,...,  n;  haga  prntr  =  0 

Para  m  =  0  a  M,  realice  los  pasos  3  a  7  (o  para  ahorrar  tiempo, 
comience  con  m  >  0) 

Paso  3 

Paso  4 

Haga  N  =  2m 

Llame  a  la  SUBRUTINA  DEL  METODO  CLASICO  DE  RUNGE- 

Paso  5 

Paso  6 

Paso  7 

Paso  8 

KUTTA  DE  CUARTO  ORDEN  (n  ECUACIONES) 

Imprima  h,  xh  x2, . .  .  ,  x„ 

Si  |  Zi  ~  x\  <  e  para  i  =  1 , ,n,  vaya  al  paso  10 

Haga Zi  =  Xj,  i  =  1, ...  ,n 

Imprima  “x,(c)  es  aproximadamente”;  x,  (para  i  =  1, . . . ,  /;);  “pero 
podria  no  estar  dentro  de  la  tolerancia”;  s 

Paso  9 

Paso  10 

Vaya  al  paso  1 1 

Imprima  “x,(c)  es  aproximadamente”;  x,  (para  i  =  1 ,...,«);  “con  to¬ 
lerancia”;  e 

Paso  1 1 

SALIDA 

DETENERSE 

Aproximaciones  de  la  solucion  al  problema  con  valores  iniciales  en 
t  =  c,  usando  2m  pasos. 

Respuestas  a  algunos 
problemas  impares 


CAPITULO  1 

Ejercicio  1. 1,  pagina  5 

1.  Ecuacion  diferencial  ordinaria,  segundo  orden,  variable 
independiente  t,  variable  dependiente  x,  lineal. 

3.  Ecuacion  diferencial  ordinaria,  primer  orden,  variable 
independiente  x,  variable  dependiente  y,  no  lineal. 

5.  Ecuacion  diferencial  ordinaria,  primer  orden,  variable 
independiente  t,  variable  dependiente  p,  no  lineal. 

7.  Ecuacion  diferencial  ordinaria,  primer  orden,  variable 
independiente  x,  variable  dependiente  y,  no  lineal. 

9.  Ecuacion  diferencial  ordinaria,  segundo  orden,  variable 
independiente  x,  variable  dependiente  y,  lineal. 

11.  Ecuacion  diferencial  parcial,  segundo  orden,  variables 
independientes  t,  r,  variable  dependiente  N. 

13.  dp/dt  =  kp,  donde  k  es  la  constante  de  proporcionalidad. 

15.  dT/dt  =  k(M  —  T),  donde  k  es  la  constante  de  propor¬ 
cionalidad. 

17.  Alison  gana  por  6  V3  -  4  V6  ~  0.594  segundos. 


1.  (d)  Las  soluciones  de  las  partes  (b)  y  (c)  se  vuelven 
infinitas  y  la  recta  y  =  2x  es  una  asfntota  cuando 
x  — >  oo.  Cuando  x  — »  —  oo,  la  solucion  de  la  parte  (b) 
tiende  a  infinite  y  la  recta  y  =  —  2x  es  una  asfntota, 
mientras  que  la  solucion  de  la  parte  (c)  ni  siquiera 
existe  para  x  negativa. 

3.  Todas  las  soluciones  tienen  valor  lfmite  8  cuando  t  — >  +oo. 


v 


Figura  B.3  Soluciones  del  problema  3  que  satisfacen 
v(0)  =  5  ,  u(0)  =  8,  u(0)  =  15 


Ejercicio  1.2,  pagina  14 

3.  Sf.  5.  No.  7.  Si.  9.  No.  11.  Sf. 
13.  Sf.  19.  El  lado  izquierdo  siempre  es  a  3. 

21.  (a)  1/3,  -3.  (b)  1  ±  V6.  23.  Sf.  25.  Sf. 

27.  No.  31.  (a)  No. 
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Solucion  del  problema  1(b) 


y 


•  >  >  >  'I 

wfw\ 

, ' ; '  o 

'  i . 

\  \  \  \  \  \ 

v  \  \  \  t  \ 

WWW 

^  ;  ;  ;  ; 

Figura  B.2 

Solucion  del  problema  1(c) 


5.  (a) 


0 


1 


Figura  B.4  Campo  de  direcciones  para  el  problema  5(a) 


(b)  lfm ,^00p(f)  =  3/2  .  (c)  lfm,_00p(t)  =  3/2. 
(d)  No. 


B-1 


B-2 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


7.  (a) 


15. 


0  I 

Figura  B.5  Campo  de  direcciones  para  el  problema  7(a) 

(b)  2.  (c)  2.  (d)  0.  (e)  No. 

9.  (d)  Crece  y  tiende  de  manera  asintotica  a  la  recta 
y  =  x  —  1. 

(f),  (g)  Vease  la  figura  B.6. 


y 


Figura  B.6  Campo  de  direcciones  y  bosquejo  de  <j>[x)  para  el 
problema  9(f),  (g) 


y 


Solucion  del  problema  1 1 


Figura  B.9  Solucion  del  problema  15 
17.  Tiende  a  3. 
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xn 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

yn 

-1.000 

-1.010 

-1.030 

-1.059 

-1.097 

(redondeado  a  tres  cifras  decimales). 


3.  xn 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

X 

yn 

2.700 

2.511 

2.383 

2.292 

2.225 

(redondeado  a  tres  cifras  decimales). 


Xn 

1.2 

1.4 

1.6 

1.8 

yn 

1.400 

1.960 

2.789 

4.110 

N 

~*(1) 

1 

1 

2 

1.06185 

4 

1.13920 

8 

1.19157 

•*72 

yn 

1.1 

-0.9 

1.2 

-0.81654 

1.3 

-0.74572 

1.4 

-0.68480 

1.5 

-0.63176 

1.6 

-0.58511 

1.7 

-0.54371 

1.8 

-0.50669 

1.9 

-0.47335 

2.0 

-0.44314 

7(2 )  «  73.647° 

11.  1.46635. 


CAPITULO  2 
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1.  SI.  3.  Si.  5.  No. 
7.  y=  (3x  —  x3  +  C)1/3  . 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


B-3 


9.  v  =  Ce2-'-™'  .  11,  2y  +  sen(2y)  -  4  arctan  x  +  C  . 

13.  x  -  c^|  ,  x  =  1  -  15.  v  =  l/(C  -  e““)  . 

17.  >■  =  2e-^  +  1  .  19.  y  =  .V  1  - 

21.  y  =  sen2x  +  2senx  -  23.  y  —  arctan(!  +  x2)  . 

25.  v  =  4e'r’/5  -  1  . 

27.  (a)  y(x)  =  i  ^  ■ 

Jo 

(b)  y(x )  =  +  3  |  e'  c/?j  "  . 

(c)  y(x)  =  tanf  |  V 1  +  sen  tdt  +  tt/4J  . 

(d)  y(0.5)  w  1.381  . 

29.  (d)  df/dy  no  es  continua  en  (0,  0).  33.281  kg. 

35.  (a)  82.2  minutos.  (b)  31.8minutos. 

(c)  Nunca  alcanza  la  temperatura  deseada. 

37.  (a)  $1105.17  .  (b)  27.73  anos. 

(c)  $4427.59  . 

39.  A  gana. 
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I.  Lineal.  3.  Ninguna.  5.  Ambas. 

7.  >•  =  (]/2)eix  +  Ce 1  .  9.  r  =  senfl  +  Ceos  6  . 

II.  y  =  -t  -  2  +  Ce'  .  13.  x  =  /  +  Cy~2  . 

15,  y  =  1  +  C(x2  +  l)-1/2  .  17.  y  —  xe"  -  x  . 

19.  x  —  fl  —  2?-3  .  21.  y  =  jf2cos,v  —  v2cos  x  . 

23.  y{t)  =  (38/3)i>“5'  -  (8/3)e-20'  . 

25.  (b)  >’(3)  =  0.183  . 

27.  (b)  0.9960  .  (c)  0.9486  ,  0.9729  . 

29.  x  =  c4r/2  +  Cely  . 

31.  (a)  y  =  x  -  1  +  Ce~x  .  (b)  y  =  x  -  1  +  leA*  . 

(c)  y  =  x/3  -  1/9  +  Ce~2x  . 

_  tx  -  1  +  2es  ,  0<i<2, 

(d)  1  ~  Ijc/3:  -  1/9  +  (4e6/9  +  »  2  <x  . 


(e) 


I  I  I  I  I  I  I  I  I  I  -X 

1  2  3  4  5 

Figura  B.18  Solucion  del  problema  31(e) 


33.  (a)  y  =  x  es  la  unica  solucion  en  una  vecindad  de  x  =  0. 

(b)  y  =  —  3x  +  Cx1  satisface  y(0)  =  0  para  cualquier  C. 
35.  (a)  0.281  kg/L.  (b)  0.598  kg/L. 


I  2  cos( 77r/l2)  (7r/12)sen(Wl2) 

■*' J  ~  2  4  +  (tt/12)2  4  +  (tt/U)2 

+  (^  + _ a _ 

V  2  4  +  (tt/12)2 

39.  71.8°F  a  mediodfa;  26.9°F  a  las  5  p.m. 
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I.  Lineal  con  y  como  variable  dependiente.  3.  Exacta. 
5.  Exacta  y  ademas  lineal  con  x  como  variable  dependiente. 
7.  Lineal  con  r  como  variable  dependiente. 

9.  y  =  (C  -  3 x)/(x2  -  1)  . 

II.  sen  x  cos  y  +  x1  —  y2  =  C  .  13.  t  In  y  +  t  =  C  . 

15.  r  =  (C  —  efl)sen  d  .  17.  No  es  exacta. 

19.  x2  —  y1  +  arctan  (xy)  =  C  . 

21.  In  x  +  icy2  -  seny  =  i?  .  23.  y  =  -2/{te'  +  2) 

25.  sen  x  —  x  cos  x  =  lny  +  l/y  +  tt  —  l(la  ecuacion  es 

separable  y  no  es  exacta). 

27.  (a)  —In  |  y  \  +/(x)  . 

(b)  cos  x  sen  y  —  y2/2  +  /(x)  donde/solo  depende 
de  x. 

29.  (c)  y  =  x2/(C  -  x)  (d)  SI,  y  =  0  . 

33.  (a)  x  =  cy2  ;  x  =  0  ;  y  3  0  . 

(b)  x2  +  4y2  =  c  .  (c)  2y2ln  y  -  y2  +  2x2  =  c  . 

(d)  2x2  +  y2  =  c  . 
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I.  Separable,  lineal  con  x  como  variable  dependiente,  tiene 
un  factor  integrante  que  solo  depende  de  x. 

3.  Tiene  un  factor  integrante  que  solo  depende  de  y. 

5.  Tiene  un  factor  integrante  que  solo  depende  de  y. 

7.  p  =  x  '2  ;  y2/ 2  -  y/x  +  3x  =  C  y  x  =  0  . 

9.  fi  =  x  ;  x2y2  +  x2y  +  x4  -  C  . 

II.  p  =  y  2  ;  xzy~ 1  +  x  =  C  y  y  =  0. 

13.  ju  =  xy  ;  x2y3  -  2x3y3  =  C  . 

15.  p{z)  =  exp  [SH{z)dzj  ;  1  =  xy  ■ 

17.  (b)  p  =  ey  ;  x  =  y  -  1  +  Ce^y  . 
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I.  y'  =  G(ax  +  by)  .  3.  Coeficientes  lineales. 

5.  Bernoulli.  7.  Homogenea. 

9.  In(y2/x6)  -  y2/x2  =  C  . 

II.  y  =  x/{ln|x|  +  C)  y  y  =  0  . 

13.  Vl  +  x2/t2  =  ln|j  +  C  . 

15.  (x2  -  4y2)3x2  =  C  . 

17.  y  =  (x  +  C)2/4  -  x  y  y  =  -x  . 


B-4 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


19.  y  =  X  4  (6  +  4Ce2i)/(l  +  Ce2*)  y  y  =  x  4  4  . 
21.  y  =  2/(0  -  -v3)  y  y  =  0  . 

23.  y  =  5jc2/U5  +  C)  y  y  =  0  . 

25.  x  2  =  2/2ln|/t  +  Cl2  y  x  =  0  . 

27.  r  =  e2/(c  -  0)  y  r  =  0  . 

29.  (y  +  2)2  +  2(.i  +  1  ){y  +  2)  -  3(x  +  l)2  =  C  . 
31.  (2*  +  2y  -  3)3  =  C(2x  4  y  -  2)2  . 

33.  y  =  4x  +  (3  +  Ce4*)/(  1  -  Ce4*)  . 

35.  Inf  (x  +  3)2  +  3(/  -  l)2] 

+  (2/ Vi)arctan [ (x  +  3)/V3 (f  -  l)]  =  C  . 


37.  y-2 

=  -e2*/!  4  Ce 

^  y  >*  - 

0  . 

39.  6y2 

=  C{0  4  yf  ) 

>’  =  -o  ■ 

41.  U  - 

y  +  2  )2  =  Ce2- 

4  1  . 

45.  (y  - 

4x)2(y  +  xf 

c . 

Problemas  de  repaso. 

pagina  82 

1.  ex  + 

ve  -v  =  C  . 

3.  x2y  —  a3 

4 

y-2  =  C 

5.  y  4  j 

-sen(xy)  =  C 

7.  y  =  (7  In 

kl  +  c) 

9.  (x1  4 

4y2)/*2  -  C 

11.  tan(/  - 

a)  4  t  = 

13.  y  - 

-(x2/2)cos(2x) 

4  (x/4)sen(2x 

4  Cx  . 

15.  v  = 

2x  4  3  -  (x 

- 

C)2/4  . 

17.  y  - 

2/(1  4  Ce20) 

> 

y  -  0  . 

19.  y 2  = 

x1  4  C.r3  y 

A 

=  0  . 

21.  xy  - 

A-2  -  x  4  y2/2 

-  4y  =  C 

23.  y2  +  2xy  -  x2  =  < 

25.  x2y 

~2  -  2xy~1  -  4xy~2  =  C  y 

y 

=  0  . 

27.  [{y 

-  4)2  -  3 (a  - 

1)2]{[V3(, 

3)  +  (y 

29.  r4v' 

/[V3(a  -  3' 
-  3a 3 v2  4  a4 

r 

-  (y-  4)]} 
=  c  .  J 

,/V3  =  c 

31.  v  = 

-a3/2  4  7a/2 

-2aV2a 

II 

H 

-/  -  2  4  3e 

-f 

35.  y 

= 

37.  Inf  (y  -  2)2  4  2(x 

O2] 

4  V2  arctan 

y  -  2 

- 

In  2  . 

i  v  z.  ai  j— 

_ [V2(x~  1) 

39.  y  =  \/(19x4  -  l)/2  . 


CAPITULO  3 

Ejercicio  3.2,  pagina  98 

1.  50  -  45e~2,/2S  kg  ,  5.07  min. 

3.  (0.4) (100  -  /)  -  (39  X  10~8)(100  -  tf  L  ;  19.96 
min. 

5.  0.0097%;  73.24  h 

7.  20  minutos  mas  tarde;  1/e  veces  mas  salado. 

9.  43,236.  13.  5882;  6000. 

15.  1527;  1527. 


Ano 

1  dp 
p  dt 

Logfstica 

(Mmimos  cuadrados) 

1790 

0.0351 

3.06 

1800 

0.0363 

4.23 

1810 

0.0331 

5.86 

1820 

0.0335 

8.08 

1830 

0.0326 

11.12 

1840 

0.0359 

15.22 

1850 

0.0356 

20.72 

1860 

0.0267 

27.99 

1870 

0.0260 

37.42 

1880 

0.0255 

49.37 

1890 

0.0207 

64.06 

1900 

0.0210 

81.49 

1910 

0.0149 

101.29 

1920 

0.0161 

122.72 

1930 

0.0072 

144.71 

1940 

0.0149 

166.09 

1950 

0.0185 

185.82 

1960 

0.0133 

203.16 

1970 

0.0115 

217.76 

1980 

0.0102 

229.61 

1990 

238.96 

2000 

246.15 

(b)  Pi  =  266.657  ,  A  =  0.000123985  . 

(c)  po  =  3.05548  (usando  todos  los  datos,  incluyendo 
1990). 

(d)  Vease  la  tabla  de  la  parte  (a). 

19.  (l/2)ln  15  ~  1.354  anos;  14  millones  de  toneladas  al 
ano. 

21.  1  hora;  2  horas.  23.  11.7%  25.  31,606  anos. 

27.  e~2'  kilogramos  de  Hh,  2e~'  —  2e~2r  kilogramos  de  It  y 
1  —  2e~*  +  e~2f  kilogramos  de  Bu. 
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1.  20.7  min.  3.  22.6  min.  5.  9:08  a.m. 

7.  28.3°C;  32.5°C;  1:16  p.m. 

9.  16.3°C;  19.1°C;  31.7°C;  28.9°C.  11.  30.4  min. 

13.  148. 6°F. 

15.  T  —  M  —  C(T  4  M)exp[2  arctan(r/M)  -  4 M3kt]; 
para  T  cerca  de  M,  M 4  —  T4  ~  4 M3(M  —  T),  de  rnodo 
que  dT/dt  ~  kx(M  —  T ),  donde  kx  —  4 M3k. 
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1.  (0.981)/  +  (0.0981  )e+10'  -  0.0981  m;  97.3  s. 

3.  18.6  s.  5.  4.91/  +  22.55  -  22.55e~2'm;  97.3  s. 

7.  242  s. 

9.  95.65/  +  956.5e~'/10  -  956.5  m;  13.2  s. 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


B-5 


11.  ebv{bv  -  mg)ms  =  eM{bv 0  -  mg)mge^b2x/m  . 

13.  2.69  s.;  101.19  m.  15.  (tu0  -  T/k)e~k'11  +  T/k  . 
17.  300  s. 

19.  2636e~'/20  +  131.8/  -  2636  m;  1.768  s. 

21.  5e-2//2  +  6/  -  5/2;  6  m/s.  23.  Bote  B. 

25.  (e)  11.18  km/s.  (f)  2.38  km/s. 
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1.  /  =  {\.44e~lm  +  cos  120/  +  1.2  sen  120/}/2.44  ; 

El  =  (— 7.2e~100'  -  6  sen  120/  +  7.2  cos  120/)/2.44  . 
3.  -(In  .4)  X  10~10  «  9.2  X  10~“  sec. 

«  VI  =  IR1  =  I2R;  VI  =  L  —  I  = 

dt  dt  2 


VI  =  E, 


dCEr 


d  CEl 


dt  dt  2 
7.  —(10  In  .  1  )/3  =  7.68  sec. 
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h 

“e” 

7.  xn 

y„ 

1 

3 

i.i 

0.10450 

0.1 

2.72055 

1.2 

0.21668 

0.01 

2.71830 

1.3 

0.33382 

0.001 

2.71828 

1.4 

0.45300 

0.0001 

2.71828 

1.5 

0.57135 

Xn 

y„ 

0.2 

0.61784 

0.4 

1.23864 

0.6 

1.73653 

0.8 

1.98111 

1.0 

1.99705 

1.2 

1.88461 

1.4 

1.72447 

1.6 

1.56184 

1.8 

1.41732 

2.0 

1.29779 

11.  </>  (1)  =  jc(1;  2“3)  =  1.25494. 
13.  </>( l)«y(l;2-3)  =  0.71698. 
15.  x  =  1.27  . 


x„ 

y„(h  =  0.2) 

d 

II 

y„(h  =  0.025) 

0.1 

-1 

0.06250 

0.2 

-3 

1 

0.00391 

0.3 

-1 

0.00024 

0.4 

9 

1 

0.00002 

0.5 

-1 

0.00000 

0.6 

-27 

1 

0.00000 

0.7 

-1 

0.00000 

0.8 

81 

1 

0.00000 

0.9 

-1 

0.00000 

1.0 

-243 

1 

0.00000 

Concluimos  que  el  tamano  de  paso  puede  afectar  drasti- 
camente  a  la  convergencia. 


19.  y„ 


r=  1.5 

r=  2 

r=  3 

0.25 

1.58286 

1.53125 

1.39063 

0.5 

2.35144 

2.04960 

1.55347 

0.75 

3.26750 

2.44003 

1.62885 

1.0 

4.25316 

2.68675 

1.66999 

1.25 

5.21675 

2.82920 

1.69406 

1.5 

6.08340 

2.90804 

1.70858 

1.75 

6.81163 

2.95080 

1.71748 

2.0 

7.39215 

2.97377 

1.72298 

2.25 

7.83709 

2.98604 

1.72640 

2.5 

8.16851 

2.99257 

1.72852 

2.75 

8.41036 

2.99605 

1.72985 

3.0 

8.58432 

2.99790 

1.73067 

3.25 

8.70817 

2.99889 

1.73119 

3.5 

8.79571 

2.99941 

1.73151 

3.75 

8.85729 

2.99969 

1.73171 

4.0 

8.90044 

2.99983 

1.73184 

4.25 

8.93062 

2.99991 

1.73192 

4.5 

8.95168 

2.99995 

1.73197 

4.75 

8.96637 

2.99997 

1.73200 

5.0 

8.97660 

2.99999 

1.73202 

La  poblacion  llmite  es  3'^r 


21.  T„ 


Hora 

k  =  0.2 

Tt 

© 

II 

k  =  0.6 

Medianoche 

65.0000 

65.0000 

65.0000 

4  A.M. 

69.1639 

68.5644 

68.1299 

8  A.M. 

71.4836 

72.6669 

73.6678 

Mediodfa 

72.9089 

75.1605 

76.9783 

4  P.M. 

72.0714 

73.5977 

74.7854 

8  P.M. 

69.8095 

69.5425 

69.2832 

Medianoche 

68.3852 

67.0500 

65.9740 
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1.  y„+i  =  y„  +  h  cos(*„  +  yn) 

-  ^-senU„  +  y„)[  1  +  cos(.r„  +  yj]  - 

.  h2 

3.  yn+i  =  y„  +  h(x„  -  yj  +  y(l  -  xn  +  y„ ) 

-  y(l  -  +  y„)  +  ^(l  -  j:,,  +  y„)  . 

5.  Orden  2,  cp[ l)  «  1.3725;  orden  4,  4>(l)  «  1.3679. 
7.  -11.7679,  9.  1.36789.  11.  .t:  =  1.41  . 

13.  x  -  0.50  . 


B-6 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


x„ 

yn 

0.5 

0.21462 

1.0 

0.13890 

1.5 

-0.02668 

2.0 

-0.81879 

2.5 

-1.69491 

3.0 

-2.99510 

19.  u ( 0 )  «  0.24193  con  h  =  0.0625. 
21.  z(l)  «  2.87083  con  h  =  0.03125. 


CAPITULO  4 

Ejercicios  4. 1,  p  agin  a  157 

3.  V5  . 

5.  0  . 

_  /  \  —63  30 

7.  y(t)  = - sen5t - cos5t  . 

541  541 

3 

9.  y(t)  =  — cos2t  +  —  sen2t  . 


Ejercicios  4.2,  pagina 

165 

1. 

c3e  3'  +  c2e  2‘  . 

3. 

c^4'  +  c2te~4'  . 

5. 

Cie(-l-V5>/2  +  C2g(- 

-l+V5>/2 

7. 

C\e,n  +  c2e~4'  . 

9. 

Cie(l+3V5>/2  +  C2g(l 

-3V5)(/2 

11. 

CitT5'/2  +  c2te~5‘l2 

13. 

3e~4'  . 

15. 

e_f  —  2te~'  . 

17. 

(\/3/2)[e(l+v/3)'  - 

19. 

2e5(,+  1)  +  e~(,+  1)  . 

21. 

(a)  ar  +  b  =  0  . 

(b)  ce 

23. 

ce-4'!5  . 

25. 

ce13tl6  . 

27.  Linealmente  independientes.  29.  Linealmente 
dependientes.  31.  Linealmente  dependientes. 

33.  (a)  Cierto.  (b)  Falso. 

35.  (a)  No.  (b)  No.  (c)  Si.  (d)  0.  Porque  estas 
funciones  no  son  una  pareja  de  soluciones  a  una  ecuacion 
homogenea  de  la  forma  que  aparece  en  la  parte  (b),  pro- 
blema  34. 

37.  Como  W[y\,  y2 ]  (?)  =  Ce^b'^a,  donde  C  es  una  constante, 
el  Wronskiano  siempre  es  distinto  de  cero  si  C  =  0  o 
bien  nunca  se  anula  si  C  #  0  (pues  la  exponencial  nunca 
se  anula). 

39.  (a)  Linealmente  independientes.  (b)  Linealmente  depen¬ 
dientes.  (c)  Linealmente  independientes.  (d)  Linealmente 
dependientes. 

41.  cxe'  +  c2e(_1_V^  +  c3e^1+v^)'  . 


43.  cxe  2t  +  c2te  2‘  +  c3e2'  . 

45.  C|e  31  +  c2e ~2'  +  c3e2'  . 

47.  3  +  e*  —  2e~'  . 

49.  (a)  cler,t  +  c2ev  +  c3erit  (donde  r,  =  -4.832, 
ro  =  -1.869,  yr3  =  0.701). 

(b)  cler't  +  c2<Tri'  +  c3er2'  +  c4e^2' 

(donde  rx  =  1.176,  r2  =  1.902). 

(c)  c \e~'  +  c2e‘  +  c3e~2'  +  c4e2'  +  c5e3'  . 


Ejercicios  4.3,  pagina  175 

1.  CjCos3t  +  c2sen3r  . 

3.  cje3fcost  +  c2e3'sent  ■ 

5.  Cje_2'cos  A/2t  +  c2e~2'sen\/2t  . 

7.  Cjg'^cos  (5t/2)  +  c2e'/2sen(5t/2)  . 

9.  C|e'  +  c2e7'  . 

11.  Cie~Sl  +  c2te~5'  . 

13.  C]e~'cos2r  +  c2e~'sen2t  . 

15.  C]e~5,cos4r  +  c2e~5'sen4t  . 

17.  C]e'/2cos  (3\/3t/2)  +  c2e'/2sen(3\/3t/2)  . 

19.  cie'  +  c2e~'cos2t  +  c3e~'sen2t  . 

21.  2e~'cosf  +  3e~'sent  . 

23.  (V^/4)[e(2+V2>  -  e(2-2^>]  . 

25.  e'sent  —  e'cos t  . 

27.  e2'  -  V^e'senV^t  . 

29.  (a)  C\e  ‘  +  c2e' cos  V2t  +  c3e'sen  V2t  . 

(b)  cxe2t  +  c2e  2'cos3f  +  c3e  2,sen3t  . 

(c)  C!Cos2t  +  c2sen2t  +  c3cos3t  +  c4sen3t  . 

31.  (a)  Oscilatorio.  (b)  Tiende  a  cero. 

(c)  Tiende  a  —  (d)  Tiende  a  —  °°. 

(e)  Tiende  a  +°°. 

33.  (a)  y(t)  =  0.3e~3'cos  4t  +  0.2e~3'sen  4/m  . 

(b)  2/ 77  . 

(c)  Decrece  la  frecuencia  de  oscilacion,  introduce  el  fac 
tor  e~3',  haciendo  que  la  solucion  decaiga  a  cero. 

35.  b  >  2  Vlk  . 

37.  (a)  C]  cost  +  c2  sent  +  c3t  cost  +  c4t  sen  t  . 

(b)  (c,  +  c2t)e cos(V/3t)  +  (c3  +  c4t)e  'sen  (V3t) 
41.  cxx  3  +  c2x2  . 

43.  x_4[c]Cos(lnx)  +  c2sen(lnx)]  . 
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1.  No.  3.  Si,  3' =  e'1"3  .  5.  No. 

7.  No,  no  es  una  ecuacion  con  coeficientes  constantes. 

9.  yp  -  -3  . 

11.  e2'  . 


13.  cos3t  . 

15.  xex/ 2  +  3e*/4  . 

17.  4rV  . 


21.  t3e2'/6  . 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 
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23. 


2 

343 


0  . 


25.  e2t  (cos  3/  +  6  sen  3/)  . 

27.  (A3/4  +  A2/3  +  Ap2  +  A0/)cos3/ 

+  (B3/4  +  B2/3  +  +  B0/)sen3/ 

29.  e3'(A6/8  +  As/7  +  A/  +  A,/5  +  A2/4  +  Ap3  +  A0/2)  . 


31.  (A3/4  +  A2t3  +  A^2  +  A0/)c  'cosf 

+  (B3/4  +  B2t 3  +  Bi?2  +  B0i)e^' sen?  . 
33.  (l/5)cos/  +  (2/5)sen t. 
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1.  (a)  5  cos  t. 

(b)  cos/  -  e2t  . 

(c)  4 cos/  +  6e2'  . 

3 .  y  =  —t  +  C\e‘  +  c2e~'  . 

5.  9  =  /  —  1  +  Cie2t  +  c2e~'  . 
7.  y  =  x2ex  +  cxxex  +  c2ex  . 

9.  Si. 

11.  No. 

13.  Si. 

15.  No. 


17.  y  =  11/  —  1  4-  cxel  +  c2e~‘  . 

19.  y  =  (cosx  —  senx)ex/2  +  cxex  +  c2e2x  . 

21.  y  =  (l/2)0e~ssen0  +  (cicost?  +  c2sen0)e~e  . 
23.  y  =  e‘  -  I  . 


25.  z  =  e-*  —  cosx  +  sen*  . 

27.  y  =  — (3/l0)cosx  —  (l/lO)senx  —  (l/20)cos2x 
+  (3/20)sen2x 

29.  y  =  — (l/2)sen0  -  (l/3)e28  +  (3/4)e8  +  (7/12)e~8  . 
31.  yp  =  (Aj/  +  A0)/cos  /  +  (B,/  +  B0)t  sen  t  +  C  •  10'  . 
33.  xp  =  (A cos  /  +  Bsen/)e'  +  C2/2  +  +  C0  . 

35.  yp  =  (Ap  +  A0)cos3/  +  ( Bxt  +  B0)sen3/  +  Ce5'  . 

37.  yp  =  /2  +  3/  -  1  . 


39.  yp  =  (//10  -  4/25  )/e'  -  1/2  . 

41.  (a)  yx  =  —  (2cos2/  +  sen2/)e~'  +  2 
para 0  £  /  £  37t/2  . 

(b)  y2  =  yh  —  (cj  cos  2/  +  c2sen2/)e~f, 
para  /  >  3/7/2  . 

(c)  c,  =  —  2(e3’7/2  +  l)  ,  c2  =  —  (e3lr/2  +  l)  . 
43.  y  =  —cos/  +  (l/2) sen/  —  (l/2)e~3'  +  2e~'  . 


..  2Vcos('7^/2V,) 

45.  (a)  y(/)  = - - 


sen/ 


V2  -  1 


(b)  V  ~  0.73  . 

47.  (a)  2  sen  3/ —  cos  6/  .  (b)  Sin  solucion. 

(c)  csen3/ —  cos  6/  ,  donde  c  es  cualquier  constante. 
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1.  Ci  cos  2/  +  c2sen2/ 

—  (l/4) (cos 2/) In | sec 2/  +  tan2/|  . 

3.  Cie2'  +  c2e~'  +  e3'/4  .  5.  cxel  +  c2te'  +  /e'ln|/|  . 

7.  Cjcos40  +  c2sen40  +  (0/4)sen4 6 
+  (l/16)(cos4$)ln|  cos4f?|  . 

9.  Ci  cos  2/  +  c2sen2/ 

+  [ (cos2/)ln| csc2/ +  cot2/|  —  l]/4  . 

11.  Ci  cos  /  +  c2sen  /  +  ( sen/) In  |  sec  /  +  tan  //  —  2  . 

13.  Ci  cos  2/  +  c2sen  2/  +  (l/24)sec22/  —  1/8 
+  (l/8)(sen2/)ln|sec2/ +  tan2/|  . 

15.  Cicos/  +  c2sen/  —  t2  +  3  +  3/sen/ 

+  3(cos/)ln |  cos/|  . 

17.  CiCos2/  +  c2sen2/  —  e'/5 


—  (l/2)(cos  2/)ln|sec  2/  +  tan2/|  . 


[y{ 2)  »  -1.93]  . 

21.  yp  =  —  t2  —  2/  —  2  (ademas  yp  =  — /2)  . 

23.  yp  =  (1/125  —  /2/l0)e~5'  [ademas  yp  =  —  (/2/l0)c~5']. 
25.  y  =  xlP  +  jc_1/2(ciCosx  +  c2senx)  . 
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1.  Sea  Y(t )  =  y(— /).  Entonces  Y'(t)  =  — y'(— /), 

Y"(t )  =  y"{—t).  Pero  y"{s)  -  sy{s)  —  0,  de  modo  que 
/'(-/)  +ty(-t)  =  0o  Y"(t)  +  tY{t )  =  0. 

3.  La  rigidez  del  resorte  es  (— 6y),  de  modo  que  se  opone  a 
los  desplazamientos  negativos  (y  <  0)  y  apoya  los  des- 
plazamientos  positivos  (y  >  0).  En  un  principio,  y  <  0  y 
y'  <  0,  de  modo  que  la  rigidez  (positiva)  invierte  la 
velocidad  negativa  y  restauray  en  0.  De  ahl  en  adelante, 
y  >  0  y  la  rigidez  negativa  lleva  y  en  +00. 

5.  (a)  y"  —  2y3  =  J^(y4/2).  Asl,  al  hacer  K  =  0  y  elegir  el 

signo  (— )  en  la  ecuacion  (11),  obtenemos 

/  =  -  I  —  '  +c  =  —  +  c,  oy  =  1  /(/  -  c)  . 

J  V2//2  y 

(b)  La  dependencia  lineal  implicana 

yiM  l/(7  “Ci)  t  -  c2 

— —  =  — ; - r  = - =  constante 

y2{t)  1  /(/  -  c2)  t-  ci 

en  una  vecindad  de  0,  lo  que  es  falso  si  cx  A  c2. 

(c)  Siy(/)  =  1  /(/  -  c),  entonces  y(0)  =  — 1/c, 
y'(0)  =  —1/c2  =  — y(0)2,  lo  que  es  falso  para  los 
datos  dados. 

7.  (a)  La  velocidad,  que  siempre  es  perpendicular  al  brazo 
de  la  palanca,  es  l  dd/dt.  Asl,  (brazo  de  la  palanca)  X 
(momenta  perpendicular)  =  imi  dd/dt  =  mYrddjdt. 
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Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


(b)  El  componente  de  la  fuerza  gravitational  perpendicu¬ 
lar  al  brazo  de  la  palanca  es  mg  sen  0  y  se  dirige  en 
forma  decreciente  hacia  0.  Asl,  el  momenta  de  tor¬ 
sion  es  — € mg  sen  8. 

(c)  Momento  de  torsion  =  (momenta  angular)  o 

—  £mg send  =  ( mi20 ')'  =  mi28"  . 

9.  2  o  -2  . 

11.  El  signo  del  coeficiente  de  amortiguamiento  iy')2  —  1 
indica  que  las  velocidades  bajas  son  impulsadas  por  un 
amortiguamiento  negativo  pero  que  las  velocidades  altas 
son  aminoradas.  Por  lo  tanto,  es  de  esperar  un  ciclo 
llmite. 

13.  (a)  Airy.  (b)  Duffing.  (c)  van  der  Pol. 

15.  (a)  St  (r  =  rigidez  positiva). 

(b)  No  (  —  t2  =  rigidez  negativa). 

(c)  Si  (y4  =  rigidez  positiva). 

(d)  No  (y5  =  rigidez  negativa  para  y  <  0). 

(e)  Si  (4  +  2  cos  t  =  rigidez  positiva). 

(f)  Si  (rigidez  positiva  y  amortiguamiento). 

(g)  No  (rigidez  negativa  y  amortiguamiento). 

17.  1/4 V2. 


b  =  8:  y(t)  = 


1 


b  =  10:  y(t) 


1 


5.  k  =  20:  y(t) 
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1.  y(r)  =  — (l/2)cos4f  +  (l/2)sen4f 
=  (V2/2)sen(4f  -  ir/4)  ; 
amplitud  =  \/2/2;  periodo  =  ir/2; 
frecuencia  =  2/tt;  tt/16  segundo. 

3.  b  =  0:  y(t)  =  cos  4f  . 

k  =  25:  y(r) 


y 


b  =  0:  y(r)  =  e  3fcos\/7r  +  (3/\/7)e  3'senV7t  k  =  30:  y(r) 

=  (4/V7)e~3'sen(V7t  +  </>)  >  donde 
<p  =  arctan  \Zl\T>  ~  0.723  .  <f> 


7  b  =  6 


(l  +  4 t)e  4'  . 


i 

4 


Figura  B.21  b  =  8 

(4/3)e^2'  -  (l/3)e~8'  . 


b=  10 


iln4 

Figura  B.22  b=  10 


=  [(1  =  V5)/2>(-5+V5> 

+  [(1  -  V5 )/2]e<-5-vS>  . 

y 

k  =  20 


Figura  B.23  k  =  20 


(1  +  5 t)e^5'  . 


l 

5 


Figura  B.24  k  =  25 

e~5,cos\/5 1  +  \^5e^s,sen  X^5t 
V/6e_5fsen(V/5r  +  4> )  .  donde 
arctan(l/V/5)  ~  0.421  . 


^6  k=  30 


I  -Vfer5' 
-V6  ? 

Figura  B.25  k  =  30 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 
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7.  y(t )  =  (  — 3/4)e~s,cos8t  —  e~8'sen8t 
=  (5/4)e~8,sen(8t  +  </> )  ,  donde 
</>  =  n  +  arctan(3/4)  ~  3.785  ; 
factor  de  amortiguamiento  =  (5/4)e~8'  ; 
cuasiperiodo  =  77-/4;  cuasifrecuencia  =  4/ tt  . 

9.  0.242  m  . 

11.  (10/V9999)  arctan(V9999)  «  0.156  segundos  . 


13.  Extremos  relativos  en 

t  =  [77-/3  +  hit  —  arctan(V/3/2)]/(2V/3) 
para  n  =  0,  1,  2, ...  ;  pero  toca  a  las  curvas  —  \/7/12e 
at  t  =  [71/2  +  nnr  —  arctan(V/3/2)]/(2V/3) 
para  m  =  0, 1,  2, ...  . 

15.  Mida  primero  la  mitad  del  cuasiperiodo  P  como  el 
tiempo  entre  dos  cruces  sucesivos  por  cero.  Luego 
calcule  el  cociente  y(t  +  P)/y{t)  =  e^bl2m',p. 
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1.  M{y)  =  1/V(l  -  4y2)2  +  4y2  . 
M 


Figura  B.26 


3.  y(t)  =  cos3r  +  (l/3)tsen3t  . 

y 


Figura  B.27 


5.  (a)  y(t)  —  —[F0/(k  -  my2)]  cos(Vfc//nf) 

+  [F0/(k  —  my2)]  cos -yt 
=  (F0/[m(co2  —  y2)])(cosyt  —  cos  cot)  . 
(c)  y(t)  =  sen 8/  sent  . 


1 


Figura  B.28 


7. 


9. 

11. 


13. 


y(t)  =  c,^' 
donde  rb  r2 


+  c2eri’  H - , -  , 

y/{k  —  my2)2  +  b2y2 

=  —(b/2m)  ±  (l/2m)\/b2  —  4 mk 


y  tan  6  —  (k  —  my2)  I  [by)  como  en  la  ecuacion  (7). 
yp(t)  =  (0.08)cos2t  +  (0.06)sen2t 
=  (0.l)sen(2t  +  0)  ,  donde 
8  =  arctan(4/3)  ~  0.927  . 
y(t)  =  —  (l8/85)e~2,cos6t  —  (22/255)e~2,sen6 1 
+  (2/ V85) sen (2t  +  8)  ,  donde 


0  =  arctan(9/2)  «  1.352  ; 

frecuencia  de  resonancia  =  2^/2/ n  ciclos/segundo 
yp(t)  =  (3/1 85)(8  sen4t  —  llcos4t)  . 
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1.  Cie~9'  +  c2e' 

3.  cje'^cos (3t/2)  +  c2e'/2sen(3t/2)  . 

5.  Cle3'/2  +  c2e'/3  . 

7.  Cie_t/3cos(t/6)  +  c2c~'/3sen(t/6)  . 

9.  Cle7'/4  +  c2te7'/4  . 

11.  t1/ 2{cj cos  [(\/l9/2) In t]  +  c2sen  [(V/19/2)lnt]}  . 
13.  cicos4r  +  c2sen4t  +  (l/17)te'  —  ( 2/289)e'  . 

15.  cje-2'  +  c2e~'  +  c3e~'/3  . 

17.  Cje'  +  c2e~'/2cos(V43t/2)  +  c3e~f/2sen(V43t/2)  . 
19.  Cle~3f  +  c2e'/2  +  c3ref/2  . 

21.  C!e3'/2cos(\/l9t/2)  +  c2e3'/2sen(\/l9t/2)  -  e'/5 
+?  +  6t/7  +  4/49  . 

23.  ci  cos  40  +  c2sen40 

—  (1/I6)(cos4d)ln|sec40  +  tan4$|  . 

25.  Cle3'/2  +  c2te3tl 2  +  e3'/9  +  e5,/49  . 

27.  cpr  +  c2x~2  —  2x~2  In  x  +  x  In  x 
29.  e~2'cos(V3 r)  . 

31.  2e'cos3t  -  (7/3)e'  sen  3t  —  sen  3t  . 

33.  —  —  3e5'  +  e8'  . 

35.  cos  0  +  2  sen  8  +  0  sen  8  +  (cos  d)  In  |  cos  8 1  . 

37.  (a),  (c),  (e),  y  (f)  tienen  todas  sus  soluciones  acotadas 
cuandot— >  +  00  . 

39.  yp(t)  =  (l/4)sen8f ;  V62/277  . 


CAPITULO  5 
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1.  x  —  c2e~‘  ;  y  =  C\e~2'  +  c2e~'  . 

3.  x  =  Ci  +  c2e~2'  ;  y  =  c2e~2'  . 

5.  x  —  —  5  ;  y  =  1  . 

7.  it  =  ci  -  (l/2)c2e“f  +  (l/2)e'  +  (5/3)?  ; 
v  =  Cj  +  c2e~'  +  (5/3)t  . 
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Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


9.  x  =  C\e '  +  (l/4)cos  t  —  (l/4)sen  t  ; 
y  —  —3cxe'  —  (3/4)cosr  —  (l/4)sent  . 

11.  u  =  C]  cos  2t  +  c2  sen  2 1  + 

~  (3/10)e'  ; 

v  =  Cj  cos  It  +  c2  sen  It  —  (2/5 )c2tes'2' 

-  (2/5)c4e^(  +  (l/5)e'  . 

13.  x  =  2c2e,  cos  2t  —  2c1e>  sen  2 1  ; 

y  =  C|e(  cos  2t  +  c2e 1  sen  2 1  . 

15.  w  =  —(2/3)cle2'  +  c2e1'  +  t  +  1  ; 

z  =  C\e2t  +  c2e7t  —  5t  —  2  . 

17.  x  —  c3  cos  t  +  c2  sen  t  —  4 c3  cos(V6t) 

—  4c4  sen(V6/)  ; 

y  =  C\  cos  t  +  c2  sen  t  +  c3  cos(V6 tj  +  c4  sen(V6f)  . 
19.  x  =  2e3'  -  e2t  ; 

y  =  -2e3'  +  2e2'  . 

21.  x  =  e'  +  e_f  +  cos  /  +  sen  t  ; 

y  —  e'  +  e_f  —  cos  t  —  sen  t  . 

23.  Una  infinidad  de  soluciones  que  satisfacen 

x  +  y  =  e<  +  e~2t  . 

25.  x(t)  =  — c^'  —  2c2e2'  —  c3e3'  , 
y(t)  =  +  c2e2'  +  c3e3'  , 

z(t)  =  2cie'  +  4 c2e2'  +  4 c3e3t  . 

27.  x(t)  =  cV'  +  c2e4'  +  c3  , 

y(0  =  -  c2e4'  +  c3)  , 

z(t)  =  -Cie8'  +  c3  . 

29.  -3  <  A  <  -1  . 


+  20  kg  , 


in  in 

y(t)  =  ~t=er''  -  =er 2'  +  20  kg,  donde 

V7  _  V7 


'4  = 

= 

33.  x  = 


—5  —  V7 
100 

-5  +  V7  _ 
100 

20  -  10V5 


V5 

20  +  10V5 

Vs 


-0.0765  , 

-0.0235  . 

e(-3+V5>/ioo 

e(-3-V5>/100  +  20 


_  (jlpje(-3+V5)tlm  +  ^pje(-3-Vi)tlm 

+  20  . 


35.  90.4°F.  37.  460/11  «41.8°F. 

41.  (a)  ( D  +  4 ){D  -  1)  .  (b)  ( D  +  3 ){D  -  2)  . 

(c)  (2 D  -  1  ){D  +  5)  . 

(d)  (D  +  V2 )(d-  V2)  . 
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1.  x\  =  x2  ,  x2  =  3x[  —  tx2  +  t2  ;  Xi(o)  =  3  , 
x2(0)  =  —6  . 

3.  x\  —  x2  ,  x2  =  x3 ,  x3  =  x4  , 

x4  =  x4  —  lxx  +  cos  t  ;  Xi(0)  =  x2(0)  =  1  , 

x3(0)  =  0  ,  x4(0)  =  2  . 

5.  x\  =  x2  ,  x2  =  x2  —  x3  +  2 1  , 

x3  =  x4  ,  x4  =  X\  —  x3  —  1  ; 

*i(3)  =  5  ,  x2(3)  =  2  ,  jc3(3)  =  1  ,  *4(3)  =  -1  . 

7.  x\  =  x2  ,  x2  =  x3 ,  x3  =  x4  +  t  ,  x4  =  X5  , 

X5  =  (2x4  —  2x3  +  l)/5  ;  Xi(o)  =  x2(0)  =  x3(0)  =  4  , 
x4(0)  =  x5(0)  =  1  . 

9.  tn+i  =  t„  +  h,  n  =  0,  1,  2, ... ; 

%n  +  l,i  1-n,  i  4”  2  \fifan’  %n,  1.  •  •  •  .  ni)  4“ 

fi(t„  +  h,  x„yi  +  hfx(tn,  xn,  l,...,  xnJ, 


x„ 

m  4-  hfm[tn. 

xm  1, .  . 

i  = 

1,2, . . 

,  m 

11.  i 

ti 

y(k ) 

13.  i 

ti 

y{t.) 

1 

0.250 

0.80500 

1 

1.250 

0.25000 

2 

0.500 

0.69302 

2 

1.500 

0.50000 

3 

0.750 

0.63304 

3 

1.750 

0.75000 

4 

1.000 

0.60565 

4 

2.000 

1.00000 

15.  y(l)  ~  x^l,  2-2)  =  1.69023  . 

17.  u(  1;  2-2)  =  w(l;  2-2)  =  0.36789  . 


19.  Parte  (a)  Parte  (b)  Parte  (c) 


i 

ti 

x{ti) 

y(ti) 

x{ti) 

y{ti) 

x{ti) 

y{ti) 

i 

0.5 

1.95247 

2.25065 

1.48118 

2.42311 

0.91390 

2.79704 

2 

1.0 

3.34588 

1.83601 

2.66294 

1.45358 

1.63657 

1.13415 

3 

1.5 

4.53662 

3.36527 

5.19629 

2.40348 

4.49334 

1.07811 

4 

2.0 

2.47788 

4.32906 

3.10706 

4.64923 

5.96115 

5.47788 

5 

2.5 

1.96093 

2.71900 

1.92574 

3.32426 

1.51830 

5.93110 

6 

3.0 

2.86412 

1.96166 

2.34143 

2.05910 

0.95601 

2.18079 

7 

3.5 

4.28449 

2.77457 

3.90106 

2.18977 

2.06006 

0.98131 

8 

4.0 

3.00965 

4.11886 

3.83241 

3.89043 

5.62642 

1.38072 

9 

4.5 

2.18643 

3.14344 

2.32171 

3.79362 

5.10594 

5.10462 

10 

5.0 

2.63187 

2.25824 

2.21926 

2.49307 

1.74187 

5.02491 

Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


B-11 


i 

U 

*i(<i)  =  H{ti) 

1 

0.5 

0.09573 

2 

1.0 

0.37389 

3 

1.5 

0.81045 

4 

2.0 

1.37361 

5 

2.5 

2.03111 

6 

3.0 

2.75497 

7 

3.5 

3.52322 

8 

4.0 

4.31970 

9 

4.5 

5.13307 

10 

5.0 

5.95554 

23.  Si,  si. 

25.  >>(1)  «  jcj(1;  2~3)  =  1.25958  . 

27.  >>(0.1)  «  0.00647, .  .  .,>(2.0)  «  1.60009  . 

29.  (a)  P^IO)  «  0.567,  P2(l0)  »  0.463,  P3(l0)  =  0.463  . 

(b)  Pj(lO)  «  0.463,  P2(lO)  =  0.567,  P3(lO)  =  0.463  . 

(c)  P^IO)  «  0.463,  P2(10)  «  0.463,  P3(lO)  «  0.567  . 

Todas  las  poblaciones  tienden  a  0.5. 


15.  (—2,  1)  es  un  punto  silla  (inestable). 

y 


Figura  B.32 

17.  (0, 0)  es  un  centro  (estable). 
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1.  x  =  >3  ,  >  >  0  . 


Figura  B.29 


3. 

7. 

11. 


(l/V2,  1/V2),  (-1/V2, -I/V2).  5.  (0,0). 

ex  +  ye~y  =  c  .  9.  ex  +  xy  -  >2  =  c  . 

y2  -  x2  =  c  .  13.  (x  -  l)2  +  (y  -  l)2  =  c  . 


19.  (0, 0)  es  un  punto  silla  (inestable). 


X  XX-— — 
\  \  X  x  — 

N  >  >  S'* 

\  \  \  \  X, 

u  ^  ^ 

/ 

—  /  / 
—  x/  /  / 

s  t  t  t  I- 

J  J  J  /  y 

y  \  A  A  y 

/  /  /  X 

—x  \  \  \ 

/  / 

— xx\  \ 

/  s  ^ 

—.—-XX  X 

s'  s'  ^  ^ 

Figura  B.34 
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21.  (0,0)  es  un  centra  (estable). 


27.  (x(r),  y(t))  tiende  a  (0, 0). 


23.  (0,  0)  es  un  centra  (estable);  (1,0)  es  un  punto  silla 
(inestable). 


f/" — 

D 

~  N/  f  ,} 

1  V  2- 

//-— 

J  1  /,/< 

■  t  I  ViW 

^  XlX  \  2j 

\  \  \^' 

• - -  \ 

\ 

r - —  M 

\ 

Figura  B.36 

25.  (a)  Periodica  (b)  No  periodica 
(c)  Punto  cntico  (periodico). 


— \  \ 

/  / 

/ ///-a 
/./  /  /  /- 

]||il| 

////// 

&  t- 

!  1  / 

/  / 

in 

TT 

/  / 
L  ■ 

X 

W A/ / 1 

w// / 
\^^// / 

\  'V'V 

\  X 

A  \ 

Figura  B.38 


29.  (a)  Nodo  inestable.  (b)  Centro  (estable). 

(c)  Nodo  estable  (d)  Espiral  inestable. 

(e)  Silla  (inestable). 

(f)  Espiral  asintoticamente  estable. 

31.  (a)  y'=v,  v'  =  f(y)  . 

dv  f(y)  f  f  ,  . 

(b)  ^  = - implica  \vdv  =  \f(y)dy  +  constante,  o 

v2/2  =  F(y)  +  K  . 

33.  (a)  / 


(b)  295  personas. 

35.  (a)  x'  =  v,  v'  =  —x  +  1  /  ( A  —  x)  . 

dv  —x  +  l/(A  —  x) 

(b)  —  = - implica 

dx  v 


vdv  = 


— x  + 


1 

A  —  x 


dx  +  constante,  o 


v2/2  =  —x2/2  —  In  (A  —  x)  +  constante.  Obtene- 
mos  la  ecuacion  de  la  curva  integral  eligiendo  la 
constante  como  C/2 

(c)  En  un  punto  cntico  v  =  0  y  — jc  +  1/  (A  —  x)  =  0. 


Las  soluciones  de  la  ultima  ecuacion  son 


x  = 


A  ±  VA2  -  4 

2 


,  y  que  solo  son  reales  cuando 


A  >  2. 
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(e)  Veanse  las  figuras  B.40  y  B.41.  Cuando  A  =  3,  un 
punto  crftico  es  un  centro  y  el  otro  es  una  silla.  Para 
A  =  1,  la  barra  es  atralda  por  el  iman.  Para  A  =  3,  la 
barra  puede  oscilar  en  forma  periodica,  o  (rara  vez) 
llegar  al  reposo  en  el  punto  crftico  silla. 


Figura  B.41  A  =  3 


37.  (c)  Para  el  semipiano  superior,  el  centro  esta  en 

v  =  0,  y  =  —  1 ;  para  el  semipiano  inferior,  el  centro 
esta  en  v  =  0,  y  =  1. 

(d)  Todos  los  puntos  del  segmento  u  =  0,  —  1  £  y  1. 


(e)  y  =  —0.5;  vease  la  figura  B.42. 
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1.  mxx"  =  kx(y  —  x)  , 

m2y"  =  ~k\(y  -  x)  -  k2y  ; 

x(0)  =  -1  ,  jc'(0)  =  0  ,  y(0)  =  0  ,  y'(0)  =  0  . 
x(t)  =  — (8/17)cos  t  —  (9/17)cos(V20/3  t)  , 
y(t)  =  — (6/17)cost  +  (6/17)cos(V20/3  tj  . 

3.  mx"  =  —  kx  +  k(y  —  x)  , 
my"  =  —k(y  -  x)  +  k(z  ~  y)  , 
mz"  =  —  k(z  ~  y)  ~  kz  ; 

La  frecuencia  normal,  (l/2ir)\/ (2  +  ( k/m ),  tiene  el 

modox(r)  =  z(t )  =  y(t);  la  frecuencia  normal 

(l/27r)\/ (2  —  \Z2^(kjm)  tiene  el  rnodo 
x(t)  =  z{t)  =  (l/V^]  y{t);  y  la  frecuencia  normal 

(l/27r)V/2^7»t  tiene  el  modo  x{t)  =  — z(t),y{t )  =  0  . 

5.  x(t)  —  —e^‘  —  te —  cos  t  ;  y(t)  =  e~'  +  te~'  —  cos  t  . 
7.  x(t)  =  (2/5)cos  t  +  (4/5)sen  t  —  (2/5)cosV6 1 
+  (v^/S^senA/br  —  sen  2 1  ; 
y (r)  =  (4/5)cos  t  +  (8/5)sen  t  +  (l/5)cos\/6r 
-  (V6/10)  sen  a/6 t  —  (l/2)sen2t  . 

9.  (l/27r)Vg/Z  ;  (l/2ir)V(g//)  +  (2 k/m)  . 
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1.  I{t)  =  (19/V5I )[e(-25-5V^)‘l2  -  eH5  +  5V2T)./2j  _ 

3.  Ip(t)  =  (4/5l)cos20t  —  (l/5l)sen20t  ;  la  frecuencia  de 
resonancia  es  5/tt. 
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5.  M{y)  =  1/V(100  -  4y2)2  +  100y2  . 


M 


Figura  B.43 

7.  L  =  35  H,  R  =  10  Q,  C  =  1/15  F,  y 
E{t)  =  50  cos  lOf  V. 

11.  / j  =  (3/5)<U3'/2  -  (8/5 )e~2'/3  +  1  , 

/2  =  (l/5)e^3'/2  -  (6/5)e~2'/3  +  1  , 

/3  =  (2/5)e-3'/2  -  (2/5 )e~2,l3  . 

13.  (l/2)/(  +  lq2  =  cos  3/  (donde /3  =  q'})  , 

(l/2)/i  +  I2  =  0,/!  =  /2  +  I,  : 

/i(0)  =  7,(0)  =  73(0)  =  0  ; 

/]  =  —  (36/6l)e_f  cosA/3? 

-  (42\/3/6l)  e  1  sen  \/3 1  +  (36/6l)cos  3f 
+  (30/6l)sen  3/  , 

12  =  (45/6l)e~'cos\/3t  —  ^V^/bl^e-' sen\/3t 

—  (45/6l)cos3t  +  (54/6l)sen  3/  , 

/3  =  —  (81/6l)e~f  cosA/3? 

-  (3V3/6l)  e  1  sen  V3 t  +  (81/6l)cos  3 t 

—  (24/6l)sen  3/  . 
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1.  Para  a>  =  3/2:  la  transformacion  de  Poincare  altema 
entre  los  puntos  (0.8,  1.5)  y  (0.8,  —1.5).  Existe  una 
solucion  subarmonica  de  periodo  477.  Para  co  =  3/5: 
la  transformacion  de  Poincare  recorre  en  forma  clclica 
los  puntos  (-1.5625,  0.6),  (-2.1503,  -0.4854), 

(-0.61 14,  0.1854),  (-2.5136, 0.1854),  y 
(—0.9747,  —0.4854).  Existe  una  solucion  subarmonica 
de  periodo  IO77. 

3.  Los  puntos  se  vuelven  no  acotados. 

5.  El  atractor  es  el  punto  (  —  1.0601, 0.2624). 

9.  (a)  {1/7,  2/7, 4/7, 1/7,...}  , 

{3/7,  6/7,  5/7,  3/7, ... }  . 

(b)  {1/15,  2/15, 4/15, 8/15, 1/15, . . .}  , 

{1/5, 2/5, 4/5, 3/5, 1/5, ...}  , 

{l/3, 2/3, 1/3, ... }  , 

{7/15,  14/15,  13/15,  11/15,  7/15, . . .}  . 

(c)  xn  =  0  para  n  —  j. 
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I.  x(t)  =  ~{cj 3)r3  -  (c2/2)r2  -  (c3  +  2 CjV  +  c4  , 
y{i)  =  cF2  +  c2t  +  c3  . 

3.  x(t )  =  c !  cos  3t  +  c2  sen  3r  +  e'/10  , 

y(t)  —  (3/2)(c3  +  c2)cos  3 1  —  (3/2 )(cj  —  c2)sen  3r 
-  (11/20 )e'  -  (l/4)e“f  . 

5.  -v(t)  =  2  sin  t  ,  y(t)  =  e'  —  cos  t  +  sen  t  , 
z{t)  =  e'  +  cos  t  +  sen  t  . 

7.  x(t)  =  -(13.9/4 )e~‘l6  -  (4.9/4)e_'/2  +  4.8  , 
y(t)  =  -(l3.9/2)e_'/6  +  (4.9/2)e~'/2  +  4.8  . 

9.  .t'i  =  x2  ,  x2  =  x2  ,  x3  =  (l/3)(5  +  ebti  —  2x2)  . 

II.  .v)  =  JC2  ,  X2  =  X3  ,  X3  =  t  —  JC5  —  x6  , 

.IC4  =  X5  ,  .t5  =  JC6  ,  Xg  =  x2  —  x2  . 

13.  jc2  —  (y  —  l)2  =  c  ;  el  punto  crftico  (0,  l)  es  un  punto 

silla  (inestable). 

15.  Punto  espiral  asintoticamente  estable. 

17.  Una  trayectoria  es  un  camino  trazado  por  una  pareja 
solucion  (x(r),  y(r))  conforme  t  crece;  asf,  es  una  curva 
dirigida  (orientada).  Una  curva  integral  es  la  grafica  de 
una  solucion  a  la  ecuacion  del  piano  fase;  no  tiene 
direccion.  Todas  las  trayectorias  estan  a  lo  largo  de 
(partes  de)  curvas  integrales.  Una  curva  integral  dada 
puede  ser  el  conjunto  subyacente  de  puntos  para  varias 
trayectorias  distintas. 

19.  Ix+  I2  +  h  =  0  ,  q/C  =  R2I2  , 

R2I2  ~  R  +  L  dl3jdt  ,  donde  q  es  la  carga  en  el  con- 

densador  =  dq/dt ); 

/3  =  e~‘  (A  cos  t  +  B  sen  t)  , 

I2  =  e~'  ( B  cos  t  —  A  sen  t)  , 

1 1  =  e~‘  [  (A  —  B)sen  t  —  (A  +  B) cos  r]  . 
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CAPITULO  6 
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I.  (-oo,  0)  .  3.  (3-tt/2,  5ir/2)  .  5.  (0,  oo)  . 

7.  Lin.  indep.;  48f?7v.  9.  Lin.  dep.;  0. 

II.  Lin.  indep.;  13.  Lin.  indep.;  IZv4. 

IS.  Ctf1'  +  c2erx  +  t’ie~41  .  17.  CjX  +  c2 x1  +  pj*3  . 

19.  (a)  c,ex  +  c2e_vcos  2x  +  c3e  •'  sen  2x  +  x2  . 

(b)  —e*  +  e_Asen2x  +  x1  . 

21.  (a)  c i-t  +  c2xlnx  +  c'3x(lnx)2  +  In  x  . 

(b)  3x  —  x  In  x  +  x(ln  x}7  +  In  x  . 

23.  (a)  2  sen  x  —  x  .  (b)  Ax  —  6  sen  x  . 

29.  (b)  Sean  J:[x)  =  \x  -  1 1  y  f2(x)  -  a  1. 

33.  elr  ,  (senx  —  2cosx)/5  ,  —(2  sen  a-  +  cosx)/5  . 

35.  xym  —  y”  +  xy'  —  y  =  0  . 
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I.  C]  +  c2e2x  +  c3e_4j  .  3.  c\e~x  +  c2e~2'/3  +  c3es^  . 

5,  r  c  :  +  c2c '  Vos  >x  +  Cjf  'sen  5x  . 

7.  c,£  ■ 4  +  cJ3  ^5)^  +  . 

9.  Ciex'  +  c2 xe3x  +  c3 x2e3x  . 

II.  e,e_A'  +  c2xe  1  +  c$x2e~x  +  c4x3e~x  . 

13.  c-|  cos  V2x  +  c.'2xcos\/2x  +  CjsenV^A  +  c4xsenV^x  . 
15.  c,eA  +  c2xex  +  (\c  "  +  (c4  +  c5A)e_Acos  2x 
+  (r6  +  o7.y)t  ‘sen  Zx  . 

17.  c,e~4t  +  c2e3x  +  tc,  +  c4x  +  cjx2)^ 

+  (c6  +  c7x)e  _2vcos x  +  (cj  +  c9x)e'  ll:scn.v  4*  cm 
+  cma  +  cl2x7  +  c \%x3  +  c |4X4  . 

19.  ex  -  2e~2x  -  3e2'  .  21.  e2’  -  V2eAsenVZt  . 

23.  x (l)  —  c i  +  c2t  +  c3e\  y(t)  =  C]  —  t'2  +  c2t  . 

27.  ,••„•  +  £3e0-”*  +  «■  a52nA  +  c4<?""2896'  . 

29.  c](ra5'cos(0.866x)  +  c,e~a5'sen(0.866x) 

+•  c2e  ■°-s-'cos(I.323a)  +  £-4<?~05'sen(l.323x)  . 

31.  (a)  {a,  x~\  x7}  .  (b)  {a,  a2,  x_j,  a-2}  . 

(c)  {x,  x2cos(3  In  x),  x2sen(3  In  x)}  .  ^ 

33.  (b)  x(t)  =  Ci  cos  t  +  c2sen?  +  <•'.<  cos  \-  6 1 

+  c4  sen  V6/  . 

(c)  y(r)  =  2c  i  cos  t  +  2 c2  sen  t  -  (c3/2)  cos  V6, 

-  (c4/2)senV6?  . 

(d)  x (/)  =  (3/5)cos  t  +  (2/5)cosV6i  , 
y(t)  =  (6/5)cos  t  -  (l/5)cosV6 1  . 

35.  Cj  cosh  rx  +  c2  senh  rx  +  e-j  cos  rx  +  c4  sen  rx,  donde 

r 4  =  k/(El)  . 
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1.  ctxex  +  c2  +  t3x  +  c4a2  . 

3.  Cix2^2*  . 

5.  o<?'  +  c2elx  +  c3e~lx  —  (l/6)x<?A  +  (I/6)a2 
+  (5/18)x  +  37/108  . 

7.  c,ex  +  c2e  u  +  Cj xe^2*  -  ( 1  /6)a2c _2,r  . 


9.  C|CJ  +  eyae'  +  fjxV*  +  (1/6)a3c'  . 

11.  D-  .  '  13.  D  +  7  .  15.  {D  -  2)(D  -  1)  . 

17.  [(£>  +  i  f  +  4]3  .  19.  {/)  +•  2)2{(D  +  5)2  +  9]2  . 

21.  c3  cos  2a  +  c4  sen  2x  +  cs  . 

23.  c3 xeix  +  c4a2  +  c;A  +  Cf,  . 

25.  c3  +  c4a  +  c’5  cos  2a  +  cfi  sen  2x  . 

27.  ("nAV  ’cos  A  +  c4xe-,senx  +  c5a“  +  c6x  +  c7  . 

29.  c2x  +  C3X3  +  cbx2e*  . 

31.  —2e3*  +  e-2x  +x2  -  l  .  33.  x2c^lr  -  a2  +  3  . 

39.  x(r)  =  — (l/63)c2'  +  C]  +  c2t  —  c3e3'2'  —  , 

y(r)  =  (8/63 )c3'  +  c,  +  C2t  +  c3cVi'  +  c4<?^4  . 
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I.  (l/6)x2e2v  .  3.  e2Vl6  . 

5.  In  (sec  a)  -  (senx)ln(sec  a  +  tan  a)  . 

7,  Cjx  +  c2x 2  +  r3x3  —  (l/24)x‘  1  . 

9.  _ ( l/2)cr  | e  Xg{x)d.t  +  (l/6)e~J  je-vg(x)rfx 
+  (\/3)e2x  J  e~2lg{x)dx  . 

II.  c ,x  +  c2a_i  +  c3a3  —  xsen  a  —  3  cos  a  +  3x-1  senx  . 
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1.  (a)  (O.ooJ  .  (b)  (—4,  —  l)  ,  (-1,1),  (Loo). 

5.  (a)  c  Pc-  +  c2x)  +  e2xP  +  c4a  +  c5x2) 

+  (cos  x)(cf,  +  c7x)  +  (senx){t'ij  +  c9x)  . 

(b)  C\  +  C2X  +  c^x1  +  c4j c3  +  e*(cs  +  Cf,x) 

-J-  (e~xco$  V3x)(c7  +  a) 

+  (tf-Jcsen  Vix)(c9  +  C10a)  . 

7.  (a)  D3  .  (b)  D2p  -  3}  .  (e)  [d2  +  4]2  . 

(d)  ,[{D  +  2)2  +  9]5. 

(e)  D3(D  +  lf{D2  +  4)(D2  +  9)  . 

9.  t'|X  +  c2a5  +  c3x_l  —  (1/2[)a‘-2  . 


CAPITULO  7 
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1.  s  >  0.  3.  — L-z> 

s 2  s  -  6 


s  >  6. 


5. 

7. 


—  ,  a  >  0  . 

A2  +  4 


A  -  2 


9.  <? 


(a  -  2)2  +  9 
-2J 2  a  + 


j  >  2  . 

,  A  >  0  . 


em+  1 

11.  — -  ,  para  toda  s. 

s1  +  I 


B-16 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


13.^-4+4-S,  s  >  0  . 

s  +  3  s 3  i'2  s 


15.4- 


I  +  i-4 


4  f-  -  If  (s  -  4f  +  1  ' 


17. 

19. 


5  (.5 

6 


-4  + 


(s  -  3)2  +  36  s4  5  -  1 
24  j  -  I 


5  >  4  . 
5  >  3  . 


5  >  5  . 


(s-5)5  (5  —  l)2  +  7 

21.  Continua  (y  por  tanto  continua  por  partes). 
23.  Continua  por  partes. 

25.  Continua  (y  por  tanto  continua  por  partes). 
27.  Ninguna  de  las  dos. 

29.  Todas  las  funciones  excepto  (c),  (e)  y  (h). 
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2  ,  2 


1 


3. 


f*  (5  —  1  )2  +  4 

s  +  1  1 


(s  +  1  )2  +  9  5-6  5 


5  - - - -  h - - - 

(s+1)3  5 2  .t2  +  16 

,  24  24  12  4  I 

S"  5  i"  S'  S 


9. 


4(.r  +  l) 


[<*  +  02  +  4]2  ‘ 

1 


11. 


s2  -  b2 


13.  —  - 

17. 

19. 

21. 


15. 


3s  s 


2s  2(s2  +  4)  4(.t2  +  l)  4(j2  +  9) 

5 _ s 

2(s2  +  9)  2{s2  +  49)  ' 


n  +  m 


+ 


2[j2  +  (n  +  m)2]  2[s2  +  ( m  —  n)2] 

s  -  a 


(s.  -  af  +  b2 


25.  (a) 


29. 


(s2  +  b2f 


(h) 


2s 2  —  fab2 


s2  +  6s  +  10 
35.  (s2  +  1)  . 


(s2  +  b2f 
33.  e~7 s2  . 
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1.  e'f.  3.  e~'cos3t  .  5.  (l/2)^_2,sen 2/  . 

7.  2f?-2,cos  3t  +  4e  ~2,sen3 1  . 

9.  (3/27'cos  2f  -  3e'sen2t  . 

6  1  4 


11. 

15. 

17. 


s  +  5  s  +  2  s —  1 
3  (s  -  1)  +  2 


13. 


1 


(s+  l)2 


+ 


5+1  ’  (s  -  l)2  +  4  * 

__5_  11 _ 4 

6s  10(5-2)  15(s  +  3) 


19. 


17 


s  +  1 


(5  -  3)  (5  +  l)2  +  1  (s  +  l)2  +  1 

21.  (1/3)  4-  e‘  +  (l4/3)<?6'  . 

23.  - e~ 3'  +  2 te~3‘  +  6e~'  . 

25.  8e21  —  e_’cos2 1  +  3e“'sen2 1  . 

27.  -(5/3)fi-'  +  (5/12)f 2;  +  {5/4)e~2'  . 

29.  3s?~2'  +  7^'cos  t  +  ll^'sent  . 

31.  f,(s)  =  F2(s)  =  F3(s)  =  1/s2  , 

ar’O  im-h{t)  =  t. 

33.  e~' jt  -  e^2!jt  .  35.  2(cos  t  —  cos  3 t)/t  . 

C 


39 


donde 


s(s  -  l) 

41.  2e  !  -  4e3'  +  5e~ 


43. 


2(s  -  1)  +  2(3) 
s  +  2  ‘  (5-  l)2  +  22 


+ 
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2(?'cos  2i  +  ^'sen  2 T 

.2 


t1  +  cos  !  -  sen  t  .  7.  cos  t  -  4e5'  +  8e2'  . 

>.  3 te'  -  e~u  .  11.  2  -  {  +  e2~ '  +  le^2  . 

[3.  (7/5)senr  +  ( 1 1  /5)cos  t  +  (3/5 Je2'-"  - 

[5.  - "**  +  5  ~  1 - 

(s2  +  l)(s  -  l)(s  -  2)  ' 

 s5  +  s4  +  6 


+  5j2 


1)  ' 

-6s+l 


f.  n 


2^  53  +  5 2  +  2s 

'  (s2+  l)(s-  1)!  ■ 

-sJ  +  1  +  3 wf  -  e~2s 

s2(s2  +  4) 

25.  2e‘  -  cos  /  -  sen  t  . 

27.  ( t 2  -  4)e  “r  .  29.  (3a  -  b)e'/ 2  +  (b  -  a)e31/ 2  . 

31.  5/2  +  (a  —  5/2)e~fcos  1  +  (a  +  b  —  5/2)c~'senr  . 

35.  t2/ 2. 

37.  cos  t  +  fsen  t  +  c(sen  t  —  t  cos  t),  ( c  arbitraria)  . 

39,  e(t)  =  —a  c<x\jrkjlt  . 

41.  e(t)  -  {-laifVm  -  fi2)f  “^2;sen(V4M:  -  p2t/2l)  . 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


B-17 
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1.  ler'/s3  .  3.  e“2'(4 f2  +  4s  +  2)/s3  . 

5.  (2e_,t  -  e_2i  +  2 e_3j)/j  . 

7.  [(«-*  -  +  l)]Aa  . 

9.  {*■"■’  -  2«ri*  +  e~3s)/s3  .  11.  e'~4«(f  -  2)  . 

13.  -  2)  -  3e_2('“4)«l>  -  4)  . 

15.  e_2(,_S[cos(;  -  3)  -  2 sen  (f  ~  3)]i<(r  -  3)  . 

17.  (7<?6~2'  -  6e3  r)«(f  -  3)  ■ 

19.  10  -  10#(f  -  3tr)[l  +  €  37J^(cos  /  +sen/)] 

+  I0«(/  —  4-w)[l  —  e?  ^  47r'(cos  /  +  sen  /}]  . 


29.  sen  l  +  [  1  -  co$(t  -  3)]u(l  -  3)  . 


33.  e  'cos  t  +  2e“'sen  t 

+  ( 1  /2 ) "  1  —  e2,r~f(cos  !  +  sen  r))u(t  -  2 ir) 

-  (l/2)[  1  —  <?4,r~'(cos  t  +  sen  t)]u{t  -  4i t)  . 

35.  +  c-2'  +  (l/2)|f-3i  -  2<T*^  +  e^'+4}]4r  -  2 ) 

37.  cos  2r  +  (l/3)[  I  —  u(t  —  2-jr)]sen  t 

+  (l/6)[8  +  u(t  -  27r)]sen2f  . 

39.  2e~2'  -  le^' 

+  [1/36  +  (i/6 )(?  -  1)  -  (1  /4)e~*-'] 

+  (2/9)c-3('-|)]«(r-  1) 

-  [19/36  +  (l/6){/  -  5) 

-  (7/4)e^2(,^5)  +  {ll/9)<r*~s)]«(t  -  5) 
e"+ 1  -  1  -  e"+2  +  e2 


45. 


2 

-2r 


para  n  <  i  <  n  +  l  . 

47.  2  4  =  1 


fi  —  I  S"  S  — 

«:  {  _  i  V»  +  1 


49.  E  2 - —  =  —  In  I  1  + 

»  =  i  2  nsln  2  \ 

51.  (a)  Vnfs  .  (b)  105V'V/(l6s9/2)  . 

59.  e '  -  e~‘  +  (l/2)[e'_  1  +  -  2}u{t  -  1) 

-  (l/2)[e'~4  +  e4-'  -  2]n(f  -  4)  . 
61.  4  -  2e~3'/125  +  2 u(t  -  10)[l  - 


63.  La  ecuacion  diferencial  resultante  tiene  coeficientes 
variables,  de  modo  que  el  metodo  de  la  transformada  de 
Laplace  produce  una  ecuacion  diferencial  para  la  trans¬ 
formada. 


.v 


31.  !  +  [4  -  t  +sen(r  -  2)  -  2  cos (t  -  2)}u{t  -  2)  . 


y 


Figura  B.48 


Ejercicio  7.7,  pagina  405 

I.  2 le’  -  er  +  |  -  v)g(v)dv  . 

Jo 

3.  f  g(u)e2i;“2rsen(/  —  v)dv  +  e  2,cos  /  +  3f>_2'sen;  . 

Jo 

5.  1  —  cost  .  7,  2e5f  —  2e~2'  .  9,  (f/2)  sent. 

II.  (2/3  )e~2'  +  (l/3y  .  13.  s“2{s  -  3)”’  . 

15.  r/4  +  (3/8)sen2t  .  17,  cost.  19.  3. 

21.  e~r/2cos(V3f/2)  -  (l/\/3)e~'/2  sen  (V3r/2J  . 

23.  H(s)  -  ( 5 2  +■  9)_l  ;  h{t)  =  (l/3)sen3f  ; 
yjg)  =  2  cos  3/  —  sen  3r  ; 

y(t)  (l/3)  J  (sen3{t  —  vjjg(v)dv  +  2  cos  3t  -  sen  3/  . 


B-18 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


25.  H(s)  =  ( j 2  -  s  -  6)“'  ;  k(t)  =  ( e 3f  -  e~2,)/5  ; 
ft(f)  =  2e3f  ~e-*  ; 

y(f)  =  (1/5)  [  -  e~'&-'t]g(v)dv  +  2e3t-  e'2'  . 

Jo 

27.  //($)  =  (a*2—  2s  +  5)“'  ;  h(t)  =  (l/2>fsen2/  ; 
yt(f)  =  e'scn  2/  ; 

v(f)  —  K 1/2)  |  e^_^fsen2(?  —  vj)g(v)dv  +  e'ssn2 1  . 

Jo 

29.  (l/30)  [  t'_2(j_"'(sen6(r  —  vj\e[v)dv  -  <?~2<cos6 1 
J  0 

+  e^senft/  , 

31.  t2/l. 
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1.1.  3.-1.  S.  e~2.  7.  e  s  ~  e~3,t  . 

9.  e~\  11.  0.  13.  -(ser«)«(r  -  it }  . 

15.  e1  +  e~3'  +  (l/4)j>r_1  -  <?3_J>(/  -  l) 

-  (l/4)(e'~2  -  efl~3,)u(r  -  2)  . 

17.  2{e'-2  -  ^('^2))«(r  -  2)  +  2e'  -  t1  -  2  . 

19.  e~'  -  e^5'  +  {e/4){e'-’  -  e5  5')^  ~  0  ■ 

21.  sen  t  +  (sen  /)«(/  -  2tt)  . 


9.  x  —  4e  21  —  e  '  -  cos  f  ;  y  =  5e  2'  -  e  ’  . 

11.  x  =  (e‘  -  «r')/2  -  0/2)[e'~2  -  <?'('_2J]«(/  -  2)  ; 

y  =  1  -  (e'  +  e~')/2 

-  [l  -  (e'“2  +  e"[:-2'l)f2]u{l  -  2)  . 

13.  x  =  e  —  (l /2)[V~f'~  ^  +  cos  t  —  sen  t)u[t  -  77-)  ; 

y  =  e~!  +  [l  -  (l  fl)e  ct}  +  (l/2)cos  t 

+  f  I  /2)senf](t{f  -  77)  , 

15.  x  =  t2  ;  y  =  t  -  1  . 

17.  x  =  (f  -  2y~2  ;  v  =  f'~2  . 

19.  x  =  —le~'  +  e1  ;  y  —  2e~‘  ;  z  —  —  \3e~l  +  e‘  , 

21.  jc  =  -e-'!1  +  e 

+  [48  -  36e-^6  -  Ue^'^Ut  -  5)  ; 
y  =  2 e~'l2  +  2e  ^ 

+  [48  -  72e"'(!'5)/(’  +  24e"Jf  ' 5^2]u(/  -  5)  . 

23.  2/ 1  +  (0.1)/',  +  (0.2)/;  =  6  ,  (0.1)/',  ~  /,  =  0  , 

/|  =  /,  +  h  ;  /i(0)  -  /,( 0)  =  /,(0)  =  0  ; 

/)  -  -e~m  -  2(7 _s'  +  3  , 
h  =  -2e“zo'  +  2e ‘  51  , 

/,  =  e  ~20'  -  4e  ~5r  +  3  . 
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23.  sen/  +  (seni)ji(f  —  tt)  +  (sen  t)u(l  -  2ir) 


25.  (l/2)e  21  sen  2/ .  27.  (l/2)e' sen  2/ . 

29.  La  masa  permanece  detenida  en  x{t )  =0,  t>  tt/2  . 

35.  ^[3Ajc2  -  x2  +  (jc  -  A)3w(x  -  A)]  . 
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C  _  A  .  1  _  5  s2  -  36 

“  j  -  2  s4  s3  s2  +  25  '  ‘  (.7 2  +  36)2  ' 


9.  2e~41 

$  s  s 

11. 

,-3f 

13. 

2ef  +  2e  2'cos  3 1  + 

(?_2'sen3/  . 

15. 

e-2' 

-he’-  2te  ' 

17. 

[2c1 

‘2  +  2e4  '2,1  u{t  -  2)  . 

19. 

e2'- 

e5‘  . 

21. 

-(3/2)  +  t  +  t2/ 2 

+  (3/2)e  'cos  /  — 

(l/2)e“'sen/  . 

23. 

(2/V7)f7_3'/2sen(\'/7//2) 

+  |(l/4)  -  (3/(4\/7))e^('^iy2scn(V7(f  - 

)/2) 

-  (!/4)e_3(,_l)/2cos(V7(/  - 

l)/2) }«(/  - 

1)  ■ 

25. 

c\l  +  te  21  +  e  21 

-  n . 

27. 

(9/l0)e  3'  +  (l/l 0)cos  /  —  (3/l0)sen/  . 

29. 

-  5x  +  hi  ■'  ; 

,3(  -  e2r . 

31. 

x  — 

!-(»'  +  e~')/2 

-  [1  -  {e'~2  +  e-{'-2))j2)u{t  -  2)  , 
v  =  O'  -  e  ‘)/2  -  {l/2)[er  2  -  e^'^2,]«(/  -  2)  . 


1.  ,v  =  e'  ;  y  =  e'  .  3.  z  =  e'  ;  w  =  0  . 

5.  x  —  (7/4)e'  4*  [l /4)e^'  —  (3/2)cos  f  ; 
y  =  (7/4)e'  -  (7/4 )e~'  +  (l/2)sen t  . 

7.  x  =  -( 150/17 )eSlfi  COS  (VT5//2) 

-  (334VT5/85)eSi/2sen(VT5f/2)  -  (3/ 1 7>-  ; 

v  =  (46/17)e‘',A'cps  (vTif/2) 

-  (l46Vl5/85)es'/2sen(VT5//2)  +  (22/17)e-31  . 


CAPITULO  8 
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1.  1  +  X  +  X2  +  .  3.  x  +  X2  +  (1/2 )x3  +  •••  . 

5.  1  -  ( 1  /6 )f 3  +  (l/l SO)/6  +  . 

7.  (l/6)fl3  -  (1/1 20)6»5  +  (1/5040)0 7  +  ■■■  . 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


B-19 


9.  (a)  pM  =  (x  -  l)  -  ~(x  -  l)2  +  |(x  -  l)3  . 

(b)  [53(1.5)1  «  |/(%){l-5  -  1  )4/4! |  <6(0.5)4/4! 

(c)  (b(l.5)  -  p3(l.5)|  =  0.011202.  .  .  . 

(d)  y 


Figura  B.51 


13.  r  +  (1/2 )7  -  (i/6)/3  +  . 

15.  1  -  7/6  . 
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1.  [-1,3).  3.  (-4,0) 


5.  1,3 


9.  I 


n  +  1 


+  2~ 


11.  X  3"  +  (l /3)x3  4 

13.  1  lx  I  (5/2)7  +  ■  ■  ■  . 

15.  (c)  1  -  (l/2)j  +  (l/4)x2  -  (1/24)7  + 

OG  -CO 

19.  2  a„nx“~l  . 


(-1 )" 


17.  2  (-l)W'-1 

ti  —  \ 

cc 

21.  ln(jc  +1)=2  . 

/fI)  «  +  1 

OG 

23.  2{it+  1K+|7  . 


(~f +l(x-  tt)2 
(2b)1 


25.  2  ak  \  7  .  29.  2 

Jt=  1  n  =0 

oc 

31.  1  +  2  2x "  . 

n  =  I 

33.  67  -  l)  +  3(jc  -  l)2  +  (x  ~  l)3  . 

CO 

35.  (a)  2  i-lfix  -  1)"  . 

rt=  0 

OO  / _  t  V*  _  1 

(b)  2  (x  -  1)"  - 
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I.  -I  .  3.  ±  V2  .  5.  -1,  2  . 

7.  x  =  hit  ,  n  entero . 

9,  6  <  0  y  0  —  fin  ,  n  —  1,  2,  3,  .  . .  . 

II.  v  =  £To(  1  -  2x  +  (3/2)x2  -  7/3  +  ■•* ) 


13.  <20(l  +  7/12  +  )  +  ajfe  +  x5/ 20  +  ••• )  • 

15.  fl0(l  —  7/2  —  7/6  +  -■■ ) 

+  a  |  (jt  +  7/2  -  7/6  +  -  •  - )  . 

17.  ofl(l  -  7/2  +  •••)  +  «|(x  -  7/6  +  ■--)  . 

ce 

19.  a0  2  ~x2n  . 

n  =0  «! 


21.  a0(  1  —  27  +  7/3) 


+  a. 


2 

k=  I 


(  3)(  1) ■ 


(2k  -  5) 


(2*  +  1)! 


23.  a3J.  +  2  =  0  ,  k  —  0,  1,  .  .  . 


«of  1  +  2 


[I.4.7...  (3*  -  2)]2 


+  ai  1  x  +  2 

fr-  I 


(37! 

[2  •  5  •  8  ■■■  (3k  —  l)]2 


(3  k  +  1)! 

25.  2  +  7  -  (5/12)7  +  (11/72)7  +  •■•  . 
27.  x  +  (1/6)7  -  (l/l  2)x4  +  (7/120)7  + 


29.  1  -  2x  +  x2  -  (1/6)7  . 

31.  1  +  2x  -  (3/4)7  -  (5/6)7  . 

35.  10  -  257  +  (250/3)7  -  (775/4)7  +  , 
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I.  2.  3.  V3.  5.  77/2. 

7.  au[  I  -  (x  -  l)2  +  0/2)0  -  l)4 
-  (1/6)0  -  l)6  +■■■]. 

9.  «„[  1  +  lx  -  l)2  +  ■••] 

+  at[(x  -  !)  +  (l/'3)(x  “  l)1  +  • 

II.  a0[l  -  (l/8)(x  -  2 f  +  (l/32)(x  -  2)3  +  ] 

+  <*,[(*-  2)  +  (l/8)(x  -  2)2 

-  (7/96){x -2)3 +•••]  . 

13.  1  -  ( 1/2)7  +  (1/6)7  -  (31/720)7  +  . 

15.  1  +  jt  +  (1/24)7  +  ( 1/60)7  +  ■■■  . 

17.  1  -  (l/6)(x  -  +  (1/120)7  -  75 

+  (1/180)7  -  rrf  + 

19.  -1  +  x  +  7  +  11/2)7  +  -•  , 

21.  «0[  1  +  (1/2)7  +  (1/8)7  +  (l/48)x6  +  ] 

+  [{1/2)7  +  (1/12)7  +  (11/720)7  +■•■]. 
23.  b0[i  -  (l/2)x2  +  •••  ]  +  0||x  —  (l./3)x3  +  ■■■  ] 

‘  +  !U/2;.r  +  ( 1/3)7  +  | 

25.  Oq[  1  -  ( 1/2)7  +  •••  ]  +  «rj [ jk  +  ■  ■  ■  ] 

+  [{1/2)7-  (1/6)7  +  ■■-]. 

27.  fl0[l  -  (1/2)7  -  (1/6)7+  , 

+  «,[x  +  (1/2)7  +  ]  +  [(1/6)7  +  ■■■  ]  . 


29.  (a)  a0 


1+2 

k  =  l 


■1) 


+  a  1 


x  + 


n(n  -  2)(n  —  4)  (n  —  2k  +  2 )(n  +  l)(re  +  3)  («  +  2k  —  l)  , 

(2k)\ 

(n  -  l)(n  —  3)  ■  (n  —  2k  +  l)(n  +  2 )(n  +  4)  ■■■  (n  +  2k) 


2(-i  y 


i  =  i  '  •  (2k  +  1)! 

(c)  P0{x)  =  1  ,  P,U)  =  x  ,  P2{x)  =  (!/2)(3x2  -  1)  . 

31.  (a)  1  -  (1/2)7  +  Oj/6 )7  +  [(1  -  7)/24]7  +  ■■■  . 


(b)  Sf. 


B-20 
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I.  C]Jr~2  +  c2x  ^  .  3.  C\X  cos(4  In  x)  +  c2x  sen(4  In  x)  . 

5.  c,.«JCos(2  In  x)  +  c2x3sen(2  In  x)  . 

7,  c\,x  +  c2x~'cos(3  lnx)  +  t'3x~'sen(3  In  x)  . 

9.  c- *  +  cix^^cos^VT 9/2)  lnxl 
+  C3X~  '/2scn[(Vl9/2)  lnx]  . 

II.  C|(x  -  3)-2  +  C2{x  -  3)1/2  . 

13.  c,x  +  c2x2  +  (4/1 5 jx-1^2  .  IS.  2 14  +  r3  . 

17.  (31/17).*+  (3/17}x~2cos(5  In  x) 

—  (76/85 )x~2scn(5  lnx)  . 
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I.  ±  1  son  regulares.  3.  ±  i  son  regulares. 

5.  1  es  regular,  —  1  es  irregular. 

7.  2  es  regular,  —  1  es  irregular. 

9.  —4  es  regular  y  2  es  irregular. 

II.  r2  —  3r  -  10  =  0  ;  r,  =  5  ,  r2  =  ~2  . 

13.  r 2  -  5r/9  -4/3  =  0;  r,  =  (5  +  V457)/18  , 
r2  =  (5  -  V457)/IS  . 

15.  r2  —1=0;  r,  =  1  ,  ft  =  - 1  . 

17.  r2  +  r  -  12  =  0  ;  rt  =  3  ,  r2  =  -4  . 

19.  a0[x2/3  -  (l/2)x5/3  +  (5/28)xs/3  -  (l/2lV,ijft  +  -  ] 

21.  au[l  -  (l/4}x2  +  (l/64)x4  -  (l/2304)x6  +  •••  ]  . 

23.  au[x  -  (1/3 )x2  +  (l/12)x3  -  (l/60)x4  +  ■■■  ]  . 


25.  a0  2 


(_l)V  +  (3/2) 


27,  a0  2 


'  2"_1{n  +  2)1  ‘  «  =  o  22,J(rt  +  l)!n! 

OC  n 

29.  a0x2  .  31.  aQ  2  ^  =  ao*’"  1  a0  <  0 


33.  a0 


c1/3  +  2 


”ji=d  nl 

~>n~1{3n  +  4)x,,+(l^r 


3”n! 


a0  <  0  . 


35.  a0[x5/6  -  (l/l  I)*11/6  +  (1/374U17/6 
-  ( 1/25, 806  )x23/6  +  •■■  ]  . 

37.  a0[-r4/3  +  (1/17 )x7/3  +  (1/782).*10/3 
+  (l/68,034)x13/3  +  ■■■  ]  . 


LXJ 

39.  El  desarrollo  diverge  para 


x  #  0. 


n= 0 


41.  La  ecuacion  transformada  es 

zSy/dz1  +  3  dy/dz  —  y  =  0.  Ademas,  zp(z)  =  3 
y  z2q(z)  =  —  z  son  analfticas  en  z  —  0;  por  lo  tanto,  z  =  0 
es  un  punto  singular  regular. 
yi(x)  =  «o[l  +  (l/3)x_1  +  (l/24)x~2 
+  (1/360 )x~3  1  •  ■  ■  ]  . 


45.  a0[x~3  -  (l/2)x~  1  -  (l/8)x  -  (l/l44)x3  +  ■■■  ] 
+  a3[l  +  (l/l0)x2  +  (l/280)x4 
+  (l/l5,120)x6  +•■•]. 
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I.  C|y,  (x)  +  CTy2(x)  ,  donde 

y,(.v)  =  x2/3  -  (1/2).*5/3  +  (5/28)x8/3  +  ■  ■•  y 
y2(x)  =  x1/3  -  (l/2)x4/3  +  (l/5)x7/3  +  ■■•  . 

3.  C|V'i(x)  +  CxVrlx)  ,  donde 

y  ,’(.*)  =  1  -  (l/4)x2  +  (l/64)x4  +  ■■■  y 
>’2W  =  y,(.*)lnx  +  (l/4)jr  -  (3/l28)x4 
+  (11  /13,S24)xr6  +  ■ 

5.  q[x  -  (l/3)x2  +  (l/12)x3  +  ■■■  ]  +  cjfzx- 1  -  l]  . 

7.  fiV|U'.!  +  Cjyj(x)  ,  donde 

v,(x)  =  x3/2  -  (l/6)x5/2  +  (l/48)x7/2  +  •••  y 

>’zW  =  x-'fl  -  (l/2>'/2  - 

9.  C|iV|  +  c2iv2  ,  donde 

w  \  (x)  =  x2  +  (l/8)x4  +  (1/192)*6  +  ■■■  y 
w2(jt)  =  w,(x)ln  x  +  2  -  (3/32)x4  -  (7/1 152)x6  +  •-•  . 

II.  cLV|(x)  +  cjVjM  ,  donde  y,(x}  =  x2  y 

y2(x)  =  x2  In  x  -  1  +  2x  -  (l/3)x3  +  (l/24)x4  +  •**  » 

13.  C,y,(x)  +  czv2(x)  ,  donde 

y,(x)  =  1  +x  +  (l/2)x2  +  -  y 

_y2{x)  =  ji(x)ln  x  -  [x  +  (3/4)xS  +  (l  1  /36)x3  +  -***  ]  , 

15.  fiyi(x)  +  c^iiM  ,  donde 

y,(x)  =  x1/3  +  (7/6)x4/3  +  (5/9  )x*  +  •■•  y 
y2(x)  =  1  +  2x  +  (6/5 )x2  +  ■  ■  ■  ;  todas  las  soluciones 
cstan  acotadas  core*  del  origcn, 

17.  cLVi(x)  +  fiVj(x)  +  c3.y3(x)  ,  donde 

y,(x)  =  x5/6  -  (1/1  l)xn/6  +  (l/374)x17/6  +  •••  , 
y2(x)  =  1  -  x  +  (1/I4)x2  +  ■■■  ,  y 
y3(x)  =  y2(x)lnx  +  7x  -  (l  17/196 )x2 

+  (4997/298 116)x3  +  ■•■  . 

19.  cjy^x)  +  C2)’2(x)  +  c3y3(x)  ,  donde 

>■,(.*)  =  x4/3  +  (1/17).*7/3  +  {l/782)x10/3  +  •-  , 
y2(x)  =  I  -  (l/3)x  —  (l/30)x2  +  y 

y3(x)  =  x-'!2  -  (l/5)x'/2  -  (1/I0)x3/2  +  . 

21.  (b)  Civ i(f)  +  C2y2(r)  ,  donde 

=  1  -  0/6)M2  +  (l/l  20)  I  a/)4  +  ■■■  , 

yi(r)  =  f  1  [  1  -  (i/2)M2  +  (1/24) (a/)4  +■•■]. 

(c)  C]yi(x)  +  c^x)  ,  donde 

yi{x)  =  1  -  (l/6)(a/x)2  +  (l/l20)(ct/x)4  +  , 

yl(x)  =  x[  1  -  (l/2)(a/x)2  +  (l/24)(a/x)4  +  •••  ]  . 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 
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23,  ciy^x)  +  ,  donde 

V|(x)  ~  ]  +  2x  +  2x 2  y 
>'2 (x)  =  —  ( 1  / 6)jt — 1  -  (l/24)jT2  -  (l/l20>x  3  + 
25.  Para  n  =  0, 

Ci  +  :Cj[lnx  +  x  +  ( 1  /4 )  jc  2  +  (l/lS.U3  +  ■■■  ] 
y  para  n  —  1 , 

C](l  —  x)  +  c2[(l  -  x)lnx  +  3x  -  ( 1  /4)jc2 

-  (l/36)x3  +  ■■■]. 
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1.  +  c2xi/2f||,|;|;x)  . 

3.  c,FMf  1;  xj  +  c2x  '(2F^|,  x)  ■ 

5.  F(  1,1:2^)-  !"(.-*)■ 

7.  f(  j.  l;|;jr5j  -  S  (l/2)„jr="/(3/2),, 

=  2  xln/(2n  +  1) 

H  0 


9.  (l  -  x)_1  ,  (l  -  x)  1  lnx  . 

13.  C1/1/2W  +  <•>?  ■;}(*:)  .  15.  (  :i|(x)  +  C2Yl{x)  . 

17.  CjJ|^(x)  +  c-J  x/2U?  . 

19.  J^xjlnx  -  x~l  +  (3/64).r*  -  (7/2304)x4  +  *■*  . 

21.  x3/2y3/2(x)  . 

/  I  V!  +  1 

27.  70(x)lnx  +  2  — — — — 

„-i  2z,l(f?!)2 

29.  1 ,  x,  (3x2  -  1  )/2  , 

(5x3  -  3x)/2  ,  (35x4  -  30x2  +  3)/8  . 

37.  1,  2x,  4x2  -  2  ,  8x3  -  12x  . 

39.  1,  1  -  x  ,  (2  -  4x  +  x2)/2  , 

(6  —  18x  +  9x2  —  x3)/6  . 

41.  (b)  z  =  C]  cos  x  +  c2  sen  x  ,  de  modo  que  para  x 
grande, 

y(x)  «  C\X~XI2  cosx  +  c2x~’/2senx  . 

Problemas  de  repaso,  pagina  497 

1.  (a)  1  -  x  +  {3/2 )x2  -  (5/3  )x3  +  ■■■  . 

(b)  —  I  +  x  -  (l/6)x3  +  (l/6)x4  +  ■■■  . 

3.  (a)  £30 [  1  +  x2  +  •••  ]  +  a j[x  +  (l/3)x'’  +  ••*]  , 
(b)  «„[1  +  (l/2)x2- (l/6)x3  +  •■•] 

+  u^x  -  (l/2)x2  +  (]/2)x3  +  ■■■  ]  . 

5.  a0[  I  +  (l/2)(x  -  2f  -  (l/24)(x  -  2)4  +  ■■■  ] 

+  13  |  (x  —  2)  . 


1  1 

1  +  -  +  +  - 
2  n 


7.  (a)  a„[x*  +  x4  +  (l/4)x5  +  (l/36)x6  +  ]  , 

(b)  a()[x  -  (l/4)x2  +  (l/20)x3  -  (l/120)x4  +■■■]. 
9.  (a)  c--,  y,  (x)  +  C2.v2(x)  ,  donde 

jb’M  =  *  +~x2  +  0/2)-*3  +  •••  =  «*  y 

y2(x)  =  ,V|  (x)ln  X  -  X2  -  (3/4 )x3  -  ( 1  l/36)x4  +  ■  ■  ■  . 

(b)  cLVi(x)  +  c 2V2 (x)  ,  donde 

jl  (x)  =  1  +  2x  +  x2  +  •  -  •  y 

y2(x)  =  v  1  (jr)ln  x  -  [4x  +  3x2  +  (22/27)x3  +  ■  ■  ■  ]  . 

(c)  c,Vi(x)  +  C2Y?{x)  ,  donde 

y,(x)  =  1  -  (f/6)x  +  (l/96)x2  +  ■■■  y 
y2(x)  =  V|(x)lnx  -  8x-2  —  4x_l  +  (29/36)  +  ■■■  , 

(d)  c;_V;(x(  +  cvv^W  >  donde 

y,(x)  =  x2  -  (l/4)x3  +  (l/40)x4  +  ■■■  y 
y2(x)  =  x_l  +  (l/2)  +  (l/4)x  +  . 


CAPITULO  9 
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X 

* 

7  2 

X 

,vj 

3  -2 

y 

X 

1 

1  i 

l 

y 

= 

-1  0 

2 

z 

0  4 

0 

X 

f 

sen/ 

e‘ 

ym 

cos  / 

+  £r3 

V 

t 

0 

1 

v 

—  k/m 

—  b/m 

*i 

0  1 

X\ 

*2 

t  0 

X2_ 

’ 

X\ 

' 

0 

1 

0 

0 

Xi 

x2 

-3 

0 

-2 

0 

*2 

*3 

0 

0 

0 

1 

X3 

X4 

2 

0 

0 

0 

x4 

*1  = 

x  , 

*2  = 

x: 

y  , 

x4  = 

/  ■ 

X\ 

0 

\ 

0 

0 

0 

Xl 

Xj 

cos  / 

3 

- / 2 

0 

0 

X2 

— 

0 

0 

0 

1 

0 

x3 

x4 

0 

0 

0 

0 

1 

x4 

*5 

-e! 

f 

0 

-1 

-1 

xs 

*1  = 

X  , 

x2  — 

x'  , 

X3  = 

y  . 

x4  - 

y'  , 
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1-  =  2  ,  =  1  .  *3=1. 

3.  X[  =  —  1  ,  x2  —  0  ,  x3  —  —2  . 
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1. 

*10]  _ 

3 

-l] 

40 

_i_ 

1/(0  J  ~ 

-1 

2J 

I/O] 

1 

4 

7.  Xi  =  3s  ,  x 2  =  j  ,  —00  <  s  <  00  . 

dxfdt 

't2  -1  r 

X 

t 

9.  ,i[  -  2s  ,  x2  —  (-1  +  i)s  ,  donde  s  es  cualquier.  3. 

mimero  complejo 

dyjdt 

dz/dt 

0  0  e! 
t  -I  3 

y 

z 

+ 

5 

re‘ 

11.  x |  =  —  (s  +  l)/2  ,  x2  =  ~ (ill'  +  l)/2  ,  =  s  , 

—oo  <  S  <  00  . 

13.  Para  r  =  2,  la  unica  solution  es  jcj  =  x2  =  0. 

Para  r  —  1,  las  soluciones  son  xx  =  3s,  x2  =  s. 


5. 


4(0 

0  1 

*10 

+ 

0 

.4(0. 

i°  3 

%(0. 

sen  ? 

*2 


—00  <  s  <00  . 

4  (0 

7. 

4(0 
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4(0 

r,  .1 

7  'X 

*i(0 

1.  (a)  [5  2 

(b) 

7  18 

V,  =  w  , 

*10 

1 

0 

1 _ 

*2(0 

0 

*11 

0 

*4(0 

r2 

*2 


*3 


3.  (a) 


5.  (a) 


18  14 

4  5 


(b) 


7.  (c)  Si. 
4/9 
1/9 


-2 
-3 

(d)  Sf. 


(b) 


8  12 
3  5 

-5 

-8  - 


(c) 

(c) 


9, 


13. 


17. 


19. 


21.  11. 


1 

-2 


-1/9 
2/9 

0  1 

1  -2 
1  0 


11,  No  existe. 


16 

3 

9. 

5 

-6 

19 

-3 

11. 

-9 

-4 

13. 

19. 

21. 

.4(0  =  _2jC|(f)  +  4jc2({)  -  3e~ 


x'2 (t)  -  —  jc i ( r)  +  2 x2(t]  +  5*10  +  t  ; 
*3(0  =  5*2(0  +  *3(0  ■ 

LI.  15.  LI.  17.  LI. 


e 

2e~ 

e~ 


0  -4 

4  2e 3 


(4/3>“' 

1 

"uj 

V 

1 

0/3>-4' 

(l/3)e-4rJ 

e~' 

(l/2>-r 

-(l/2)e-f 

(1/3  V' 

-0/2)4 

(1/6)4 

(1/3K* 

0 

(1/3  )42' 

<T! 

1 

1 _ 

24' 

e~' 

+  c2 

1 

O 

1 _ 

+ 

23. 


23.  -12. 


25.  25. 


27.  2,  3. 


+  c2 


1  4 
4  |_3e' 

e~ 
3e~ 


—  e 

24' 


+  Ci 


34' 

1 

0 

1 

_ i 

29.0,1,1.  31. 

64' 

33. 

5  2,  •  27.  X-'(f)  = 

-(l/5)4r  (4/5)4'  -(2/5)4' 

-34'_ 

—  lOe  — 2e j 

(|/5)<T3'  (9/20)e-3'  (3/20)<r3'_ 

39.  (a) 

(b) 

(c) 


(l/2)/2  +  Ci  e'  +  c2 
/  +  4  +  04 

sen  1  —  I  +  cos 

1  —  cos  1  sen  1 

(1  +  e')cos  I  +  (4  -  Oscn  /  (4  -  f)cos  t  —  (4 
(e1  -  1  Jscn  t  +  ticos  t  (4  -  l)cos  t  — 


*(0  = 

35.  (b)  24'. 

+  l)senl 
4sen  t 


~{3/2)e~t  +  (3/5 )e~2'  -  fl/10)e3 
(l/4)e_f  -  il/5)e~2'  -  (1/20)4 
(5/4)e"f  -  (1/5 )e~2’  -  (1/20)4 


(e)  24 


igual. 
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1.  Los  valores  propios  son  ?'i  =  0  y  r2  =  —5,  con  vectores 


propios  asociados  U[  = 


s 

2s 


y  u2  = 


2s 

—s 


3.  Los  valores  propios  son  rl  =  2  y  r2  =  3,  con  vectores 


propios  asociados  ^ 


1 

-1 


y  u2  =  s 


1 

-2 


5.  Los  valores  propios  son  rl  =  1,  r2  =  2  y  r3  =  —2,  con 


vectores  propios  asociados  Uj  =  s 

"  1  ' 

0 

U\  =  s 

■  1 " 

0 

0 

l 

yu3  =  s 


7.  Los  valores  propios  son  rt  =  1,  r2  =  2  y  r3  =  5,  con  vec- 


tores  propios  asociados  =  s 

1 

Oi  tO 

,  u2  =  s 

0" 

-1 

2 

1 

yu3  =  s 


9.  Los  valores  propios  son  rt  =  iy  r2  =  —i,  con  vectores 


propios  asociados  Uj  =  s 

11.  cieW 


y  u  2  =  s 


—  l 
1 


3 

10 


c2e 


t/  2 


13.  cxe  1 

-2 

1 

+  c2e~3t 

0 

-1 

+  c3e5' 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

1 

+  c3e4' 

1 

15.  cxe  ' 

0 

+  c2e' 

-6 

0 

-2 

4 

1 

27. 


29. 


17.  (b) 


(c) 


(d) 


19. 


23. 


L 

25.  x 


4f 

> 

0 

0 

0 


(1-V3.-V3-1) 


Figura  B.54 


e 

-2s-3' 


7l 

_4t"| 

€ 

e 

21. 

e‘ 

2s2' 

4s4' 

- 

s' 

4s  a 

- 1 

e 

— 3s“ 
0 
0 


2s' 

8s7 


—  C;s'  —  2c'2e2f  —  c3es' 

y  =  C]e'  +  c2e2'  +  c3e3t  , 
Z  =  2  cxe'  +  4c2e2'  +  4c3e3' 


f-0.347Jr 

e  0.5237/ 

0.0286s-7  0764' 

-0.3157s-03473' 

0.4761  e05237' 

-0.1837s-7-0764' 

0.0844s  -0-3473' 

0.1918s0-5237' 

e  -7.0764/ 

0.025 1  e3,4142'  - 

0.2361  s-lfn®' 

gO.disoi 

^0-5858/ 

0,0858s3'4142' 

0.3820e-lf'180' 

O.618Oe06ls(}’ 

0,5858s0  5858' 

0.2929s3'4I42i  - 

0.61  SOe-16180' 

0.3820e°5!S(1' 

0.343  is05858' 

„  3.4142/ 

€ 

^ -1.6180/ 

O.2361e06iso' 

0, 

>01  Os05858' 
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2e4'  +  e~2: 
2e4'  -  e“2' 

33. 

—36  '  +  eSl 
-2e~’  ~  e5' 
e  '•  +  eSl 

39.  (b)  x, (/)  =  e‘ 

-1 

1 

0 

;  Xi(t)  =  e' 

-1 

0 

1 

31. 

35.  (b)  \t)  —  e  ' 

(c)  x,(r)  =  te 


+  e~ 


37.  (bl  x,(r)  =  e2' 

(c)  x2(f)  =  te2' 


0 

L°J 


(d)  %{i)  =  je2 


1 

0 

0  ~ 

0 

+  te2' 

1 

+  c2' 

-6/5 

0 

0 

[  1/5  J 

(c)  xj(/)  =  te1 


1 

1 

1 

+  6' 

0 

-2 

0 

(d)  0. 


43.  c. 


3/ 


+  c2 


45.  -  (25/2)(f-3'^  +  e"'/25)  , 

XiW  =  (25)(e-'/25  -  e-3'/25)  . 


1 

"o 

47.  (a)  r,  -  2.39091  ,  r2  -  -2.94338  ,  r3  = 

0 

+  Z-2' 

1 

1 

i 

0 

0 

(b)  uj  - 

-2.64178 

;  u2  = 

-1.16825 

L  J 

-9.31625 

0.43862 

3.55247 


0.81004 
-0.12236 

(c)  C|er>'U|  +  c2er2' u2  +  c3er3'u3,  donde  los  rt  y  los  u, 
estan  dados  en  las  partes  (a)  y  (b). 
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2  cos  2 1 

2  sen  2i 

C| 

cos  It  +  sen  It 

+  C2 

sen  It  —  cos  2t 

3.  C|  e'cos  r 

-1 

1 

—  cjc'sen? 

-2 

0 

+  cy'sen/ 

-1 

1 

+  c2c'cos  t 

1 

O  to 
_ 1 

+  c3e' 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

Nota:  Se  obtiene  una  respuesta  equivalente  si  col(  — 1,  1, 0)  y  col(— 2, 0,  1) 
se  reemplazan  por  col(— 5,  1,  2)  y  col(0,  —2,  1),  respectivamente. 


5. 


9. 


11. 


e  'cos  At  e  "'i 
2<?~'sen4r  —  2e  'cos  At 


-j, 

1 

cos  t 

sen  t 

7. 

0 

-cos  t 

—sen  t 

0 

—sen/ 

cos  / 

1  V3  sen  (V3/)  -  COS  (V3f)  -sen  (Vdi)  -  V5  COS  (V3f) 
1  V3  sen  {V3l)  +  COS  (V3f)  sen  (V3/)  -  V3  COS  (V3r) 

1  2cos(V/3f)  2sen(V3/) 


e'cos  t  —  cos  t  —sen/ 
sen/  —cosr 
cos  t  sen  t 


e  sen  t  —  e  cos  /  —  e  ser 

2e'sen/  -  2c'cos  r 

2e'sen/  +  2c 'cos  f  2e'sen/  —  2e'cos  t 


13.  (a) 

(d) 


4c 'cos  I 
-it 
—  2e 
r  -2, 


e  “(sen  /  -  cos  /) 


sen  t 


4fr'sen/ 

-sen  /  cos / 

■  (b) 

_ c[)s  { 

(c) 

e  2(,  +  2n)(2  cos  t  —  3  sen  /) 

cos  t  _  scn|J 

(?-2(/  +  2ir)^cos  (  +  5  sen 

cos  t 

2'(scn  /  —  cos  t) 
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17. 

19. 


C| 


r1 

r  'cos  (in  /) 

/-'sen(ln  /) 

0 

+  Cl 

ti'senfln  /) 

+  ti 

-/-'cos(ln  /) 

-2/-1 

-/- 'cos  (in  /) 

—  /  'seir(ln  /) 

V9  -  VI 7 

2V'2i7 


0.249 


\/9  +  V'  1 7 
2V2w 


0,408 


21.  /j  =  (5/6)c-2fsen3/  , 

h  -  ~(l0/l3)e~2tcos3l  +  (25/78)c“2'sen  3/  , 
4  =  ( 10/13)e _2fcos  3/  +  (20/39)c-2,scn  3/  . 
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3.  /qc 


"  T  L  J 

7.  x„  =  ra  +  b  +  sen  3/  c  +  cos  3/  d 


9.  Xp  =  e2ra 


sen  / 
cos  / 


11.  c, 
13.  c,e' 

15.  cj 


f-  e}lb 
+  c2 

+  c2e~ 


cos  / 
—  sen  / 

1 

-3 


5  te'  +  (3/4)e' 
-5/ef  +  (9/4)*' 


1 

+  cc-4“2 

_|_ 

3n|/| 

+  (8/5)/  -  8/25 

2 

+  c2e  j 

2  ln|/| 

+  (16/5)/+  4/25 

17.  Clc2' 

1 

1 

+  c2e  ‘ 

-1 

0 

+  c3e  1 

-1 

1 

+  e‘ 

ll 

-1 

1 

1 

0 

-1  J 

19. 


21.  (a) 

(b) 

(c) 


c,  cos  /  +  c2  sen  t  +  1 

— C|  sen  /  +  c2  cos  /  -  / 

c3e‘  +  c4e-'  -  (l/4)f?-'  —  /  +  (l/2)/c-1 

c3e‘  —  e4e-'  -  (l/4)e-'  —  !  —  (l/2)/e-! 

Ate'  +  5el 
2  te*  +  Ae'  ' 


—2e'-  1  +  2<?2(r_l)  -  3<r'_!  +  (4f  -  l)er 
-e'-'  +  2e*~']  -  3e2,~l  +  (2f  +  l)e' 

(-20  +  2e~5y  +  {-3c-5  -  e-10)c2'  +  (4/  +  3)e' 
(-10  +  c-5y  +  {-3c-5 -«-y  +  (2f  +  3)c' 


-  I8e'+I  +  14e2,+2  -  3e2'+1  +  (At  +  7)e' 
— 9c'+  1  +  14e2r+2  -  3ei+1  +  (2 1  +  5)e' 


27.  C|<? 


0 

1 


1 

1 

0 

0 

+  e~‘ 

0 

+ 

0 

-1 

0 

1 

■  ■ 

‘  ' 

1 

1 

+  c2t  1 

I 

3 

— ; 3/4 )/  -  (l/2)/-1  In  /  +  1 
-{3/4>-1  -  (3/2)/-1  In  /  +  2 


33.  /j  =  /2  +  3/5.  4  —  34,  4  —  2/5,  donde 

/2  =  (l/(20 VSi7))[(l3  -  V817)c“(31+v^)5'/2 

-  (l3  +  V817}c(_3I  +  x/^W2]  +  1/10  , 

4  =  (3 /(40 V8T7 ) } [ (3 1  -  V8l7)c-(3l  +  v'817)5'^ 

-  (31  +  V"¥l7}c(-3I  +  V817^'/2]  +  3/20  . 

35.  x  1  =  (2050  -  (5845/4)e_3f|/50  -  (23S5/4)e"7'/*)/21  , 
x2  =  (l 850  -  (5845/2}e~3f/so  +  (2355/2)e-7'/50)/21  . 
El  tanque  A  tendra  la  mayor  concentration.  La  concen¬ 
tration  lfmite  en  el  tanque  A  es  41/21  kg/litro  y  en  el 
tanque  B  es  37/21  kg/litro. 
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1,  (a)  r  =  3.  ;  k  =  2  . 

3.  (a)  r  =  - 1  ;  fc  =  3  . 

5.  (a)  r  =  -2  ;  k  =  2  . 


(t>)  e 

(b) 

(b)  A 


1  —  2f 

0  1 


1  +  3/  -  (3/2)t2  t  —  r  +  (1  /2)/2 
-3/  I  / 

9/  -  (9/2>2  3/  1  -  3/  +  (3/2)rJ 


"  1  0 

0 

r 

4/  1 

0 

7. 

0 

1 

cos  i  sen  / 
—sen  /  cos  / 


9  - 

2 


e'  +  cos  /  -  sen  /  2  sen  /  e '  -  cos  /  -  sen  / 

e'  —  sen  i  —  cos  /  2  cos  /  e'  +  sen  /  —  cos  / 

e‘  —  cos  /  +  sen  /  -2sen  /  e’  +  cos  /  +  sen  t 

-4  +  29e5'  -  20/e5'  20  ~  20c5'  -8  +  8e5'  -  40 /A 


1L25 


-5  +  5e5 


25 


-10+  lOe5' 


2e5'  +  lOre 


5r 


10  +  10e5'  4  +  21c5'  +  20/e5 


13. 


(1  -  r  +  l1/ 2)e‘  ( t  -  1 2 


[rf 2V 


{rny 


(l  —  /  +  t2)e'  ( t  +  r/2)e 


15. 


0  0 

0  0 

(/  +  r/2)e'  (-31  -  e-y  (l+2r  +  r/2V  0  0 

0  0  0  cos  r  sen  t 

0  0  0  -sen;  cos  r 


(l  +  f  +  r/ 2)e~'  (/  +  t2)e  '  {t2/ 2)e  '  0 

(-t2/  2)e~’  (1  +  /-/2)A  (t  -  r2/2)e~‘  0 

(-i  +  t1/ 2)e~s  (-3 /  + /2}A  (1  -  2f  +  l2/2)e~'  0 

0  0  0  ( 1  +  2/)e~  21 

0  0  0  -4/e-2' 


te 


(1  -  2 t)e 


17,  c,A 

1 

-1 

+  C'2&  r 

-t 

-l  +  / 

+  C'3f?  2' 

1 

-2 

1 

^  2  -  / 

4 

3 

0 

i 

1 1 

19.  c,e2' 

6 

1 

+ 

1 

o 

+  A 

/ 

0 

+  C46* 

t  +  t1 

0 

1 

Ia 

0 

1 

21. 


A 

3/ 

2  -  e'(/2  -  2/  +  2) 

4/e-2'  +  e-2' 

23.  A 

3 

+  eA' 

1  +  e'(t  -  1) 

/A  -  A 

9/ 

6  -  3e'(/2  -  2r  +  2) 

.  donde  eAf  es  la  matriz  de  la  respuesta  al  problema  3. 
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1.  c,A 

1 

1 

+  c2e4' 

3 

2 

3.  C|e  ' 

1 

-1 

0 

+  t?2 £  * 

0 

0 

1 

+  A' 

1 

1 

0 

+ 

0 

0 

1 

0 

-1 

0 

1 

r  1 1 

.-2. 

+  cA 

1 

2  ^ 

+[ 

-1/3 

14/3 


1 

/ 

0 

+  c2e  ' 

1 

+  CjA 

A 

_3/_ 

_ 

5. 


-t  +  (i/2)r2 
/ 

-  3 1  +  (3/2 y- 


e ~ 

-2e3' 


2  +  / 

+ 

7-3/ 

10 

7.  c jfi  ' 


9.  c,e 
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II. 


3e' 

3e' 


13.  c{r] 

"—3"' 

1 

+  c^t  1 

- 1 

0 

+  c3t4 

1 

I 

] 

.1, 

15. 


(1/2V  +  (2/3)e5t~  (l/6)e-' 
(l/3)tr,r  -  (l/3>  ' 
-(l/2>r  +  (l/2> 


-e'  +  (2/3)e5/  +  (l/3]<t"' 
(1/3>S'+  (2/3>-' 

_r  _  „  —t 


-(l/2k*  +  (2/3)e5'  - 
(l/3)e5f  -  (1/3 )e-‘ 

(1/2V  +  (1/2)-' 


CAPITULO  10 
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1-  y  =  [4/(e  -  e  ')[(«  ^  -  c*)  .  3.  y  =  0  . 

5.  y  =  ex  +  2x  —  1  .  1.  y  =  cos  x  +  c  sen  x;  c  arbitraria. 

9.  1„  =  (2 n  —  l)2/4  y  y„  =  c„  sen[(2n  —  l)x/2],  donde  n  = 
1,  2,  3, ...  y  las  cn  son  arbitrarias. 

11.  1„  =  n2,  n  =  0,  1,  2, .  .  .  ;  y0  =  a0  y 

y„  =  cos  nx  +  £>„  sen  nx,  n  =  1,  2,  3, ,  donde 
do,  a„  y  /?„  son  arbitrarias. 

13.  Los  valores  propios  son  las  raices  de 

tan(  t r)  +  =  0,  donde  1„  >  0. 

Para  n  grande,  A„  ~  (2 n  —  l)2/4,  con  n  un  entero 
positivo.  Las  funciones  propias  son 
y„  =  c„[sen(  4K  x)  +  cos(  JK  x)]  , 
donde  las  c„  son  arbitrarias. 

15.  u(x,  t)  =  e”3'senx  —  6e^48'sen4x  . 

17.  «(.f,  t)  =  e~3'senx  -  7e~27'sen3x  +  e_75lsen5x  . 

19.  u(x,  t)  =  3  cos  6/sen  2x  +  12  cos  39rsen  I3x  . 

21.  «(x,  t)  =  6  cos  6?  sen  2,t  +  2  cos  tSfsenfix 
+  (1  l/27)sen  27fsen9x 
-  (14/45)sen  45rsen  I5x  . 

tXJ 

23.  u(x,t)  =  2  n~2e~2lrV>  sen  nirx  . 

25.  Si  K  >  0,  entonces  T(t)  se  vuelve  no  acotada  cuando 
t  — *  oo,  de  modo  que  la  temperatura  u(x,t)  =  X(x)T(t)  se 
vuelve  no  acotada  en  cada  posicion  x.  Como  la  temperatu¬ 
ra  debe  permanecer  acotada  para  todo  tiempo,  K  >  0. 

33.  (a)  u(x)  =  50  .  (b)  u(x)  =  30  x/L  +  10  . 
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1.  Impar.  3.  Par.  5.  Ninguna  de  las  dos. 


,  ,  v  2(-l)”+1 
9.  f(x)  ~  2j - sen  mx 


cc  r  ^ 

11.  fix)  ~  1  +  2  -4t(-1  +  (~1)'!)  cos 

ii  —  i  m — v>~  '  ' 


nirx 

2 


j 

13.  fix) - 1  2  L  „  cos  mrx 


1  S  4(—  1)" 

Q  ■“  2  1 

3  «=1  HIT" 

15.  f{x)  —  [(scnh-Trl/Vl  (l  +2  2- 

'  M  =  I 


+  “((-l)*+l  -  l)  sen 

(-1)' 


tlTTX 

~r~ 


_  1  +  rr 
(-l)"+1« 

+  - - -  t 

1  +  n2 

17.  La  funcion  g(x)  con  periodo  2t t,  donde 

fx  ,  77  <  X  <  77  . 

lO  ,  X  -  ±77  . 

19.  La  funcion  g(x)  con  periodo  4,  donde 


:  cos  nx 


sen  nx 


g{x) 


-2  <  x  <  0 


X  , 

0  <  x  <  2 

1/2  , 

x  =  0  , 

3/2  , 

x  =  ±2  . 

«U)  =  < 


21.  La  funcion  g(x)  con  periodo  2,  donde 
g{x)  =  x2  ,  - 1  S  X  <  1  . 

23.  La  funcion  g(x)  con  periodo  2ir,  donde 

,  —  77  <  X  <  77 

((fi*  +  e~n)jl  ,  X  =  ±77  , 

25.  (a)  F[x)  =  (x2  -  it2)/!  .  (b)  F(x)  =  \x. 


six) 


IT 


— ’  • ) 

27.  f{x)  ~  2  T - -T- 

1  [2n  -  1  Jl7 


(-l/’+'cos 


(2/1  —  l)trx 


+  sen 


(2/1  —  1 )  77X 


29.  a0  =  0  ;  a  |  =  3/2  ;  =  0  . 
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1.  (a)  La  funci6n/(x)  con  periodo  77,  donde 
f(x)  =  x2  ,  0  <  X  <  77  . 

(b)  La  funcion/0(x)  con  periodo  2-77,  donde 


fix)  = 


2  ,  0  <  x  <  n  , 

-  X 2  ,  ~77  <  X  <  0  . 

(c)  La  funcion/c(x)  con  periodo  277,  donde 


fix)  = 


0  <  x  <  ir  , 

U"  ,  —77  <  X  <  0  . 

3.  (a)  La  funcion/(x)  con  periodo  77,  donde 
0  <  x  <  77/2  , 

77/2  <  X  <  TT  . 

(b)  La  funcion/0(x)  con  periodo  2tt,  donde 


?w  -  {° ; 


fix)  =  < 


1  ,  —  77  <  x  <  —77/2  , 

0  ,  —77/2  <  x  <  0  , 

0  ,  0  <  a  <  77/2  , 

I  ,  77/2  <  x  <  77  . 


(c)  La  funcion/c(x)  con  periodo  277,  donde 


fM)  =  < 


I  ,  —77  <  x  <  —tt/2  , 

0  ,  -77/2  <  x  <  0  , 

0  ,  0  <  jc  <  tt/2  , 

1  ,  77/2  <  X  <  77  . 


5.  /(*)  ~  ~  2  2F^Tscn(2*  “  ' 


7.  f{x)  ~  2 


4 

77  i  = 

277(-l)"+1  4 

7 rn 


9-  fix)  ~  ,2 


8 


scn(2&  H-  ])77j:  , 


*=o  (2k  +  l) 

A  00  1 

11,  f{x)  ~  —  H - 2  7 - 77  cos(2£  —  l)x  , 

2  77  *=1  (2*  —  1? 

,  v  v  1  -  1 

13.  f\x)  ~  e  —  \  +  2  2j  - cos  mrx  . 


>1  =  1  1  +  77  «- 


15.  f(x)  ~  1  +  l  ,2 


17.  u(x,  t) 

_  DC 

2  2 


1 


1 


77  77  k  - 1  \  2L  +  1  2it  —  I 


cos  2 kx 


1 


1 


77  “1  2*-l  2Jlr+ 1  2*-3 


e-*u-']\™(2 k  -l)x  . 


19.  u(x,t)  =  -  2  ^  e-^+|)\en(2 k  i  l)x  . 

77  *-0  (2L  +  1J" 
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*  8(— l)"fl  -  4 

1.  u{x,t)=  2  - 7—7 - e  5"  s 


3.  iiU,  t )  =  —  —  2 


-e-rn+D\m(2k+  i)x 


2  *e»  77(2 k  +  l)2 

,  7  ,  2(ew  -  l)  -sp  2elr(— l)'1  —  2  : 

5.  u{x,t)  = - 1-  Zj  - - - — — e  cos  1 

77  ft~ 1  77(1  +  n) 

7.  «U  7)  =  5  +  —  x  -  —  e“2'senx  +  —  <?_8'sen2x 

TT  TT  T T 

+  ^1  -  -^je~l8'sen3x 
+  ^e_32,sen4x  —  (  1  +  ^Ae  ~30fsen5x 


+  2  — [2(-l)"  -  l> 

rt =6  irn  L  J 


9.  u(x,  t)  =  - - -a  —  e  -1  +  1  +  2  cne  ,r,sen«A  , 

TT  n  = ) 

donde 

2e  -  2  In  , 

- (-on+  77-  J-iy+v  +  i 

rrn  77(1  +  n  ) v 

-  +— [(-!)”-  1]  ,  n*  2  , 


w  -  1  4  . 

- +  — {1  -  z~”)  +  1  ,  n  =  2 

77  5  77 


11.  w(a,  r)  =  2  a„e  ^"  +  l/2^'cos(rt  +  l/2)x,  donde 

71  —  0 

00 

f(x)  —  2  an  cos(n  +  1/2 )x  . 

71=0 

2  1 

13.  u(x,  7)  =  —a  -  —x3  -  3e~2'senx 
+  2  ^e-i"\ennx  . 


15.  u{x,y,t)  =  e  52'cos  6,v sen  4y  —  3e  l22fcos  x  sen  !  l_v 

so  7  _  1  \n  +  1 

17.  u{x,  y,  7)  =  22  - e~n ’senny  . 

77—1  fl 

19.  C(x,t)  =  2  Cjie-[t^faV/B!l7sen^^j  , 

donde 

2 

£•„  =  —  f  (x  sen  -  dx  . 

a  Jo  \  a  / 

La  concentracion  tiende  a  cero  cuando  7  — »  +00. 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


B-29 
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1.  u{x,  t)  =  ^r~sen777/  sen  7m 

ITT 


+  2  , 

t=0  ((2*  +  1)77} 


-cos{2  k  +  l}«rlsen(2fc  +  1  )irx 


3.  u(x.t)  =  2  — jf  [2(  —  l)'i+  1  -  l]cos2nfscni 


5.  u(x,  t)  —  — y 


2  hoL* 


1  inrn  nirx  mroct 

—  C 

.2 " 


y  1  —  . 

2j  —sen - sen - cos 


TT~a{L  —  «)"='  n 

5  3 

7.  «(. x,t)  =  cos  (sen x  +  ^sen2/sen2.r  —  -senSfsenSx 


+  2 


C  1 )" 


+ 1 


scrirt^ 


t  - 


sen  nx  . 


CXJ  / 

9.  u(x,t)  -  2  a„ 


(2  n  +  1)770/ 


,  cos  • 


(2/i  +  l)ira/\  (in  +  \)vx 

+  A„sen - — - Isen - — - ,  donde 


2  L 


2  L 


f  (2  n  +  I) 

f(x)=  2a, sen - — 


'7TX 

2 l  y 


g{x)  =  2  b„ 


(2  n  +  1 )  770  (2?i  +  l)irx 


2  L  2  L 

00 

11,  /)  =  2  £3„r/f(/)scn^y^,  donde 


n=  I 

cl 


a„  =  |  jo  /U)sen^«E*  . 

T,M  =  fint  +  2^ser,A^ 


donde 


A  =  ^  V3L2  +  4“ 


2  2  2 

7 T  ft  . 


13.  u(x,  f)  =  y-  [sen  (a  +  at)  -scn(x  -  of)] 


=  —sent*/  cos  x  . 
a 


IS.  u{ x,  i)  =  x  +  tx  . 


17.  u[x,  t)  - 


-t  +  ttlf  _|_  ix-arf 

cos  (a:  -  at)  -  cos  (a  +  or) 


21.  u(r,  r)  =  2  [afi  cos(ktlat)  +  b„ sea(knat)]ja(k„r)  , 

donde 

a„  =  2  [  f(r)Jn(k„r)rdr  , 

cn  Jo 

g(r)Jo(k„r)rdr  , 


y 

= 


ak„c„  Jo 


con 


c„  =  [  y^(*„r)rrf7 
Jo 
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4  cos  6jcsenh(6(  y  -  l)) 


1.  h(a,  y)  = 


+ 


scnh(  — 6) 

cos  7*senh(7(y  —  l)) 


senh(— 7) 

no 

3.  «{x,  y)  =  2  A#senwscrih(jy!  —  nw),  donde 


f  (x)  sen  nxdx  . 


5.  tt(jc,y ) 


"  77scnh(— mu)  Jo 

cos  xsenh( >’  -  l)  cos  3xsenh(3y  -  3) 


senh(-  l) 
cos  2,vscnh2y 
senh{2) 


scnh(  — 3) 


7.  u(r,  0)  = - 2  - - ~z~  rr  7  cos (2/r  +  1)0  . 

v  2  (2fc  +  l}27722t  M 

9.  u(r,  0)  =  y  +  2  (  — )  (s„  cos  m#  +  i>f!senn(?),  donde 
2  n  =  I  \Cl  J 

a0  es  arbitraria,  y  para  n  =  1,  2,  3, .  . . 

f  ^ 
a 


a„ 


r  _  a 

b.  =  — 
mt 


t  -rr 


f{6) cos  n6d0 

T 

/(fi)sen«fM0  . 


11.  u{r,6)  =  (“7  -  jr  ‘jcosO  +  (|r  -  1  |sen0 


4  _j  : 

+  ,“2fer4  +  if,"4)sen40 


B-30 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


13.  u(r,  6)  —  +  E  r  "(a„  cos  rtfl  +  i>„senn0),  donde 

2  rl  =  i 

a  =  —  /(fl)cos  n8d6  ,  n  =  0,  1,  2, , 

77  J-7T 

y 

=  —  f(9)senn6dd  ,  n  =  1,  2,  3 . 

77  J-,r 

15.  a(r,  0)  =  r3sen  39. 

co 

17.  u(r,8)  =  a0  +  &o,n  >'  +  2  +  i?„r “")cos  n0 

tf  =  I 

+  (cijr"  +  f/„r~'I)senn0] 


donde 


«o  = 


b0  = 


2tt 


2-7 r 


/C0)d»  , 

IT 

«(«)<»  - 


y  para  n  —  1 , 2,  3,  .  .  . 

1 


a„  +  b, 
n3"~ 'fl; 


n3 


—  IT 
17  1 


/(0)cQS7!0<ffl  , 
1  fw 


g(d)cos  ndd8 


y 

c„  +  dn  =  —  /(#}senR0</d  , 

77  }-W 

n3"'~'c„  -  n3~"-'d„  =  —  g(e)ser\n6d9  . 

^  J  -IT 

21.  w[r,0,z)  -  [/pM/foMjsenz  . 

23.  (c)  <j)(x,  y)  =  2xy  . 


CAPITULO  11 
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I.  y  =  e~ x  cos  5x  +  ce~x  sen  5x  ,  donde  c  es  cualquier  nu- 
mero  real. 

3.  y  =  ce 27  sen  3x  ,  donde  c  es  cualquier  numero  real. 

5.  y  =  C|  cos  x  +  C2  sen  x  —  (l/3)sen  2x,  donde  C\  y  C2  son 
numeros  reales. 

7.  y  =  —  (l/2)cos  x+(l/2  +  elr)  sen  x  +  (l/2)el . 

9.  No  tiene  solucion. 

II.  y  =  c  sen(ln  x)  +  2x  1  ,  donde  c  es  cualquier  numero 
real. 

13.  A„  =  (it  +  \j'2)lTTl  ,  n  —  0,  1, 2, . .  .  ;  y 

y„  =  c„sen[(rt  +  l/2)w]  ,  n  -  0,  1,2,  . .  . ,  donde 

las  c„  son  arbitrarias. 


15.  A„  =  n1  -  3  ,  n  —  0,  1,2,  .  . ,  ;  y 
y„  —  c„  cos  tlx  ,  n  =  0,  1 ,  2,  ...  , 
donde  las  c„  son  arbitrarias. 

17.  A0  =  — /uo,  donde  tanh(/UoTr)  =  po/2\  y 

jo  =  Cn(cosh(^x)  -  (2/#Jfl)senh(/J.Qjr))  y  A„  -  pi  , 
donde  tan(/u„7r)  =  pj2  ,n  =  1,  2,  3, .  .  .  ;  y 

y„  =  cn(cos(pnx)  —  (2/,u„)sen(;r„x)),  donde  las  c„  son 
arbitrarias. 

19.  A„  =  («  +  1/2)2  ,  n  =  0,1,2,...;  y 

yn  —  c„  cos[(n  +  l/2)lnx],  n  —  0,  1, 2,  ...  ,  donde 
las  cn  son  arbitrarias. 

21.  A!  =  -0.195,  A2  =  1.932,  A3  =  5.932  . 

23.  No  hay  soluciones  no  triviales. 

25.  A,„  n  =  1,  2,  3, .  .  .  tales  que  (A„2  +  1)  -j A/  —  nir, 

y  y„  =  c„  sen(^[\(x),  n  =  1,2,3, ,  donde  las  c„  son 
arbitrarias. 

27.  A„  =  ~Mr„  Pn  >  0  y  cos  Afli- ' cosh  PnL  =  1  1 
y„  -  e„[(eos  pnL  -  cosh  p„L}{ sen/i„x  -  send  pnx) 

—  (seit/u .„L  —  genhpE„L)(cos/i„x  —  cosh^.„x)]  , 
n  =  1,2, ... ,  donde  las  c„  son  arbitrarias. 

29.  yn  =  —  (mr/L)4  ,  n  =  1,  2,  3, ...  ,  y 

yn  =  sen(/t7r/L)  >  n  =  1,  2,  3, .  . .  ,  donde  las  c„ 
son  arbitrarias. 

33.  (b)  A„  =  n2  +  1,  n  =  1,  2, . . . ,  y  yn  =  cne~x  sen  nx, 
donde  las  c„  son  arbitrarias. 


n  —  l  2  3  . .  .  ,  donde  las  cnm  son  arbitrarias. 
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1.  (*>/)'  +  ^'6xy  =  0  . 

3.  ((l  -  xfy')'  +  A[{]  -  x)Jx]y  =  0  . 

5.  (xy'  Y  +  Ayr-1  =  0  .  7.  No  es  autoadjunto 

9.  Autoadjunto.  11.  Autoadjunto. 

17.  4>n  —  V2sen[(n  +  1/2)to]  ,  n  =  0,  1,2, . 


JC 


8 


«  f  —  1  )n 

2  7—  Tysen[(«  +  1/2)77x1  . 
<t=o  (2«  +  l)2  1 


19.  d>„  =  1/3/77  ;  4>n 


«=  1,2, ...  ; 


2  77  'i”1 


(-1)"  -  1 


n 


2 


cos  nx  . 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


B-31 


21.  tp o  =  y(i 1  [cosh(^0x)  -  (2//it0)senh(ju.0x)  j  y 
<P„  -  y„[- (m«/2)cos(a»Jc)  +scnU„jr)]  , 

«  =  1, 2,  3, . .  . ,  donde/x0  =  2  tanh(/u.ax)  , 

M*  =  2  tan(M„Tr)  , 

To  =  (4/Xo2  -  1)[(4mo)_1  senli(2p.077)  -  tt/2 ]  ,  y 
yl  ~  {l^/4)[w/2  +  (4M;I)_1scn(2^„-j7)] 

i  -  ( l/2)sen2(/i„7r)  +  ir/2  -  (4/x„)^lsen(2^,,'n-)  ; 
jyo2[(’r/Mo)senh(Ju.0ir)(l  -  4/mo)  +  ju^JJcoshUo*) 

oc 

-  (2/Mo)senh(MoJf}]  +  2  y“2[ (p-,72 


-  ir/2)sen(jU.„  77-)  +  fi„  1{tt  -  l/2)cos{/i„7r) 

+  (2//x„)  1  ]  [  —  (Mu/2)cos(^„x)  +  scn(^„x)]  . 


23.  4>n  —  V2/ff  cos[  («  +  1/2)  hut]  ,  n  =  0.  1,  2, 


2_  (-L)y(«  +  1/2)  -  1 

7T  »  =  o  I+(fi+l/2)2 


COs[(»  +  1/2)  In  x]  . 
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I.  L+  M  =  xy"  +  x2y'  +  ( 2x  +  3)y  . 

3.  L+[y]  =  (1  +  x2)y"  +  2xy'  +  y  . 

5.  L  +  y  =  2.x  :v"  +  Txy'  —  2y  . 

7,  L+  y  —  y"  +  2y'  +  lOy  ,  donde 

D(L+)  —  {v  in  C2[0,  it]:  u(0)  =  v(tt)  =  0}  . 

9.  LT[y]  =  2x2y'’  +  5xy'  ,  donde 

D{L+)  =  {u  in  C2[  1,4]:  u(l)  =  w(4)  =  0}  . 

II.  y"  —  6y'  +  lOy  =  0  ;  6y(0)  ~  y'(0)  =  0  , 

’6y(ir)  -  y'M  =  0  . 

13.  y"  +  4y  =  0  ;  y(0)  =  >’{sr)  ,  y'(0)  =  y'{ir) 
15.  x2y"  +  xy'  +  v  =  0  ;  yfl)  y'(l  j  -  0  , 

J<>)  -  eV(e*)  =  0  • 


17. 


h{x)e  'senSxdx  =  0  . 


19.  Tiene  una  unica  solucion  para  cada  h. 


21. 

23. 

25. 


j  ft(.v)t'J,feos  .v  +  3  senx)<ix  =  0 

Jo 

r 

h{x)cos  2xdx  =  0  y 

r 

h(x)%en2xdx  =  0  . 

A(x)[cos(ln x)  +  sen(lnx)]rfx  -  0  . 
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1.  5  sen  x  +  sen  3x  .  3.  No  tiene  solucion. 

5.  Ct  cos  x  —  (l/15)cos  4x  —  (l/48)cos  lx  , 
donde  Cj  es  arbitraria. 


7.  2 


-32 


"=1  tt(2 n  —  l)2[l  -  (n  —  1  /2)2 ] 


sen[(n  -  l/2)x]  . 


9.  2 


y„ 


»  =  0  [1  -  (n  +  1/2)2] 


—  cos[(n  +  1/2 )x]  ,  donde 


7n  =  J—  j  /(x)cos[(n  +  1/2 )x\dx  . 


11.  s 


y„ 


“«  [5  -  [n  +  l/2)a] 


—  cos[(n  +  l/2)ln  x]  , 


donde 


y„  =  —  /(x) cos  in  +  l/2)lnx]dx  . 

V  rr  J  | 


13.  t  T"  7  senh(^0x)  +  2  Jn  senf pnx) 

0  Aq  n  —  1  0  Att 

So  f(x)senb(p,0x)dx 


donde  y0  =  — - - —  y 

Jo  senh  (/x0x)rfx 

Jo  f{x)sen{p„x)ttx 


7n  = 


J7fsen2(M„*)rfx 
p0  y  ,  satisfaccn 

tanh  fj.()TT  =  Mn/3  ,  A0  =  -pi  , 

tan  ju.,,77  =  p.,,/3  ,  A„  =  jx2  ,  n  =  1,  2,  3,  .  . . 
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1.  G(x ,  s)  = 


3.  G(x,  s)  =  < 


s  ,  0  <  x  £  x 


0  £  s  ^  x  , 


.«  s  S  <  . 


5.  G(x ,  s)  = 


1  +  1 T 

( (sen  2^  cos  2x)/2  ,  0  S  s  x 


l  (sen  2v  cos  2s)  jl  , 


x  £  s  s  7T  . 

1  <  s  <  x 


'-(j  2  -  x)(4x  2  +  x)/15  , 

'  !-(x-2-x)(4.s-2  +  ,)/15  ,  x-x-2 


9.  G(x,  s) 


-se  (xe  —  e 


0  <  s  <  x 
x  s£  s  <  1 


.  ,  [  ~s(x  —  ,  0  <  S  <  X  , 

n.  G(x,s)=  y 

L— X(S  —  ITj/TT  ,  X  S  S  <  77  , 

y  =  1  -  e*  -  xfl r  +  eTxjrn  . 


B-32 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


13.  G(x,s)  = 

15,  G(x,  s)  —  | 


-  .v(.«.  —  1  -  7T  )/l  1  +  17  )  ,  0  £  .s  .c  X  , 

-A-(.{:  -  ]  -  tt)/(  1  +  -tt)  ,  J (^JSTT  , 

y  y  =  —  x3/6  +  (3 7TJ  +  ir3);r/(6  +  617)  . 

-senjsen(x  -  l)/(senl)  ,  0  <  s  <  x  , 

-senxsenf.t  —  1 )/( sen  1 )  ,  jSsS  I  , 

y  y  =  [senl  +  sen(x  —  l)  —  sen 4] /(sen  l)  . 

17.  G(x, s)  = 

V  -  e  '){«>'  -  v;/(2  -  2e2)  ,  0  .v  '•  X  , 

.(ex  -  e  *){e'  -  ¥}/(2  -  2<?2)  ,  x<s^l  , 

y 


V  =  — X  i - =  —X  H - 5 - 

senh  1  e“  - 


19.  G(jt,  f) 


-(,?2  —  s'  2){x2  —  16a  2)/60  ,  1  S  s  £  j 

-( x 2  —  x~2)(s2  -  16.r_2)/60  ,  1  £  1  £  2 


y  =  [  16a2  In  2  -  16x  2  In  2  —  15x2  In  x]/60 

,  ,  f  —s(x  —  J)  ,  OsjSj, 

21.  G(x,  j)  =  i  y 


y  =  a  +  {ft  -  a)x  x  sf{s)ds  +  sf(s)ds 
Jo  Jo 

+  x  j  f{s)ds  . 

23.  (a)  K(x,  i)  = 

f-(*-  o  J  '  !>“**]  ■ 

0  £=  S  <  x 

-(e~*  -  e-*)ie-' -  e'~^/[(e  -  I),-3-']  , 

x  —  s  —  1 

(b)  y  =  (l/4}(3  -  e2)e-*/(e  -  l) 

+  (l/4)<r(e  -  3)e  lx/U  ~  0 

-  (l/2)x  +  (3/4)  . 

,  ,  f-x(2~x)(s~3-.rz)  .  lssjssx, 

IS,S2 

(b)  y  &  x2  In  2  —  x  In  x  —  x  In  2  . 

27.  H(x,  s)  = 

-[{a3/2  -  ttx2)/tt2  +  a/2].?2 

-  [(— a2/3  +  •jrA3^)/'^3  -  1/6] s 3  , 

0  s£  1  5=  x  , 

-[(i-3/2  -  77 .?2)/ 77"  +  i /2]x2 

-  [{~|3/3  +  T7.?2/2)/77'3  -  l/6]x3  , 

A  —  —  77  . 


,  ,  f.f2(.s  -  3x)/6  ,  0  £  s  <  x  . 

29.  H{x,s)  =  <  ,, 

lx2(x  -  3x)/6  ,  a  —  —  77  . 
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cc 

1.  2  &„72(a2/fA)  -  donde  {a2„}  es  la  sucesion  creciente 
de  ceros  reales  de  J2  y 

_  J):I/(a)72(«2>ia)<Ja 

(fl  ~  «!,)/(!  i|(ffJnA)Alic 

CC 

3.  2  alrJo(ah^c)  ,  donde  {<xln}  es  la  sucesion  creciente 
de  ceros  reales  de  J'0 ,  que  tambien  son  los  ceros  de  7,,  y 
=  }of{^W.aux)dx 

(jx  -  ai)/( \jl{ah,xpedx 

oc 

5.  2  aj!«+l/’in+  iU)  ,  donde 
/!  =  () 

=  _ Jo/(*)P2,,+  l(*)<fr _ 

ain  +  '  [ /A  -  (2 +  1  )(2n  +  2)] JM„+ 1  [x)dx  ' 

CC 

15.  (c)  2  a„r„(x)  ,  donde 

M  =0 

/- 1  f{x)T„{x)dx 


(p  ~  nl)I-lT2„(x){l  -  xz)  l!2dx 

Ejercicio  1 1.8,  pagina  725 

I.  4>{x)  =  0  .  9.  77/2  . 

II.  Entre  -77\/ 1  /(A  +  l)  y  77V/6/(A  +  tC5)  . 

Problemas  de  repaso,  pagina  729 

1.  (a)  A,,  =  9  +  n2TT2  ,  n  =  1,2,3,  ...  ;  y 
y„  ~  c„e _-vsen{rtT7A)  ,  n  =  1, 2,  3, .  .  .  , 
donde  c„  es  cualquier  numero  real. 

(b)  A„  =  /r,,2  ,n=  1,2,3, ... ,  donde 
tan  /x„77  =  -2pn  ;  y  y„  =  c„  sen  pjc , 
n  =  1,  2,  3, ...  ,  donde  c„  es  cualquier  numero  real. 

3.  (a)  A„  =  {n  -  1/2  )2  .  n  =  1,2,  3, ... 


y„ 


=  a/2/77  cos[(n  —  l/2)x],  n  =  1.  2,  3, 


(b)  -  2 


(-l/'-'O  -  vr)  ,  ■ 

[n  -  1/2)  («  -  1/2)2. 

X  cos[ (n  -  1  /2)a]  . 


Respuestas  a  algunos  problemas  impares 


B-33 


r2ir 

5.  (a)  h{x)e  “sen  2 xdx  =  0  . 

Jo 

(b)  j  h{x)dx  -  0  . 

,  ,  f s  ,  0<sSj, 

7.  (a)  G(x,  s)  = 

Lt  ,  i  S  s:£  l  ; 
y  =  x3/6  +  x2/2  -  3x/2  . 


~(es  +  e~*){e*  -  e^/ile1  +  2)  , 

0<sSi 

(b)  G(x,  s)  =  ,  . ,  ,  ,,  , 

-  (e  v  +  e  “)(ev  -  e2~  )/(2e2  +  l)  , 

xSssl 

>■  =  4(e,+*  +  e'~*  ~  1  -  e2)/{e2  +  l)  , 


9,  TT. 
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13.  5{£  —  a),  a  ;>  0 

^-flS 

32.  £  cos  bt 

s2  -  b2 
(s2  +  b2)2 

14.  e" 

i 

33.  sen  bt  cosh  bt  —  cos  bt  senh  bt 

4b3 

S  —  13 

s4  +  4b4 

(A 

a 

3 

II 

bo 

n! 

34.  sen  bt  senhbf 

2b2s 

s"+1 

s4  +  4b4 

16.  ea'f,  n  =  1,2,3,.., 

n\ 

35.  senh  bt  —  sen  bt 

2b3 

(s-a  )"+1 

s4  —  b4 

17.  e4'  -  eh' 

(a  -  b] 

36.  cosh  bt  —  cos  bt 

2b2s 

(s  ™  «)(«  -  £>) 

s4-b4 

18.  ae° '  -  be" 

(a  —  b)s 

37.  ./v(bt) 

(Vs2  +  b2  -  s)v  _  , 

(s  -  a)(.s  -  b) 

. — - - -  .  V  1 

byy  s2  +  b 2 

TABLA  4.1  COEFICIENTES INDETERMINADOS  PARA  L[y](x)  =  g(x) 


Tipo 


g(x) 


yP(x) 


(I)  p„(x)  -  a„x"  +  ■  ■  ■  +  axx  +  a0 

(II)  aeax 

(III)  a  cos  fix  +  b  sen  fix 

(iv)  pxxy* 

(V)  /j„(jc)cos  fix  +  qj  x)sen  fix, 

donde  qjx)  =  b„xm  +  •  •  •  +  bxx  +  £>0 

(VI)  ae"x  cos  fix  +  be  ‘x  sen  fix 

(VII)  p„(x)eax  cos  fix  +  qm{x)eax  sen  fix 


xsP„(x)  =  x'{A„xn  +  ■  ••  +  A,jc  +  A0}f 
x’Ae" 

x' {A  cos  fix  +  B  sen  fix} 

xTixy 

jeI{/’.v(.i)cos  fix  +  Qn (.t)sen  fix}, 
donde  Q.v(x)  =  BNxN  +  ••■•¥  Btx  +  B0  y  N  =  max(n,  rn) 

x'{Ac‘J  cos  fix  +  Beas  sen  fix} 

xse“x{Pf/(x) cos  fix  +  0jv(.v)sen  jS.v}, 
donde  N  -  max(/i,  m) 


El  entero  no  negativo  s  se  elige  para  que  sea  el  entero  mas  pequeno  de  tal  forma  que  ningun  termino  en  la  solucion 
particular  yp(x)  sea  una  solucion  a  la  correspondiente  ecuacion  homogenea  L[y](x)  =  0. 


' Pn{x )  debe  incluir  todos  sus  terminos  aun  cuando  Pn(x )  tenga  ciertos  terminos  iguales  a  cero. 


ECUACIONES  LINEALES  DE  PRIMER  ORDEN 

Una  solucion  general  de  la  ecuacion  lineal  de  primer  orden  dy/dx  +  P(x)y  =  Q(x)  es 


l(jVx)e(x)d*  +  c| 


=  [(4*)]  1  W'.x)C(x)  dx  +  C  ,  donde  p(jc)  =  exp 


(jPWdx). 


FORMULA  DE  REDUCCION  DE  ORDEN 

Dada  una  solucion  no  trivial /(x)  de  v"  +  py'  +  qy  =  0,  una  segunda  solucion  linealmente  independiente  es 

-  g-f  p{x\4x 


FORMULA  DE  VARIACION  DE  PARAMETROS 


Sf  V|  y  y2  son  dos  soluciones  linealmente  independientes  de  y"  +  py'  +  qy  =  0,  entonces  una  solucion 
particular  de  y"  +  py'  +  qy  =  g  es  y  =  vyyx  +  v2y2,  donde 


y 


<d(x)  =  J 


W[yi,y2-}(x)' ax> 


gWyiW  , 
W[yuy2](x)  ’ 


w[yu  y2Jx)  =  >’,(x)/2(x)  -  fi(x)y2(x). 


